Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

V. L. Oleænik

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI NA LEMNISKATE

1. Vvedenie

Zadaqa opisaniØ otricatel~nogo spektra periodiqeskogo samosoprØßennogo (differencial~nogo ili raznostnogo) operatora Xredingera populØrna v kvantovoæ mehanike i izvestna kak metod priblißeniØ sil~noæ svØzi [1]. V dannoæ rabote my pokazyvaem, qto osnovnye aspekty teorii mogut byt~ proill¸strirovany na prostom primere vozmuwennogo operatora sdviga.

Toqnee, my rassmatrivaem lineænoe odnorodnoe rekurrentnoe sootnoxenie pervogo porØdka s periodiqeskim kofffficientom i kompleksnym parametrom f(n + 1) + a(n)f(n) = zf(n), n ∈ Z. (1) Izvestno [10], qto uravnenie (1) imeet netrivial~noe ograniqennoe rexenie togda i tol~ko togda, kogda spektral~nyæ parametr z prinadleßit lemniskate l_a, kotoraØ opredelØetsØ koneqnym mnoßestvom znaqeniæ kofffficienta a(n) (sm. teoremu 1).

Predpoloßim, qto my izmenili znaqenie funkcii a(n) pri

n = 0 na b ≠ a(0). Takim obrazom my poluqim novu¸ funkci¸ a^′,

a qislo b moßno vybrat~ tak, qto uravnenie (1) s funkcieæ a^′ vmesto a i pri z = b budet imet~ rexenie f(n; b) iz l^2(Z), ∑ n∈Z^{|f(n; b)|2 < ∞.} Pri fftom sootvetstvu¸waØ lemniskata ostanetsØ preßneæ (sm. sledstvie 1). Zametim, qto rexenie f(n; b) toßdestvenno ravno nul¸ pri n > 1.

Nakonec, dlØ proizvol~nogo celogo qisla N ≫ 1 postroim novu¸ periodiqesku¸ funkci¸ c(n) tak, qto c(kN ) = b, k ∈ Z i c(n) = a(n), n ∈ Z, n ≠ kN . Na fftom puti my poluqim novu¸ lemniskatu l_c. Osnovnoæ vopros teorii zakl¸qaetsØ v opisanii transformacii l_c v paru (l_a, b) s rostom N . 258

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI 259 S fiziqeskoæ toqki zreniØ my imeem delo s periodiqeskoæ rexetkoæ a(n) identiqnyh atomov i poluqaem ffnergetiqeskie zony, t.e. svØznye komponenty lemniskaty l_a. V sluqae samosoprØßennogo periodiqeskogo operatora Xredingera ffnergetiqeskiæ spektr sostoit iz nabora otrezkov vewestvennoæ osi (zon provodimosti), razdelennyh lakunami (zaprewennymi zonami). Zatem v rexetku pomewaetsØ odin inorodnyæ atom “b” i pri fftom voznikaet odno sobstvennoe znaqenie (primesnyæ ffnergetiqeskiæ uroven~) z_0 = b. Nakonec, primesi raspolaga¸tsØ periodiqeskim obrazom, i my poluqaem superrexetku s naborom zon

l_c. Odna iz komponent lemniskaty l_c (primesnaØ ffnergetiqeskaØ

zona) soderßit vnutri sebØ toqku z_0. My pokaßem, qto asimptotiqeski ffta komponenta budet okrußnost~¸ s ffksponencial~no malym radiusom i centrom v toqke z_0, kogda period primesi N stremitsØ k beskoneqnosti.

Osnovnye rezul~taty fftoæ stat~i byli poluqeny v Hel~sinskom universitete [11], i avtor iskrenne blagodaren fakul~tetu matematiki za prekrasnye usloviØ dlØ raboty. Sqita¸ priØtnym dolgom poblagodarit~ M. Vuorinen za poleznye zameqaniØ. DannaØ rabota qastiqno podderßana grantom Meßdunarodnoæ Sorosovskoæ Programmy ObrazovaniØ v Oblasti Toqnyh Nauk (grant ISSEP, No. d98-387).

1.1. Lemniskata

Naqnem s geometriqeskogo opredeleniØ lemniskaty.

Opredelenie. Lemniskatoæ nazyvaetsØ geometriqeskoe mesto

toqek z ∈ C , dlØ kotoryh proizvedenie rasstoØniæ do koneqnogo nabora fiksirovannyh toqek {z_1, z_2, . . . , z_N } ∈ C^N ravno zadannomu poloßitel~nomu qislu r^N . Toqki z_k nazyva¸tsØ fokusami lemniskaty, a qislo r ee radiusom.

Naprimer, esli N = 1 ili vse toqki z_k sovpada¸t, t.e.

z_1 = z_2 = . . . = z_N , to my poluqaem okrußnost~ s centrom v

toqke z_1 i radiusom r. Lemniskaty s dvumØ razliqnymi fokusami nazyva¸tsØ ovalami Kassini. ˚sno, qto ffti krivye sosto- Øt iz dvuh komponent svØznosti, kogda radius men~xe poloviny rasstoØniØ meßdu pol¸sami, i iz odnoæ komponenty v protivnom sluqae. Esli radius raven polovine rasstoØniØ meßdu pol¸sami, to srednØØ meßdu nimi toqka leßit na lemniskate i, sledovatel~no, ØvlØetsØ toqkoæ samopereseqeniØ krivoæ. TakaØ

260 V. L. OLE`NIK krivaØ nazyvaetsØ lemniskatoæ Bernulli i vyglØdit podobno simvolu beskoneqnosti, t.e. ∞.

Analitiqeski uslovie, opredelØ¸wee lemniskatu, moßno perepisat~ v vide

|(z − z_1)(z − z_2) . . . (z − z_N )| = r^N > 0. (2)

Primer ovalov Kassini daet uravnenie |z^2 − 1| = r^2. Zdes~ pri

r = 1 my poluqaem lemniskatu Bernulli.

Iz principa maksimuma modulØ dlØ analitiqeskoæ funkcii vyteka¸t nekotorye svoæstva lemniskaty (2):

1) lemniskata (2) otdelØet kaßdyæ pol¸s z_k ot beskoneqnosti; 2) vnutrennost~ ßordanovoæ krivoæ, celikom sostoØweæ iz toqek (2), ne soderßit toqek lemniskaty (2);

3) vsØkaØ takaØ ßordanova krivaØ soderßit vnutri sebØ po kraæneæ mere odin pol¸s z_k;

4) lemniskata (2) sostoit iz koneqnogo nabora ograniqennyh ßordanovyh krivyh.

Drugie osnovnye svoæstva lemniskat soderßatsØ v monografiØh [6, 12, 13].

DlØ bol~xogo qisla fokusov N my moßem stroit~ lemniskaty (2) dostatoqno priqudlivoæ formy. V deæstvitel~nosti, granica proizvol~noæ odnosvØznoæ ograniqennoæ oblasti horoxo approksimiruetsØ lemniskatami (sm. [4], [6] str. 315).

Teorema (D. Hilbert, 1897). DlØ proizvol~noæ odnosvØznoæ ogra-

niqennoæ oblasti D ⊂ C i dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet svØznaØ lemniskata l ⊂ D takaØ, qto granica ∂D oblasti D leßit v ε-okrestnosti krivoæ l, i ε-okrestnost~ granicy ∂D soderßit lemniskatu l, t.e. ∂D ⊂ {z ∈ C : dist (z, l) < ε}, l ⊂ {z ∈ C : dist (z, ∂D) < ε}. Obobwenie teoremy Gil~berta na obwiæ sluqaæ neograniqennoæ mnogosvØznoæ oblasti s kompaktnym dopolneniem moßno naæti v knigah [12, 13].

1.2. Operator sdviga

Oboznaqim qerez S operator sdviga, kotoryæ deæstvuet na dvustoronnih posledovatel~nostØh f : Z→ C po pravilu (Sf)(n) = f(n + 1), n ∈ Z.

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI 261 Sdvig S – unitarnyæ operator na prostranstve

l^2(Z) := { f : ∑ n∈Z^{|f(n)|2 < ∞},} t.e. ‖Sf‖_l2_(Z_) = ‖f‖_l2_(Z_) dlØ l¸bogo f ∈ l^2(Z).

DlØ proizvol~noæ posledovatel~nosti a : Z→ C i nekotorogo poloßitel~nogo qisla α > 0 my budem rassmatrivat~ vozmuwennyæ sdvig T_{α,a} := αS + a. Poloßim T_a := T_{1,a}. Zametim, qto operator T_{α,a} ograniqen na prostranstve l^2(Z) togda i tol~ko togda, kogda ograniqena posledovatel~nost~ a(n), t.e. |a| := sup_n |a(n)| < ∞. V dal~neæxem budem predpolagat~, qto a(n) ograniqena. V kanoniqeskom bazise na prostranstve posledovatel~nosteæ operator T_{α,a} predstavlØetsØ dvuhdiagonal~noæ, beskoneqnoæ v obe storony, matriceæ {t_{nm}, (n, m) ∈ Z^2}, s qislami a(n) na glavnoæ diagonali i α na sosedneæ diagonali, t.e. t_{nn} = a(n), t_{n(n+1)} = α i t_{nm} = 0 dlØ

m < n ili m > n + 1.

1.3. Spektr (mnoßestvo ustoæqivosti)

Opredelenie. My govorim, qto kompleksnoe qislo z prinadle-

ßit spektru s(T_{α,a}) operatora T_{α,a} togda i tol~ko togda, kogda raznostnoe uravnenie αSf + af = zf, αf(n + 1) + a(n)f(n) = zf(n), n ∈ Z, (3) imeet netrivial~noe^1 ograniqennoe rexenie f = f(n) = f(n; z).

Sovokupnost~ vseh qisel z, dlØ kotoryh f(n; z) ∈ l^2(Z), nazyvaetsØ diskretnym spektrom s_d(T_{α,a}), a mnoßestvo s_c(T_{α,a}) := clos (s(T_{α,a}) \ s_d(T_{α,a})) – nepreryvnym spektrom operatora T_{α,a}.

Predpoloßim, qto z /∈ {a(n) : n 6 0}, togda rexenie uravneniØ (3) moßno normirovat~ usloviem f(1) = 1, i ffto rexenie

1�to oznaqaet, qto inf{n : a(n) = z} > −∞.

262 V. L. OLE`NIK predstavimo v Øvnom vide

f(n + 1) = α^{−n} n∏ k=1 (z − a(k)), n > 1, 1, n = 0, α^{|n|} |n+1|∏

k=0 (z − a(−k))^{−1}, n 6 −1. (4)

Naprotiv, esli poloßit~ z = a(n_0), to vsØkoe rexenie f uravneniØ (3) toßdestvenno ravno nul¸ naqinaØ s n_0 +1, t.e. f(n) ≡ 0,

n > n_0.

ZameqaniØ. 1. DlØ fiksirovannogo qisla α > 0 mnoßestvo

s(T_{α,a}) translØcionno-invariantno, t.e. dlØ l¸bogo celogo qi-

sla m ∈ Zspektry operatora T_{α,a} i operatora T_{α,a}0 s funkcieæ

a^′(n) := a(n + m), n ∈ Z, sovpada¸t (s(T_{α,a}) = s(T_{α,a}0)). Sledova-

tel~no, my moßem sqitat~, qto a(n) /∈ s(T_{α,a}) dlØ n 6 0 (sr. so snoskoæ^1).

2. Spektr s(Tα,a) sovpadaet s mnoßestvom ustoæqivosti uravne-

niØ (3) (sm. [2], teorema 5.4.1).

3. DlØ stacionarnoæ posledovatel~nosti a0 := a(0) = a(n), n ∈ Z,

iz predstavleniØ (4) dlØ rexeniØ uravneniØ (3) sleduet, qto

s(T_{α,a}) = s_c(T_{α,a}) – okrußnost~ radiusa α s centrom v toqke a_0.

1.4. Periodiqeskiæ sluqaæ

V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ operator T_{α,a} s funkcieæ a = a(n), postroennoæ special~nym obrazom. V qastnosti, v rassmotrenie budut vkl¸qeny vse periodiqeskie funkcii, t.e. takie posledovatel~nosti a(n), qto a(n + N ) = a(n) dlØ nekotorogo celogo qisla N > 1 i vseh n ∈ Z.

Itak, dlØ fiksirovannogo natural~nogo qisla N > 1 rassmotrim uporØdoqennoe mnoßestvo iz N kompleksnyh qisel ⃗a = {a_1, a_2, . . . , a_N } ∈ C^N i proizvol~nu¸ posledovatel~nost~ π perestanovok π_n mnoßestva indeksov ⃗N = {1, 2, . . . , N }, π_n ∈ S( ⃗N ),

n ∈ Z, t.e. π : Z→ S(^⃗N ) (sm. [5], str.77). DlØ vybrannyh takim

obrazom ⃗a i π my konstruiruem funkci¸ a_{π,⃗a} : Z→ C tak, qto dlØ n = kN + m pri k ∈ Zi m iz mnoßestva {1, 2, . . . , N } a_{π,⃗a}(n) = a_{π,⃗a}(kN + m) = a_{πk(m)}. (5)

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI 263 Naprimer, dlØ stacionarnoæ posledovatel~nosti perestanovok π = {π_0} : π_n = π_0, n ∈ Z, my poluqaem periodiqesku¸ funkci¸ a(n) = a_{π,⃗a}(n) s periodom N_0 6 N . Esli pri fftom vse qisla mnoßestva ⃗a razliqnye, to N_0 = N dlØ l¸bogo π_0 ∈ S( ⃗N ). VybiraØ v kaqestve π_0 ediniqnyæ fflement e gruppy perestanovok S( ⃗N ), t.e. π = {e} : π_n = e, n ∈ Z, my poluqim periodiqesku¸ funkci¸ a_{⃗a} := a_{{e},⃗a}, znaqeniØ kotoroæ na mnoßestve ⃗N ⊂ Zsovpada¸t s ⃗a, t.e. a_{⃗a}(n + kN ) = a_n, n ∈ ⃗N , k ∈ Z. Poloßitel~noe qislo α > 0 i uporØdoqennoe mnoßestvo ⃗a odnoznaqno zada¸t lemniskatu l_{α,⃗a} kak geometriqeskoe mesto toqek kompleksnoæ ploskosti, proizvedenie rasstoØniæ kotoryh do toqek ⃗a est~ postoØnnaØ veliqina, ravnaØ α^N . Drugimi slovami, lemniskata l_{α,⃗a} opredelØetsØ uravneniem l_{α,⃗a} := {z ∈ C : |P_{⃗a}(z)| = α^N }, gde P_{⃗a}(z) := (z − a_1)(z − a_2) . . . (z − a_N ).

Zametim, qto polinom P_{⃗a}(z) i lemniskata l_{α,⃗a} invariantny otnositel~no perenumeracii qisel mnoßestva ⃗a. V preprinte [10] pokazano, qto sledstviem fftogo fakta ØvlØetsØ

Teorema 1. DlØ l¸bogo poloßitel~nogo qisla α, l¸bogo uporØdo-

qennogo nabora N kompleksnyh qisel ⃗a i l¸boæ posledovatel~nosti π = {π_n}_{n∈}Zperestanovok π_n mnoßestva ⃗N = {1, 2, . . . , N } imeem s(T_{α,a}) = s_c(T_{α,a}) = l_{α,⃗a}, gde a = a_{π,⃗a}. Takim obrazom, v usloviØh teoremy 1 nezavisimo ot vybora posledovatel~nosti perestanovok π spektr operatora T_{α,a} ØvlØetsØ nepreryvnym i zapolnØet lemniskatu l_{α,⃗a}. Bolee togo, dlØ l¸bogo α > 0 i l¸boæ periodiqeskoæ funkcii a mnoßestvo

s(T_{α,a}) budet lemniskatoæ, i kaßdaØ lemniskata (2) sovpadaet

s mnoßestvom s(T_{r,a}0 ) dlØ periodiqeskoæ funkcii a^′ := a_{⃗a}0, gde ⃗a′ := {z_1, z_2, . . . , z_N }.

264 V. L. OLE`NIK

S drugoæ storony, blagodarØ teoreme Gil~berta, dlØ l¸bogo mnoßestva Γ, kotoroe ØvlØetsØ graniceæ nekotoroæ ograniqennoæ odnosvØznoæ oblasti D (t.e. Γ = ∂D), suwestvuet periodiqeskaØ funkciØ a i poloßitel~noe qislo α takie, qto analitiqeskaØ krivaØ s(T_{α,a}) approksimiruet Γ. V deæstvitel~nosti, ispol~zuØ obobwenie teoremy Gil~berta na sluqaæ neograniqennoæ mnogosvØznoæ oblasti s ograniqennym dopolneniem, my moßem priblizit~ granicu proizvol~nogo mnoßestva so svØznym dopolneniem nekotoroæ lemniskatoæ, sledovatel~no, i spektrom operatora T_{α,a} s periodiqeskoæ funkcieæ a.

V rabote [10] dano obobwenie teoremy 1 na sluqaæ posledovatel~nosteæ kvaternionov H i qisel Kffli K (sm. [3, 4]). Sleduet otmetit~, qto dokazatel~stvo teoremy 1 suwestvenno opiraetsØ na pravilo vyqisleniØ modulØ proizvedeniØ kompleksnyh qisel: |zw| = |z||w|. Izvestno, qto ime¸tsØ tol~ko qetyre neizomorfnye koneqnomernye algebry (R, C , H i K) nad polem vewestvennyh qisel s ediniceæ i takim pravilom dlØ modulØ proizvedeniØ. Pri fftom proizvedenie v H nekommutativno, a v

K ono daße neassociativno.

2. Asimptotika spektra 2.1. Invariantnye podprostranstva

V fftom punkte my rassmotrim diskretnyæ spektr i sootvetstvu¸wie invariantnye podprostranstva operatora T = T_{α,a}.

Rassmotrim posledovatel~nost~ a = a_{π,⃗a}, opredelennu¸ ravenstvom (5) v punkte 1.4. Pust~ ⃗b = {b_1, b_2, . . . , b_{N0} } – nekotoroe uporØdoqennoe mnoßestvo kompleksnyh qisel, N_0 > 1. Razmestim mnoßestvo ⃗b v posledovatel~nosti a meßdu qislami a(0) i a(1). Toqnee, rassmotrim novu¸ funkci¸ a^′ taku¸, qto

a^′(n) = a(n) pri n 6 0,

b_n pri 1 6 n 6 N_0,

a(n − N_0) pri n > N_0 + 1. (6) Pokaßem, qto posle fftoæ procedury nepreryvnyæ spektr sohranitsØ, a diskretnyæ spektr budet sostoØt~ iz toqek mnoßestva ⃗b, kotorye leßat vne lemniskaty l_{α,⃗a}.

Teorema 2. Pust~ posledovatel~nosti a i a^′ opredeleny raven-

stvami (5) i (6) sootvetstvenno. Togda dlØ l¸bogo α > 0 imeem:

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI 265 1) s_c(T_{α,a}0) = s_c(T_{α,a}) = l_{α,⃗a}, (7) 2) s_d(T_{α,a}0) = { z ∈ ⃗b : |P_{⃗a}(z)| > α^N } . (8)

Dokazatel~stvo. Pri opisanii spektra s(T ) my rassmatrivaem

tol~ko te znaqeniØ parametra z, dlØ kotoryh f(n; z) ≢ 0. �to oznaqaet, qto z ∉ ⃗a.

Vyberem proizvol~nu¸ toqku z_0 ∉ ⃗a. Pri n 6 0 funkcii a i

a^′ sovpada¸t, pofftomu iz predstavleniØ (4) dlØ rexeniØ f(n) = f(n; z_0) uravneniØ (3) s z = z_0 dlØ l¸bogo natural~nogo qisla k

imeem f(1 − kN ) = ( α^N P_{⃗a}(z_0) )_k f(1), k > 0. Poskol~ku qislo k proizvol~noe, iz usloviØ ograniqennosti rexeniØ |f| < ∞ sleduet neravenstvo |P_{⃗a}(z_0)| > α^N . Ravenstvo |P_{⃗a}(z_0)| = α^N oznaqaet, qto toqka z_0 leßit na lemniskate l_{α,⃗a}, no togda |f(1 − kN )| = |f(1)| ≠ 0, pofftomu f /∈ l^2(Z).

Esli my hotim naæti rexenie f(n; z_0) iz prostranstva l^2(Z), to sleduet predpoloßit~, qto |P_{⃗a}(z_0)| > α^N . Odnako, dlØ poloßitel~nyh n rexenie budet rasti, tak kak

f(N_0 + kN + 1) = α^{−N0} P_{⃗b}(z_0) ( P_{⃗a}(z_0) α^N )_k f(1), k > 0, i my dolßny potrebovat~, qtoby f(n; z_0) = 0 pri n > N_0. Poslednee oznaqaet, qto z_0 ∈ ⃗b. Takim obrazom, utverßdenie (8) dokazano.

S drugoæ storony, iz ograniqennosti polinoma P_{⃗b} na lemniskate l_{α,⃗a} sleduet ograniqennost~ rexeniØ f(n; z_0) pri z_0 ∈ l_{α,⃗a}. �to dokazyvaet utverßdenie (7). �

Tradicionno funkci¸ a vozmuwa¸t additivnym obrazom, pribavlØØ k neæ drugu¸ malu¸ v kakom-to smysle funkci¸. Pokaßem, qto esli ffta dobavka s finitnym nositelem, to takoe vozmuwenie ukladyvaetsØ v naxu proceduru postroeniØ funkcii a^′.

266 V. L. OLE`NIK

Sledstvie 1. Pust~ a = a(n) – periodiqeskaØ funkciØ s periodom

N i a_1 = a_1(n) – finitnaØ funkciØ, t.e. a_1(n) = 0 pri n 6 0 i pri n > N_0 > 1. Poloßim ⃗a := {a(1), a(2), . . . , a(N )} i c = c(n) := a(n) + a_1(n), n ∈ Z. Togda dlØ l¸bogo poloßitel~nogo α imeem 1) s_c(T_{α,c}) = s_c(T_{α,a}) = l_{α,⃗a}, 2) s_d(T_{α,c}) = {c(n), n = 1, 2, . . . , N_0 : |P_{⃗a}(c(n))| > α^N }. Dokazatel~stvo. Pust~ nositel~ funkcii a1, t.e. mnoßestvo

⃗N_0 := {1, 2, . . . , N_0} ⊂ Z, pokryvaetsØ k > 1 periodami funkcii

a. Togda my imeem neravenstva (k − 1)N < N_0 6 kN . Pofftomu utverßdeniØ sledstviØ 1 vyteka¸t iz teoremy 2, esli poloßit~ ⃗b := {c(1), c(2), . . . , c(kN )}. � KaßdaØ toqka z_0 iz mnoßestva s_d(T ) okazyvaetsØ prostym sobstvennym znaqeniem operatora T , a sootvetstvu¸wee edinstvennoe rexenie f_0(n) := f(n; z_0), f_0(1) = 1, uravneniØ (3) s z = z_0 budet sobstvennoæ funkcieæ. Pust~ {f_k}_k¿_1 ⊂ l^2(Z) – polnaØ sistema lineæno nezavisimyh prisoedinennyh funkciæ, t.e. T f_k − z_0f_k = f_{k−1}, k = 1, 2, . . . , ili podrobno

αf_k(n + 1) + (a(n) − z_0)f_k(n) = f_{k−1}(n), n ∈ Z, k = 1, 2, . . . . (9)

Togda podprostranstvo I_{z0} ⊂ l^2(Z), kotoroe postroeno kak lineænaØ oboloqka sistemy {f_k}_k¿_0, budet invariantnym podprostranstvom, otveqa¸wim sobstvennomu znaqeni¸ z_0.

Pokaßem, qto v periodiqeskom sluqae dlØ finitnyh vozmuweniæ ⃗b ili a_1 (sm. teoremu 2 i sledstvie 1) invariantnoe podprostranstvo I_{z0} imeet koneqnu¸ razmernost~.

Teorema 3. Pust~ usloviØ teoremy 2 vypolneny. Togda sledu¸-

wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) z_0 – koren~ kratnosti m polinoma P_{⃗b}(z) i z_0 ∈ s_d(T_{α,a}0);

2) dim I_{z0} = m.

Dokazatel~stvo. 1) => 2). Bez ograniqeniØ obwnosti predpo-

lagaem, qto z_0 = b_1 = b_2 = . . . = b_m i α = 1. Preßde vsego zametim, qto z_0 = b_1 /∈ ⃗a i, sledovatel~no, sobstvennaØ funkciØ

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI 267

f_0(n) = f(n; z_0) toßdestvenno ravna nul¸ pri n > 2, no f_0(1) = 1.

Dalee, neposredstvenno proverØetsØ, qto dlØ l¸bogo rexeniØ sistemy (9) s funkcieæ a^′ vmesto a vypolneny sootnoxeniØ:

f_k(k + 1) = 1, f_k(k + 2) = 0, f_k ∈ l^2(Z), 1 6 k < m 6 N_0,

f_k(n) ≠ 0 (n ∈ Z), pofftomu f_k /∈ l^2(Z), k > m.

Postroennyæ nabor m vektorov {f_k}^{m−1}_{k=0} obrazuet bazis v podprostranstve I_{z0} .

2) => 1). Tak kak z_0 ∈ s_d(T_{α,a}0), to z_0 – koren~ polinoma P_{⃗b}(z), i po dokazannomu ego kratnost~ ravna razmernosti podprostranstva I_{z0} . �

Podobnoe utverßdenie imeet mesto i dlØ additivnogo finitnogo vozmuweniØ.

Sledstvie 2. Pust~ vypolneny usloviØ sledstviØ 1. Poloßim

⃗c := {c(1), c(2), . . . , c(N_0)}. Esli qislo z_0 – koren~ polinoma P_{⃗c}(z) kratnosti m i pri fftom |P_{⃗a}(z_0)| > α^N , to dim I_{z0} = m.

Dokazatel~stvo. Kak i vyxe, vyberem celoe qislo k > 1 iz

usloviØ (k − 1)N < N_0 6 kN . IshodØ iz dannoæ funkcii a i podstavlØØ v opredelenii (6) ⃗b = {c(1), c(2), . . . , c(kN )}, my pridem k funkcii a^′. Zametim, qto qislo z_0 budet kornem kratnosti m polinoma P_{⃗b}(z) i, krome togo, z_0 ∈ s_d(T_{α,a}0 ). Takim obrazom, my prixli k usloviØm teoremy 3. �

2.2. Rexetka i superrexetka

V dal~neæxem bez ograniqeniØ obwnosti my budem polagat~

α = 1. Naqnem s periodiqeskoæ funkcii a v opredelenii opera-

tora T = T_a = T_{1,a}. Drugimi slovami, my imeem delo s rexetkoæ, kotoraØ poroßdaetsØ funkcieæ a. Spektr takogo operatora nepreryvnyæ i zapolnØet nekotoru¸ lemniskatu.

Dalee my vozmuwaem operator T , vstavlØØ v rexetku a koneqnoe mnoßestvo ⃗b (sm. opredelenie (6)). Spektr novogo operatora T^′ = T_a0 := T_{1,a}0 sostoit iz dvuh diz¨¸nktnyh mnoßestv

s(T^′) = s_c(T^′)∪s_d(T^′). Pri fftom nepreryvnyæ spektr vozmuwenno-

go operatora T^′ sovpadaet s lemniskatoæ, kotoraØ ØvlØetsØ spektrom nevozmuwennogo operatora T . Odnako, u operatora T^′ moßet poØvit~sØ diskretnyæ spektr. Zdes~ prosmatrivaetsØ analogiØ s kvantovoæ teorieæ tverdogo tela. V rexetku my vnedrØ-

268 V. L. OLE`NIK em odin inorodnyæ ob¨ekt ⃗b, otliqnyæ ot vseh drugih identiqnyh ⃗a = {a(1), a(2), . . . , a(N )}, gde N – period rexetki. Tot fakt, qto s_d(T^′) ≠ ∅, oqen~ pohoß na poØvlenie svØzannyh sostoØniæ v periodiqeskoæ kvantovoæ sisteme s koneqnym qislom primeseæ.

Opredelim teper~ superrexetku. Vyberem celoe qislo k > 1. DlØ l¸byh dvuh uporØdoqennyh mnoßestv ⃗b := {b_n}^{N0}_{n=1} i ⃗a := {a_n}^N_{n=1} postroim novoe uporØdoqennoe mnoßestvo ⃗c = ⃗c^{(k)} := {c_n}^{N0 +kN} n=1 , kotoroe sostoit iz ⃗b na pervom meste i zatem k identiqnyh blokov ⃗a, t.e.

c_n = b_n, 1 6 n 6 N_0,

c_{N0+mN+n} = a_n, m = 0, 1, . . . , k − 1, i 1 6 n 6 N .

Nakonec, tem ße sposobom, kak i v punkte 1.4, my stroim periodiqesku¸ funkci¸ c = c^{(k)}_{⃗c} s periodom M = M^{(k)} := N_0 + kN .

V dal~neæxem my opuskaem indeks “k” v oboznaqeniØh, poka ne vozniknet v nem neobhodimost~.

V naxih rassmotreniØh predpolagaetsØ, qto qislo M dostatoqno veliko. Krome togo, kak poØsnØlos~ vyxe, summu dvuh periodiqeskih funkciæ a + a_1 s periodami N i M moßno opisat~ v terminah ⃗b, k i ⃗a. Pofftomu superrexetkoæ c = c(n) my budem nazyvat~ summu dvuh periodiqeskih funkciæ s periodami N ≪ M .

Spektr operatora T_c budet nepreryvnym i zapolnØet lemniskatu

l_{⃗c} = l_{1,⃗c} := {z ∈ C : |P_{⃗c}(z)| = 1}. (10)

Zameqanie. Po teoreme 1 dlØ l¸boæ posledovatel~nosti pere-

stanovok π mnoßestva ⃗M := {1, 2, . . . , M } spektr sohranØetsØ, t.e.

s(T_{cπ} ) = s(T_c) = l_{⃗c},

gde c_π := c_{π,⃗c}.

Poskol~ku P_{⃗c} = P_{⃗b}P^k_{⃗a} , ne udivitel~no, qto l_{⃗c} → l_{⃗a}, i diskretnyæ spektr proØvlØetsØ, kogda stepen~ k neograniqenno vozrastaet. My obsudim ffto Øvlenie v sledu¸wih razdelah.

2.3. Osnovnye lemmy

Naxa blißaæxaØ zadaqa – pokazat~, qto lemniskata l_{⃗c} (t.e. spektr s(T_c)) dlØ dostatoqno bol~xih k raspadaetsØ na dve nepereseka¸wiesØ komponenty l_{cont} i l_{discr}, l_{cont} ∩ l_{discr} = ∅. PervaØ

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI 269 iz nih – l_{cont} – poroßdaetsØ spektrom ishodnogo periodiqeskogo operatora T_a, a vtoraØ qast~ l_{discr} sootvetstvuet diskretnomu spektru vozmuwennogo operatora T^′ = T_a0. �to oznaqaet, qto vse toqki mnoßestva ⃗a leßat vnutri krivoæ l_{cont}, ⃗a ⊂ Int l_{cont}, i

s_d(T^′) ⊂ Int l_{discr}. Pofftomu my dolßny razliqat~ toqki vozmuwe-

niØ ⃗b v zavisimosti ot ih prinadleßnosti diskretnomu spektru, t.e. b_n ∈ s_d(T^′) ili net.

Dokazatel~stva fftih svoæstv spektra osnovyva¸tsØ na sledu¸wih treh lemmah. Vvedem neobhodimye oboznaqeniØ: Q(z) i

R(z) – polinomy; dlØ d > 0 qerez γ_d oboznaqim lini¸ urovnØ

modulØ polinoma R(z), t.e. γ_d := {z ∈ C : |R(z)| = d}; q – mnoßestvo nuleæ polinoma Q(z); q_0 – mnoßestvo nuleæ polinoma Q(z) leßawih vne kontura γ_1, t.e. q_0 := {z ∈ q : |R(z)| > 1}; dlØ poloßitel~nogo qisla k > 0 poloßim

F_k(z) := |Q(z)| |R(z)|^k i V_k := {z ∈ C : F_k(z) 6 1}.

Lemma 1. Pust~ hotØ by odin koren~ polinoma Q(z) leßit vne

krivoæ γ_1, t.e. q_0 ≠ ∅, i d_0 := max_{z∈q0} |R(z)| > 1. Vyberem proizvol~noe qislo d ∈ (1, d_0) tak, qtoby liniØ urovnØ γ_d ne soderßala nuleæ polinoma Q(z), t.e. γ_d ∩ q_0 = ∅. Togda suwestvuet poloßitel~noe qislo k_0 takoe, qto dlØ vseh qisel k > k_0 krivaØ γ_d razdelØet mnoßestvo V_k.

Dokazatel~stvo. Poloßim A := minz∈γ_d |Q(z)| i zametim, qto

A > 0 v sootvetstvii s usloviem q ∩ γ_d = ∅. Togda na γ_d my

imeem ocenku F_k(z) > A|R(z)|^k = Ad^k, z ∈ γ_d, i poskol~ku d > 1, my moßem vybrat~ qislo k_0 > 0 tak, qto

A_0 := Ad^{k0} > 1. Sledovatel~no, po principu maksimuma dlØ sub-

garmoniqeskih funkciæ F_k iz usloviØ k > k_0 sledu¸t vloßeniØ U_d := {|R| < d} ⊃ ({F_k < A_0} ∩ U_d) ⊃ (V_k ∩ U_d) ≠ ∅. S drugoæ storony, tak kak d < d_0, to vne kontura γ_d leßit koren~ polinoma Q(z), a sledovatel~no i funkcii F_k(z) dlØ vseh k > 0. Pofftomu V_k ∩ (C \ U_d) ≠ ∅. �

270 V. L. OLE`NIK

Zameqanie. Pust~ z1 i z2 – dva kornØ polinoma Q(z) takie,

qto 1 < |R(z_1)| < |R(z_2)|. Togda iz lemmy 1 sleduet, qto oni prinadleßat razliqnym kontinuumam mnoßestva V_k dlØ dostatoqno bol~xih k.

Lemma 2. DlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1) suwestvuet poloßitel~noe qislo

k_0 takoe, qto dlØ vseh k > k_0 vypolneno vloßenie {z ∈ C : |R(z)| < 1 − ε} ⊂ V_k. Dokazatel~stvo. Poloßim B := maxz∈γ_{(1�ε)} |Q(z)|. Togda na li-

nii urovnØ γ_{(1−ε)} my imeem ocenku F_k(z) = |Q(z)||R(z)|^k 6 B(1 − ε)^k, z ∈ γ_{(1−ε)}. Vyberem k_0 tak, qtoby B(1 − ε)^{k0} < 1. Togda γ_{(1−ε)} ⊂ V_k, esli

k > k0. �

DlØ formulirovki sledu¸wego utverßdeniØ nam ponadobitsØ dopolnitel~noe oboznaqenie. Pust~ v_k – podmnoßestvo mnoßestva V_k = {F_k 6 1} takoe, qto kaßdaØ svØznaØ komponenta v_k soderßit po kraæneæ mere odin koren~ polinoma R(z). Iz lemm 1–2 neposredstvenno vytekaet

Sledstvie 3. Pust~ q0 ≠ ∅. Poloßim d1 := minz∈q_0 |R(z)|, pri

fftom d_1 > 1. Togda dlØ l¸bogo ε ∈ (0, 1) ∩ (0, d_1 − 1) suwestvuet poloßitel~noe qislo k_0 takoe, qto ∂v_k ⊂ { z ∈ C : 1 − ε < |R(z)| < 1 + ε^}, kak tol~ko k > k_0.

Dokazatel~stvo. Primenim lemmu 1 s d = 1 + ε i lemmu 2. �

Takim obrazom, granica ∂v_k qasti mnoßestva V_k, kaßdaØ komponenta kotoroæ soderßit koren~ polinoma R(z), stremitsØ k lemniskate γ_1 = {|R| = 1}, kogda k uhodit na beskoneqnost~.

Sledu¸waØ lemma daet nam opisanie drugoæ qasti mnoßestva

V_k, imenno, mnoßestva u_k := V_k \ v_k. DlØ dostatoqno bol~xih k

zamknutaØ oblast~ u_k ne pusta i ne soderßit nuleæ polinoma

R(z). Naprotiv, esli k ≫ 1, to oblast~ u_k soderßit vse te nuli

polinoma Q(z), kotorye ne leßat v mnoßestve v_k, t.e. q ∩ u_k = q_0. Krome togo, dlØ vseh bol~xih k kaßdomu kontinuumu mnoßestva

u_k prinadleßit tol~ko odin koren~ polinoma Q(z).

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI 271

Lemma 3. DlØ l¸bogo ε, 0 < ε < ε0 := dist (q0, γ1) suwestvuet

poloßitel~noe qislo k_0 takoe, qto dlØ vseh k > k_0 oblast~ u_k soderßitsØ v ε-okrestnosti q^{(ε)}_0 podmnoßestva q_0 korneæ polinoma Q(z), t.e.

q^{(ε)}_0 := ⋃ ζ∈q0 {z ∈ C : |z − ζ| < ε} ⊃ u_k. Dokazatel~stvo. Poloßim

A_1 := min_{z∈∂q(ε)} 0 |Q(z)| i d_2 := min_{z∈∂q(ε)} 0 |R(z)|. Zametim, qto A_1 > 0, poskol~ku q ∩ ∂q^{(ε)}_0 = ∅ i d_2 > 1, tak kak

ε < ε_0. Pofftomu na granice mnoßestva q^{(ε)}_0 my poluqaem ocenku F (z) = |Q(z)||R(z)|^k > A_1d^k_2, z ∈ ∂q^{(ε)}_0 . Esli vybrat~ k_0 tak, qtoby A_1d^{k0}_2 > 1, to mnoßestvo u_k = V_k \ v_k budet soderßat~sØ v mnoßestve q^{(ε)}_0 . �

2.4. LokalizaciØ spektra

Obsudim teper~ vozmoßnosti ispol~zovaniØ lemm 1–3 dlØ opisaniØ spektra operatora T_c s periodiqeskoæ funkcieæ c =

c^{(k)}, postroennoæ v razdele 2.2. Kak my uße znaem, spektr s(T_c)

nepreryven i sovpadaet s lemniskatoæ l_{⃗c} = {|P_{⃗c}| = 1}. Pust~

V = V_k := l_{⃗c} ∪ Int l_{⃗c} = {z ∈ C : |P_{⃗c}| 6 1}

– zamykanie vnutrennosti lemniskaty l_{⃗c}; qerez U oboznaqim ob¨edinenie vseh svØznyh komponent V , kotorye ne soderßat toqek iz ⃗a. Takim obrazom, ishodnaØ krivaØ l_{⃗c} = ∂V raspadaetsØ na dve nepereseka¸wiesØ qasti l_{discr} = ∂U i l_{cont} = ∂(V \ U ). Imenno ffto razloßenie l_{⃗c} = l_{discr} ∪ l_{cont} obsußdalos~ v naqale razdela 2.3. Iz rezul~tatov predyduwego punkta pri Q = P_{⃗b}, R = P_{⃗a} i

F_k = |P_{⃗c}| = |Q| |R|^k vytekaet sledu¸waØ

272 V. L. OLE`NIK

Teorema 4. S rostom k posledovatel~no vypolnØ¸tsØ sledu¸wie

utverßdeniØ: 1) U ≠ ∅; 2) s_d(T_a0) = {z ∈ ⃗b : |P_{⃗a}(z)| > 1} ⊂ U ; 3) kaßdaØ svØznaØ komponenta mnoßestva U soderßit tol~ko odnu toqku diskretnogo mnoßestva s_d(T_a0 );

4) esli l_{⃗a} bez kritiqeskih toqek^2, to analitiqeskie krivye l_{cont} i l_{⃗a} ime¸t odinakovoe qislo komponent;

5) dlØ l¸bogo ε > 0 mera Lebega |U | mnoßestva U men~xe fftogo ε i l_{cont} approksimiruet l_{⃗a}, t.e.

l_{cont} ⊂ {z ∈ C : dist (z, l_{⃗a}) < ε}, i l_{⃗a} ⊂ {z ∈ C : dist (z, l_{cont}) < ε}.

Suwestvuet qislo k_0(ε) > 0 takoe, qto vse utverßdeniØ 1–5 vypolneny, kak tol~ko k > k_0(ε).

Takim obrazom, my nabl¸daem process lokalizacii spektra operatora T_c na superrexetke v l¸boæ okrestnosti spektra vozmuxennogo operatora T_a0 pri stremlenii k k beskoneqnosti.

Zameqanie. Sleduet otmetit~, qto v sootvetstvii s teore-

moæ 1 mnoßestva l_{cont} i l_{discr} invariantny otnositel~no vybora posledovatel~nosti perestanovok mnoßestva indeksov ⃗M := {1, 2, . . . , N_0 + kN } pri fiksirovannom k.

2.5. Spektral~nye asimptotiki

Soglasno teoreme 4 spektr s(T_c) raspolagaetsØ v okrestnosti lemniskaty l_{⃗a} i v okrestnosti diskretnoæ qasti spektra operatora T_a0, t.e. diskretnogo mnoßestva s_d(T_a0 ). Odnako ffto nepolnaØ informaciØ o povedenii spektra s uveliqeniem k. Naprimer, bylo by interesno prosledit~ za otliqiem spektral~nyh komponent dlØ toqek mnoßestva s_d(T_a0 ) s razliqnymi razmernostØmi sootvetstvu¸wih invariantnyh podprostranstv. Pofftomu nam neobhodimo ustanovit~ asimptotiqeskie formuly dlØ komponent l_{discr}, kogda k uhodit na beskoneqnost~. Preßde vsego otmetim, qto imeet mesto sledu¸waØ

2T.e. P^0_ã ≠ 0 na l_ã (sr. s lemniskatoæ Bernulli)

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI 273

Lemma 4. Pust~ Q(z) i R(z) – polinomy. Pust~ z0 – toqka, le-

ßawaØ vne lemniskaty γ_1 = {z ∈ C : |R(z)| = 1} i ne ØvlØ¸waesØ kornem polinoma Q, t.e. R_0 := |R(z_0)| > 1 i Q_0 := |Q(z_0)| ≠ 0. DlØ celogo qisla m > 1 i poloßitel~nogo qisla k rassmotrim krivu¸ Γ_k := {z ∈ C : |z − z_0|^m|Q(z)||R(z)|^k = 1}. Togda pri k, stremØwemsØ k beskoneqnosti, komponenta Γ_{k0} ⊂ Γ_k, soderßawaØ vnutri sebØ toqku z_0, imeet sledu¸wu¸ asimptoti- ku: Γ_{k0} := {z ∈ C : |z − z_0| = ( 1 Q_0R^k_0 )_{1/m} (1 + o(1))}.

Dokazatel~stvo. Poloßim d0 ravnym polovine rasstoØniØ ot

toqki z_0 do krivoæ γ_1 i mnoßestva nuleæ q polinoma Q(z), t.e.

d_0 = dist (z_0, γ_1 ∪ q)/2. Oboznaqim qerez D_0 zamknutyæ krug s cen-

trom v toqke z_0 i radiusom d_0, t.e.

D_0 := {z ∈ C : |z − z_0| 6 d_0}.

Iz lemmy 3 s polinomom (z − z_0)^mQ(z) vmesto Q(z) sleduet, qto dlØ vseh bol~xih k komponenta Γ_{k0} soderßitsØ v kruge D_0. Sledovatel~no, vypolnØetsØ neravenstvo

p_k := max_{z∈Γk0} |z − z_0| 6 (AB^k )^{−1/m}, gde A := min_{z∈D0} |Q(z)| > 0 i B := min_{z∈D0} |R(z)| > 1.

Pofftomu, kogda k → ∞, to, vo-pervyh, kp_k → 0, i, krome togo, pri z ∈ Γ_{k0} my imeem |Q(z)| = Q_0(1 + O(p_k)) → Q_0 i |R(z)|^k = R^k_0(1 + O(kp_k)) = R^k_0(1 + o(1)).

Teper~ my moßem perepisat~ uravnenie dlØ Γ_{k0} v vide |z − z_0| = ρ_k(1 + f(z)), gde ρ_k := (Q_0R^k_0)^{−1/m} i f(z) = o(1) pri k → ∞. �

274 V. L. OLE`NIK

Teorema 5. Pust~ z0 ∈ sd(Ta0 ) i dim Iz_0 = m. Togda komponenta

l_0 ⊂ l_{discr}, kotoraØ vnutri sebØ soderßit toqku z_0, imeet sledu- ¸wee asimptotiqeskoe predstavlenie:

l_0 = {z ∈ C : |z − z_0|^m = m! |P^{(m)}_{⃗b} (z_0)||P_{⃗a}(z_0)|^k

(1 + o(1))} (11)

pri k, stremØwemsØ k beskoneqnosti.

Dokazatel~stvo. Tak kak dim Iz_0 = m, to z0 – koren~ polino-

ma P_{⃗b}(z) kratnosti m, i utverßdenie teoremy neposredstvenno sleduet iz lemmy 4, esli poloßit~ R(z) = P_{⃗a}(z) i Q(z) =

(z − z_0)^{−m}P_{⃗b}(z). �

Itak, my vidim, qto kontinuum l_0 asimptotiqeski sovpadaet s okrußnost~¸ ffksponencial~no malogo radiusa, kotoryæ opredelØetsØ mnoßestvom ⃗a i razmernost~¸ invariantnogo podprostranstva m. S drugoæ storony, ot mnoßestva ⃗b zavisit lix~ mnoßitel~ pered fftoæ ffksponentoæ.

Moßno skazat~, qto dlØ dostatoqno bol~xogo qisla k komponenta l_0, vnutri kotoroæ leßit tol~ko odna toqka z_0 diskretnogo spektra s_d(T_a0 ), poroßdaetsØ fftoæ toqkoæ. V sootvetstvii s opredeleniem (6), funkciØ a^′ soderßit odin blok ⃗b (odin primesnyæ fflement) i kaßdoæ toqke z_0 ∈ s_d(T_a0) sootvetstvuet koneqnomernoe invariantnoe podprostranstvo I_{z0} . Otmetim, qto funkcii iz I_{z0} lokalizovany vokrug nositelØ ⃗b-qasti funkcii a^′.

No v sluqae periodiqeskogo operatora T_c my uße imeem beskoneqnyæ nabor primeseæ i beskoneqnoe mnoßestvo lineæno nezavisimyh ograniqennyh rexeniæ uravneniØ f(n + 1) + c(n)f(n) = zf(n), n ∈ Z, otveqa¸wih qasti nepreryvnogo spektra l_0. Kaßdoe takoe rexenie udovletvorØet uslovi¸ kvaziperiodiqnosti (t.e. f(n + M ) =

e^{it}f(n), n ∈ Z, t ∈ (0, 2π)) i v nekotorom smysle blizko k lineænoæ

kombinacii sdvigov fflementov iz invariantnogo podprostranstva I_{z0} .

Obyqno rexaetsØ protivopoloßnaØ zadaqa. DlØ dannoæ sobstvennoæ funkcii f_0 i sobstvennogo znaqeniØ z_0 nekotorogo operatora (ili uravneniØ) my hotim opisat~ nepreryvnyæ spektr sootvetstvu¸wego periodiqeskogo operatora okolo toqki z_0. Periodiqeskiæ operator stroitsØ podobno tomu, kak ot T_a0 my prixli k operatoru T_c.

METOD PRIBLIȷENI˚ SIL^NO` SV˚ZI 275 Ispol~zuØ lineænye kombinacii tipa

f_1(n, t) := ∑ p∈Z^{f0(n + pM )e−ipt, n ∈ Z, t ∈ (0, 2π),} my poluqim kvaziperiodiqesku¸ funkci¸ f_1, t.e. f_1(n + M, t) =

e^{it}f_1(n, t), kotoraØ approksimiruet rexenie periodiqeskogo

uravneniØ dlØ nekotorogo z = z(t) vblizi z_0. FunkciØ z(t),

t ∈ (0, 2π), vyqislØetsØ podstanovkoæ f_1(n, t) v ffto uravnenie,

i parametriqeski zadannaØ krivaØ l := {z = z(t), t ∈ (0, 2π)} na ploskosti C daet nam priblißennu¸ kartinu povedeniØ issleduemoæ qasti spektra naxego periodiqeskogo operatora pri vozrastanii rasstoØniØ meßdu primesØmi.

�tot metod issledovaniØ nepreryvnogo spektra v okrestnosti sobstvennogo znaqeniØ zadaqi s odnoæ primes~¸, kogda primesnyæ period M stremitsØ k beskoneqnosti, v kvantovoæ teorii tverdyh tel nazyvaetsØ metodom priblißeniØ sil~noæ svØzi [1]. Asimptotiqeskie formuly dlØ differencial~nogo i raznostnogo operatorov Xredingera i xirokogo klassa potencialov poluqeny avtorom i ego aspirantom A. L. Mironovym v rabotah [9], [7] i [8].

Literatura

1. A. I. Ansel~m, Vvedenie v teori¸ poluprovodnikov. Nauka, M. (1978).

2. R. P. Agarwal, Difference Equations and Inequalities: Theory, Methods, and Applications. Marcel Dekker (1992).

3. H.-D. Ebbinghaus et al., Numbers. Springer-Verlag (1991).

4. D. Hilbert, Über die Entwickelung einer beliebigen analytischen Funktion einer Variabeln in eine unendliche nach ganzen rationalen Funktionen fortschreitende Reihe. — Göttinger Nachrichten (1897), 63–70.

5. J. F. Humphreys, A Course in Group Theory. Oxford University Press (1996).

6. A. I. Markuxeviq, TeoriØ analitiqeskih funkciæ. Tom I, izdanie vtoroe, Nauka, M. (1967).

7. A. L. Mironov and V. L. Oleinik, The discrete tight binding approximation. — J.

Statist. Phys. 75, No.1–2 (1994), 317–335.

8. A. L. Mironov, V. L. Oleænik, O granicah primenimosti metoda sil~- noæ svØzi. — TMF 99, No. 1 (1994), 103–120.

9. V. L. Oleinik, Asymptotic behavior of energy band associated with a negative energy level. — J. Statist. Phys. 59, No. 3–4 (1990), 665–678.

10. V. L. Oleinik, B. S. Pavlov, Hilbert theorem on lemniscates and the spectrum of perturbed shift. Department of Mathematics, University of Auckland, New Zealand, report series 417 (1999), 1–11.

276 V. L. OLE`NIK

11. V. L. Oleinik, Tight-binding approximation on the lemniscate. Department of Mathematics, University of Helsinki, Finland, preprint 243 (1999), 1–13.

12. J. L. Walsh, The location of critical points of analytic and harmonic functions.

American Mathematical Society (1950).

13. Dß. L. Uolx, InterpolØciØ i approksimaciØ racional~nymi funkciØmi v kompleksnoæ oblasti. InostrannaØ literatura, M. (1961).

14. J. P. Ward, Quaternions and Cayley Numbers. Kluwer Academic Publishers (1997).

Oleinik V.L. Tight-binding approximation on the lemniscate. In this paper, we consider a first order linear homogeneous difference equation with a periodic coefficient and a complex parameter, f(n + 1) + a(n)f(n) = zf(n), n ∈ Z. The set of stability s_a of the equation is known to coincide with a lemniscate which is determined by the finite set of values of the coefficient a(n). The function a(n) is composed of a sum of two periodic functions, a(n) = a_1(n) + a_2(n), where a_1 is a fixed function and a_2 is a sum of shifts of a given finite function. By analogy with the quantum solid state theory, the asymptotic behavior of the set s_a is discussed as the period of the function a_2 tends to infinity.

Postupilo 12 aprelØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

Vladimir.Oleinik@pobox.spbu.ru