Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

ı. V. Kraxeninnikova, N. A. Xirokov

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI V METRIKE

Lp NA DIZ˙ıNKTNYH OTREZKAH

Vvedenie

Klass funkciæ f, opredelennyh na otrezke [−1, 1] i udovletvorØ¸wih uslovi¸ f^′ ∈ L^p(−1, 1), 1 < p < ∞, v terminah skorosti polinomial~noæ approksimacii v metrike L^p vpervye byl opisan V. P. Motornym [1]. Konstruktivnoe opisanie podobnyh klassov funkciæ, opredelennyh na diz¨¸nktnyh otrezkah, do sih por otsutstvovalo.

V dannoæ stat~e my privodim podobnoe opisanie dlØ koneqnogo mnoßestva otrezkov.

V dal~neæxem E =^m ⋃ k=1 s_k – ob¨edinenie koneqnogo qisla po-

parno ne pereseka¸wihsØ otrezkov s_k = [a_k, b_k] v kompleksnoæ ploskosti C . Pust~ na E zadana nepreryvnaØ funkciØ f(ζ). Opredelim proizvodnu¸ funkcii f na otrezke s_k estestvennym obrazom, imenno, pust~

f^′(ζ) = lim_{r→0} f(ζ + re^{iθk} ) − f(ζ) re^{iθk} , gde θ_k = arg(b_k − a_k).

Dalee my sqitaem, qto f^′(ζ) ∈ L^{pk} (s_k), gde 1 < p_k < ∞, k = 1, . . . , m. (1) Pust~ G(ζ) – funkciØ Grina oblasti C \ E s pol¸som v beskoneqnosti;

L_h = { ζ : ζ ∈ C \ E, G(ζ) = ln(1 + h) } , gde h > 0, – linii urovnØ mnoßestva E;

ρ_h(ζ) = dist (ζ, L_h), ζ ∈ E. (2)

Osnovnym rezul~tatom dannoæ raboty ØvlØetsØ sledu¸waØ approksimacionnaØ teorema, kotoraØ privoditsØ zdes~ v sokrawennoæ formulirovke. 175

176 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV

Teorema. Pust~ funkciØ f(ζ) nepreryvna na mnoßestve E i udo-

vletvorØet uslovi¸ f^′(ζ) ∈ L^{pk} (s_k), 1 < p_k < ∞, k = 1, . . . , m. Togda dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti P_n(ζ) polinomov stepeni ne vyxe n, n = 1, 2, . . ., m∑ k=1 ∫ s_k | | | f(ζ) − P_n(ζ) ρ_{1/n}(ζ) | | | p_k |dζ| 6 c,

gde postoØnnaØ c zavisit ot funkcii f(ζ), mnoßestva E i ne zavisit ot n.

Postroenie priblißa¸wego polinoma ØvlØetsØ novym po sravneni¸ s rabotami V. P. Motornogo [1] ili M. K. Potapova [2] daße dlØ sluqaØ odnogo otrezka, kotoryæ rassmatrivalsØ v [1, 2]. Otmetim, qto dlØ ζ ∈ s_k = [a_k, b_k] pri 0 < h 6 1 spravedlivy neravenstva

C_1h ( h + √ |ζ − a_k| |ζ − b_k| ) < ρ_h(ζ) < <C_2h ( h + √ |ζ − a_k| |ζ − b_k| ) , (3)

gde postoØnnye C_1 i C_2 ne zavisØt ot h i ζ. Pofftomu v dokazyvaemoæ teoreme utverßdaetsØ suwestvovanie posledovatel~nosti polinomov, kotorye na kaßdom otrezke s_k priblißa¸t v metrike L^{pk} (s_k) svo¸ funkci¸ f | |_{sk} = f_k imenno s temi vesami, kotorye

rassmatrivalis~ v [1].

V §1 dannoæ raboty privodØtsØ neobhodimye vspomogatel~- nye rezul~taty, v tom qisle dano postroenie special~nogo semeæstva kontinuumov M (p. 4), ukazan vybor vspomogatel~nogo priblißa¸wego polinoma P_n(f; M ; ζ), zavisØwego ot konkretnogo kontinuuma iz semeæstva M (p. 5), poluqena ocenka priblißeniØ funkcii f fftim polinomom (p. 9).

§2 posvØwen dokazatel~stvu osnovnoæ approksimacionnoæ teoremy. V p. 1 pri pomowi vspomogatel~nogo polinoma P_n(f; M ; ζ) stroitsØ priblißa¸wiæ polinom P_n(f; E; ζ), a v p. 2 poluqena ocenka priblißeniØ funkcii f polinomom P_n(f; E; ζ).

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 177

§1. Predvaritel~nye svedeniØ 1.1. Osnovnye oboznaqeniØ.

V dal~neæxem sqitaem, qto mnoßestvo E leßit v ploskosti

ζ = ξ + iη. Niße rassmatrivaem evklidovo dvißenie w = g_k(ζ), k = 1, . . . , m, gde g_k(ζ) = ζe^{−iθk} + d_k, (4) θ_k = arg(b_k − a_k), a kompleksnaØ postoØnnaØ d_k vybrana takim

obrazom, qto otrezok g_k(s_k) leßit na vewestvennoæ osi. Pust~

g^{−1}_k (w) – obratnoe otobraßenie.

My budem pol~zovat~sØ izvestnymi ponØtiØmi slaboæ ffkvivalentnosti a ≍ b i slabogo neravenstva a 4 b (sm., naprimer, [3, gl. 2 i 3]. Veliqiny a i b, zavisØwie ot nekotoryh parametrov, svØzany sootnoxeniem a ≍ b (sootvetstvenno, a 4 b), esli suwestvu¸t postoØnnye C_1 i C_2, 0 < C_1 < C_2 < ∞ (sootvetstvenno, C > 0) takie, qto pri vseh rassmatrivaemyh znaqeniØh parametrov C_1b < a < C_2b (sootvetstvenno, a 6 Cb).

Qerez c_i oboznaqaem poloßitel~nye postoØnnye, zavisØwie ot svoæstv ishodnoæ funkcii f(ζ), geometriqeskih harakteristik rassmatrivaemyh mnoßestv i ne zavisØwie ot n.

1.2. Special~noe prodolßenie funkcii f.

Niße nam potrebuetsØ nepreryvnoe prodolßenii funkcii f, zadannoæ na mnoßestve E, do nekotoroæ funkcii f_0 s kompaktnym nositelem na C .

S fftoæ cel~¸ dlØ kaßdogo k rassmotrim zamknutye prØmougol~niki Π_{k,1} i Π_{k,2}, protivopoloßnye storony kotoryh parallel~ny otrezku s_k, i takie, qto

s_k ⊂ Π_{k,1} ⊂ Π_{k,2} pri k = 1, . . . , m,

Π_{i,2} ∩ Π_{j,2} = ⊥ pri i ≠ j.

Poloßim U = m⋃ k=1 Π_{k,2}. Prodolßim funkci¸ f na prØmougol~nik Π_{k,1} sledu¸wim obrazom. Pust~ t_k – prØmaØ, soderßawaØ otrezok s_k. Poloßim f_0(ζ) ≡

f(b_k) (sootvetstvenno, f_0(ζ) ≡ f(a_k)) na tom iz dvuh promeßutkov (t_k ∩ Π_{k,1}) \ s_k, kotoryæ soderßit toqku b_k (sootvetstvenno, toqku

178 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV

a_k). Dalee, polagaem f_0(ζ) ≡ f_0(ζ_0) na otrezke, leßawem v Π_{k,1}

i ortogonal~nom prØmoæ t_k, gde ζ_0 – toqka pereseqeniØ ukazannogo otrezka s prØmoæ t_k. Teper~ lineæno prodolßim funkci¸

f_0(ζ) na Π_{k,2}, polagaØ f_0(ζ) ≡ 0 na ∂Π_{k,2}. Provedem analogiqnye

postroeniØ dlØ kaßdogo k, k = 1, . . . , m, i pust~ f_0(ζ) ≡ 0 vne kompakta U . ˚sno, qto f_0(ζ) – nepreryvnoe prodolßenie funkcii f(ζ) na C .

1.3. Formula Koxi–Grina dlØ funkcii f0.

UbedimsØ v spravedlivosti formuly Koxi–Grina dlØ funkcii f_0(ζ). DlØ fftogo proverim, qto integral ∫∫ C | | | | ∂f_0(ζ) ∂ζ | | | | dξdη |ζ − z| , z ∈ E, (5) ograniqen postoØnnoæ, ne zavisØweæ ot z. Tak kak f_0(ζ) ≡ 0 pri ζ ∈ C \ U , to ∫ ∫ C | | | ∂f^0(ζ) ∂ζ | | | dξdη |ζ − z| = m∑ k=1 ∫∫ Π_{k,}2 | | | ∂f^0(ζ) ∂ζ | | | dξdη |ζ − z| . (6)

Pofftomu dostatoqno pokazat~, qto kaßdyæ iz integralov v pravoæ qasti (6) ograniqen postoØnnoæ, ne zavisØweæ ot z. DlØ fftogo primenim preobrazovanie w = g_k(ζ), w = x + iy (sm. (4)), k funkciØm f(ζ), f_0(ζ), otrezku s_k i prØmougol~nikam Π_{k,1} i Π_{k,2}.

Pust~

f^∗(w) = f ( g^{−1}_k (w) ) , f^∗_0 (w) = f_0 ( g^{−1}_k (w) ) ; s^∗_k = g_k(s_k) = { w : a^∗_k 6 x 6 b^∗_k, y = 0 } , i pust~ qisla h_k i l_k opredeleny usloviØmi

Π^∗_{k,1} = g_k(Π_{k,1}) = { w : a^∗_k − h_k 6 x 6 b^∗_k + h_k, |y| 6 h_k } , Π^∗_{k,2} = g_k(Π_{k,2}) = { w : a^∗_k − h_k − l_k 6 x 6 b^∗_k + h_k + l_k, |y| 6 h_k + l_k } . DlØ dal~neæxego nam potrebuetsØ ocenit~ modul~ kompleksnoæ proizvodnoæ

∂f^∗_0 (w) ∂w = 1 2 ( ∂f^∗_0 (w) ∂x + i ∂f^∗_0 (w) ∂y ) .

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 179

S fftoæ cel~¸ rassmatrivaem nepreryvnoe prodolßenie f^∗_0 (w)

funkcii f^∗(w) na prØmougol~nik Π^∗_{k,2}, predvaritel~no razbiv ego

na oblasti Ω_{k,j}, v kaßdoæ iz kotoryh f^∗_0 (w) imeet raznyæ vid.

Pri fftom okazyvaetsØ, qto kaßdaØ iz oblasteæ Ω_{k,j} prinadleßit

k odnoæ iz qetyreh grupp, harakterizu¸wihsØ tem svoæstvom,

qto vo vseh oblastØh odnoæ i toæ ße gruppy dlØ | |^{∂f�}0^{(w)}_{∂w} | | imeet

mesto odna i ta ße ocenka.

Imenno, spravedlivy sledu¸wie sootnoxeniØ:

∂f^∗_0 (w) ∂w = 1 2 ∂f^∗(x) ∂x dlØ w ∈ { w : a^∗_k 6 x 6 b^∗_k, |y| 6 h_k } ; (7)

∂f^∗_0 (w) ∂w ≡ 0 dlØ w ∈ { w : x ∈ ( b^∗_k, b^∗_k + h_k ] ∪ [ a^∗_k − h_k, a^∗_k ) , |y| 6 h_k } ; (8) | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | | 6^1√_2^|^{∂f ∗ (x)}_{∂x}^| + c1 dlØ w ∈ { w : a^∗_k 6 x 6 b^∗_k, h_k < |y| 6 h_k + l_k } ; (9)

∂f^∗_0 (w)

∂w 6 c1 dlØ vseh ostal~nyh w ∈ Π^∗_{k,2}. (10)

Pust~ z ∈ s_k i z^∗ = g_k(z), x^∗ = Re z^∗. Ispol~zuØ sootnoxeniØ

(7)–(10) i oqevidnoe ravenstvo | | | | ∂f_0(ζ) ∂ζ | | | | = | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | |, (11)

poluqaem ∫∫ Π_{k,}2 | | | | ∂f_0(ζ) ∂ζ | | | | dξdη |ζ − z| = ∫∫ Π�_{k,}2 | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | | dxdy |w − z^∗| 6

6 c1^{∫ ∫}

Π�_{k,}2\Π�_{k,}1 dxdy |w − z^∗| + 1 √ 2 h_k +l_k∫

−h_k−l_k b�_k∫

a�_k | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | dxdy √ (x − x^∗)^2 + y^2

. (12)

Pervoe slagaemoe v pravoæ qasti (12) ograniqeno postoØnnoæ

c_2 =^{c1}_{hk} σ(Π^∗_{k,2} \ Π^∗_{k,1}), gde σ(K) – plowad~ K.

180 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV Rassmotrim vtoroe slagaemoe. Ispol~zuØ neravenstvo h_k+l_k∫

−h_k −l_k dy √ (x − x^∗)^2 + y^2 6

2 ln

(b^∗_k − a^∗_k) + 2(h_k + l_k) |x − x^∗| , kotoroe poluqaetsØ fflementarnymi preobrazovaniØmi, i neravenstvo Gel~dera, nahodim: b�_k∫

a�_k | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | h_k+l_k∫

−h_k−l_k dy √ (x − x^∗)^2 + y^2 dx 6 (13)

6 2^(

b�_k∫

a�_k | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | p_k dx )_{1/pk} (^{b�}k∫ a�_k [ ln (b^∗_k − a^∗_k) + 2(h_k + l_k) |x − x^∗| ]_{qk} dx )_{1/qk} , gde^1_{pk} +^1_{qk} = 1.

PrimenØØ preobrazovanie g^{−1}_k (w) k pervomu somnoßitel¸ v pravoæ qasti (13) i uqityvaØ uslovie (1), poluqaem (^{b�}k∫ a�_k | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | p_k dx )_{1/pk} = (∫ s_k |f^′(ζ)|^{pk} |dζ| )_{1/pk} < c_3.

ObratimsØ ko vtoromu somnoßitel¸ v pravoæ qasti (13). IntegriruØ po qastØm, nahodim, qto fftot somnoßitel~ ograniqen postoØnnoæ c_4, ne zavisØweæ ot vybora toqki z na otrezke s_k.

Pust~ teper~ z ∈ s_j , j ≠ k. Ispol~zuØ ocenku |ζ − z| > h_j + l_j , netrudno pokazat~, qto kaßdyæ iz integralov v pravoæ qasti (6) ograniqen i v fftom sluqae.

Teper~ iz formuly Koxi–Grina v silu svoæstv funkcii f_0(ζ) poluqaem f(z) = − 1 π ∫∫ C ∂f_0(ζ) ∂ζ dξdη ζ − z pri z ∈ E. (14)

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 181

1.4. Special~noe semeæstvo kontinuumov.

Dostroim mnoßestvo E do kusoqno-gladkogo kontinuuma M = M (E, z_1, . . . , z_m) = E ∪ {_m⋃ k=1 ( τ_k ∪ γ_k ) } , gde τ_k, k = 1, . . . , m, – poparno ne pereseka¸wiesØ otrezki, udovletvorØ¸wie usloviØm: otrezki τ_k i s_k ortogonal~ny i pereseka¸tsØ v toqke z_k ∈ s^′_k, gde

s^′_k = [ 1 4 (3a_k + b_k), 1 4 (a_k + 3b_k) ] ; (15)

koncy otrezka τ_k leßat vne prØmougol~nika Π_{k,2}; τ_k ∩Π_{j,2} = ⊥ pri

k ≠ j; otrezki τ_k prodolßa¸tsØ gladkimi dugami γ_k, leßawimi

vne U i shodØwimisØ v nekotoroæ toqke O, priqem dugi γ_k, k =

1, . . . , m, poparno ne ime¸t obwih toqek krome toqki O.

Krome togo, budem sqitat~, qto rasstoØnie ot l¸boæ toqki

ζ ∈ Π_{k,2} do toqek a_k, b_k, z_k men~xe, qem do ostal~nyh uglovyh

toqek kontinuuma M .

Pust~ φ(ζ) : C \ M → C \ D; φ(∞) = ∞, φ^′(∞) > 0, – konformnoe otobraßenie oblasti C \ M na vnexnost~ ediniqnogo kruga D; ψ – otobraßenie, obratnoe k φ.

Pri h > 0 pust~

L_h = { ζ : ζ ∈ C \ M, |φ(ζ)| = 1 + h } – liniØ urovnØ kontinuuma M ;

ρ_h(M ; ζ) = ρ_h(z_1, . . . , z_m, ζ) = dist (ζ, L_h), ζ ∈ M. (16)

Konformnyæ sdvig ζ_h i konformnyæ povorot-sdvig ζ_{h,θ} opredelØ¸tsØ formulami

ζ_h = ψ [ (1 + h)φ(ζ) ] , (17) ζ_{h,θ} = ψ [ (1 + h)φ(ζ)e^{−iθ} ] . (18)

Esli ζ ∈ M , to ζ_h, ζ_{h,θ} ∈ L_h.

Provedennoe vyxe postroenie kontinuuma M pozvolØet ispol~zovat~ svoæstva mnoßestv s kusoqno-gladkoæ graniceæ i nenulevymi vnexnimi uglami (sm. [3, gl. 9]). V qastnosti, dlØ

ζ ∈ U spravedlivo sootnoxenie |ζ − ζ_h| ≍ h [ | ζ − ζ_j | |^{1/αj} + h]^{αj −1}, (19)

182 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV gde ζ_j – blißaæxaØ k ζ uglovaØ toqka M , α_jπ ≠ 0 – veliqina vnexnego ugla v toqke ζ_j.

Pofftomu dlØ ζ ∈ Π_{k,2} vypolnØetsØ: |ζ − ζ_h| ≍ h |ζ − z_k| + √ h , (20)

esli z_k – blißaæxaØ k ζ uglovaØ toqka iz toqek z_k, b_k i a_k; |ζ − ζ_h| ≍ h [ |ζ − b_k|^{1/2} + h ] , (21)

esli b_k – blißaæxaØ k ζ iz toqek b_k, z_k i a_k. Polnost~¸ analogiqnoe sootnoxenie spravedlivo v tom sluqae, esli a_k – blißaæxaØ k ζ iz toqek b_k, z_k i a_k.

Tak kak ρ_h(M ; ζ) ≍ |ζ − ζ_h| pri ζ ∈ M, to sootnoxeniØ (20) i (21) ime¸t mesto i dlØ rasstoØniØ

ρ_h(M ; ζ).

Ispol~zuØ sootnoxeniØ (3), (20), (21) i uqityvaØ, qto z_k ∈ s^′_k (sm. (15)), moßno pokazat~, qto dlØ l¸boæ toqki ζ ∈ s_k spravedlivo slaboe neravenstvo

ρ_h(M ; ζ) 4 ρ_h(ζ) |ζ − z_k| . (22)

1.5. Priblißa¸wiæ polinom dlØ kontinuuma M .

V kaqestve vspomogatel~nogo priblißa¸wego polinoma, zavisØwego ot konkretnogo kontinuuma iz semeæstva M (E, z_1, . . . , z_m) i funkcii f(ζ), voz~mem polinom (sm. [4, 5]):

P_n(M ; z) = P_n ( f; E; z_1, . . . , z_m, z )_{def} =

def= − 1 π ∫ ∫ C ∂f_0(ζ) ∂ζ (^π∫ −π J_{n,s}(θ) l∑ j=1 (ζ_{1/n,θ} − ζ)^{j−1} (ζ_{1/n,θ} − z)^j dθ ) dξdη, (23) zdes~ J_{n,s}(θ) – Ødro tipa Dßeksona porØdka n (sm. [3, gl. 2]): J_{n,s}(θ) = 1 λ_{n,s} ( sin nθ/2 sin θ/2 )_{2s} ,

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 183 gde λ_{n,s} = π∫ −π ( sin nθ/2 sin θ/2 )_{2s} dθ, s = 1, . . . ; n = 1, . . . , l, . . . , a toqki ζ_{1/n,θ} opredeleny v (18).

Kak izvestno (sm. [4]), stepen~ polinoma P_n(M ; z) ne prevoshodit n. V hode posledu¸wih ocenok okaßetsØ, qto moßno vzØt~ l = 4, s = 17.

1.6. Pokrytie mnoßestva E sistemoæ intervalov.

Pust~ k – fiksirovano, 1 6 k 6 m. Pokroem s_k sistemoæ intervalov. DlØ fftogo, otpravlØØs~ ot toqki a_k, budem vybirat~ na otrezke s_k toqki α_{k,ν} sledu¸wim obrazom: α_{k,0} = a_k; α_{k,ν} = α_{k,ν−1} + ρ_{1/n}(M ; α_{k,ν−1}), ν = 1, 2, . . . . Pust~ α_{k,N−1} – poslednØØ iz toqek α_{k,ν}, popada¸waØ na otrezok

s_k. Poloßim α_{k,N} = b_k. Togda intervaly I_{k,ν} = [ α_{k,ν−1}, α_{k,ν} ] , ν = 1, . . . , N (24) pokryva¸t otrezok s_k.

Iz sootnoxeniØ (19) dlØ l¸boæ toqki ζ ∈ I_{k,ν} moßno zakl¸- qit~, qto ρ_{1/n}(M ; ζ) ≍ |I_{k,ν}|. (25) Zdes~ i niße |I| – dlina intervala I. Krome togo, ispol~zuØ sootnoxenie (25) i slaboe neravenstvo

ρ_{1/n}(M ; ζ) < 1 n^2 , ζ ∈ s_k, vyteka¸wee iz sootnoxeniæ (20) i (21), netrudno ocenit~ qislo

N (s_k) intervalov I_{k,ν}, pokryva¸wih otrezok s_k:

N (s_k) 4 n^2. (26)

1.7. Metriqeskoe svoæstvo postroennyh intervalov.

Interval 2I = [_{3a−b} 2 ,^{3b−a}_2 ] budem nazyvat~ koncentriqeskim intervalom dlØ I = [a, b].

DlØ dal~neæxego okazyvaetsØ vaßnoæ sledu¸waØ lemma, ispol~zu¸waØ metriqeskoe svoæstvo intervalov I_{k,ν}.

184 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV

Lemma 1. Pust~ funkciØ m(ζ) integriruema na otrezke sk,

m(ζ) > 0 pri ζ ∈ s_k i m(ζ) ≡ 0 pri ζ ∈ { ⋃ ν 2I_{k,ν} } \ s_k, gde {I_{k,ν}} – postroennoe vyxe pokrytie otrezka s_k intervalami. Togda suwestvuet takaØ postoØnnaØ c^′, ne zavisØwaØ ot funkcii m(ζ) i ot n, qto spravedlivo neravenstvo ∑ ν ∫ 2I_{k,ν} m(ζ) |dζ| 6 c^′ ∫ s_k m(ζ) |dζ|. (27) Dokazatel~stvo. Pust~ ζ0 – proizvol~naØ toqka otrezka sk, a

T – qislo intervalov I_{k,ν} takih, qto ζ_0 ∈ 2I_{k,ν}. ˚sno, qto postoØnnaØ c^′ = T udovletvorØet neravenstvu (27) i ne zavisit ot funkcii m(ζ). Pokaßem, qto postoØnnaØ c^′ = T ne zavisit ot n. DlØ fftogo poloßim

T = T^+ + T^−,

gde T^+ (sootvetstvenno, T^−) – qislo intervalov I_{k,ν} (sm. (24)) takih, qto ζ_0 ∈ 2I_{k,ν} i |a_k − ζ_0| < |a_k − α_{k,ν−1}| (sootvetstvenno, |a_k − ζ_0| > |a_k − α_{k,ν−1}|). Ocenim veliqinu T^+. DlØ intervala I_{k,ν}, leßawego pravee toqki ζ_0 na s_k, uslovie ζ_0 ∈ 2I_{k,ν} moßno zapisat~ v vide |ζ_0 − α_{k,ν−1}| 6 1 2 |I_{k,ν}| = 1 2 ρ_{1/n}(M ; α_{k,ν−1}). (28) Po postroeni¸ kontinuuma M , 1 4 |b_k − a_k| 6 |b_k − z_k| 6 3 4 |b_k − a_k|, 1 4 |b_k − a_k| 6 |z_k − a_k| 6 3 4 |b_k − a_k|. Oqevidno, qto esli |ζ_0 − α_{k,ν−1}| dostatoqno veliko po sravneni¸ s 1/n, uslovie (28) zavedomo ne vypolnØetsØ. Pofftomu polagaem, qto n > 10 max_k |bk − ak|^{−1} i |ζ_0 − α_{k,ν−1}| 6 1 10 |b_k − a_k|. Analogiqno dokazatel~stvu utverßdeniØ (1) v [7], moßno pokazat~, qto dlØ kontinuumov, ime¸wih koneqnoe qislo uglovyh

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 185 toqek s vnexnimi uglami, ravnymi π/2 ili 2π, pri ζ, z ∈ Π_{k,2} i takih, qto |ζ − z| 6 1/10|b_k − a_k|, spravedlivo neravenstvo |ζ − ζ_{1/n}| 6 c_5 √ |z − z_{1/n}| √ |ζ − z| + |z − z_{1/n}|. (29) Neravenstvo (29) pozvolØet ocenit~ dlinu intervala I_{k,ν}, udovletvorØ¸wego uslovi¸ ζ_0 ∈ 2I_{k,ν}, sverhu i snizu. Deæstvitel~- no, v silu (28),

ρ_{1/n}(M ; α_{k,ν−1}) 6 c_5 √ ρ_{1/n}(M ; ζ_0) √ |ζ_0 − α_{k,ν−1}| + ρ_{1/n}(M ; ζ_0) 6

6 c5^√ρ1/n(M ; ζ0)

√ 1 2 ρ_{1/n}(M ; α_{k,ν−1}) + ρ_{1/n}(M ; ζ_0).

Iz poslednego neravenstva poluqaem ρ_{1/n}(M ; α_{k,ν−1}) 6

6^1_4^(c^2_5 +^√c^4_5 + 16c^2_5^) ρ1/n(M ; ζ0) = c6ρ1/n(M ; ζ0). (30)

S drugoæ storony,

ρ_{1/n}(M ; ζ_0) 6 c_5 √ ρ_{1/n}(M ; α_{k,ν−1}) √ |ζ_0 − α_{k,ν−1}| + ρ_{1/n}(M ; α_{k,ν−1}) 6

6 c7ρ1/n(M ; αk,ν−1). (31)

V silu ocenki (31), dlØ l¸bogo intervala I_{k,ν} , leßawego pravee toqki ζ_0 i udovletvorØ¸wego uslovi¸ ζ_0 ∈ 2I_{k,ν}, spravedlivo neravenstvo |I_{k,ν}| > 1 c_7 ρ_{1/n}(M ; ζ_0). (32)

Krome togo, esli interval I_{k,μ} takoæ, qto |a_k − ζ_0| < |a_k − α_{k,μ−1}|, ζ_0 ∈ 2I_{k,μ} i ζ_0 ≠ 2I_{k,μ+1}, to, ispol~zuØ neravenstvo (30), poluqaem |ζ_0 − α_{k,μ}| 6 3 2 |I_{k,μ}| 6 3 2 c_6ρ_{1/n}(M ; ζ_0). (33)

Iz (32), (33) okonqatel~no nahodim,

T^+ 6 3 2 c_6c_7.

Analogiqnye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto qislo intervalov

T^− takße ograniqeno sverhu postoØnnoæ, ne zavisØweæ ot n.

�tim lemma 1 dokazana.

186 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV

1.8. Nekotorye klassiqeskie rezul~taty.

Pust~ F (x) – funkciØ klassa L^p(a, b), I ⊂ [a, b]. Rassmotrim maksimal~nu¸ funkci¸ Hardi–Littlvuda (sm. [8, gl. 1]) v(x) = MF (x) = sup_{I∋x} 1 |I| ∫ I |F (t)| dt, x ∈ [a, b], (34) i maksimal~noe preobrazovanie Gil~berta (sm. [8, gl. 2]) u(x) = HF (x) = sup_{|y|>0,I∋x} | | | | ∫ 2I F (t) x − (t + iy) dt | | | |, x ∈ [a, b]. (35) Vezde dalee sqitaem, qto

F (x) = F_k(x) = ∂f^∗(x) ∂x ∈ L^{pk} (s^∗_k), (36)

pri s^∗_k = g_k(s_k) ⊂ R i f^∗(x) = f^∗(w) = f ( g^{−1}_k (w) ) pri x ∈ s^∗_k.

Napomnim nekotorye svoæstva Ødra tipa Dßeksona (sm. [3, gl. 2]): π∫ −π J_{n,s}(θ) dθ = 1; (37) π∫ −π J_{n,s}(θ)|θ|^i dθ ≍ 1 n^i pri i 6 2s − 2, i ∈ N. (38)

Krome togo, nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 2 (V. I. Belyæ [6]). Pust~ M – kontinuum bez vnutren-

nih toqek, diam M = 1. Togda dlØ z ∈ M i ζ ∈ C \ M, dist (ζ, M) 6 1, ime¸t mesto neravenstva |ζ_{h,θ} − z| 6 cabs ( |θ| h + 1 )_4 |ζ_h − z|, (39)

|ζ_{h,θ} − ζ| 6 cabs ( |θ| h + 1 )_4 |ζ_h − ζ|, (40)

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 187 gde toqki ζ_{h,θ}, ζ_h opredeleny sootvetstvenno v (18) i (17), 0 <

h 6 1.

Otmetim, qto iz neravenstva (39) vytekaet sootnoxenie |ζ_{h,θ} − z| > c^{−1}abs ( |θ| h + 1 )_{−4} |ζ_h − z|. (41) 1.9. OsnovnaØ lemma.

Dokaßem lemmu, kotoraØ pozvolØet poluqit~ ocenki priblißeniØ funkcii polinomami, zavisØwimi ot konkretnogo kontinuuma iz semeæstva M (E, z_1, . . . , z_m).

Lemma 3. Pust~ I – odin iz intervalov pokrytiØ otrezka s^∗_k

i pust~ z^∗ – l¸baØ toqka I. Pust~ funkciØ f^∗(z^∗) i polinom P^∗_n(M ; z^∗) poluqeny primeneniem k formulam (14) i (23) i k kontinuumu M preobrazovaniØ g_k(ζ) (sm. (4)):

f^∗(z^∗) = − 1 π ∫∫ C ∂f^∗_0 (w) ∂w dxdy w − z^∗ ,

P^∗_n(M ; z^∗) = − 1 π ∫∫ C ∂f^∗_0 (w) ∂w (^π∫ −π J_{n,s}(θ) l∑ j=1 (w_{1/n,θ} − w)^{j−1} (w_{1/n,θ} − z^∗)^j dθ ) dxdy.

Togda pri l > 4 i s > 4l + 1 spravedlivo slaboe neravenstvo | |f^∗(z^∗) − P^∗_n (M ; z^∗) | | 4 |I|^[u(x^∗) + v(x^∗)^] +^1_{n2} , (42)

gde x^∗ = Re z^∗.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo lemmy provedem v neskol~ko

fftapov.

1) Ispol~zuØ svoæstvo (37) Ødra tipa Dßeksona, v rezul~tate nesloßnyh preobrazovaniæ poluqaem

f^∗(z^∗) − P^∗_n(M ; z^∗) = A + B + C, gde A = − 1 π ∫∫ 2�I ∂f^∗_0 (w) ∂w dxdy w − z^∗ ,

188 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV B = 1 π ∫∫ 2�I ∂f^∗_0 (w) ∂w (^π∫ −π J_{n,s}(θ) l∑ j=1 (w_{1/n,θ} − w)^{j−1} (w_{1/n,θ} − z^∗)^j dθ ) dxdy,

C = − 1 π ∫ ∫ C\2�I ∂f^∗_0 (w) ∂w (^π∫ −π J_{n,s}(θ) [ 1 w − z^∗ −

− l∑ j=1 (w_{1/n,θ} − w)^{j−1} (w_{1/n,θ} − z^∗)^j ] dθ ) dxdy =

= − 1 π ∫ ∫ C\2�I ∂f^∗_0 (w) ∂w (^π∫ −π J_{n,s}(θ) l∑ j=1 (w_{1/n,θ} − w)^l (w_{1/n,θ} − z^∗)^l dθ ) dxdy w − z^∗ ; zdes~ i niße 2�I =^{w : x ∈ 2I, |y| 6 |I|^}. Budem predpolagat~, qto pri dostatoqno bol~xih n, dlØ l¸- bogo ν 2�I_{k,ν} ⊂ Πk,1. Tak kak I = I^∗_{k,ν} = g_k(I_{k,ν}) pri nekotorom ν, to

2�I ⊂ Π^∗_{k,1}. (43)

2) Ocenim integraly A, B, C. Pust~ funkcii u(x^∗) i v(x^∗) opredeleny v (35) i (34).

Predloßenie 1. Imeet mesto slaboe neravenstvo |A| 4 |I|u(x^∗). Dokazatel~stvo. UqityvaØ uslovie (43), iz ravenstv (7), (8),

(36) i opredeleniØ (35) srazu poluqaem A = − 1 2π |I|∫ −|I| (∫ 2I ∂f^∗(x) ∂x dx (x − x^∗) + iy ) dy,

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 189 i pofftomu

A 6^1_{2π} |I|∫ −|I| | | | | ∫ 2I ∂f^∗(x) ∂x dx (x − x^∗) + iy | | | | dy 6

6^1_{2π}

|I|∫ −|I| u(x^∗)dy 4 |I|u(x^∗). Zametim, qto esli 2I \ s_k ≠ ⊥, to moßno sqitat~, qto^{∂f�(x)}_{∂x} ≡ 0 pri x ∈ 2I \ s_k.

Predloßenie 2. Pri s > 4l − 1 imeem slaboe neravenstvo |B| 4 |I| v(x^∗). Dokazatel~stvo. Iz neravenstv (40), (41) i svoæstv (37) i (38)

Ødra tipa Dßeksona pri s > 4l − 1 imeem π∫ −π J_{n,s}(θ) l∑ j=1 |w_{1/n,θ} − w|^{j−1} |w_{1/n,θ} − z^∗|^j dθ 4

4^{l∑}_{j=1}^{|w1/n − w|j−1}

|w_{1/n} − z^∗|^j π∫ −π J_{n,s}(θ) ( |θ|n + 1 )_{8l−4} dθ ≍

≍ l∑ j=1 |w_{1/n} − w|^{j−1} |w_{1/n} − z^∗|^j . Pofftomu |B| 4^1_π^{∫ ∫} 2�I | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | | l∑ j=1 |w_{1/n} − w|^{j−1} |w_{1/n} − z^∗|^j dxdy. (44) Dalee, tak kak po uslovi¸ lemmy z^∗ ∈ I, to dlØ w ∈ 2�_I , ispol~zuØ sootnoxeniØ (25) i (29), poluqaem |w_{1/n} − z^∗| > ρ_{1/n}(M ; z^∗) ≍ |I|, (45) |w_{1/n} − w| 4 √ ρ_{1/n}(M ; z^∗) √ |w − z^∗| + ρ_{1/n}(M ; z^∗) 4

4 ρ1/n(M ; z^∗) ≍ |I|. (46)

190 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV

V silu sootnoxeniæ (44)–(46), ravenstv (7), (8), (36) i oprede-

leniØ (34) imeem |B| 4^{l∑}_{j=1}^{∫∫} 2�I 1 |I| | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | | dxdy =

= l∑ j=1 |I|∫ −|I| ( 1 2|I| ∫ 2I | | | | ∂f^∗ (x) ∂x | | | | dx ) dy 6

6^{l∑}_{j=1}

|I|∫ −|I| v(x^∗) dy 4 |I| v(x^∗). Predloßenie 3. Pri l > 4 i s > 4l + 1 imeem slaboe neravenstvo |C| 4 |I| v(x^∗) +^1_{nl/2} . Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo razob~em na rØd punktov.

(i) Kak i pri dokazatel~stve predloßeniØ 2, iz neravenstv

(40), (41) i svoæstv (37) i (38) Ødra tipa Dßeksona pri s > 4l+1

srazu poluqaem |C| 4^{∫ ∫} C\2�I | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | | |w_{1/n} − w|^l |w_{1/n} − z^∗|^l dx dy |w − z^∗| . (47)

Dalee, pokaßem, qto pri l¸bom w /∈ 2�_I |w_{1/n} − z^∗| ≍ |w − z^∗|. (48) Pri |w − z^∗| > 1/10|b^∗_k − a^∗_k| sootnoxenie (48) oqevidno. Pust~

|w − z^∗| 6 1/10|b^∗_k − a^∗_k|. Tak kak w /∈ 2�_I , to |w − z^∗| < ρ_{1/n}(M ; z^∗), otkuda poluqaem |w_{1/n} − z^∗| 6 |w − z^∗| + |w_{1/n} − w| 4 |w − z^∗|+ + √ ρ_{1/n}(M ; z^∗) √ |w − z^∗| + ρ_{1/n}(M ; z^∗) 4 |w − z^∗|.

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 191

Obratno, pust~ |w − z^∗| > D ρ_{1/n}(M ; z^∗), gde postoØnnaØ D takova,

qto |w_{1/n} − w| 6 1/2|w − z^∗|, i legko opredelØetsØ s pomow~¸

sootnoxeniØ (29). Togda iz usloviØ |w_{1/n} − w| 6 1/2|w − z^∗| srazu

poluqaem |w − z^∗| 4 |w_{1/n} − z^∗|. Esli ße |w − z^∗| 6 D ρ_{1/n}(M ; z^∗), to |w_{1/n} − z^∗| > ρ_{1/n}(M ; z^∗) < |w − z^∗|. V silu sootnoxeniæ (47) i (48), |C| 4^{∫∫} C\2�I | | | ∂f^{∗0} (w) ∂w | | ||w^{1/n} − w|^l |w − z^∗|^{l+1} dx dy. UqityvaØ (43), posledn¸¸ ocenku moßno zapisat~ v vide |C| 4 J1 + J2 + J3, gde J_1 = ∑ i≠k ∫ ∫ g_k (Π_{i,}2) | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | |w_{1/n} − w|^l |w − z^∗|^{l+1} dx dy,

J_2 = ∫ ∫ Π�_{k,}2\Π�_{k,}1 | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | | |w_{1/n} − w|^l |w − z^∗|^{l+1} dx dy,

J_3 = ∫ ∫ Π�_{k,}1\2�_I | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | | |w_{1/n} − w|^l |w − z^∗|^{l+1} dx dy. Ocenim kaßdyæ iz fftih treh integralov.

(ii) Ocenit~ integraly J_1 i J_2 ne sostavlØet truda. Pred-

varitel~no zametim, qto blagodarØ invariantnosti veliqi- ny | | ∂f^0(ζ) ∂ζ | | otnositel~no lineænogo preobrazovaniØ ploskosti

(sm. (11)) v integrale J_1 moßno poloßit~ w ∈ ⋃ i≠k Π^∗_{i,2}.

V silu sootnoxeniæ (7)–(10), usloviØ (1), neravenstv |w − z^∗| > { h_k + l_k, w ∈ Π^∗_{i,2}, i ≠ k, h_k, w ∈ Π^∗_{i,2} \ Π^∗_{k,1}

192 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV

i slabogo neravenstva |w_{1/n} − w| 4 1 n^{1/2} dlØ w ∈ Π^∗_{k,2}, k = 1, . . . , m, imeem

J_1 4 1 n^{l/2}(h_k + l_k)^{l+1} ∑ i≠k ∫ ∫ Π�_{k,}2 | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | dx dy 6

6^1

n^{l/2}(h_k + l_k)^{l+1} ∑ i≠k [ h_i b�_i∫

a�_i | | | | ∂f^∗ (x) ∂x | | | | dx+

+ √ 2 l_i b�_i∫

a�_i | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | dx + c^1σ ( Π^∗_{i,2} \ Π^∗_{i,1} ) ]

4^1_{nl/2} .

Analogiqno,

J_2 4 1 n^{l/2} h^{l+1}_k ∫ ∫ Π�_{k,}2\Π�_{k,}1 | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | dx dy 6

6^1_{nl/2 hl+1k}^{[√}2 lk

b�_k∫

a�_k | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | dx + c^1σ ( Π^∗_{k,2} \ Π^∗_{k,1} ) ]

4^1_{nl/2} .

(iii) Ocenim integral J_3.

Esli |w − z^∗| > 1/10|b^∗_k − a^∗_k|, to srazu poluqaem

J_3 4 h_k n^{l/2}|b^∗_k − a^∗_k|^{l+1} b�_k∫

a�_k | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | dx 4 1 n^{l/2} . V protivnom sluqae legko videt~, qto pri w /∈ 2�_I |w_{1/n} − w| 4 √ ρ_{1/n}(M ; z^∗) √ |w − z^∗| + ρ_{1/n}(M ; z^∗) 4

4^√ρ1/n(M ; z^∗)^√|w − z^∗| ≍ |I|^√|w − z^∗|,

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 193

sledovatel~no,

J_3 4 ∫ ∫ Π�_{k,}1\2�_I | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | | |I|^{l/2} |w − z^∗|^{l/2+1} dxdy. PolagaØ I = [a, a + |I|] i uqityvaØ sootnoxenie (8), razob~em

oblast~ { w : a^∗_k 6 x 6 b^∗_k, |y| 6 h_k } \ 2�I , v sluqae 2I ⊂ s_k, na podoblasti Δ_i, i = 1, . . . , 8,

Δ_1 = { w : x ∈ 2I, |I| 6 y 6 h_k } , Δ_2 = { w : a + 3 2 |I| 6 x 6 b^∗_k, |y| 6 |I|^}, Δ_3 = { w : a + 3 2 |I| 6 x 6 b^∗_k, |I| < |y| 6 hk^}. Oblasti Δ_4 i Δ_1 simmetriqny otnositel~no vewestvennoæ osi,

oblasti Δ_5 i Δ_2 simmetriqny otnositel~no prØmoæ x = a +^{|I|}_2 ,

a Δ_6, Δ_7, Δ_8 – osta¸wiesØ uglovye oblasti.

Togda

J_3 4 8∑ i=1 J_{3,i}, gde J_{3,i} = ∫ ∫ Δ_i | | | | ∂f^∗_0 (w) ∂w | | | | |I|^{l/2} |w − z^∗|^{l/2+1} dxdy. (49) V silu sootnoxeniØ (7), ravenstv (49), (36) i opredeleniØ (34),

imeem

J_{3,1} 6 |I|^{l/2} 2 ∫ 2I | | | | ∂f^∗ (x) ∂x | | | | (^hk∫ |I| dy y^{l/2+1} ) dx 6

6^2_l^1_{2|I|}^∫

2I | | | | ∂f^∗ (x) ∂x | | | | dx 4 |I| v(x^∗). Pust~ w ∈ Δ_2. Tak kak x − x^∗ >^1_2 |I|, to pri l > 2 [ |I| 2(x − x^∗) ]_{l/2}

6^{|I|}_{2(x − x∗)} .

194 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV

Oqevidno |I|^{l/2} (x − x^∗)^{l/2+1} 4 |I| (x − x^∗)^2 4 |I| (x − x^∗)^2 + |I|^2

. (50)

Togda iz sootnoxeniæ (7), (50) i ravenstva (49) vytekaet

J_{3,2} 6 1 2 |I|∫ −|I| dy b�_k∫

x�+|I|/2 | | |∂f^∗ (x) ∂x | | | |I|^{l/2} (x − x^∗)^{l/2+1} dx 4

4 |I|

b�_k∫

a�_k | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | |I| (x − x^∗)^2 + |I|^2 dx. PrimenØØ svoæstvo maksimal~noæ funkcii Hardi–Littlvuda

(sm. [8, gl. 1]) b∫ a y y^2 + (t − x)^2 |F (t)| dt 6 c^′abs v(x), x ∈ [a, b], s uqetom ravenstva (36) poluqaem J_{3,2} 4 |I| v(x^∗). Pust~ teper~ w ∈ Δ_3. RassußdaØ tak ße, kak i v predyduwem

sluqae, i uqityvaØ, qto pri l > 4 [ |I| 2(x − x^∗) ]_{l/2−1}

6^{|I|}_{2(x − x∗)} ,

nahodim

J_{3,3} 6 |I|^{l/2} 2 b�_k∫

x�+|I|/2 | | | ∂f^∗ (x) ∂x | | | (^hk∫ |I| dy (x − x^∗ + y)^{l/2+1} ) dx 4

4

b�_k∫

x�+|I|/2 | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | |I|^{l/2} (x − x^∗ + |I|)^{l/2} dx 4

4 |I|

b�_k∫

a�_k | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | |I| (x − x^∗)^2 + |I|^2 dx 4 |I| v(x^∗).

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 195 Takie ße ocenki spravedlivy i v ostavxihsØ oblastØh. Sluqaæ, kogda 2I \ s_k ≠ ⊥, otliqaetsØ ot rassmotrennogo vyxe lix~ tem, qto qislo oblasteæ Δ_i ravno 5.

Okonqatel~no poluqaem: J_3 4 |I| v(x^∗). �tim predloßenie 3 dokazano.

3) Iz predloßeniæ 1–3 i usloviØ l > 4 srazu sleduet slaboe neravenstvo (42), qto i dokazyvaet lemmu 3.

§2. OsnovnaØ teorema 2.1. Postroenie priblißa¸wego polinoma.

V kaqestve priblißa¸wego polinoma rassmotrim polinom vida

P_n(ζ) = P_n(f; E; ζ)^{def}= ∫ s01 . . . ∫ s0_m (−1)^mπ(ζ, z_1, . . . , z_m)×

× m∏ k=1 φ_k(z_k)P_n(M ; ζ)|dz_1| . . .|dz_m|, (51) gde π(ζ, z_1, . . . , z_m) = m∏ k=1 (ζ − z_k), (52)

φ_k(z_k) – lineænaØ funkciØ, opredelennaØ na otrezke s^′_k (sm. (15)), k = 1, . . . , m, usloviØmi ∫ s0_k φ_k(z_k) |dz_k| = 0, ∫ s0_k z_k φ_k(z_k) |dz_k| = 1, (53)

i P_n(M ; ζ) – vspomogatel~nyæ polinom stepeni ne vyxe n, opredelennyæ pri l > 4 i s > 4l + 1 ravenstvom (23).

196 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV

2.2. PodrobnaØ formulirovka osnovnoæ teoremy i zaverxenie ee dokazatel~stva.

Teorema. Pust~ funkciØ f nepreryvna na mnoßestve E =^{m⋃}_{k=1} sk

i udovletvorØet uslovi¸ f^′ ∈ L^{pk} (s_k), 1 < p_k < ∞, k = 1, . . . , m, i

pust~ polinomy P_n(f; E; ζ) postroeny dlØ mnoßestva E i funk-

cii f v formule (51), ρ_h(ζ) – rasstoØnie do liniæ urovnØ E, vveden-

noe v sootnoxenii (2). Togda suwestvuet postoØnnaØ c, ne zavi-

sØwaØ ot n, dlØ kotoroæ pri n = 1, 2, . . . spravedlivy neravenstva m∑ k=1 ∫ s_k | | | f(ζ) − P^n(f; E; ζ) ρ_{1/n}(ζ) | | |^{pk} |dζ| 6 c. (54) Dokazatel~stvo. 1) Snaqala dokaßem spravedlivost~ ocenki W = ∫ s_k | | | f(ζ) − P^n(M ; ζ) ρ_{1/n}(M ; ζ) | | |^{pk} |dζ| 6 c^{′′}, (55) gde P_n(M ; ζ) – vspomogatel~nyæ polinom stepeni ne vyxe n, opredelennyæ pri l > 4 i s > 4l + 1 ravenstvom (23), rasstoØnie ρ_{1/n}(M ; ζ) opredeleno v (16), a postoØnnaØ c^{′′} ne zavisit ot n i vybora toqek z_1, . . . , z_m.

Deæstvitel~no, v silu lemmy 3 i sootnoxeniØ (25) imeem W = ∑ ν ∫ I_{k,ν} | | | | f(ζ) − P_n(M ; ζ) ρ_{1/n}(M ; ζ) | | | | p_k |dζ| ≍

≍ ∑ ν 1 |I_{k,ν}|^{pk} ∫ I_{k,ν} | |f(ζ) − P_n(M ; ζ) | |^{pk} |dζ| =

= ∑ ν 1 |I^∗_{k,ν}|^{pk} ∫ I�_{k,ν} | |f^∗(w) − P^∗_n(M ; w) | |^{pk} |dw| 4

4^∑_ν^1_{|I∗k,ν|pk}^∫

I�_{k,ν} (| |I^∗_{k,ν} | |[u(x) + v(x)] + 1 n^2 )_{pk} dx ≍

≍ ∑ ν ∫ I�_{k,ν} [ u(x) ]_{pk} dx + ∑ ν ∫ I�_{k,ν} [ v(x) ]_{pk} dx + ∑ ν 1 |I^∗_{k,ν}|^{pk−1} n^{2pk} .

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 197

Ots¸da i iz svoæstv funkciæ u(x) i v(x): ∫ I [ u(x) ]_{pk} dx 6 cp^∫ 2I |F (x)|^p dx, b∫ a [ v(x) ]_{pk} dx 6 c^′_p b∫ a |F (x)|^p dx, gde I ⊂ [a, b] i 1 < p < ∞, s uqetom ravenstva (36), poluqaem

W 4^∑_ν^∫ 2I�_{k,ν} | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | p_k dx + b�_k∫

a�_k | | | | ∂f^∗(x) ∂x | | | | p_k dx + ∑ ν 1 |I^∗_{k,ν}|^{pk−1}n^{2pk} . Nakonec, ispol~zuØ uslovie (1), neravenstva (26), (27) i

|I^∗_{k,ν}| <^1_{n2} , spravedlivoe dlØ l¸bogo ν, nahodim W 4 b�_k∫

a�_k | | | | ∂f^∗ (x) ∂x | | | | p_k dx + ∑ ν 1 n^2 4

4

b�_k∫

a�_k | | | | ∂f^∗ (x) ∂x | | | | p_k dx + 1 = ∫ s_k | |f^′(ζ) | |^{pk} |dζ| + 1 6 c^{′′}.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy suwestvenna nezavi-

simost~ poluqennoæ ocenki c^{′′} integrala W ot konkretnogo kon-

tinuuma iz semeæstva M (E, z_1, . . . , z_m). Esli proanalizirovat~,

ot qego zavisØt postoØnnye, poluqennye v utverßdeniØh pre-

dyduwih punktov, to okaßetsØ, qto pervonaqal~no postoØnnye,

formal~no zavisØwie ot M , poØvlØ¸tsØ v sootnoxeniØh (20) i

(21). Vse postoØnnye iz (20) i (21) mogut byt~ vybrany nezavi-

simymi ot konkretnogo kontinuuma iz M , ishodØ iz sledu¸wih

soobraßeniæ. Pust~ c_j(z_1, . . . , z_m) – l¸baØ iz upomØnutyh v (20),

(21) konstant. Pust~ (z^{(0)}_1 , . . . , z^{(0)}m ) – fiksirovannaØ toqka mno-

ßestva s^′_1 × . . . × s^′_m. DlØ l¸boæ posledovatel~nosti toqek

(z^{(ν)}_1 , . . . , z^{(ν)}_m ), z^{(ν)}_i ∈ s^′_i, takoæ, qto z^{(ν)}_1 → z^{(0)}_1 , . . . , z^{(ν)}_m → z^{(0)}_m ,

v silu postroeniØ semeæstva kontinuumov M , oblasti C \ M (E, z^{(ν)}_1 , . . . , z^{(ν)}_m )

198 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV shodØtsØ k oblasti

C \ M (E, z^{(0)}_1 , . . . , z^{(0)}_m )

kak k Ødru otnositel~no toqki ∞ (sm. [9, gl. 2]). Togda po teoreme o shodimosti dlØ odnolistnogo otobraßeniØ posledovatel~nosti oblasteæ (sm. [9, gl. 5]) v silu suwestvovaniØ posto- Ønnoæ c_j (z^{(0)}_1 , . . . , z^{(0)}m ) poluqaem, qto c_j(z^{(ν)}_1 , . . . , z^{(ν)}m ) ograniqena sverhu (ili sootvetstvenno, otdelena ot nulØ, esli c_j vystupaet v roli postoØnnoæ v ocenke snizu) v nekotoroæ okrestnosti U_0 toqki (z^{(0)}_1 , . . . , z^{(0)}m ). VybiraØ iz pokrytiØ kompakta s^′_1 × . . . × s^′_m otkrytymi mnoßestvami U_0 koneqnoe podpokrytie, prihodim k naliqi¸ postoØnnoæ c^∗_j , bol~xeæ l¸boæ c_j (z_1, . . . , z_m) (ili, sootvetstvenno, poloßitel~noæ i men~xeæ l¸boæ c_j(z_1, . . . , z_m)) pri l¸bom vybore z_i, 1 6 i 6 m, qto i dokazyvaet trebuemoe utverßdenie.

UqityvaØ teper~, qto vse figuriru¸wie v rabote postoØnnye ne zavisØt ot n, okonqatel~no poluqaem, qto c^{′′} moßet byt~ vybrana ne zavisØweæ ot n i toqek z_1, . . . , z_m.

2) Pereædem neposredstvenno k dokazatel~stvu utverßdeniØ teoremy.

Pust~, kak i vyxe, φ_k(z_k) – lineænaØ funkciØ, opredelennaØ na s^′_k usloviØmi (53), a π(ζ, z_1, . . . , z_m) – polinom (52).

Togda ∫ s01 . . . ∫ s0_m (−1)^mπ(ζ, z_1, . . . , z_m) m∏ k=1 φ_k(z_k)|dz_1| . . . |dz_m| =

= ∫ s01 . . . ∫ s0_m m∏ k=1 z_k φ_k(z_k)|dz_1| . . . |dz_m| = 1, sledovatel~no, funkciØ f(ζ) moßet byt~ predstavlena v vide f(ζ) = ∫ s01 . . . ∫ s0_m (−1)^mπ(ζ, z_1, . . . , z_m)×

× m∏ k=1 φ_k(z_k) f(ζ)|dz_1| . . . |dz_m|. (56) Pust~ P_n(ζ) = P_n(f; E; ζ).

APPROKSIMACI˚ POLINOMAMI 199

V silu ravenstv (51), (56), slabogo neravenstva (22) i ograniqennosti |ζ − z_i| pri i ≠ k, imeem m∑ k=1 ∫ s_k | | | | f(ζ) − P_n(ζ) ρ_{1/n}(ζ) | | | | p_k |dζ| =

= m∑ k=1 ∫ s_k | | | ∫ s01 . . . ∫ s0_m (−1)^mπ(ζ, z_1, . . . , z_m) m∏ k=1 φ_k(z_k)×

× [ f(ζ) − P_n(M ; ζ) ] ρ^{−1}_{1/n}(ζ)|dz_1| . . . |dz_m| | | | | p_k |dζ| 4

4^{m∑}_{k=1}^∫

s_k ( ∫ s01 . . . ∫ s0_m |f(ζ) − P_n(M ; ζ)| |ζ − z_k| ρ_{1/n}(ζ) |dz_1| . . . |dz_m| )_{pk} |dζ| 4

4^{m∑}_{k=1}^∫_s

k ( ∫ s01 . . . ∫ s0_m |f(ζ) − P_n(M ; ζ)| ρ_{1/n}(M ; ζ) |dz_1| . . .|dz_m| )_{pk} |dζ|. Ots¸da, ispol~zuØ neravenstvo Gel~dera i sootnoxenie (55), okonqatel~no poluqaem m∑ k=1 ∫ s_k | | | | f(ζ) − P_n(ζ) ρ_{1/n}(ζ) | | | | p_k |dζ| 4

4^{m∑}_{k=1}^∫

s01 . . . ∫ s0_m ( ∫ s_k | | | f(ζ) − P_n(M ; ζ) ρ_{1/n}(M ; ζ) | | | p_k |dζ| ) |dz_1| . . . |dz_m| 6

6^{m∑}_{k=1} c^{′′ ∫}

s01 . . . ∫ s0_m |dz_1| . . .|dz_m| 6 c. Zametim, qto v privedennyh vyxe vykladkah, pomimo sootnoxeniØ (55), my ispol~zuem i slaboe neravenstvo (22), v kotorom postoØnnaØ takße ne zavisit ot z_1, . . . , z_m. Teorema polnost~¸ dokazana.

Zameqanie. Stepen~ polinoma Pn(f; E; ζ) faktiqeski ne prevos-

hodit n + m. Moßno sqitat~, qto deg P_n 6 n, n = 1, 2, . . .. Deæstvitel~no, tak kak ρ_{1/n}(ζ) ≍ ρ_{1/(n+m)}(ζ), ζ ∈ E,

200 ı. V. KRAXENINNIKOVA, N. A. XIROKOV to, oboznaqaØ n^′ = m + n i polagaØ P_n0(ζ) = P_n(f; E; ζ) pri dostatoqno bol~xih n^′ i P_n0 (ζ) ≡ 0 vo vseh ostal~nyh sluqaØh, poluqaem, qto posledovatel~nost~ priblißa¸wih polinomov {P_n0(ζ)} udovletvorØet neravenstvu (54) s postoØnnoæ, vozmoßno, bol~- xeæ, qem postoØnnaØ, poluqaemaØ pri priblißenii funkcii f(ζ) tol~ko polinomami P_n(f; E; ζ).

Literatura

1. V. P. Motornyæ, Priblißenie funkciæ algebraiqeskimi polinomami v metrike Lp. — Izv. AN SSSR, Ser. mat. 35, No. 4 (1971), 874–899.

2. M. K. Potapov, O strukturnyh harakteristikah klassov funkciæ s dannym porØdkom nailuqxego priblißeniØ. — Trudy MIAN 134 (1975), 260–277.

3. V. K. DzØdyk, Vvedenie v teori¸ ravnomernogo priblißeniØ funkciæ polinomami. M., 1977.

4. N. A. Lebedev, N. A. Xirokov, O ravnomernom priblißenii funkciæ na zamknutyh mnoßestvah, ime¸wih koneqnoe qislo uglovyh toqek s nenulevymi vnexnimi uglami. — Izv. AN Arm. SSR, Ser. mat. 6, No. 4 (1971), 311–341.

5. V. K. DzØdyk, O primenenii obobwennyh polinomov Fabera k priblißeni¸ integralov tipa Koxi i funkciæ klassa Ar v oblastØh s gladkoæ i kusoqno-gladkoæ graniceæ. — Ukr. mat. ßurn. 24, No. 1 (1972), 3–19.

6. V. I. Belyæ, Konformnye otobraßeniØ i priblißeniØ funkciæ v oblastØh s kvazikonformnoæ graniceæ. — Mat. sb. 102, No. 3 (1977), 331–361.

7. N. A. Xirokov, Konstruktivnye opisaniØ klassov funkciæ polinomial~nymi priblißeniØmi. I. — Zap. nauqn. semin. POMI, 254 (1998), 207–234.

8. E. M. Steæn, SingulØrnye integraly i differencial~nye svoæstva funkciæ. M., 1973.

9. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. 2-oe izd., M., 1966.

Krasheninnikova Yu. V. and Shirokov N. A. Polynomial approximation in the L^p-metric on disjoint segments.

The function Sobolev class on the union of a finite number of disjoint segments is described in terms of the rate of polynomial approximation.

Postupilo 14 fevralØ 2000 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet im. A. I. Gercena

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet