Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

S. V. KislØkov

PRODOLȷENIE OPERATOROV, ZADANNYH NA REFLEKSIVNYH PODPROSTRANSTVAH V L1 ILI L1/ H10

§0. Vvedenie

Tipiqnym primerom teorem o prodolßenii, sostavlØ¸wih predmet fftoæ stat~i, ØvlØetsØ sledu¸wiæ rezul~tat ȷ. Burgeæna (sm. obzory [1, 2]). Oboznaqim qerez Tediniqnu¸ okrußnost~ s normirovannoæ meroæ Lebega m. Pod “operatorom” my vsegda budem ponimat~ lineænyæ ograniqennyæ operator.

Teorema A. Pust~ X – ffto libo L^1(μ), libo L^1(T)/H^1_0, i pust~

E – refleksivnoe podprostranstvo v X. Togda vsØkiæ operator T : E → H^∞ dopuskaet prodolßenie do operatora, deæstvu¸wego iz X v H^∞.

�ta teorema byla dokazana v svØzi s ustanovlennym neskol~ko ranee (sm. [3]) analogom teoremy Grotendika dlØ prostranstva L^1(T)/H^1_0 i pereformulirovkoæ utverßdeniØ teoremy Grotendika v terminah prodolßeniØ operatorov (sm. teoremu V niße). Napomnim vkratce, o qem idet req~. Teorema Grotendika glasit, qto vsØkiæ operator iz L^1(μ) v l^2 ØvlØetsØ 1-summiru¸wim (sm., naprimer, [4] po povodu opredeleniæ i svoæstv p-summiru¸wih operatorov). L¸boe prostranstvo Y , na kotoroæ perenositsØ ffto svoæstvo prostranstva L^1(μ), nazyvaetsØ GT -prostranstvom. Napomnim ewe opredelenie prostranstv kotipa 2: ffto – rovno te, v kotoryh dlØ l¸byh vektorov x_1, . . . , x_n vypolnØetsØ neravenstvo (∑ ‖x_i‖^2 )_{1/2}

6 c

1∫ 0 ‖ ‖ ∑ x_ir_i(t) ‖ ‖ dt, gde {r_i} – funkcii Rademahera, a postoØnnaØ c ne zavisit ni

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant ˝ 99-01-00103), FCP integraciØ (reg. ˝ 326.53) i Xvedskoæ Korolevskoæ Akademii nauk. 103

104 S. V. KISL˚KOV

ot vektorov x_i, ni ot ih qisla. Podprostranstvo v L^1[0, 1], natØnutoe na funkcii Rademahera, budem oboznaqat~ qerez R. V silu neravenstva Hinqina ffto podprostranstvo izomorfno prostranstvu l^2 (v qastnosti, refleksivno). Sledu¸wiæ fakt byl ustanovlen v [5] (sm. takße [6]).

Teorema V. DlØ togo, qtoby banahovo prostranstvo Y bylo GT -

prostranstvom kotipa 2, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vsØkiæ operator T : R → Y^∗ dopuskal prodolßenie do operatora, deæstvu¸wego iz L^1[0, 1] v Y^∗.

Iz privedennoæ formulirovki vidno, qto teorema A soderßit v kaqestve dovol~no qastnogo sluqaØ utverßdenie o tom, qto Y = L^1(T)/H^1_0 – (GT )-prostranstvo kotipa 2. Deæstvitel~no, Y^∗ = H^∞, i dostatoqno primenit~ teoremu A k podprostranstvu R v L^1[0, 1].

V fftoæ stat~e my prisleduem dve celi. Vo-pervyh, budet opisan obwiæ podhod k dokazatel~stvu teorem o prodolßenii ukazannogo vyxe vida (sm. §2). Vot kak vyglØdit fftot podhod v situacii teoremy V. Na prostranstve R ffkvivalentny normy vseh prostranstv L^p[0, 1] s 1 6 p < ∞ (neravenstvo Hinqina). Bolee togo, pri p > 1 prostranstvo R dopolnØemo v L^p[0, 1], pofftomu rasxirenie na L^p (p > 1) l¸bogo operatora T : R → Y^∗ ne vstreqaet nikakih prepØtstviæ. Kak my uvidim, pri nekotoryh usloviØh ots¸da s pomow~¸ interpolØcionnyh soobraßeniæ moßno vyvesti i prodolßimost~ l¸bogo operatora T : R → Y^∗ na L^1. V situacii teoremy A delo obstoit pohoßim obrazom: prodolßenie operatora na L^p(μ) (ili L^p(T)/H^p_0) s nekotorym p > 1 toße okazyvaetsØ otnositel~no legkoæ zadaqeæ, a zatem vstupa¸t v igru takie ße interpolØcionnye soobraßeniØ.

Vo-vtoryh (sm. §§3, 4), my zaæmemsØ voprosom o tom, do kakoæ stepeni teoremu V moßno v teh ili inyh konkretnyh sluqaØh obobwit~ v duhe teoremy A. Imenno, pust~ Y – GT -prostranstvo kotipa 2. DlØ kakih refleksivnyh podprostranstv E v L^1(μ) (ili v L^1(T)/H^1_0) vsØkiæ operator T : E → Y^∗ prodolßaetsØ na L^1(μ) (sootvetstvenno, na L^1(T)/H^1_0)? Kogda ffto tak dlØ proizvol~nogo refleksivnogo E?

V klassiqeskom sluqae, kogda Y = L^1(ν), otvet horoxo izvesten: operatory so znaqeniØmi v Y^∗ = L^∞(ν) i zadannye gde ugodno prodolßa¸tsØ kuda ugodno. Istoriqeski pervym primerom GT -prostranstv, otliqnyh ot L^1(ν), byli faktorprostran-

PRODOLȷENIE OPERATOROV 105

stva L^1(ν)/F , gde F refleksivno i beskoneqnomerno (sm. [7, 8] i monografi¸ [6]). �ti faktorprostranstva oblada¸t i kotipom 2. Kak my uvidim, dlØ nih imeetsØ praktiqeski isqerpyva¸- wiæ otvet na postavlennye voprosy. UpomØnutoe prodolßenie vozmoßno s l¸bogo refleksivnogo podprostranstva E (nevaßno, v L^1(μ) ili v L^1(T)/H^1_0) togda i tol~ko togda, kogda prostranstvo F – gil~bertovo i dlØ kaßdogo p ∈ (1, 2] posle nadleßaweæ zameny plotnosti stanovitsØ dopolnØemym podprostranstvom v L^p (toqnaØ formulirovka dana v §4). Analogiqnye rezul~taty verny i dlØ faktorprostranstv prostranstva L^1(T)/H^1_0 po ego refleksivnym podprostranstvam. Takie faktory deæstvitel~no ØvlØ¸tsØ GT -prostranstvami kotipa 2 v silu [6, Glava 6, d ]. Vproqem, podhod nastoØweæ stat~i pozvolØet proverit~ ffto nezavisimym obrazom (sm. sledstvie 1 k teoreme 1, §3).

Vo vseh fftih rassmotreniØh obwaØ teorema o prodolßenii iz §2 budet igrat~ ves~ma zametnu¸ rol~.

§1. Predvaritel~nye svedeniØ 1.1. Konstanty kp(X). Napomnim, qto po teoreme Piqa operator

T : X → Y ØvlØetsØ p-summiru¸wim togda i tol~ko togda, kogda on dopuskaet faktorizaci¸ vida T : X^A−→ U^{Ip,μ}−→ V^B−→ Y, gde μ – nekotoraØ koneqnomernaØ mera, I_{p,μ}: L^∞(μ) → L^p(μ) – operator toßdestvennogo vloßeniØ, a U , V – nekotorye podprostranstva, sootvetstvenno, v L^∞(μ) i L^p(μ) takie, qto I_{p,μ}(U ) ⊂ V . DlØ naxih celeæ ffto svoæstvo moßno prinØt~ za opredelenie. Norma π_p(T ) operatora T v klasse p-summiru¸wih operatorov vyqislØetsØ po formule π_p(T ) = inf ‖A‖ ‖μ‖^{1/p}‖B‖, gde nißnØØ gran~ beretsØ po vsem faktorizaciØm.

Dalee, pust~ –_Y : Y → Y^{∗∗} – kanoniqeskoe vloßenie. Operator T : X → Y nazyvaetsØ p-integral~nym, esli kompoziciØ –_Y T dopuskaet faktorizaci¸ vida –Y T : X^A−→ L^∞(μ)^{Ip,μ}−→ L^p(μ)^B−→ Y^{∗∗}; p-integral~naØ norma operatora T vyqislØetsØ po formule i_p(T ) = inf ‖A‖ ‖μ‖^{1/p}‖B‖ (nißnØØ gran~ snova beretsØ po vsem faktorizaciØm).

106 S. V. KISL˚KOV

Nakonec, dlØ banahova prostranstva X opredelim veliqinu k_p(X): sqitaem ee beskoneqnoæ, esli na X suwestvuet psummiru¸wiæ, no ne p-integral~nyæ operator (s kakoæ ugodno oblast~¸ znaqeniæ); v protivnom ße sluqae poloßim k_p(X) = sup(i_p(T )/π_p(T )), gde verhnØØ gran~ beretsØ po vsevozmoßnym nenulevym p-summiru¸wim operatoram T : X → Y i vsevozmoßnym prostranstvam Y .

Konstanty k_p(X) byli vvedeny v [9]. Napomnim nekotorye ih svoæstva, ograniqivxis~ sluqaem, kogda 1 < p < ∞; sm. [10] po povodu dokazatel~stv. Naibolee suwestvenno sledu¸wee utverßdenie: k_p(X) < ∞ togda i tol~ko togda, kogda dlØ vsØkogo podprostranstva E v L^{p0} (λ) vsØkiæ operator T : E → X dopuskaet prodolßenie ~T : L^{p0} (λ) → X^{∗∗} (bolee akkuratno bylo by govorit~ o prodolßenii operatora –_X T ; zdes~ i niße p^′ – pokazatel~, soprØßennyæ s p). Pri fftom k_p(X) = sup{inf ‖ ~T ‖ : ‖T ‖ = 1}, gde verhnØØ gran~ beretsØ po vsem E i T , a nißnØØ gran~ v figurnyh skobkah – po vsem prodolßeniØm ~T . Dalee, esli 2 6 r 6 p ili p 6 r 6 2, to k_r(X) 6 k_p(X). Nakonec, k_p(H^∞) ≍ max{p, p^′}; poskol~ku H^∞ – soprØßennoe prostranstvo, ots¸da sleduet, qto vsØkiæ operator, zadannyæ na podprostranstve v L^p (1 < p < ∞) i prinima¸wiæ znaqeniæ v H^∞, prodolßaetsØ na vsœ L^p.

Podqerknem, qto, hotØ polnoe dokazatel~stvo upomØnutyh svoæstv prostranstva H^∞ ne oqen~ korotko, ono poqti celikom provoditsØ “mØgkimi” (“soft”) metodami funkcional~nogo analiza. Iz klassiqeskogo analiza beretsØ lix~ odno nesloßnoe rassußdenie, ispol~zu¸wee nepreryvnost~ proektora Rissa v L^p(T) pri 1 < p < ∞ i konstrukci¸ vnexneæ funkcii. Sm. [9] i [10].

1.2. Refleksivnye prostranstva v L^1(μ). Meru μ my budem

sqitat~ koneqnoæ i ne qisto diskretnoæ (i qasto – veroØtnostnoæ). Dokazatel~stva bol~xinstva privedennyh niße utverßdeniæ moßno naæti, naprimer, v [10].

Prostranstvo E ⊂ L^1(μ) refleksivno togda i tol~ko togda, kogda ono izomorfno podprostranstvu v L^p s nekotorym p ∈ (1, 2]. V b&ol~xih podrobnostØh delo obstoit tak. Oboznaqim qerez t(E) verhn¸¸ gran~ takih qisel q, qto dlØ l¸byh vektorov {x_j} ⊂ E,

PRODOLȷENIE OPERATOROV 107

dlØ kotoryh ∑ ‖x_j‖^q = 1, veliqina 1∫ 0 ‖ ‖ ∑ r_j(t)x_j ‖ ‖ dt koneqna (tak nazyvaemyæ “pokazatel~ rademaherova tipa prostranstva E”). Vsegda 1 6 t(E) 6 2, esli E ⊂ L^1(μ), to refleksivnost~ prostranstva E ffkvivalentna neravenstvu t(E) > 1.

Plotnost~¸ nazovem l¸bu¸ poloßitel~nu¸ funkci¸ a iz L^1(μ). Otobraßenie f → f/a ØvlØetsØ izometrieæ prostranstva L^1(μ) na L^1(aμ). OkazyvaetsØ, qto esli E refleksivno, to dlØ l¸bogo p ∈ (1, t(E)) moßno naæti plotnost~ a taku¸, qto normy prostranstv L^1(aμ) i L^p(aμ) budut ffkvivalentny na obraze prostranstva E pod deæstviem opisannoæ izometrii. (Inymi slovami, vloßenie v L^p dostigaetsØ zamenoæ plotnosti). V takom sluqae budem nazyvat~ meru aμ p-dopustimoæ dlØ E. Esli t(E) = 2, to v privedennom utverßdenii moßno vzØt~ p = 2 (takim obrazom, suwestvu¸t 2-dopustimye mery i E gil~bertovo). Obratno, t(H) = 2 dlØ l¸bogo gil~bertova prostranstva H.

ImeetsØ Øzyk, pozvolØ¸wiæ ne upominat~ Øvno zamenu plotnosti v fftih voprosah. Imenno, realizuem L^∞(μ) kak prostranstvo C(K). Togda L^1(μ) vkladyvaetsØ estestvennym obrazom v prostranstvo C(K^∗) = M (K), pofftomu E moßno rassmatrivat~ kak nekoe prostranstvo mer na K. DlØ ν ∈ M (K) my budem pisat~ E ⊂ L^1(ν) esli vse mery iz E absol¸tno nepreryvny otnositel~no ν. Taku¸ meru ν sqitaem p-dopustimoæ dlØ E, esli normy prostranstv L^1(ν) i L^p(ν) ffkvivalentny na E.

Nakonec, otmetim sledu¸wiæ fakt.

Lemma 1. Pust~ E – dopolnØemoe podprostranstvo v L^r (μ) (1 < r 6 2), priqem normy prostranstv L^r (μ) i L^1(μ) ffkvivalentny na

E. Togda E izomorfno gil~bertovu prostranstvu.

Dokazatel~stvo. Pri r = 2 dokazyvat~ neqego. Pust~ r < 2.

Oqevidno, qto soprØßennoe E^∗ izomorfno nekotoromu podprostranstvu U v L^{r0} (μ). Soglasno rezul~tatam stat~i [12], esli U ne izomorfno gil~bertovu prostranstvu, to v U imeetsØ dopolnØemoe podprostranstvo, izomorfnoe l^{r0} . Sledovatel~no, v E imeetsØ dopolnØemoe podprostranstvo, izomorfnoe l^r . Odnako na takom prostranstve normy ‖·‖_1 i ‖·‖_r ne mogut byt~ ffkvivalentny, sm., naprimer, [11]. �

108 S. V. KISL˚KOV

Zameqanie. Vmesto [12] moßno vospol~zovat~sØ rezul~tatami

stat~i [13] – oni da¸t luqxee predstavlenie o vzaimozavisimosti nekotoryh koliqestvennyh harakteristik, skryva¸wihsØ za kaqestvennoæ formulirovkoæ lemmy.

1.3. Refleksivnye podprostranstva v L^1(T)/H^1_0. Pust~ π :

L^1(T) → L^1(T)/H^1_0 – kanoniqeskoe faktorotobraßenie.

Teorema (Burgeæn, [3, sledstvie 2.13]). Esli E – refleksivnoe

podprostranstvo v L^1(T)/H^1_0, to suwestvuet takoæ operator i : E → L^1(T), qto (πi)e = e, e ∈ E.

Oboznaqim F = i(E), togda F – refleksivnoe podprostranstvo v L^1(T), priqem π izomorfno otobraßaet F na E. Napomnim, qto normirovannaØ mera Lebega na T oboznaqaetsØ qerez m. Plotnost~ a nazyvaetsØ p-dopustimoæ dlØ E (p > 1), esli mera am p-dopustima dlØ F . Uveliqiv slegka funkci¸ a (pri uveliqenii plotnosti ona ostaetsØ p-dopustimoæ), my moßem sqitat~, qto log a ∈ L^1(T). (Moßno daße obespeqit~ vkl¸- qenie log a ∈ BM O, sm., naprimer, obzor [14]. �to ponadobitsØ v dal~neæxem.) Pust~ A – vnexnØØ funkciØ, dlØ kotoroæ |A| = a: A = exp(log a + iH(log a)), gde H – operator garmoniqeskogo soprØßeniØ. Otobraßenie f → f/A est~ izometriØ prostranstva L^1 na L^1(am), perevodØwaØ H^1_0 na H^1_0 (am). Obraz F_1 prostranstva F pri fftoæ izometrii leßit v L^p(am). Oboznaqim qerez E_1 estestvennu¸ proekci¸ prostranstva F_1 v faktorprostranstvo L^p(am)/H^p_0 (am). Togda estestvennaØ in¨ekciØ j : L^p(am)/H^p_0 (am) → L^1(am)/H^1_0 (am), oqevidno, budet izomorfno otobraßat~ E_1 na A^{−1} · E.

Inymi slovami, my prixli k kartine, analogiqnoæ toæ, qto byla v sluqae xkoly L^p.

Esli log a ∈ BM O, to iz interpolØcionnyh soobraßeniæ (Kzamknutost~ v xkale H^s_0(a), sm., naprimer, [14]) sleduet, qto i pri α < 1 prostranstva H^α_0 (a) i F_1 obrazu¸t prØmoe razloßenie ih vektornoæ summy v L^α(a).

Otmetim ewe, qto pri p > 1 faktorprostranstvo L^p(a)/H^p_0 (a) izomorfno prostranstvu L^p(T).

1.4. Prostranstva vektornoznaqnyh funkciæ. My svobodno

pol~zuemsØ ponØtiem proektivnogo (grotendikovskogo) tenzornogo proizvedeniØ A ^⊗B dvuh banahovyh prostranstv. Napomnim kanoniqeskoe otoßdestvlenie L^1(μ) ^⊗B = L^1(B, μ).

PRODOLȷENIE OPERATOROV 109

Pust~ E – podprostranstvo v L^1(μ). Qerez E⊗_1B my oboznaqaem zamknutoe podprostranstvo v L^1(B, μ), poroßdennoe fflementami vida e ⊗ b, gde e ∈ E, b ∈ B. Esli G = E^⊥ ⊂ L^∞(μ), to qerez

G � B^∗ oboznaqim annulØtor prostranstva E ⊗1 B v L^1(B, μ)^∗.

Legko videt~, qto G � B^∗ = ((L^1(μ)/E) ^⊗B)^∗. Pofftomu G � B^∗ otoßdestvlØetsØ s prostranstvom ograniqennyh bilineænyh form na (L^1(μ)/E) × B, t.e. s prostranstvom operatorov iz B v G. Po opredeleni¸, poloßim L^∞(B^∗, μ) = L^1(B, μ)^∗ = (L^1(μ) ^⊗B)^∗. Qasto (i praktiqeski vo vseh sluqaØh, kotorye nam vstretØtsØ) prostranstva L^∞(B^∗, μ) moßno rassmatrivat~ kak prostranstvo B^∗-znaqnyh w^∗-izmerimyh ograniqennyh funkciæ.

§2. Prodolßenie i interpolØciØ

V fftom paragrafe my dokaßem odno obwee utverßdenie tehniqeskogo haraktera o prodolßenii operatorov.

Pust~ (U_0, U_1) – sovmestimaØ para banahovyh prostranstv (termin “sovmestimaØ” oznaqaet, qto U_0 i U_1 lineæno i nepreryvno vloßeny v nekoe ob¨eml¸wee lineæno-topologiqeskoe prostranstvo). Pust~ V_0, V_1 – zamknutye podprostranstva v U_0 i U_1 sootvetstvenno. Para (V_0, V_1) nazyvaetsØ K-zamknutoæ v (U_0, U_1), esli dlØ vsØkogo fflementa v ∈ V_0 + V_1 i vsØkogo razloßeniØ v = u_0 + u_1, gde u_i ∈ U_i (i = 0, 1), suwestvuet drugoe razloßenie v = v_0 + v_1, gde v_i ∈ V_i i ‖v_i‖_{Ui} 6 C‖u_i‖_{Ui} (i = 0, 1; postoØnnaØ C ne zavisit ot uqastvu¸wih vektorov).

Polezno otmetit~, qto proverØt~ ffto svoæstvo dostatoqno dlØ vektorov v, probega¸wih kakoe-nibud~ plotnoe podmnoßestvo summy V_0 + V_1.

Pust~ U – promeßutoqnoe prostranstvo dlØ pary (U_0, U_1) (t.e. U_0 ∩ U_1 ⊂ U ⊂ U_0 + U_1), i pust~ 0 < θ < 1. GovorØt, qto U – prostranstvo interpolØcionnogo tipa θ, esli ‖x‖_U 6 C‖x‖^{1−θ}_{U0} ‖x‖^θ_{U1}, x ∈ U_0 ∩ U_1. Poloßim V = clos_U (V_0 ∩ V_1). Dokazatel~stvo sledu¸weæ izvestnoæ lemmy privoditsØ lix~ radi polnoty.

Lemma 2. Esli para (V0, V1) K-zamknuta v (U0, U1), a U – pro-

stranstvo interpolØcionnogo tipa θ dlØ (U_0, U_1), to U/V est~ prostranstvo interpolØcionnogo tipa θ dlØ pary (U_0/V_0, U_1/V_1).

110 S. V. KISL˚KOV

Dokazatel~stvo. Qtoby prevratit~ paru (U0/V0, U1/V1) v sovme-

stimu¸, dostatoqno vloßit~ estestvennym obrazom prostranstva U_0/V_0 i U_1/V_1 v (U_0 + U_1)/(V_0 + V_1). (Iz K-zamknutosti sleduet, qto podprostranstvo V_0 + V_1 zamknuto v summe U_0 + U_1, i qto oba upomØnutyh vloßeniØ – in¨ekcii.) Togda U/V legko interpretirovat~ kak promeßutoqnoe prostranstvo dlØ pary (U_0/V_0, U_1/V_1). Oboznaqim normy v prostranstvah U/V , U_0/V_0 i U_1/V_1 qerez ‖| · ‖|, ‖| · ‖|_0 i ‖| · ‖|_1 sootvetstvenno.

Pust~ x ∈ U_0 ∩ U_1. Naædem vektory v_0 ∈ V_0 i v_1 ∈ V_1 tak, qtoby ‖|x‖|_i 6 2‖x − v_i‖_{Ui} (i = 0, 1; v levoæ qasti neravenstva ime¸tsØ v vidu normy faktor-klassov, poroßdennyh vektorom x). Togda v_0 − v_1 = (v_0 − x) − (v_1 − x), i iz K-zamknutosti sleduet, qto v_0 − v_1 = w_0 − w_1, gde w_i ∈ V_i i ‖w_i‖_i 6 C‖x − v_i‖_i (i = 0, 1). Oboznaqim u = x − v_0 + w_0 = x − v_1 + w_1. Togda

‖|x‖| 6 ‖u‖_U 6 C‖u‖^{1−θ}_0 ‖u‖^θ_1 = C‖x − v_0 + w_0‖^{1−θ}_0 ‖x − v_1 + w_1‖^θ_1 6

6 C^′‖|x‖|^{1−θ}_0 ‖|x‖|^0_1. �

Sformuliruem teper~ osnovnoe utverßdenie fftogo paragrafa. Pust~ (X_0, X_1) – sovmestimaØ para banahovyh prostranstv, priqem pereseqenie X_0∩X_1 plotno kak v X_0, tak i v X_1. Operatory, podleßawie prodolßeni¸, budut prinimat~ znaqeniØ v nekotorom w^∗-zamknutom podprostranstve G prostranstva L^∞(μ), gde μ – koneqnaØ mera. Poloßim E = G^⊥ ⊂ L^1(μ). Potrebuem ewe, qtoby mnoßestvo E ⊗(X_0 ∩X_1) bylo plotno v (E ⊗_1 X_0)∩(E ⊗_1 X_1) po norme pereseqeniØ. �to tehniqeskoe uslovie vypolneno poqti vsegda, no v obwem sluqae ono, veroØttno, svØzano s usloviØmi approksimacii v uqastvu¸wih prostranstvah. Odnako, esli prostranstvo X_1 nepreryvno vloßeno v X_0 – a tak budet vo vseh priloßeniØh v fftoæ stat~e, – ukazannoe trebovanie vypolnØetsØ oqevidnym obrazom.

Predloßenie 1. Pust~ Y – zamknutoe podprostranstvo v X0 ∩

X_1 takoe, qto normy ‖ · ‖_0 i ‖ · ‖_1 ffkvivalentny na Y . Pust~ ewe Z – nekotoroe promeßutoqnoe prostranstvo interpolØcionnogo tipa θ dlØ pary (X_0, X_1) (θ ∈ (0, 1)). Predpoloßim, qto para (E ⊗_1 X_0, E ⊗_1 X_1) K-zamknuta v (L^1(X_0, μ), L^1(X_1, μ)).

Esli vsØkiæ operator T : Y → G prodolßaetsØ do operatora iz Z v G, to vsØkiæ takoæ operator T prodolßaetsØ do operatora iz X_0 v G.

PRODOLȷENIE OPERATOROV 111

Dokazatel~stvo. Sqitaem, qto E ≠ L^1(μ) (inaqe dokazyvat~

neqego). Krome togo, moßno sqitat~, qto X_0 ∩ X_1 plotno v Z (esli net, zamenim prostranstvo Z zamykaniem v nem pereseqeniØ X_0 ∩ X_1). Suwestvuet takaØ postoØnnaØ a, qto vsØkiæ operator T : Y → G dopuskaet prodolßenie ~T : Z → G s ocenkoæ ‖ ~T ‖ 6 a‖T ‖. Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto na Y norma prostranstva Z ffkvivalentna normam ‖ · ‖_0 i ‖ · ‖_1. V dal~neæxem sqitaem, qto prostranstvo Y nadeleno normoæ, inducirovannoæ iz Z.

Iz neravenstva Gœl~dera legko sleduet, qto L^1(Z, μ) – prostranstvo interpolØcionnogo tipa θ dlØ pary (L^1(X_0, μ), L^1(X_1, μ)). Iz lemmy 2 vytekaet, qto L^1(Z, μ) / (E ⊗_1 Z) est~ prostranstvo interpolØcionnogo tipa θ dlØ pary (L^1(X_0, μ) / (E ⊗_1 X_0), L^1(X_1, μ) / (E ⊗_1X_1)). Deæstvitel~no, v naxeæ situacii prostranstvo V , figuriru¸wee v lemme 2, sovpadaet s E ⊗_1 Z: vkl¸qenie V ⊂ E ⊗_1 Z vytekaet iz predpoloßeniØ o plotnosti mnoßestva E ⊗ (X_0 ∩ X_1) v (E ⊗_1 X_0) ∩ (E ⊗_1 X_1), a obratnoe vkl¸qenie – iz plotnosti pereseqeniØ X_0 ∩ X_1 v Z. Ta ße plotnost~ i standartnoe primenenie dvoæstvennosti pokazyva¸t, qto togda

G � Z^∗ ⊂ (G � X^∗_0 , G � X^∗_1 )θ,∞, t.e. l¸boæ fflement Φ iz ediniqnogo

xara prostranstva G � Z^∗ dlØ l¸bogo t > 0 dopuskaet predstavlenie vida

Φ = Φ_0 + Φ_1, gde Φ_0 ∈ G � X^∗_0 , Φ_1 ∈ G � X^∗_1 ,

‖Φ_0‖_G�_X�_0 6 ct^θ, ‖Φ_1‖_G�_X�_1 6 ct^{θ−1}. (1) Pust~ T : Y → G – operator s normoæ ne vyxe 1/a. Prodolßim ego do operatora iz Z v G s normoæ ne vyxe 1 i razloßim sootvetstvu¸wiæ fflement Φ prostranstva G � Z^∗ kak v (1) (qislo t budet vybrano neskol~kimi strokami niße). Operator, sootvetstvu¸wiæ fflementu Φ_0, deæstvuet iz X_0 v G i imeet normu ne vyxe ct^θ. Rassmotrim operator iz X_1 v G, sootvetstvu¸wiæ fflementu Φ_1, i oboznaqim qerez T_1 ego sußenie na Y . ˚sno, qto ‖T_1‖ 6 C^′t^{θ−1} 6 1/(2a), esli qislo t zafiksirovano dostatoqno bol~xim.

Dokazatel~stvo zaverxaetsØ standartnymi iteraciØmi: primenØem tu ße konstrukci¸ k T_1 i t.d. �

Zameqanie. V predloßenii 1 K-zamknutost~ pary (E ⊗1X0, E ⊗1

X_1) v (L^1(X_0, μ), L^1(X_1, μ)) ravnosil~na K-zamknutosti pary (G� X^∗_0 , G � X^∗_1 ) v (L^∞(X^∗_0 , μ), L^∞(X^∗_1 , μ)), sm. [14, 15].

112 S. V. KISL˚KOV

§3. K-zamknutost~

V fftom paragrafe my privedem konkretnyæ nabor situaciæ, v kotoryh primenimo predloßenie 1. Netrivial~nym dlØ proverki ØvlØetsØ uslovie K-zamknutosti.

V kaqestve E u nas budet figurirovat~ podprostranstvo l¸- bogo iz sledu¸wih tipov v L^1(μ):

(a) E refleksivno;

(b) μ = m, a E = H^1_0 ⊕ F , gde F refleksivno.

Teorema 1. Pust~ E – takoe, kak vyxe, a t = t(E) v sluqae (a) i

t = t(F ) v sluqae (b). Togda para (E ⊗_1 X_0, E ⊗_1 X_1) K-zamknuta v (L^1(X_0, μ), L^1(X_1, μ)), esli

(i) X_0 = L^1(λ), X_1 = L^r(λ), gde λ – koneqnaØ mera i 1 < r < t; (ii) X_0 = L^1(w) / H^1_0(w), X_1 = L^r (w) / H^r_0(w), gde 1 < r < t, a plotnost~ w na okrußnosti takova, qto log w ∈ BM O. Otloßim nenadolgo dokazatel~stvo i privedem dva sledstviØ (drugie primeneniØ budut dany v §4).

Sledstvie 1. Esli E – prostranstvo odnogo iz ukazannyh vyxe

tipov (a), (b), to L^1(μ) / E – GT -prostranstvo kotipa 2.

Kak uße otmeqalos~, fftot fakt ne nov – ego novoe dokazatel~- stvo privoditsØ lix~ kak ill¸straciØ. V predloßenii 1 poloßim X_0 = L^1(0, 1), X_1 = L^r (0, 1) (r – kak v teoreme 1), Z = L^s(0, 1) s 1 < s < r, a v kaqestve Y voz~mem prostranstvo, natØnutoe na funkcii Rademahera. V silu utverßdeniØ (i) teoremy 1 i togo, qto Y dopolnØemo v Z, vse usloviØ predloßeniØ 1 vypolneny, tak qto vsØkiæ operator iz Y v G = (L^1(μ) / E)^∗ = E^⊥ prodolßaetsØ do operatora iz L^1(0, 1) v G. OstaetsØ soslat~sØ na teoremu

V. �

Sledstvie 2. Pust~ E – kak vyxe, a G = E^⊥ ⊂ L^∞(μ). Sledu¸wie

PRODOLȷENIE OPERATOROV 113 usloviØ ffkvivalentny.

1) DlØ vsØkogo refleksivnogo podprostranstva K v L^1(λ) (λ – ne qisto atomnaØ koneqnaØ mera) vsØkiæ operator T : K → G prodolßaetsØ do operatora iz L^1(λ) v G.

2) To ße, s zamenoæ prostranstva L^1(λ) na L^1(T) / H^1_0 .

3) k_q(G) < ∞ dlØ vseh q > 2.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie 3) sleduet kak iz 1), tak i iz 2)

– v silu opisaniØ konstant k_p v terminah prodolßeniØ operatorov v p. 1.1 dostatoqno zametit~, qto L^{q0} vkladyvaetsØ izomorfno kak v L^1(λ), tak i v L^1(T) / H^1_0. Dokaßem obratnye implikacii. Pust~ vypolneno uslovie 3), i pust~ K – refleksivnoe podprostranstvo v L^1(λ). Soglasno p. 1.2, meru λ moßno sqitat~ p-dopustimoæ dlØ nekotorogo p > 1. V silu materiala p. 1.1, vsØkiæ operator T : K → G prodolßaetsØ na L^r(λ) pri vsØkom fiksirovannom r ∈ (1, p]. Ostalos~ soslat~sØ na teoremu 1 i predloßenie 1.

Sluqaæ, kogda K – refleksivnoe podprostranstvo v L^1(T) / H^1_0 , rassmatrivaetsØ tak ße, no s ispol~zovaniem p. 1.3. Nado zametit~ tol~ko, qto pri 1 < r < ∞ prostranstvo L^r (wm) / H^r(wm) izomorfno prostranstvu L^r(T). �

Pust~ E – takoe, kak v p. (b) vyxe. Esli F = 0, poluqaem G = H^∞. Tak kak k_q(H^∞) < ∞ pri 1 < q < ∞ (sm. ssylki v p. 1.1), iz sledstviØ 2 vyvoditsØ teorema A iz VvedeniØ.

Otmetim ewe, qto, soglasno p. 1.3, prostranstva vida L^1(m) / E, gde E – takoe, kak v (b), – ffto v toqnosti vse faktory prostranstva L^1(m)/H^1_0 po ego refleksivnym podprostranstvam.

Pristupaem k dokazatel~stvu teoremy 1. Razob~em ego na punkty v sootvetstvii s dvumØ vozmoßnostØmi dlØ prostranstva E ((a) i (b)) i dvumØ – dlØ pary (X_0, X_1) ((i) i (ii)).

(ia) Moßno sqitat~, qto mera μ r-dopustima dlØ E. Vospol~zuemsØ tem, qto pri proverke K-zamknutosti moßno ograniqit~sØ vektorami iz plotnogo podmnoßestva summy sootvetstvu¸wih prostranstv. Pust~ funkciØ f iz E ⊗ L^1(λ) + E ⊗ L^r (λ) predstavlena v vide f = g + h, gde g ∈ L^1(L^1(λ), μ), h ∈ L^1(L^r (λ), μ). Oboznaqim normy funkciæ g i h v ih prostranstvah qerez a i b.

114 S. V. KISL˚KOV

Dalee, poloßim φ(t) = ∫ |g(u, t)|dμ(u), ψ(t) = ∫ |h(u, t)|dμ(u). Togda ∫ |f(u, t)|dμ(u) 6 φ(t) + ψ(t). UtverßdaetsØ, qto funkcii α = fφ / (φ+ψ) i β = fψ / (φ+ψ) sostavlØ¸t trebuemoe razloßenie funkcii f.

Deæstvitel~no, obe funkcii predstavlØ¸t soboæ koneqnye summy vida ∑ e_j (u)x_j(t), gde e_j ∈ E. Pofftomu dostatoqno ocenit~ normy. Tak kak ∫ |α(u, t)|dμ(u) 6 φ(t), to ‖α‖_L1_{(L}1_{(λ),μ)} 6 a. Qto kasaetsØ funkcii β, to soglasno neravenstvu Gœl~dera ∫ (∫ |β(u, t)|^rdλ(t) )_{1/r} dμ(u) 6 (∫∫ |β(u, t)|^rdμ(u)dλ(t) )_{1/r} . Tak kak β(·, t) ∈ E pri p.v. t, a mera μ r-dopustima dlØ E, to vnutrenniæ integral sprava ne prevoshodit qisla C^r (∫ |β(u, t)|dμ(u) )_r

6 C^rψ(t)^r .

V rezul~tate poluqaem

‖β‖_L1_{(L}r_{(λ),μ)} 6 C (∫ ψ(t)^r dλ(t) )_{1/r} = C ‖ ‖ ∫ |h(u, ·)|dμ(u) ‖ ‖ L^r (λ)

6

C ∫ ‖h(u, ·)‖_Lr_{(λ)}dμ(u) = C b. � (ib) Na ffto raz E = H^1_0 ⊕ F , gde prostranstvo F refleksivno.

Pust~ v – r-dopustimyæ ves dlØ F . Posle zameny plotnosti moßno sqitat~, qto my imeem delo s prostranstvom E = H^1_0 (vm)⊕F ⊂ L^1(vm), gde normy prostranstv L^1(vm) i L^r (vm) ffkvivalentny na F . Pust~ snova funkciØ f iz E ⊗ L^1(λ) + E ⊗ L^r (λ) predstavlena v vide f = g + h (kak i v predyduwem punkte); po-preßnemu oboznaqaem normy slagaemyh qerez a i b. Oboznaqim qerez P proektor iz E na F vdol~ H^1_0 (vm). Opredelim φ i ψ rovno temi ße formulami, qto i v predyduwem sluqae. Poloßim α = (P f)φ φ + ψ , β = (P f)ψ φ + ψ

PRODOLȷENIE OPERATOROV 115

(proektor P deæstvuet po pervoæ peremennoæ). Tak kak funkcii φ i ψ zavisØt lix~ ot vtoroæ peremennoæ, legko videt~, qto ∫ |α(u, ·)|v(u)dm(u) 6 φ φ + ψ ∫ |(P f)(u, ·)|v(u)dm(u) 6 ‖P ‖φ(·) i analogiqno ∫ |β(u, ·)|v(u)dm(u) 6 ‖P ‖ψ(·). Iz pervoæ ocenki srazu sleduet, qto ‖α‖_L1_{(vm⊗λ)} 6 a. Dalee, deæstvuØ kak v punkte (ia) i ispol~zuØ vtoru¸ ocenku, nahodim: ∫ (∫ |β(u, t)|^rdλ(t) )_{1/r} v(u)dm(u) 6

6 C^{∫ (∫} |β(u, t)|v(u)dm(u)^{)r} dλ(t)^{)1/r} 6

    6 C‖P ‖^{(∫} ψ^rdλ^{)1/r} 6 C^′b.

Itak, α ∈ F ⊗ L^1(λ), β ∈ F ⊗ L^r (λ), i normy fftih funkciæ v ukazannyh prostranstvah ime¸t porØdok a i b sootvetstvenno. FunkciØ f_1 = f − α − β leßit v H^1_0(v) ⊗ L^1(λ) + H^1_0 (v) ⊗ L^r(λ), i v ee razloßenii f_1 = (g − α) + (h − β) slagaemye toße porØdka a i b. Ostalos~ soslat~sØ na K-zamknutost~ pary (H^1_0(v) ⊗_1L^1(λ), H^1_0 (v) ⊗_1 L^r(λ)) v (L^1(L^1(λ), v), L^1(L^r (λ), v)), sm., naprimer, obzor [14]. (V poslednem utverßdenii ves v ne igraet bol~xoæ roli, ibo ot nego moßno izbavit~sØ obratnoæ zamenoæ plotnosti.) � (iia) Sqitaem, qto mera μ r-dopustima dlØ E. Pust~ snova f = g +h, gde f ∈ E ⊗X_0+E ⊗X_1, a g ∈ L^1(X_0, μ), h ∈ L^1(X_1, μ). Sohranim oboznaqeniØ a i b dlØ sootvetstvu¸wih norm. Podnima- Øs~ iz faktorov X_0 i X_1 v prostranstva L^1(w) i L^r (w), prihodim k razloßeni¸ F (u, t) + η(u, t) = G(u, t) + H(u, t), gde ‖G‖_L1_{(μ⊗wm)} 6 2a, ‖H‖_L1_{(L}r_{(μ),wm)} 6 2b, F ∈ E ⊗ L^1(wm) + E ⊗ L^r (wm), a η(u, ·) ∈ H^1_0(w) + H^r_0(w) dlØ p.v. u. (2)

116 S. V. KISL˚KOV

Nam nußno zametit~ funkcii G i H funkciØmi G_1 i H_1 s normami togo ße porØdka, no leßawimi v E ⊗_1 L^1(wm) i E ⊗_1 L^r(wm) sootvetstvenno; funkciØ η moßet pri takoæ zamene izmenit~sØ, no tak, qtoby sohranilos~ sootnoxenie (2).

Poloßim

φ_0(t) = ∫ |G(·, t)|dμ, ψ_0(t) = ∫ |H(·, t)|dμ. ˚sno, qto ‖φ_0‖_L1_{(w)} 6 2a, ‖ψ_0‖_Lr_{(w)} 6 2b. Vospol~zuemsØ tem, qto prostranstva L^1(w) i L^r (w) BM O-regulØrny (sm., naprimer, [14]), i naædem dve funkcii φ i ψ, takie, qto φ > φ_0, ψ > ψ_0, ‖φ‖_L1_{(w)} 6 Ca, ‖ψ‖_Lr_{(w)} 6 Cb, ‖ log φ‖_{BMO} 6 C, ‖ log ψ‖_{BMO} 6 C (postoØnnaØ C zavisit lix~ ot r i veliqiny ‖ log w‖_{BMO}). Pust~ Γ – vnexnØØ funkciØ, dlØ kotoroæ |Γ| = φ + ψ p.v. Iz [14, §3] vytekaet, qto funkciØ Γ dopuskaet predstavlenie Γ = Φ+Ψ, gde Φ i Ψ – funkcii iz klassa Smirnova, na granice udovletvorØ¸wie neravenstvam |Φ| 6 cφ, |Ψ| 6 cψ (c zavisit ot teh ße parametrov, qto i C vyxe).

Pust~ ewe W – vnexnØØ funkciØ takaØ, qto |W | = w. Oboznaqim qerez Q ortogonal~nyæ proektor prostranstva L^2(T) na H^{2⊥}_0 . Nakonec, poloßim

G_1 =

Φ(F + η) Γ , H_1(u, ·) = W (·)^{−1/r}Q ( W (·)^{1/r} Ψ(·)(F + η)(u, ·) Γ(·) ) . (3) Raznost~ F − G_1 − H_1 est~ funkciØ, analitiqeskaØ po vtoroæ peremennoæ i obrazu¸waØsØ v nol~ v centre kruga. Pofftomu dostatoqno ocenit~ normy funkciæ G_1 i H_1. Tak kak ∫ |F + η|dμ 6 |Γ|, to ∫ |G_1|dμ 6 |Φ|, pofftomu ∫∫ |G_1(u, t)|w(t)dm(t)dμ(u) 6 c ∫ φ(t)w(t)dt 6 c^′a. Qto kasaetsØ funkcii H_1, napixem ∫ (∫ |H_1(u, t)|^rw(t)dm(t) )_{1/r} dμ(u) 6

6^{(∫∫} |H1(u, t)|^rdμ(u)w(t)dm(t)^{)1/r} .

PRODOLȷENIE OPERATOROV 117

UqityvaØ, qto Q(W^{1/r}ηΨΓ^{−1}) = 0, vidim, qto pri poqti kaßdom t funkciØ H_1(·, t) leßit v E. Zafiksiruem α ∈ (0, 1). Tak kak mera μ r-dopustima dlØ E, poluqaem ocenku

‖H_1‖_L1_{(L}r_{(w),μ)} 6 C ‖ ‖ ‖ (∫ |H_1(u, ·)|^αdμ )_{1/α}‖ ‖ ‖_{Lr (w)} =

= C ‖ ‖ ‖ (∫ |Q[W^{1/r}Γ^{−1}Ψ(F + η)(u, ·)]|^αdμ(u) )_{1/α}‖ ‖ ‖_{Lr(}T_) . (4)

Po teoreme Burgeæna (sm. obzory [1, 2]), operator Q deæstvuet iz L^r (L^1(μ), T) v L^r (L^α(μ), T). Pofftomu poslednee vyraßenie ne prevoshodit qisla

C^′‖W^{1/r}ΨΓ^{−1}[F + η]‖_Lr_{(L}1_{(μ),}T_) 6 C^{′′}‖ψ‖_Lr_{(w)} 6 C^{′′′}b

(ibo ∫ |F + η|dμ 6 |Γ|). � (iib) Teper~ snova E = H^1_0 ⊕ F , gde F refleksivno. Posle zameny plotnosti (kak v naqale p. (ib)) moßno sqitat~, qto E = H^1_0 (v) ⊕ F ⊂ L^1(v), gde v – r-dopustimaØ plotnost~ dlØ F . Kak ob¨ØsnØlos~ v §1, bez poteri obwnosti my moßem predpoloßit~, qto log v ∈ BM O.

Zafiksiruem α ∈ (0, 1) i oboznaqim qerez P proektor iz H^α_0 (v) + F na F vdol~ H^α_0 (v). Dalee deæstvuem kak v predyduwem punkte do formuly (3) vkl¸qitel~no. NarØdu s funkciØmi G_1 i H_1 vvedem ewe funkci¸ ~H_1(·, t) = P H_1(·, t). �to opredelenie korrektno, poskol~ku, kak i v p. (iia), H_1(·, t) ∈ E pri p.v. t.

Ocenka ‖G_1‖_L1_{(L}1_{(w),vm)} 6 ca poluqaetsØ rovno tak ße, kak v (iia). Poskol~ku ~H_1(·, t) ∈ F pri p.v. t, vmesto (4) moßno napisat~

‖ ~H_1‖_L1_{(L}1_{(w),vm)} 6 C ‖ ‖ ‖ (∫ | ~H_1(u, ·)|^αv(u)dm(u) )_{1/α}‖ ‖ ‖_{Lr (w)} 6

6 C^′

‖ ‖ ‖ (∫ |H_1(u, ·)|^αv(u)dm(u) )_{1/α}‖ ‖ ‖_{Lr(w)} , qto, kak i v (iia), vedet k ocenke ‖H_1‖_L1_{(L}r_{(w),vm)} 6 C^{′′}b.

Netrudno ubedit~sØ v tom, qto Y^{def}= F − G_1 − ~H_1 ∈ H^1_0 (v) ⊗_1 L^1(w) + L^1(v) ⊗_1 H^1_0(w). VernemsØ k faktor-klassam po modul¸

118 S. V. KISL˚KOV

funkciæ, analitiqeskih po vtoroæ peremennoæ i obrazu¸wihsØ v nul~ v centre kruga (rezul~tat takoæ faktorizacii budem oboznaqat~ kvadratnymi skobkami). Iz poslednego sootnoxeniØ vytekaet, qto y^{def}= [Y ] ∈ H^1_0 (v) ⊗_1 X_0 = H^1_0 (v) ⊗_1 X_0 + H^1_0(v) ⊗_1 X_1. Krome togo,

y = g_1 + h_1, gde g_1 = g − [G_1], h_1 = h − [θ_1],

tak qto slagaemye ime¸t normy porØdka a i b v prostranstvah L^1(X_0, v) i L^1(X_1, v) sootvetstvenno. Tak kak log w, log v ∈ BM O, iz [16] sleduet, qto v fftom razloßenii funkcii g_1 i h_1 moßno zamenit~ funkciØmi togo ße porØdka, no leßawimi v H^1(v)⊗_1X_0 i H^1(v) ⊗_1X_1 sootvetstvenno. �to zaverxaet dokazatel~stvo. �

§4. Prostranstva s refleksivnym annulØtorom

Oboznaqim qerez X libo L^1(μ), gde μ – ne qisto diskretnaØ veroØtnostnaØ mera, libo L^1(T) / H^1_0 . Pust~ F – refleksivnoe podprostranstvo v X. Togda X/F – GT -prostranstvo kotipa 2 (sm. ssylki vo Vvvedenii ili sledstvie 1 v §3). Poloßim G = (X/F )^∗. Togda o G moßno dumat~ kak o proizvol~nom w^∗- zamknutom podprostranstve v L^∞(μ) ili H^∞ s refleksivnym annulØtorom. Nas interesuet, kogda utverßdenie, analogiqnoe teoreme A, verno s zamenoæ prostranstva H^∞ na G. V kakoæ-to mere otvet soderßitsØ v sledstvii 2 v §3. Odnako v deæstvitel~nosti moßno skazat~ gorazdo bol~xe.

Teorema 2. Pust~ prostranstvo G – takoe, kak ukazano vyxe.

Sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny.

(i) DlØ vsØkogo refleksivnogo podprostranstva E v L^1(λ) (λ – ne qisto atomnaØ veroØtnostnaØ mera) vsØkiæ operator T : E → G prodolßaetsØ do operatora ~T : L^1(λ) → G.

(ii) To ße, s zamenoæ prostranstva L^1(λ) na L^1(T) / H^1_0 .

(iii) k_p(G) < ∞ dlØ vsØkogo p ∈ [2, ∞).

(iv) Prostranstvo F = G_⊥ ⊂ X gil~bertovo. Krome togo, esli 1 < q 6 2 i ν – l¸baØ q-dopustimaØ mera dlØ F (sootvetstvenno, a – l¸baØ q-dopustimaØ plotnost~ dlØ F , esli X = L^1(T) / H^1_0 ), to F dopolnØemo v L^q (ν) (v L^q(a) / H^q_0 (a)).

PRODOLȷENIE OPERATOROV 119 (v) Suwestvu¸t q ∈ (1, 2], skol~ ugodno blizkie k edinice i takie, qto dlØ nekotorogo s ∈ (q, 2] prostranstvo F obladaet s-dopustimoæ meroæ ν (s-dopustimoæ plotnost~¸ a takoæ, qto log a ∈ BM O), dlØ kotoryh F dopolnØemo v L^q (ν) (v L^q (a) / H^q_0(a)).

V utverßdeniØh (iv) i (v) dopuwena nekotoraØ vol~nost~ – req~ idet, razumeetsØ, o dopolnØemosti obraza prostranstva F pri zamene plotnosti, sm. §1.

My vidim, qto utverßdeniØ (i) i (ii) neverny vsØkiæ raz, kogda F ne ØvlØetsØ gil~bertovym s toqnost~¸ do perenormirovki, a takße vo mnogih sluqaØh, kogda F ØvlØetsØ takovym.

PerehodØ k dokazatel~stvu, otmetim, qto ffkvivalentnosti (i)⇐⇒(iii) sostavlØ¸t soderßanie sledstviØ 2 v §3. Oqevidno, qto (iv)=⇒(v). My pokaßem, qto (iii)=⇒(iv), (v)=⇒(i) i (v)=⇒(ii) (ffto zaverxit dokazatel~stvo).

(iii)=⇒(iv) Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda G – podprostranstvo v L^∞(μ) s refleksivnym annulØtorom F v L^1(μ). Budem sqitat~ samu meru μ q-dopustimoæ dlØ F dlØ nekotorogo q ∈ (1, 2). Pust~ p – pokazatel~, soprØßennyæ s q. Pust~ i – toßdestvennoe vloßenie prostranstva G v ego zamykanie G_{p,μ} v L^p(μ). Realizuem L^∞(μ) kak prostranstvo C(K). Tak kak operator i p-summiru¸wiæ i k_p(G) < ∞, to i ØvlØetsØ p-integral~nym i potomu vkl¸qaetsØ v sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu: G^i−−−−→ G_{p,μ}^j−−−−→ L^p(μ) u C(K)^{id}−−−−→ L^p(ρ) (5)

Zdes~ id i j – toßdestvennye vloßeniØ, a u – ograniqennyæ operator. Bez poteri obwnosti sqitaem, qto ρ > μ (i ‖ρ‖ 6 2). Togda dμ = bdρ, gde b ∈ L^1(ρ), 0 6 b 6 1. Rassmotrim operator v = (ju)^∗: L^q(μ) → L^q (ρ). Esli g ∈ C(K) i ψ ∈ L^q (μ), to ∫ v(ψ)gdρ = ∫ ψ(ju)(g)dμ = ∫ ψ(ju)(g)bdρ. (6) Zastaviv g probegat~ prostranstvo G (togda (ju)g = g), my vidim, qto mera (bψ − v(ψ))dρ ortogonal~na prostranstvu G, t.e. leßit v F ⊂ L^1(μ). V qastnosti, vse takie mery ime¸t nulevu¸

120 S. V. KISL˚KOV

variaci¸ na nekotorom borelevskom nositele e singulØrnoæ qasti mery ρ po otnoxeni¸ k μ. Sledovatel~no, χ_{K\e}b^{−1}(bψ − v(ψ))dμ ⊥ G, tak qto operator Q : ψ → χ_{K\e}b^{−1}(bψ − v(ψ)) otobraßaet prostranstvo L^q(μ) v F . Tak kak obraz operatora u leßit v G_{p,μ}, iz formuly (6) sleduet, qto v(ψ) = 0, esli ψ ∈ F . Znaqit, Q – proektor iz L^q (μ) na F . Ostalos~ soslat~sØ na lemmu 1 (p. 1.2).

Pust~ teper~ G – podpprostranstvo v H^∞ (tak qto F ⊂ L^1(T) / H^1_0). Oboznaqim qerez G_0 pereseqenie prostranstva G s disk-algebroæ C_A (esli standartnym obrazom vloßit~ prostranstvo L^1(T) / H^1_0 v C^∗_A, G_0 okaßetsØ annulØtorom prostranstva F v C_A). Prostranstvo G^{∗∗}_0 est~ prØmaØ summa prostranstva G i nekotorogo L^∞-prostranstva, otkuda vidno (sm. [9]), qto k_p(G^0) 6 k_p(G) < ∞, 2 6 p < ∞.

Pust~ p > 2, q – pokazatel~, soprØßennyæ s p, a a – qdopustimyæ ves dlØ F . Sdelav zamenu plotnosti kak v p. 1.3, my moßem sqitat~ F podprostranstvom v L^1(a) / H^1_0(a); proobraz fftogo podprostranstva pri faktorotobraßenii raspadaetsØ v prØmu¸ summu H^1_0 (a)⊕F_1, gde na F_1 ffkvivalentny normy prostranstv L^1(a) i L^q (a). Oboznaqim qerez P proektor iz H^1_0 (a) + F_1 na F_1 vdol~ H^1_0 (a). Pust~ A – vnexnØØ funkciØ, dlØ kotoroæ |A| = a p.v. Dvoæstvennost~ meßdu C(T) i L^1(a) budem zadavat~ s pomow~¸ bilineænoæ formy ⟨f, g⟩ = ∫ fgAdm. Togda G_0 sovpadet s annulØtorom prostranstva H^1_0(a) ⊕ F_1 ⊂ L^1(a).

Pust~ G_{p,a} – zamykanie prostranstva G_0 v L^p(a), i : G_0 → G_{p,a} – toßdestvennoe vloßenie. Voznikaet diagramma, analogiqnaØ diagramme (5): G_0^i−−−−→ G_{p,a}^j−−−−→ L^p(a) u C(T) −−−−→ L^p(ρ). Kak i ranee, zdes~ ρ > am. Vyberem borelevsku¸ funkci¸ b,

0 6 |b| 6 1, taku¸ qto Am = bρ. ProdolßaØ, kak v predydu-

wem sluqae, pridem k otobraßeni¸ Q : ψ → χT_{\e}b^{−1}(bψ − v(ψ))A prostranstva L^q (a) v H^1_0 (am) ⊕ F_1. Legko videt~, qto operator P Q proektiruet L^q(a) na F_1 (i perevodit v nul~ prostranstvo H^2_0 (a)). Dal~neæxee oqevidno.

PRODOLȷENIE OPERATOROV 121

DlØ dokazatel~stva implikaciæ (v)=⇒(i) i (v)=⇒(ii) ponadobitsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 3. Pust~ l¸boe iz prostranstv X i Y – ffto libo L^1(μ)

(μ – ne qisto atomnaØ veroØtnostnaØ mera), libo L^1(T) / H^1_0, i pust~ A i B – refleksivnye podprostranstva v X i Y . Rassmotrim annulØtory A^⊥ i B^⊥ v X^∗ i Y^∗, sootvetstvenno. Sledu¸- wie utverßdeniØ ffkvivalentny.

(a) VsØkiæ operator T : A → B^⊥ dopuskaet prodolßenie ~T : X → B⊥. (b) VsØkiæ operator T : B → A^⊥ dopuskaet prodolßenie ~T : Y → A⊥. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto verno utverßdenie (a). Ras-

smotrim operator T : B → A^⊥. Ego moßno prodolßit~ lo operatora S : Y → X^∗ (ffto trivial~no, esli X^∗ = L^∞(μ); esli ße X^∗ = H^∞, nußno primenit~ teoremu A). Nam nußno izmenit~ S tak, qtoby znaqeniØ novogo operatora ne vyhodili za predely prostranstva A^⊥. DlØ fftogo rassmotrim faktorotobraßenie α : X^∗ → X^∗ / A^⊥ i zametim, qto αS |_B = 0. Sledovatel~no (sm.

diagrammu), αS = S_1β, gde β : Y → Y /B – faktorotobraßenie, a S_1 – nekotoryæ operator. Y^S−−−−→ X^∗ β S_2% α Y /B^{S1}−−−−→X^∗/A^⊥ UtverßdaetsØ, qto S_1 moßno podnØt~ do operatora S_2 (kak ukazano na diagramme: S_1 = αS_2). Esli ffto ustanovleno, poloßim ~T = S − S_2β. Togda ~T prodolßaet T (poskol~ku S_2β |_B= 0) i prinimaet znaqeniØ v A^⊥ (poskol~ku α ~T = αS −αS_2β = αS −S_1β = 0).

Qtoby postroit~ S_2, pereædem k soprØßennym operatoram, uqityvaØ, qto prostranstvo X^∗/A^⊥ refleksivno: X R ↙ ↑ j B^{⊥ S�1}←−A

122 S. V. KISL˚KOV

Zdes~ j – toßdestvennoe vloßenie, a prodolßenie R suwestvuet v silu usloviØ (a). Ostalos~ poloßit~ S_2 = R^∗ |_{(Y /B)}.

Teper~ implikacii (v)=⇒(i) i (v)=⇒(ii) legko poluqa¸tsØ: lemma pokazyvaet, qto vmesto togo, qtoby prodolßat~ na L^1(λ) (ili L^1(T) / H^1_0) vse operatory, deæstvu¸wie iz E v G, moßno prodolßat~ na L^1(ν) (na L^1(T) / H^1_0 ) na vse operatory, deæstvu¸- wie iz F v E^⊥. Poskol~ku F dopolnØemo v L^q (ν) (v L^q (a) / H^q_0(a)), poslednee vozmoßno vvidu predloßeniØ 1.

Zameqanie. V sluqae X = L^1(μ) teorema 2 byla opublikovana

v preprinte [17]. Netrudno sformulirovat~ i dokazat~ variant teoremy 2, v kotorom usloviØ (i) i (ii) vypolneny lix~ dlØ podprostranstv E, udovletvorØ¸wih trebovani¸ t(E) > r (r – fiksirovannoe qislo iz otrezka [1, 2]), a proqie usloviØ izmeneny sootvetstvu¸wim obrazom. DlØ sluqaØ X = L^1(μ) takaØ formulirovka byla dana v [17].

Literatura

1. M. Déchamps-Gondim, Analyse harmonique, analyse complexe, et géometrie des espaces de Banach (d’après Jean Bourgain). Astérisque, 121–122 (1985), 171–195.

2. S. V. KislØkov, Absol¸tno summiru¸wie operatory na disk-algebre. Algebra i Analiz, 3, No. 4 (1991), 1–77.

3. J. Bourgain, New Banach space properties of the disc algebra and H1. Acta Math., 152 (1984), 1–46.

4. J. Diestel, H. Jarchow, and A. Tonge, Absolutely summing operators. Cambridge studies in advanced mathematics, v. 43. Cambridge University press, Cambridge, 1995.

5. G. Pisier, Counterexamples to a conjecture of Grothendieck. Acta Math., 151 (1983), 181–208.

6. G. Pisier, Factorization of linear operators and geometry of Banach spaces. Reg.

Conf. Ser. in Math., no. 60, Amer. Math. Soc., 1986.

7. G. Pisier, Une nouvelle class des espaces de Banach vérifiants le théorème de Grothendieck. Ann. Institut Fourier (Grenoble), 28, No. 1 (1978), 69–90.

8. S. V. KislØkov, O prostranstvah s “malym” annulØtorom. Zap. nauqn.

semin. LOMI, 65 (1976), 192–195.

9. A. Pełczyński, Banach spaces of analytic functions and absolutely summning operators. Conf. Board of Math. Sci., No. 30. Amer. Math. Soc., Providence, 1977.

10. S. V. KislØkov, Dva zameqaniØ po povodu ravenstva Πp(X, �) = Ip(X, �).

Zap. nauqn. semin. LOMI, 113 (1981), 135–148.

11. B. Maurey, Théorèmes de factorization pour les opérateurs linéares a valeurs dans les espaces Lp. Astérisque, 11 (1974).

12. M. I. Kadec, A. Pełczyński, Bases, locunary sequences and complemented subspaces in the spaces Lp. Studia Math., 21 (1961/62), 161–176.

PRODOLȷENIE OPERATOROV 123

13. A. Pełczyński, H. P. Rosenthal, Localization technique in Lp-spaces. Studia Math.,

52 (1974/75), 263–289.

14. S. V. Kisliakov, Interpolation of Hp-spaces: some recent developments. Israel Math. Conf. Proceedings, 13 (1999), 102–140.

15. G. Pisier, Interpolation between Hp-spaces and noncommutative generalizations I. Pacif. J. Math., 155 (1992), 341–368.

16. S. V. Kisliakov, Interpolation involving bounded bianalytic functions. In: Operator theory: advances and applications, Vol. 113, Birbhäuser Verlag, Basel, 2000.

17. S. V. Kisliakov, Extension theorem for spaces with reflexive annihilator. Department of Math., Chalmers University of Technology-Göteborg University, Preprint 2000:3.

Kislyakov S. V. Extension of operators defined on reflexive subspaces of L^1 and L^1/H^1.

Inperpolation theory is used to develop a general pattern for proving extension theorems mentioned in the title. In the case where the range space G is a w^∗-closed subspace of L^∞ or H^∞ with reflexive annihilator F , a necessary and sufficient condition on G is found for such an extension to be always possible. Specifically, F must be Hilbertian and become complemented in L^p (1 < p 6 2) after a suitable change of density.

Postupilo 28 i¸lØ 2000 g. Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN