Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

M. F. Gamal~

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H SKAL˚RNO` HARAKTERISTIQESKO` FUNKCII §1. Vvedenie Pust~ D – otkrytyæ ediniqnyæ krug kompleksnoæ ploskosti,

T– ediniqnaØ okrußnost~, L^p = L^p(T), H^p = H^p(D ), 1 6 p 6 ∞, –

klass Hardi, esli X – gil~bertovo prostranstvo, to simvolom

X_2 budem oboznaqat~ prØmu¸ summu dvuh ffkzemplØrov prostran-

stva X, rassmatrivaemu¸ v vide stolbca: X_2 = (_X X ) = X ⊕ X. Pust~ Θ ∈ H^∞(D ), ‖Θ‖_∞ 6 1, Δ = √ 1 − |Θ|^2 p.v. na T. Mo-

del~nyæ operator M_Θ s harakteristiqeskoæ funkcieæ Θ – ffto operator, deæstvu¸wiæ v prostranstve

K_Θ = ( H^2 clos ΔL^2 ) ⊖ ( Θ Δ ) H^2

po formule

M_Θf = P_Θzf, f ∈ K_Θ,

gde P_Θ – ortogonal~nyæ proektor iz prostranstva (_{H2} L2 ) na prostranstvo K_Θ.

Rassmotrim faktorizaci¸ funkcii Θ vida Θ = Θ_2Θ_1, gde Θ_2 i

Θ_1 – analitiqeskie sßima¸wie operator-funkcii, Θ_1 i Θ_2 deæ-

stvu¸t iz C v E i iz E v C , sootvetstvenno, E – vspomogatel~noe gil~bertovo prostranstvo: Θ_1 ∈ H^∞(C → E), Θ_2 ∈ H^∞(E → C ),

‖Θ_1‖_∞ 6 1, ‖Θ_2‖_∞ 6 1. Opredelim operator-funkcii Δ_1, Δ_2 i Z

sledu¸wim obrazom: Δ_i = (I − Θ^∗_i Θ_i)^12 , i = 1, 2,

ZΔ = ( Z_1 Z_2 ) Δ = ( Δ_1 Δ_2Θ_1 ) . FaktorizaciØ Θ = Θ_2Θ_1 nazyvaetsØ regulØrnoæ, esli Z – unitarnyæ operator iz prostranstva clos ΔL^2 v prØmu¸ summu

clos Δ_1L^2 ⊕ clos Δ_2L^2(E).

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI ˝ 98-01-00312, FCP “IntegraciØ” reg.nomer 326.53 i granta “Nauqnye xkoly” ˝ 00-15-96-022. 19

20 M. F. GAMAL^

Meßdu regulØrnymi faktorizaciØmi harakteristiqeskoæ funkcii Θ i invariantnymi podprostranstvami model~nogo operatora M_Θ suwestvuet vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie. Invariantnoe podprostranstvo, otveqa¸wee regulØrnoæ faktorizacii Θ = Θ_2Θ_1, imeet vid ( Θ_2 Z^∗_2 Δ_2 ) H^2(E) ⊕ ( 0 Z^∗_1 ) clos Δ_1L^2 ⊖ ( Θ Δ ) H^2.

O model~nyh operatorah, regulØrnyh faktorizaciØh i invariantnyh podprostranstvah sm. [5, 6, 8].

DlØ skalØrnyh funkciæ Θ, Θ ≢ 0, regulØrnost~ faktorizacii

Θ = Θ_2Θ_1 ravnosil~na uslovi¸ rank Δ(ζ) = rank Δ_1(ζ)+rank Δ_2(ζ)

p.v. ζ ∈ T, pofftomu dim E 6 2. Iz usloviØ Θ ≢ 0 vidno, qto

dim E > 1. Pri dim E = 1 funkcii Θ_1 i Θ_2 ime¸t vid Θ_1 = ϑ_1θ_σ , Θ_2 = ϑ_2θT_{\σ}, gde σ – izmerimoe podmnoßestvo okrußnosti T, ϑ

i θ – vnutrennØØ i vnexnØØ qasti funkcii Θ, ϑ_1, ϑ_2 – vnutrennie funkcii, ϑ = ϑ_1ϑ_2, θ_σ i θT_{\σ} – vnexnie funkcii, takie, qto |θ_σ(ζ)| = |θ(ζ)| p.v. ζ ∈ σ, |θ_σ (ζ)| = 1 p.v. ζ ∈ T\ σ, |θT_{\σ}(ζ)| = |θ(ζ)| p.v. ζ ∈ T\ σ, |θT_{\σ}(ζ)| = 1 p.v. ζ ∈ σ.

RegulØrnye faktorizacii s dim E = 2 suwestvu¸t tol~ko u takih funkciæ Θ, dlØ kotoryh |Θ(ζ)| < 1 p.v. ζ ∈ T. FaktorizaciØ vida Θ = Θ_2Θ_1, gde Θ_1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Θ_1 =

(_{θ11} θ12 ) , Θ_2 ∈ H^∞(C^2 → C ), Θ_2 = (θ_{21}, θ_{22}), θ_{ij} ∈ H^∞, i, j = 1, 2, ØvlØ-

etsØ regulØrnoæ togda i tol~ko togda, kogda Θ_1 ØvlØetsØ vnutrenneæ funkcieæ: Θ^∗_1Θ_1 = 1, a Θ_2 ØvlØetsØ kovnutrenneæ funkcieæ: Θ_2Θ^∗_2 = 1. V terminah funkciæ θ_{ij} , i, j = 1, 2, regulØrnost~ faktorizacii ravnosil~na vypolneni¸ sledu¸wih usloviæ: |θ_{11}|^2 + |θ_{12}|^2 = 1 p.v. na T, |θ_{21}|^2 + |θ_{22}|^2 = 1 p.v. na T (sm. [5, 6, 8]).

V rabote izuqa¸tsØ regulØrnye faktorizacii fftogo poslednego vida, to est~ regulØrnye faktorizacii razmera (1 × 2) ×

(2 × 1).

§2. Neobhodimye svedeniØ o prostranstvah Hardi i operator-funkciØh

V fftom paragrafe privedeny oboznaqeniØ i formulirovki izvestnyh utverßdeniæ, kotorye ispol~zu¸tsØ v nastoØweæ rabo- te.

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 21 OboznaqeniØ: C(T) – prostranstvo nepreryvnyh funkciæ na okrußnosti T, H^2_− = L^2⊖H^2, P_+ i P_− – ortogonal~nye proektory iz L^2 na H^2 i H^2_−, sootvetstvenno.

Pust~ ϑ, φ ∈ H^∞, ϑ – vnutrennØØ funkciØ. Model~nyæ operator M_ϑ i funkcii ot nego opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom: M_ϑx = P_ϑzx, x ∈ K_ϑ, φ(M_ϑ)x = P_ϑφx, x ∈ K_ϑ, K_ϑ = H^2 ⊖ ϑH^2,

P_ϑ – ortogonal~nyæ proektor iz H^2 na K_ϑ.

Utverßdenie 1 [1, gl. II, p. 4; 4, dobavlenie 2]. Pust~ h – iz-

merimaØ poloßitel~naØ funkciØ na okrußnosti T. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) suwestvuet takaØ funkciØ f, analitiqeskaØ v kruge D, qto f imeet uglovye graniqnye znaqeniØ f(ζ) dlØ p.v. ζ ∈ T, i |f(ζ)| = h(ζ) p.v. ζ ∈ T;

2) log h ∈ L^1.

Pri fftom f ∈ H^p togda i tol~ko togda, kogda h ∈ L^p.

Utverßdenie 2 [1, gl. IV, teor. 1.3 i 4.3; 4, gl. VIII; 10, p. 2 i

teor. 3.1]. Pust~ ϑ, φ ∈ H^∞, ϑ – vnutrennØØ funkciØ.

1) dist(φ, ϑH^∞) = dist(ϑφ, H^∞) = ‖φ(M_ϑ)‖;

2) esli dist(φ, ϑH^∞) < 1, to mnoßestvo φ + ϑH^∞ soderßit vnutrenn¸¸ funkci¸;

3) esli mnoßestvo φ + ϑH^∞ soderßit vnutrenn¸¸ funkci¸, to dist(φ, ϑH^∞) 6 1.

Utverßdenie 3 [1, gl. IV, teor. 1.7; 4, gl. VIII; 10, sledstvie 2.5

i teor. 3.5]. Pust~ ϑ, φ ∈ H^∞, ϑ – vnutrennØØ funkciØ, i pust~ suwestvuet takaØ funkciØ f, qto f ∈ H^∞ + C(T) i f ∈ ϑφ + H^∞.

Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1) mnoßestvo φ + ϑH^∞ soderßit vnutrenn¸¸ funkci¸; 2) dist(φ, ϑH^∞) 6 1.

Utverßdenie 4 [1, gl. IV, p. 4.2]. Pust~ I ⊂ T, I – otkrytaØ

duga, f – takaØ funkciØ, qto f,^1_f ∈ H^∞, ‖f‖_∞ = 1, |f| ≢ 1 na

T, |f| = 1 p.v. na I. Pust~ zj ∈ D, j = 1, 2, . . ., B – proizvedenie

BlØxke s nulØmi v z_j i z_j →_j ζ_0, ζ_0 ∈ I. Togda dist(f, BH^∞) = 1

22 M. F. GAMAL^

i {h ∈ H^∞ : h ∈ f + BH^∞, ‖h‖_∞ = 1} = {f}; takim obrazom, mnoßestvo f + BH^∞ ne soderßit vnutrennih funkciæ.

Utverßdenie 5 [4, gl. I, p. 6].

1) Pust~ Φ ∈ H^∞(C^2 → C^2 ) i det Φ = ϑθ, ϑ – vnutrennØØ funkciØ, θ – vnexnØØ funkciØ i det Φ ≢ 0. Togda vnexne-vnutrennØØ faktorizaciØ matricy-funkcii Φ imeet vid Φ = ΩG, gde Ω, G ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), Ω – vnutrennØØ, G – vnexnØØ, det Ω = ϑ, det G = θ,

clos ΦH^2_2 = ΩH^2_2 , ΩH^2_2 ⊃ ϑH^2_2 i (_{Pϑ 0} 0 1 ) ΩH^2_2 = ΩH^2_2 ⊖ (_{ϑH2} 0 ) . 2) Pust~ Φ ∈ H^∞(C^2 → C^2 ) i ‖Φ‖_∞ = sup_{z∈}D‖Φ(z)‖_{2×2}, gde ‖ ‖_{2×2} – norma matricy razmera 2 × 2 kak operatora iz C^2 v C^2 .

Esli ‖Φ‖_∞ 6 1 i det Φ – vnutrennØØ funkciØ, to Φ – vnutrennØØ matrica-funkciØ.

§3. Osnovnye lemmy

V fftom paragrafe sobrany utverßdeniØ, opisyva¸wie prostye, no interesnye svoæstva regulØrnyh faktorizaciæ, kotorye, k tomu ße, budut ispol~zovany v dal~neæxem.

V lemme 1 pokazano, kak pri postroenii regulØrnyh faktorizaciæ vmesto operator-funkcii Θ_2 moßno ispol~zovat~ nekotoru¸ skalØrnu¸ funkci¸ –. Lemma 2 nosit vspomogatel~nyæ harakter. V teoreme 1 po zadannoæ regulØrnoæ faktorizacii funkcii Θ (opisyva¸weæ invariantnoe podprostranstvo L operatora M_Θ) stroØtsØ regulØrnye faktorizacii, kotorye opisyva¸t vse invariantnye podprostranstva operatora M_Θ, soderßawie L. S pomow~¸ zameqaniØ k lemme 1 i teoremy 1 moßno postroit~ vse faktorizacii, opisyva¸wie invariantnye podprostranstva, soderßawiesØ v L (sm. takße §5). V teoreme 2 regulØrnye faktorizacii funkcii Θ vyraßa¸tsØ qerez faktorizacii ee vnutrenneæ i vnexneæ qasteæ.

Pust~ zadana skalØrnaØ funkciØ Θ ∈ H^∞, |Θ(ζ)| < 1 p.v. ζ ∈

T, Θ ≢ 0, Δ(ζ) =^√1 − |Θ(ζ)|^2, ζ ∈ T. Qerez A^T , A^∗ i trace A

budem oboznaqat~ sootvetstvenno transponirovannu¸ matricu, soprØßennu¸ matricu i sled matricy A. Poloßim J = ( 0 1 −1 0 )

i vypixem svoæstva matricy J:

1) JJ^∗ = J^∗J = I, J^2 = −I, J^∗ = J^T = −J;

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 23 2) esli a – stroka razmera 1 × 2, to aJa^T = 0;

3) esli A – matrica razmera 2 × 2, to (trace A)I = A − JA^T J i (det A)I = −JA^T JA = −AJA^T J. Lemma 1. Pust~ Θ1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Θ1 – vnutrennØØ funkciØ.

Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(a) Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ = Θ_2Θ_1; (b) suwestvuet takaØ funkciØ – ∈ L^∞, qto |–| = Δ p.v. na Ti matrica-funkciØ (Θ –)

(_{Θ�1}

Θ^T_1 J ) ØvlØetsØ analitiqeskoæ.

Pri fftom Θ_2 = (Θ –)

(_{Θ�1}

Θ^T_1 J ) i – = Θ^∗_1JΘ^T_2 .

Dokazatel~stvo. (a) =⇒ (b). Poloßim – = Θ^∗_1JΘ^T_2 , togda |–|^2 +

|Θ|^2 = ––^∗ + Θ^∗Θ = Θ^∗_1(JΘ^T_2 Θ^{T ∗}_2 J^∗ + Θ^∗_2Θ_2)Θ_1 = Θ^∗_1(J(Θ^∗_2Θ_2)^T J^∗ + Θ^∗_2Θ_2)Θ_1 = Θ^∗_1(trace Θ^∗_2Θ_2)Θ_1 = 1, to est~ |–| = Δ.

Dalee,

(Θ –) ( Θ^∗_1 Θ^T_1 J ) = ΘΘ^∗_1 + –^T Θ^T_1 J = ΘΘ^∗_1 + Θ_2J^∗Θ^{∗T}_1 Θ^T_1 J =

= Θ_2(Θ_1Θ^∗_1 + J^∗(Θ_1Θ^∗_1)^T J) = Θ_2trace Θ_1Θ^∗_1 = Θ_2,

sledovatel~no, matrica-funkciØ (Θ –)

(_{Θ�1}

Θ^T_1 J ) ØvlØetsØ analitiqeskoæ.

(b) =⇒ (a). Poloßim Θ_2 = (Θ –)

(_{Θ�1}

Θ^T_1 J ) , togda Θ_2 – analitiqeskaØ ograniqennaØ matrica-funkciØ razmera 1 × 2, pokaßem, qto

Θ_2Θ^∗_2 = 1 i Θ = Θ_2Θ_1.

Imeem

Θ_2Θ^∗_2 = (Θ –) ( Θ^∗_1 Θ^T_1 J ) (Θ_1 J^∗Θ^{T ∗}_1 ) ( Θ^∗

–^∗ ) =

= (Θ –) ( Θ^∗_1Θ_1 Θ^∗_1J^∗Θ^{T ∗}_1 Θ^T_1 JΘ_1 Θ^T_1 Θ^{T ∗}_1 ) ( Θ^∗

–^∗ ) = = (Θ –) ( 1 0 0 1 ) ( Θ^∗

–^∗ ) = 1,

Θ_2Θ_1 = (Θ –) ( Θ^∗_1Θ_1 Θ^T_1 JΘ_1 ) = (Θ –) ( 1 0 ) = Θ.

My poluqili, qto Θ = Θ_2Θ_1 i ffta faktorizaciØ regulØrna.

�

24 M. F. GAMAL^

Zameqanie. Pust~ Θ = Θ2Θ1 – regulØrnaØ faktorizaciØ funk-

cii Θ razmera (1 × 2) × (2 × 1). Togda Θ = Θ^T_1 Θ^T_2 – takße regulØrnaØ faktorizaciØ funkcii Θ. Pust~ – i –_T – funkcii iz lemmy 1, postroennye po faktorizaciØm Θ = Θ_2Θ_1 i Θ = Θ^T_1 Θ^T_2 , sootvetstvenno. Togda –_T = –.

Lemma 2. Pust~ F ∈ H^∞(C^2 → C ), α ∈ H^∞, α – vnutrennØØ

funkciØ. Togda suwestvuet takaØ matrica-funkciØ A ∈ H^∞(C^2 →

C^2 ), qto det A = α i F A^∗ ∈ H^∞(C^2 → C ).

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ α = bλ, gde λ ∈ D, bλ(z) =^{|λ|}_λ^{λ − z}_{1 − λz} , z ∈ D, – mnoßitel~ BlØxke, i pust~ F = (f, g), gde f, g ∈ H^∞.

Esli f(λ) ≠ 0 i g(λ) ≠ 0, to poloßim c =^{|f(λ)|}√_{|f(λ)|2+|g(λ)|2} , ε = f(λ) |f(λ)| |g(λ)| g(λ) i C = ( c ε √ 1 − c^2 −ε √ 1 − c^2 c ) . Esli f(λ) = 0 ili g(λ) = 0, poloßim C =

(_{0 1} 1 0 ) ili C =

(_{1 0} 0 1 ) . Nakonec, A =

(_{1 0} 0 b_λ ) C – iskomaØ matrica-funkciØ.

2) Predpoloßim, qto lemma 2 verna dlØ koneqnyh proizvedeniæ BlØxke α ranga N , dokaßem lemmu dlØ proizvedeniØ BlØxke ranga N + 1. Pust~ λ ∈ D, α – proizvedenie BlØxke ranga N , A ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), A – vnutrennØØ, det A = α i

F A^∗ ∈ H^∞(C^2 → C ). Po dokazannomu v punkte 1) naædetsØ ta-

kaØ matrica-funkciØ A_λ ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), qto det A_λ = b_λ i

(F A^∗)A^∗_λ ∈ H^∞(C^2 → C ). Poloßim A_1 = A_λA, Øsno, qto A_1 udo-

vletvorØet zakl¸qeni¸ lemmy dlØ funkcii αb_λ, i my poluqili, qto lemma 2 dokazana dlØ proizvedeniæ BlØxke ranga N + 1.

3) Pust~ {α_n}_n – takaØ posledovatel~nost~ vnutrennih funkciæ iz H^∞, qto dlØ α_n verna lemma 2, i pust~ α ∈ H^∞, α – vnutrennØØ, α_n(z) →_n α(z) dlØ l¸bogo z ∈ D. Pokaßem, qto lemma 2 verna dlØ α. Pust~ A_n ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), A_n – vnutrennie, det A_n = α_n i F A^∗_n ∈ H^∞(C^2 → C ). Pust~ F = (f, g) i F A^∗_n = (φ_n, ψ_n), togda f, g, φ_n, ψ_n ∈ H^∞, (f, g) = (φ_n, ψ_n)A_n i

‖φ_n‖_∞, ‖ψ_n‖_∞ 6 ‖f‖_∞ +‖g‖_∞. Sledovatel~no (sm. [2, gl. I, §2, te-

or. 1]), suwestvu¸t takie funkcii φ, ψ ∈ H^∞, A ∈ H^∞(C^2 → C^2 ) i podposledovatel~nost~ {n_j }_j, qto φ_{nj} (z) →_j φ(z), ψ_{nj} (z) →_j ψ(z)

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 25 dlØ vseh z ∈ D, i posledovatel~nosti fflementov matric A_{nj} shodØtsØ k fflementam matricy A potoqeqno v D. ˚sno, qto det A = α. Pokaßem, qto A – vnutrennØØ. DlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto ‖A‖_∞ 6 1 (sm. qast~ 2) utverßdeniØ 5). Tak kak A_{nj} – vnutrennie matricy-funkcii, ‖A_{nj} ‖_∞ = 1 dlØ vseh j, a iz opredeleniØ normy ‖ ‖_∞ i principa maksimuma modulØ dlØ analitiqeskih ograniqennyh funkciæ Øsno, qto pri predel~nom perehode norma ne vozrastaet. Takim obrazom, ‖A‖_∞ 6 1 i A – iskomaØ matrica-funkciØ.

4) DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy 2 ostalos~ primenit~ teoremu Xura ([4, gl. II, p. 2], sm. takße [1, gl. I, teor. 2.1]): l¸baØ vnutrennØØ funkciØ moßet byt~ priblißena posledovatel~nost~¸ koneqnyh proizvedeniæ BlØxke otnositel~no potoqeqnoæ shodimosti v D. Takim obrazom, lemma 2 verna dlØ l¸- boæ vnutrenneæ funkcii. �

Neposredstvenno iz lemmy 2 vytekaet

Teorema 1. Pust~ Θ ∈ H^∞, |Θ| < 1 p.v. na T, Θ ≢ 0, pust~ Θ =

Θ_2Θ_1 – regulØrnaØ faktorizaciØ funkcii Θ, Θ_1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Θ_2 ∈ H^∞(C^2 → C ), α ∈ H^∞, α – vnutrennØØ. Togda suwestvuet takaØ matrica-funkciØ A ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), qto det A = α i Θ_2A^∗ ∈ H^∞(C^2 → C ) i, sledovatel~no, faktorizaciØ Θ = (Θ_2A^∗)(AΘ_1) budet regulØrnoæ. Pust~ – i –_1 – funkcii iz lemmy 1, postroennye po faktorizaciØm Θ = Θ_2Θ_1 i Θ = (Θ_2A^∗) · (AΘ_1), sootvetstvenno. Togda –_1 = α–.

Teorema 2. Pust~ Θ ∈ H^∞, |Θ| < 1 p.v. na T, Θ ≢ 0, Θ = ϑθ,

ϑ – vnutrennØØ funkciØ, θ – vnexnØØ funkciØ. Pust~ matricyfunkcii Ξ_1, Ξ_2, Ψ_1, Ψ_2 takovy, qto

Ξ_1, Ξ_2 ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), Ξ_1, Ξ_2 – vnutrennie,

Ξ_2Ξ_1 = ϑI, Ψ_1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Ψ_2 ∈ H^∞(C^2 → C ), θ = Ψ_2Ψ_1 – regulØrnaØ faktorizaciØ. (1) (a) Poloßim Θ_1 = Ξ_1Ψ_1, Θ_2 = Ψ_2Ξ_2. Togda Θ = Θ_2Θ_1 i ffta faktorizaciØ ØvlØetsØ regulØrnoæ.

(b) L¸baØ regulØrnaØ faktorizaciØ funkcii Θ razmera (1 × 2) × (2 × 1) imeet vid Θ = Θ_2Θ_1, gde Θ_1 = Ξ_1Ψ_1, Θ_2 = Ψ_2Ξ_2, Ξ_1, Ξ_2, Ψ_1, Ψ_2 udovletvorØ¸t (1).

Dokazatel~stvo. Utverßdenie a) teoremy oqevidno. Dokaßem

utverßdenie b). Pust~ Θ = Θ_2Θ_1 – regulØrnaØ faktorizaciØ

26 M. F. GAMAL^ funkcii Θ razmera (1 × 2) × (2 × 1), Θ_2 = (θ_{21}, θ_{22}), Θ_1 =

(_{θ11} θ12 ) , θ_{ij} ∈ H^∞, i, j = 1, 2. Oboznaqim qerez ϑ_1 i ϑ_2 naibol~xie obwie

deliteli vnutrennih qasteæ funkciæ θ_{11} i θ_{12}, θ_{21} i θ_{22}, sootvetstvenno, i poloßim ~Θ_1 = ϑ_1Θ_1, ~Θ_2 = ϑ_2Θ_2. Togda ϑ = ϑ_0ϑ_1ϑ_2,

ϑ_0 ∈ H^∞, ϑ_0 – vnutrennØØ funkciØ, ~Θ_1 i ~Θ_2 – analitiqeskie

matricy-funkcii. Poloßim

Ψ = ( ~Θ_1, −J ~Θ^T_2 ),

pokaßem, qto det Ψ = ϑ_0θ (primenØem svoæstva J iz §2):

(det Ψ)I = −JΨ^T JΨ = −J ( ~ Θ^T_1 ~Θ_2J ) (J ~Θ_1, ~Θ^T_2 ) = = ( 0 −1 1 0 ) ( 0 ~Θ_2 ~Θ_1 − ~Θ_2 ~Θ_1 0 ) = ~Θ_2 ~Θ_1I = ϑ_1ϑ_2ΘI = ϑ_0θI.

Pust~ Ψ = ΞG – vnexne-vnutrennØØ faktorizaciØ matricyfunkcii Ψ, gde Ξ, G ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), Ξ – vnutrennØØ, G – vnexnØØ, det Ξ = ϑ_0, det G = θ. Zapixem G v vide G = (Ψ_1, −JΨ^T_2 ), gde Ψ_1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Ψ_2 ∈ H^∞(C^2 → C ), i poloßim Ξ_1 = ϑ_1Ξ,

Ξ_2 = −ϑ_2JΞ^T J. Pokaßem, qto Ξ_1, Ξ_2, Ψ_1, Ψ_2 udovletvorØ¸t zakl¸-

qeni¸ teoremy.

˚sno, qto Ξ_2Ξ_1 = −ϑ_1ϑ_2JΞ^T JΞ = ϑ_1ϑ_2(det Ξ)I = ϑI i Ψ =

( ~Θ_1, −J ~Θ^T_2 ) = (ΞΨ_1, −ΞJΨ^T_2 ), otkuda ~Θ_1 = ΞΨ_1 i ~Θ_2 = −Ψ_2JΞ^T J,

pofftomu Θ_1 = ϑ_1ΞΨ_1 = Ξ_1Ψ_1 i Θ_2 = ϑ_2 ~Θ_2 = −Ψ_2ϑ_2JΞ^T J = Ψ_2Ξ_2. Dalee, (det G)I = −JG^T J G = −J ( Ψ^T_1 Ψ_2J ) (JΨ_1, Ψ^T_2 ) = = ( 0 −1 1 0 ) ( 0 Ψ_2Ψ_1 −Ψ_2Ψ_1 0 ) = Ψ_2Ψ_1I,

pofftomu θI = (det G)I = (Ψ_2Ψ_1)I i θ = Ψ_2Ψ_1.

Ostalos~ pokazat~, qto faktorizaciØ θ = Ψ_2Ψ_1 regulØrna. Pokaßem, qto Ψ^∗_1Ψ_1 = 1, Ψ_2Ψ^∗_2 = 1 (sm. §1). My znaem, qto ~Θ^∗_1 ~Θ_1 = 1, ~Θ_2 ~Θ^∗_2 = 1, Ξ^∗Ξ = I. Imeem:

1 = ~Θ^∗_1 ~Θ_1 = Ψ^∗_1Ξ^∗ΞΨ_1 = Ψ^∗_1Ψ_1,

1 = ~Θ_2 ~Θ^∗_2 = Ψ_2JΞ^T JJΞ^{T ∗}JΨ^∗_2 = −Ψ_2J(Ξ^∗Ξ)^T JΨ^∗_2 = Ψ_2Ψ^∗_2.

Teorema dokazana. �

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 27

§4. O regulØrnyh faktorizaciØh s somnoßitelem zadannogo vida

V fftom paragrafe req~ poædet o regulØrnyh faktorizaciØh, v kotoryh Θ_1 = (_{cϑ1} √ 1−c^2ϑ_2 ) , gde c ∈ [0, 1], ϑ_1, ϑ_2 – skalØrnye vnutrennie funkcii.

Pust~, kak i ran~xe, Θ ∈ H^∞, |Θ| < 1 p.v. na T, Θ ≢ 0,

Δ(ζ) = √ 1 − |Θ(ζ)|^2, ζ ∈ T. FunkciØ Θ moßet imet~ regulØrnu¸

faktorizaci¸ s somnoßitelem Θ_1 ukazannogo vida, tol~ko esli

log Δ ∈ L^1 = L^1(T). Sformuliruem fftot fakt v vide lemmy.

Lemma 3. Pust~ c ∈ [0, 1], ϑ1, ϑ2 ∈ H^∞, ϑ1, ϑ2 – vnutrennie

funkcii, i pust~ Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ =

Θ_2 (_{cϑ1} √ 1−c^2ϑ_2 ) . Togda log Δ ∈ L^1.

Dokazatel~stvo. Kak i v lemme 1, poloßim – = Θ^∗_1JΘ^T_2 = (cϑ_1, √ 1 − c^2 ϑ_2)JΘ^T_2 , togda ϑ_1ϑ_2– = (cϑ_2, √ 1 − c^2 ϑ_1)JΘ^T_2 , poffto-

mu ϑ_1ϑ_2– ØvlØetsØ analitiqeskoæ v D funkcieæ. Po lemme 1

|ϑ_1ϑ_2–| = Δ p.v. na T. PrimenØØ utverßdenie 1, poluqaem, qto log Δ ∈ L^1. �

Vvidu lemmy 3 my budem rassmatrivat~ takie funkcii Θ, dlØ kotoryh log Δ ∈ L^1. Qerez ω budem oboznaqat~ vnexn¸¸ funkci¸, taku¸, qto |ω| = Δ p.v. na T. Otmetim, qto proizvol~naØ analitiqeskaØ funkciØ, ravnaØ po modul¸ Δ na okrußnosti T, imeet vid αω, gde α – proizvol~naØ vnutrennØØ funkciØ.

Pereformuliruem lemmu 1 dlØ rassmatrivaemogo sluqaØ.

Lemma 4. Pust~ log Δ ∈ L^1, ω – vnexnØØ funkciØ, |ω| = Δ p.v. na T, c ∈ [0, 1], ϑ1, ϑ2 – vnutrennie funkcii.

Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(a) Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ = Θ_2 (_{cϑ1} √ 1−c^2 ϑ_2 ) ; (b) suwestvuet takaØ vnutrennØØ funkciØ α, qto c Θ − √ 1 − c^2 αω ∈ ϑ_1H^∞, √ 1 − c^2 Θ + cαω ∈ ϑ_2H^∞. (2) Pri fftom – = Θ^∗_1JΘ^T_2 = ϑ_1ϑ_2αω.

28 M. F. GAMAL^

Dokazatel~stvo. Po lemme 1 Θ imeet regulØrnu¸ faktoriza-

ci¸ vida Θ = Θ_2Θ_1 togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet takaØ funkciØ – ∈ L^∞, qto |–| = Δ p.v. na T i matrica-funkciØ

Θ_2 = (Θ, –)

(_{Θ�1}

Θ^T_1 J ) ØvlØetsØ analitiqeskoæ. Poloßim α =^{ϑ1ϑ2}–_ω , togda |α| = 1 p.v. na T, i perepixem uslovie analitiqnosti Θ_2 sledu¸wim obrazom: ϑ_1ϑ_2Θ_2 ∈ ϑ_1ϑ_2H^∞_2 . Imeem

ϑ_1ϑ_2Θ_2 = (Θ, ϑ_1ϑ_2–) ( ϑ_1ϑ_2Θ^∗_1 Θ^T_1 J ) = = (Θ, αω) ( cϑ_2 √ 1 − c^2 ϑ_1 − √ 1 − c^2 ϑ_2 cϑ_1 ) = (ϑ_2(c Θ − √ 1 − c^2 αω), ϑ_1( √ 1 − c^2 Θ + cαω)),

i ϑ_1ϑ_2Θ_2 ∈ ϑ_1ϑ_2H^∞_2 togda i tol~ko togda, kogda c Θ − √ 1 − c^2 αω ∈ ϑ_1H^∞, √ 1 − c^2 Θ + cαω ∈ ϑ_2H^∞. (2^′)

Itak, utverßdenie (a) lemmy 4 ravnosil~no sledu¸wemu utverßdeni¸: suwestvuet takaØ funkciØ α ∈ L^∞, qto |α| = 1 p.v. na T i α udovletvorØet usloviØm (2^′). No funkciØ α moßet udovletvorØt~ uslovi¸ (2^′) tol~ko esli ona budet analitiqeskoæ, i, tak kak |α| = 1 p.v na T, ffto i oznaqaet, qto α – vnutrennØØ. Lemma dokazana. �

Rassmotrim neskol~ko primerov.

Primer 1. Pust~ c ∈ [0, 1], λ, μ ∈ D, λ ≠ μ, bλ, bμ – mno-

ßiteli BlØxke (b_ζ (z) = |ζ|ζ ζ − z 1 − ζz , z ∈ D, ζ ∈ D), i Θ_1 = (_{cbλ} √ 1−c^2 b_μ ) . Po lemme 4, Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida

Θ = Θ_2 (_{cbλ} √ 1−c^2 b_μ ) , esli i tol~ko esli naædetsØ takaØ vnutrennØØ funkciØ α, dlØ kotoroæ c Θ − √ 1 − c^2 αω ∈ b_λH^∞, √ 1 − c^2 Θ + cαω ∈ b_μH^∞. (3)

UsloviØ (3) oznaqa¸t sledu¸wee: c Θ(λ) − √ 1 − c^2 α(λ)ω(λ) = 0, √ 1 − c^2 Θ(μ) + cα(μ)ω(μ) = 0. (4)

Esli c = 1, to ravenstva (4) budut vypolneny dlØ funkcii α togda i tol~ko togda, kogda Θ(λ) = 0 i α(μ) = 0; faktorizaciØ

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 29

budet imet~ vid Θ = (b_λΘ, b_μb_μβω) (_{bλ} 0 ) = (b_λΘ, βω) (_{bλ} 0 ) , gde β – proizvol~naØ vnutrennØØ funkciØ. Takoæ ße vid (s zamenoæ λ na μ) budet imet~ faktorizaciØ pri c = 0.

Esli c ∈ (0, 1), to ravenstva (4) moßno perepisat~ sledu¸wim obrazom: α(λ) = c √ 1 − c^2

Θ(λ) ω(λ) , α(μ) = − √ 1 − c^2 c Θ(μ) ω(μ) . (5)

Poloßim ψ(z) = c √ 1 − c^2

Θ(λ) ω(λ) z − μ λ − μ − √ 1 − c^2 c Θ(μ) ω(μ) z − λ μ − λ , (6)

togda α(λ) = ψ(λ), α(μ) = ψ(μ), to est~ α ∈ ψ + b_λb_μH^∞. Itak, my poluqili, qto funkciØ Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ = Θ_2 (_{cbλ} √ 1−c^2 b_μ ) togda i tol~ko togda, kogda mnoßestvo

ψ + b_λb_μH^∞ soderßit vnutrenn¸¸ funkci¸.

Poloßim φ = ψ, ϑ = b_λb_μ i f = b_λb_μψ; Øsno, qto f ∈ C(T). PrimenØØ utverßdenie 3, poluqaem, qto mnoßestvo ψ + b_λb_μH^∞ soderßit vnutrenn¸¸ funkci¸ togda i tol~ko togda, kogda

dist(ψ, b_λb_μH^∞) 6 1.

Okonqatel~no poluqaem, qto funkciØ Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ = Θ_2 (_{cbλ} √ 1−c^2 b_μ ) , c ∈ (0, 1), λ, μ ∈ D, λ ≠ μ, esli i tol~ko esli dist(ψ, b_λb_μH^∞) 6 1, gde funkciØ ψ opredelena ravenstvom (6).

Primer 2. Pust~ c ∈ (0, 1), λj ∈ D, λj ≠ λi pri j ≠ i, B1 = ∏_{m1} j=1 b^{kj}_{λj} , B_2 = ∏_m j=m1+1 b kj λj – koneqnye proizvedeniØ BlØxke. ˚sno, qto naædetsØ takaØ funkciØ ψ ∈ H^∞ ∩ C(T), qto

ψ^{(k)}(λ_j ) = a_{jk} =

= c √ 1−c^2 (_Θ ω )_{(k)} (λ_j ), j = 1, . . . , m_1, −^{√1−c2}_c (_Θ ω )_{(k)} (λ_j), j = m_1 + 1, . . . , m, k = 0, 1, . . . , k_j − 1. RassußdaØ tak ße, kak i v primere 1, poluqaem, qto funkciØ Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ = Θ_2 (_{cB1} √ 1−c^2 B_2 ) , esli i tol~ko esli dist(ψ, B_1B_2H^∞) 6 1.

30 M. F. GAMAL^

Zametim, qto dist(ψ, B_1B_2H^∞) zavisit tol~ko ot qisel a_{jk} i λ_j i uslovie dist(ψ, B_1B_2H^∞) 6 1 ffkvivalentno horoxo izvestnym usloviØm na koneqnomernu¸ matricu, fflementy kotoroæ postroeny po qislam a_{jk} i λ_j. Tak, pri m = 1 i λ = 0 ffto interpolØcionnaØ zadaqa Karateodori–Feæera, pri k_j = 1, j = 1, . . . , m, – interpolØcionnaØ zadaqa Nevanlinny–Pika (sm. [1, gl. I, teor. 2.2; 4, gl. VIII, p. 1].

Primer 3. Pust~ I ⊂ T, I – otkrytaØ duga, 0 < a2 < a1 < 1, Θ –

vnexnØØ funkciØ, |Θ| = a_1 p.v. na I, |Θ| = a_2 p.v. na T\I, ω – vnexnØØ funkciØ, |ω| = √ 1 − |Θ|^2 p.v. na T. Pust~ z_j ∈ D, j = 1, 2, . . .,

B – proizvedenie BlØxke s nulØmi v z_j i z_j →_j ζ_0, ζ_0 ∈ I.

Poloßim Θ_c = (_{c√} 1−c^2 B ) , c ∈ [0, 1]. FunkciØ Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ = Θ_2Θ_c togda i tol~ko togda, kogda

1 > c > a1.

Dokazatel~stvo. Primenim lemmu 4; poluqim, qto funkciØ Θ

imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ ukazannogo vida togda i tol~ko togda, kogda naædetsØ takaØ vnutrennØØ funkciØ α, dlØ kotoroæ √ 1 − c^2 Θ + cαω ∈ BH^∞. (7)

Tak kak^1_ω ∈ H^∞, uslovie (7) moßno perepisat~ v ffkvivalentnoæ forme √

1 − c^2 c Θ ω + α ∈ BH^∞. Poloßim f_c =^{√1−c2}_c^Θ_ω i poluqim, qto funkciØ Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ Θ = Θ_2Θ_c togda i tol~ko togda, kogda mnoßestvo f_c + BH^∞ soderßit vnutrenn¸¸ funkci¸. Vyqislim dist(f_c, BH^∞). Legko videt~, qto f_{a1} udovletvorØet usloviØm utverßdeniØ 4, pofftomu dist(f_{a1} , BH^∞) = 1 i dist(f_c, BH^∞) = √ 1−c^2 c a1√_{1−a21} . PrimenØØ utverßdenie 2, poluqaem, qto mnoßestvo

f_c + BH^∞ soderßit vnutrenn¸¸ funkci¸ pri a_1 < c i ne so-

derßit vnutrenneæ funkcii pri a_1 > c. PrimenØØ utverßdenie 4, poluqaem, qto mnoßestvo f_{a1} + BH^∞ ne soderßit vnutrenneæ funkcii. RazbiraØ fftot primer, my sqitali c ≠ 0, no Øsno, qto pri c = 0 faktorizaciØ imela by vid Θ = Θ_2

(_0 B ) , qto nevozmoßno, tak kak Θ – vnexnØØ funkciØ, a B – vnutrennØØ, i Θ ne

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 31 predstavima v vide Θ = fB ni dlØ kakoæ analitiqeskoæ funkcii

f. �

Sformuliruem lemmy, kotorye predstavlØ¸t soboæ obobweniØ rassmotrennyh primerov i dokazatel~stvo kotoryh vedetsØ tem ße sposobom.

Lemma 5. Pust~ log Δ ∈ L^1, ω – vnexnØØ funkciØ, |ω| = Δ

p.v. na T, c ∈ (0, 1), ϑ_1, ϑ_2 – vnutrennie funkcii, ϑ_1 i ϑ_2 vzaimno prosty. Poloßim K_1 = ϑ_2P_{ϑ1} ωH^2, K_2 = ϑ_1P_{ϑ2} ωH^2, togda K_{ϑ1 ϑ2} = clos (K_1 + K_2) i K_1 ∩ K_2 = {0}. Rassmotrim lineænye (ne obØzatel~no ograniqennye) otobraßeniØ T_1, T_2 i T , zadannye formulami T_1 : K_1 → ϑ_2K_{ϑ1} , T_2 : K_2 → ϑ_1K_{ϑ2} ,

T_1ϑ_2P_{ϑ1} ωh = c √ 1 − c^2 ϑ_2P_{ϑ1} Θh,

T_2ϑ_1P_{ϑ2} ωh = − √ 1 − c^2 c ϑ_1P_{ϑ2} Θh, h ∈ H^2,

T : K_1 + K_2 → K_{ϑ1ϑ2} , T = T_1 + T_2.

(a) Esli Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida

Θ = Θ_2 ( cϑ_1 √ 1 − c^2 ϑ_2 ) , to otobraßenie T ØvlØetsØ ograniqennym i ‖T ‖ 6 1.

(b) Esli T ØvlØetsØ ograniqennym otobraßeniem i ‖T ‖ < 1, to Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ = Θ_2 (_{cϑ1} √ 1−c^2 ϑ_2 ) . Zameqanie 1. Poloßim K = K1 + K2, Øsno, qto Mϑ_1ϑ_2 K ⊂ K i T M_{ϑ1 ϑ2} | |_K = M_{ϑ1 ϑ2} T | |_K. Esli T ØvlØetsØ ograniqennym otobra-

ßeniem, to, po teoreme o pod¨eme kommutanta [4, gl. VIII, p. 1; 5, p. 20 i 36; 6, gl. VI, sledstvie 3.7; 8, p. 4.18; 10, teor. 3.1] suwestvuet takaØ funkciØ ψ ∈ H^∞, qto T = ψ(M_{ϑ1 ϑ2} ).

Dokazatel~stvo lemmy 5. (a) Pust~ Θ imeet regulØrnu¸ fak-

torizaci¸ ukazannogo vida. Po lemme 3 suwestvuet vnutrennØØ funkciØ α ∈ H^∞, dlØ kotoroæ vypolneny usloviØ (2). Pokaßem, qto α(M_{ϑ1 ϑ2} ) | |_K = T . Togda qast~ (a) lemmy budet dokazana.

Pust~ h ∈ H^2, togda

α(M_{ϑ1ϑ2} )ϑ_2P_{ϑ1} ωh = ϑ_2ϑ_1P_−ϑ_1ϑ_2αϑ_2P_{ϑ1} ωh =

32 M. F. GAMAL^

= ϑ_2P_{ϑ1} αP_{ϑ1} ωh = ϑ_2P_{ϑ1} αωh = ϑ_2P_{ϑ1} c √ 1 − c^2

Θh = T_1ϑ_2P_{ϑ1} ωh

(vospol~zovalis~ pervym ravenstvom iz (2), kotoroe moßno zapisat~ tak:^c√_{1−c2} Θ − αω ∈ ϑ_1H^∞, pofftomu P_{ϑ1} αωh = P_{ϑ1}^c√_{1−c2} Θh dlØ l¸boæ funkcii h ∈ H^2). Analogiqno poluqaem, qto

α(M_{ϑ1ϑ2} )ϑ_1P_{ϑ2} ωh = T_2ϑ_1P_{ϑ2} ωh

dlØ l¸boæ h ∈ H^2. Itak, α(M_{ϑ1ϑ2} ) | |_{K1} = T_1 i α(M_{ϑ1ϑ2} ) | |_{K2} = T_2,

pofftomu α(M_{ϑ1ϑ2} ) | |_K = T i qast~ (a) lemmy dokazana.

(b) Pust~ T ØvlØetsØ ograniqennym otobraßeniem. Po zameqani¸ 1 suwestvuet takaØ funkciØ ψ ∈ H^∞, qto T = ψ(M_{ϑ1 ϑ2} ). Tak kak ‖ψ(M_{ϑ1 ϑ2} )‖ = ‖T ‖ < 1, po utverßdeni¸ 2 mnoßestvo

ψ + ϑ_1ϑ_2H^∞ soderßit vnutrenn¸¸ funkci¸ α. Pokaßem, qto α

udovletvorØet usloviØm (2).

˚sno, qto ψ(M_{ϑ1 ϑ2} ) = α(M_{ϑ1ϑ2} ), pofftomu T = α(M_{ϑ1ϑ2} ). Pust~

h ∈ H^2, togda c √ 1 − c^2 ϑ_2P_{ϑ1} Θh = T_1ϑ_2P_{ϑ1} ωh = α(M_{ϑ1ϑ2} )ϑ_2P_{ϑ1} ωh = ϑ_2P_{ϑ1} αωh,

otkuda vidno, qto P_{ϑ1}^c√_{1−c2} Θh = P_{ϑ1} αωh dlØ vseh h ∈ H^2. Pofftomu^c√_{1−c2} Θ − αω ∈ ϑ_1H^∞, i my poluqili pervoe ravenstvo iz (2). Takim ße obrazom iz ravenstva T_2ϑ_1P_{ϑ2} ωh = α(M_{ϑ1ϑ2} )ϑ_1P_{ϑ2} ωh,

h ∈ H^2, poluqaetsØ vtoroe ravenstvo iz (2). DlØ zaverxeniØ

dokazatel~stva ostalos~ primenit~ lemmu 3. �

Zameqanie 2. Pust~ v usloviØh lemmy 5 funkcii ω i ϑ1ϑ2 ta-

kovy, qto infD(|ω| + |ϑ_1ϑ_2|) > 0. Togda naædetsØ takoe qislo ε > 0, qto inf_U |ω| > ε, gde U = {z ∈ D : |ϑ_1ϑ_2(z)| 6 ε}. Poloßim takße

U_i = {z ∈ D : |ϑ_i(z)| 6 ε}, i = 1, 2.

Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

a) T ograniqeno;

b) suwestvuet takaØ funkciØ ψ ∈ H^∞, qto ψ −^c√_{1−c2}^Θ_ω ∈

ϑ_1H^∞(U_1) i ψ +^{√1−c2}_c^Θ_ω ∈ ϑ_2H^∞(U_2);

c) suwestvu¸t takie funkcii h_1, h_2 ∈ H^∞(U), qto 1 c √ 1 − c^2 Θ ω − (ϑ_1h_1 + ϑ_2h_2) ∈ ϑ_1ϑ_2H^∞(U).

Dokazatel~stvo. Otmetim, qto U1 ∪ U2 ⊂ U i^1_ω ∈ H^∞(U).

Budet ispol~zovat~sØ rasxirenie funkcional~nogo isqisleniØ

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 33 f → f(M_ϑ ) s algebry H^∞ na algebru H^∞(W), gde ϑ – vnutrennØØ

funkciØ, W = {z ∈ D : |ϑ(z)| 6 ε}, H^∞(W) – algebra vseh analitiqeskih ograniqennyh funkciæ na W (sm. [5, p. 43 i 45; 8, p. 4.23]). Imenno, dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ H^∞(W) moßno opredelit~ operator φ(M_ϑ), deæstvu¸wiæ v K_ϑ, pri fftom naædetsØ takaØ funkciØ f ∈ H^∞, qto f(M_ϑ) = φ(M_ϑ) i f − φ ∈ ϑH^∞(W), i otobraßenie φ → φ(M_ϑ) mul~tiplikativno.

a) =⇒ b). Po zameqani¸ 1 suwestvuet takaØ funkciØ ψ ∈ H^∞,

qto ψ(M_{ϑ1 ϑ2} ) = T . DeæstvuØ tak ße, kak i v dokazatel~stve qasti b) lemmy 5, poluqaem, qto^c√_{1−c2} Θ − ψω ∈ ϑ_1H^∞ i^{√1−c2}_c Θ + ψω ∈

ϑ_2H^∞. No, po uslovi¸,^1_ω ∈ H^∞(U_i), i = 1, 2, i, domnoßiv obe

qasti vkl¸qeniæ na^1_ω , poluqaem uslovie b) zameqaniØ 2.

b) =⇒ c). Poloßim ψ_1 =^{c√}_{1−c2}^Θ_ω , ψ_2 = −^{√1−c2}_c^Θ_ω , togda ψ_1, ψ_2 ∈ H^∞(U), ψ − ψ_i ∈ ϑ_iH^∞(U_i), i = 1, 2, i^1_c^√_{1−c2}^Θ_ω = ψ_1 − ψ_2. Rassmotrim operator (ψ − ψ_1)(M_{ϑ1 ϑ2} ), togda suwestvu-

et funkciØ f ∈ H^∞, takaØ, qto f(M_{ϑ1 ϑ2} ) = (ψ − ψ_1)(M_{ϑ1 ϑ2} ), i

ϑ_2K_{ϑ1} ⊂ Ker (ψ − ψ_1)(M_{ϑ1 ϑ2} ). Pofftomu ϑ_2K_{ϑ1} ⊂ Ker f(M_{ϑ1 ϑ2} ), ot-

kuda f ∈ ϑ_1H^∞. Takim obrazom, ψ − ψ_1 ∈ ϑ_1H^∞(U). Analogiqno i ψ − ψ_2 ∈ ϑ_2H^∞(U). Sledovatel~no, suwestvu¸t takie funkcii

h_1, h_2 ∈ H^∞(U), qto ψ − ψ_1 = −ϑ_1h_1 i ψ − ψ_2 = ϑ_2h_2, otkuda ψ_1 = ψ + ϑ_1h_1, ψ_2 = ψ − ϑ_2h_2 i 1 c √ 1 − c^2 Θ ω = ψ_1 − ψ_2 = ψ + ϑ_1h_1 − ψ + ϑ_2h_2 = ϑ_1h_1 + ϑ_2h_2,

to est~ vypolneno uslovie c).

c) =⇒ a). Poloßim φ = ϑ_2c^2h_2 + ϑ_1(c^2 − 1)h_1, togda φ ∈ H^∞(U).

Pokaßem, qto φ(M_{ϑ1 ϑ2} ) | |_{K1} = T_1. Zametim, qto dlØ l¸boæ f ∈ H^∞ i dlØ l¸boæ x ∈ K_{ϑ1} f(M_{ϑ1 ϑ2} )ϑ_2x = ϑ_2f(M_{ϑ1} )x. S drugoæ

storony, φ −^c√_{1−c2}^Θ_ω ∈ ϑ_1H^∞(U_1). Nakonec, 1 ω (M_{ϑ1} )P_{ϑ1} ωh = 1 ω (M_{ϑ1} )P_{ϑ1} ωP_{ϑ1} h = 1 ω (M_{ϑ1} )ω(M_{ϑ1} )P_{ϑ1} h = P_{ϑ1} h

dlØ l¸boæ h ∈ H^2. Pofftomu dlØ l¸boæ h ∈ H^2 imeem

φ(M_{ϑ1ϑ2} )ϑ_2P_{ϑ1} ωh = ϑ_2φ(M_{ϑ1} )P_{ϑ1} ωh = ϑ_2 c √ 1 − c^2 Θ ω (M_{ϑ1} )P_{ϑ1} ωh =

= ϑ_2 c √ 1 − c^2

Θ(M_{ϑ1} )P_{ϑ1} h = c √ 1 − c^2 ϑ_2P_{ϑ1} Θh = T_1ϑ_2P_{ϑ1} ωh,

34 M. F. GAMAL^ to est~ φ(M_{ϑ1ϑ2} ) | |_{K1} = T_1. Analogiqno φ(M_{ϑ1 ϑ2} ) | |_{K2} = T_2.

Takim obrazom, φ(M_{ϑ1ϑ2} ) | |_K = T , pofftomu T ograniqen. �

Vse privedennye v rabote primery udovletvorØ¸t usloviØm zameqaniØ 2.

Lemma 6. Pust~ log Δ ∈ L^1, ω – vnexnØØ funkciØ, |ω| = Δ p.v. na T, ϑ – vnutrennØØ funkciØ. Poloßim K = PϑωH^2, togda

K_ϑ = clos K. Rassmotrim lineænoe (ne obØzatel~no ograniqennoe) otobraßenie T , zadannoe formuloæ T : K → K_ϑ, T P_ϑωh = P_ϑΘh, h ∈ H^2. Poloßim

c_0 = ‖T ‖ √ 1 + ‖T ‖^2

(esli T ne ograniqen, to ‖T ‖ = ∞ i c_0 = 1).

a) Esli c ∈ (0, 1) i Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ = Θ_2 (_{c√} 1−c^2ϑ ) , to T ograniqen i c_0 6 c.

b) Esli c_0 < c 6 1, to Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ = Θ_2 (_{c√} 1−c^2ϑ ) . c) Esli 0 < c < c_0, to Θ ne imeet regulØrnoæ faktorizacii vida Θ = Θ_2 (_{c√} 1−c^2ϑ ) . Zameqanie 3. V usloviØh lemmy 6 pri c = c0 trebu¸tsØ dopol-

nitel~nye predpoloßeniØ. Tak, dlØ postoØnnoæ funkcii Θ ili dlØ koneqnogo proizvedeniØ BlØxke ϑ pri c = c_0 est~ regulØrnaØ faktorizaciØ; primer 3 pokazyvaet, qto pri c = c_0 moßet ne byt~ regulØrnoæ faktorizacii.

Dokazatel~stvo. Lemma 6 ØvlØetsØ qastnym sluqaem lemmy 5

(ϑ_1 = 1, ϑ_2 = ϑ). Voz~mem c ∈ (0, 1) i poloßim T_c = −^{√1−c2}_c T .

Po lemme 5 Θ imeet regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida Θ =

Θ_2 (_{c√} 1−c^2ϑ ) , esli ‖T_c‖ < 1, i ne imeet takoæ faktorizacii, esli

‖T_c‖ > 1. Iz ravenstva ‖T_c‖ =^{√1−c2}_c ‖T ‖ poluqaem utverßdenie

lemmy 6. �

§5. RegulØrnye faktorizacii i psevdopodobie Napomnim opredelenie psevdopodobiØ [3].

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 35 Ograniqennye lineænye operatory T_1 i T_2, deæstvu¸wie v gil~bertovyh prostranstvah H_1 i, sootvetstvenno, H_2, nazyva- ¸tsØ psevdopodobnymi, esli suwestvu¸t spleta¸wie operatory X i Y , X : H_1 → H_2, Y : H_2 → H_1, XT_1 = T_2X, T_1Y = Y T_2, takie, qto slabo zamknutyæ ideal, poroßdennyæ operatorom Y X, sovpadaet so slabo zamknutoæ algebroæ, poroßdennoæ operatorami T_1 i I_{H1} , i slabo zamknutyæ ideal, poroßdennyæ operatorom XY , sovpadaet so slabo zamknutoæ algebroæ, poroßdennoæ

T_2 i I_{H2} .

Psevdopodobie sohranaet rexetki invariantnyh podprostranstv operatorov T_1 i T_2 [3, lemma 1.3]: esli L_1 ∈ Lat T_1, to

clos XL_1 ∈ Lat T_2, esli L_2 ∈ Lat T_2, to clos Y L_2 ∈ Lat T_1.

Izvestno, qto model~nyæ operator M_Θ so skalØrnoæ harakteristiqeskoæ funkcieæ Θ psevdopodoben operatoru M_ϑ ⊕ S_Δ, gde ϑ – vnutrennØØ qast~ funkcii Θ, S_Δ – operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ v prostranstve clos ΔL^2(T) [3, teor. 1.8]. Legko videt~, qto invariantnoe podprostranstvo operatora M_Θ, zadavaemoe regulØrnoæ faktorizacieæ Θ = Θ_2Θ_1,

Θ_1 = ϑ_1θ_σ , Θ_2 = ϑ_2θT_{\σ}, perehodit pri psevdopodobii v pro-

stranstvo ϑ_2K_{ϑ1} ⊕ χ_σ clos ΔL^2, gde ϑ_1, ϑ_2 – vnutrennie funkcii,

ϑ = ϑ_1ϑ_2, σ – izmerimoe podmnoßestvo okrußnosti T, θ_σ i θT_{\σ}

– vnexnie funkcii, |θ_σ| = |Θ| p.v. na σ, |θ_σ | = 1 p.v. na T\ σ,

|θT_{\σ}| = |Θ| p.v. na T\ σ, |θT_{\σ}| = 1 p.v. na σ.

Pust~ teper~ |Θ| < 1 p.v. na T. Togda operator M_Θ psevdopodoben operatoru M_ϑ ⊕ S, gde ϑ – vnutrennØØ qast~ funkcii Θ, S – operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ v prostranstve L^2 = L^2(T).

Voz~mem kaku¸-nibud~ regulØrnu¸ faktorizaci¸ funkcii Θ razmera (1 × 2) × (2 × 1): Θ = Θ_2Θ_1, Θ_1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Θ_2 ∈

H^∞(C^2 → C ), Θ^∗_1Θ_1 = 1, Θ_2Θ^∗_2 = 1. Ona opisyvaet nekotoroe in-

variantnoe podprostranstvo operatora M_Θ. Pri psevdopodobii ffto podprostranstvo pereædet v invariantnoe podprostranstvo operatora M_ϑ ⊕ S. Naædem ffto poslednee podprostranstvo.

Rassmotrim model~ operatora M_Θ, kotoraØ v naibolee udobnoæ forme predstavlØet invariantnoe podprostranstvo L operatora M_Θ, sootvetstvu¸wee zadannoæ faktorizacii Θ = Θ_2Θ_1 [9]. �ta model~ imeet vid

36 M. F. GAMAL^

M_{1Θ} : K_{1Θ} → K_{1Θ},

K_{1Θ} = L^2 ⊖ (Θ^∗_2H^2_− ⊕ Θ_1H^2), M_{1Θ}f = P_{1Θ}zf, f ∈ K_{1Θ},

P_{1Θ} – ortogonal~nyæ proektor iz L^2 na K_{1Θ},

L = H^2_2 ⊖ Θ_1H^2.

Operator V daet unitarnu¸ ffkvivalentnost~ operatorov M_{1Θ} i

M_Θ:

V : K_{1Θ} → K_Θ, V = ( Θ_2 −^ϑ–_Δ Θ^{∗T}_2 J )

(opredelenie – i J sm. v §3).

Operator Z spletaet operatory M_Θ i M_ϑ ⊕ S:

Z : K_Θ → ( K_ϑ L^2 ) ,

Z = ( P_ϑ 0 0 1 ) ( 1 0 Δ −θ ) , gde θ – vnexnØØ qast~ funkcii Θ. Nakonec, operator ZV spletaet operatory M_{1Θ} i M_ϑ ⊕ S, i interesu¸wee nas invariantnoe podprostranstvo operatora M_ϑ ⊕ S ravno clos ZV L.

Snaqala vyqislim operator ZV : ZV = ( P_ϑ 0 0 1 ) ( 1 0 Δ −θ ) ( Θ_2 −^ϑ–_Δ Θ^{∗T}_2 J ) =

= ( P_ϑ 0 0 1 ) ( Θ_2 ΔΘ_2 +^Θ–_Δ Θ^{∗T}_2 J ) = = ( P_ϑ 0 0 1 ) ( 1 0 0 –_Δ ) ( Θ_2

–Θ2 + ΘΘ^{∗T}_2 J )

(ispol~zovali, qto |–| = Δ p.v. na T, pofftomu^Δ– = –_Δ ). Dalee,

–Θ2 + ΘΘ^{∗T}_2 J = Θ^T_1 JΘ^∗_2Θ2 + Θ^T_1 Θ^T_2 Θ^{∗T}_2 J =

= Θ^T_1 (JΘ^∗_2Θ_2 − JJ(Θ^∗_2Θ_2)^T J) = Θ^T_1 J(Θ^∗_2Θ_2 − J(Θ^∗_2Θ_2)^T J) = Θ^T_1 J

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 37 (sm. svoæstvo 3) matricy J v §3). Itak, ZV = ( P_ϑ 0 0 –_Δ ) ( Θ_2 Θ^T_1 J ) . ˚sno, qto ZV Θ_1H^2 = {0}, pofftomu ZV L = ZV (H^2_2 ⊖Θ_1H^2) = ZV H^2_2 i clos ZV L = clos (_{Pϑ 0} 0 –_Δ ) clos

(_{Θ2}

Θ^T_1 J ) H^2_2 . Poloßim Φ = ( Θ_2 Θ^T_1 J ) , togda Φ ∈ H^∞(C^2 → C^2 ) i det Φ = Θ. Primenim utverßdenie 5, pust~ Ω – vnutrennØØ qast~ funkcii Φ. Togda clos ΦH^2_2 = ΩH^2_2 ,

det Ω = ϑ i clos (_{Pϑ 0} 0 –_Δ ) clos ΦH^2_2 =

(_{1 0} 0 –_Δ ) ΩH^2_2 ⊖ (_{ϑH2} 0 ) . Sformuliruem poluqennyæ rezul~tat.

Teorema 3. Pust~ Θ ∈ H^∞, |Θ| < 1 p.v. na T, Θ ≢ 0, Θ = ϑθ,

ϑ – vnutrennØØ funkciØ, θ – vnexnØØ funkciØ. Pust~ Θ = Θ_2Θ_1 – regulØrnaØ faktorizaciØ funkcii Θ, Θ_1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Θ_2 ∈ H^∞(C^2 → C ), Ω – vnutrennØØ qast~ matricy-funkcii

(_{Θ2}

Θ^T_1 J ) , Ω ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), det Ω = ϑ, i – = Θ^∗_1JΘ^T_2 .

Invariantnoe podprostranstvo operatora M_Θ, sootvetstvu- ¸wee faktorizacii Θ = Θ_2Θ_1, perehodit pri psevdopodobii operatora M_Θ operatoru M_ϑ ⊕ S v prostranstvo

(_{1 0} 0 –_Δ ) ΩH^2_2 ⊖ (_{ϑH2} 0 ) . Sledstvie 1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3. Oboznaqim

qerez ϑ_1 i ϑ_2 naibol~xie obwie deliteli vnutrennih qasteæ fflementov matric-funkciæ Θ_1 i Θ_2, sootvetstvenno, i poloßim ~Θ_1 = ϑ_1Θ_1, ~Θ_2 = ϑ_2Θ_2. Pust~ Ω_1 – vnutrennØØ qast~ matricy-

funkcii

(_{~Θ2}

~Θ^T_1 J ) i –1 =^~Θ^∗_1J^~Θ^T_2 .

Togda det Ω_1 = ϑ_1ϑ_2ϑ, vnutrennie qasti fflementov strok matricy Ω_1 vzaimno prosty, Ω =

(_{ϑ2 0}

0 ϑ_1 ) Ω_1, – = ϑ_1ϑ_2–_1, i sootvetstvu¸wee regulØrnoæ faktorizacii Θ = Θ_2Θ_1 invariantnoe podprostranstvo operatora M_ϑ ⊕ S ravno

ϑ_2 ( 1 0 0 –^1_Δ ) Ω_1H^2_2 ⊖ ( ϑH^2 0 ) .

38 M. F. GAMAL^

Sledstvie 2. V usloviØh teoremy 3 sledu¸wie utverßdeniØ rav-

nosil~ny:

a) invariantnoe podprostranstvo operatora M_Θ, zadavaemoe faktorizacieæ Θ = Θ_2Θ_1, perehodit pri psevdopodobii v raspada- ¸weesØ invariantnoe podprostranstvo operatora M_ϑ ⊕ S;

b) Θ_2 = ϑ_2Ψ_2, Θ_1 = ϑ_1Ψ_1, gde ϑ_1, ϑ_2 – skalØrnye vnutrennie funkcii, ϑ = ϑ_2ϑ_1, Ψ_1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Ψ_2 ∈ H^∞(C^2 → C ), θ = Ψ_2Ψ_1.

Dokazatel~stvo. Sledstvie 1 oqevidno. Dokaßem sledstvie 2.

Legko videt~, qto utverßdenie a) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda Ω ØvlØetsØ diagonal~noæ matriceæ-funkcieæ. Primenim sledstvie 1 i predstavim Ω v vide Ω =

(_{ϑ2 0}

0 ϑ_1 ) Ω_1. Po-

luqim, qto utverßdenie a) ravnosil~no vypolneni¸ ravenstva

ϑ = ϑ_2ϑ_1, gde ϑ_2 i ϑ_1 – naibol~xie obwie deliteli vnutrennih

qasteæ fflementov matric-funkciæ Θ_2 i Θ_1. Sledstvie 2 dokaza-

no. �

Sledu¸wie teoremy ØvlØ¸tsØ ob¨edineniem teoremy 3 i utverßdeniæ iz §3.

Teorema 4. Pust~ Θ ∈ H^∞, |Θ| < 1 p.v. na T, Θ ≢ 0, Θ = ϑθ, gde

ϑ – vnutrennØØ funkciØ, θ – vnexnØØ funkciØ. Pust~ Θ = Θ_2Θ_1 – regulØrnaØ faktorizaciØ funkcii Θ, Θ_1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Θ_2 ∈ H^∞(C^2 → C ). Rassmotrim takße regulØrnu¸ faktorizaci¸ Θ = Θ^T_1 Θ^T_2 . Pust~ Ω – vnutrennØØ qast~ matricy-funkcii

(_{Θ2}

Θ^T_1 J ) i – = Θ^∗_1JΘ^T_2 .

Invariantnye podprostranstva operatora M_Θ, sootvetstvu- ¸wie faktorizaciØm Θ = Θ_2Θ_1 i Θ = Θ^T_1 Θ^T_2 , perehodØt pri psevdopodobii operatorov M_Θ i M_ϑ ⊕ S v prostranstva ( 1 0 0 –_Δ ) ΩH^2_2 ⊖ ( ϑH^2 0 ) i ( 1 0 0 –_Δ ) JΩH^2_2 ⊖ ( ϑH^2 0 ) , sootvetstvenno.

Teorema 5. Pust~ Θ ∈ H^∞, |Θ| < 1 p.v. na T, Θ ≢ 0, Θ = ϑθ, gde

ϑ – vnutrennØØ funkciØ, θ – vnexnØØ funkciØ. Pust~ Θ = Θ_2Θ_1 – regulØrnaØ faktorizaciØ funkcii Θ, Θ_1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Θ_2 ∈ H^∞(C^2 → C ), i L – invariantnoe podprostranstvo operatora M_Θ, zadavaemoe fftoæ faktorizacieæ. Pust~ Ω – vnutrennØØ qast~ matricy-funkcii

(_{Θ2}

Θ^T_1 J ) , Ω ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), i – = Θ^∗_1JΘ^T_2 .

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 39 a) Pust~ A ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), A – vnutrennØØ, det A = α i Θ_2A^∗ ∈ H^∞(C^2 → C ). Oboznaqim qerez L_A invariantnoe podprostranstvo operatora M_Θ, zadavaemoe regulØrnoæ faktorizacieæ Θ = (Θ_2A^∗)(AΘ_1). Pust~ Ω_1 – vnutrennØØ qast~ matricy-funkcii (_{Θ2 A�}

(AΘ_1)^T J ) . Togda L_A ⊃ L, suwestvuet takaØ vnutrennØØ funkciØ

A_1 ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), qto Ω_1A_1 =

(_{1 0} 0 α ) Ω, i prostranstva L i L_A perehodØt pri psevdopodobii operatorov M_Θ i M_ϑ ⊕S v prostranstva ( 1 0 0 –_Δ ) ΩH^2_2 ⊖ ( ϑH^2 0 ) i ( 1 0 0^α–_Δ ) Ω_1H^2_2 ⊖ ( ϑH^2 0 ) , sootvetstvenno.

b) Pust~ L – invariantnoe podprostranstvo operatora M_Θ, L ⊃ L. Togda naædetsØ takaØ matrica-funkciØ A ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), dlØ kotoroæ L = L_A.

DlØ dokazatel~stva teoremy 5 nam ponadobitsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 7. Pust~ ϑ ∈ H^∞, ϑ – vnutrennØØ, δ, δ1 ∈ L^∞, |δ| = |δ1| = 1

p.v. na T, Ω, Ω_1 ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), Ω, Ω_1 – vnutrennie, det Ω = det Ω_1 = ϑ. Poloßim E = ( 1 0 0 δ ) ΩH^2_2 ⊖ ( ϑH^2 0 ) , E_1 = ( 1 0 0 δ_1 ) Ω_1H^2_2 ⊖ ( ϑH^2 0 ) . Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny: a) E_1 ⊃ E;

b) suwestvu¸t takie vnutrennie funkcii α ∈ H^∞ i A_1 ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), qto δ_1 = αδ i Ω_1A_1 =

(_{1 0} 0 α ) Ω. Dokazatel~stvo. ˚sno, qto a) ravnosil~no vkl¸qeni¸

(_{1 0}

0 δ_1 ) Ω_1H^2_2 ⊃

(_{1 0} 0 δ ) ΩH^2_2 , kotoroe ravnosil~no vkl¸qeni¸ H^2_2 ⊃

Ω^∗_1

(_{1 0}

0 δ_1δ ) ΩH^2_2 . �to poslednee vkl¸qenie imeet mesto togda i

tol~ko togda, kogda matrica-funkciØ A_1 = Ω^∗_1

(_{1 0}

0 δ_1 δ ) Ω ØvlØetsØ analitiqeskoæ, i, sledovatel~no, vnutrenneæ. Poloßim α =

det A_1, togda Ω_1A_1 =

(_{1 0}

0 δ_1δ ) Ω, otkuda ϑα = δ_1δϑ i δ_1 = αδ. �

40 M. F. GAMAL^

Dokazatel~stvo teoremy 5. a) Poloßim Φ =^{( Θ2}_ΘT_{1 J}^), Φ1 =

(_{Θ2 A�}

(AΘ_1)^T J ) , togda Φ = ΩG i Φ_1 = Ω_1G_1, gde G i G_1 – vnexnie funkcii iz H^∞(C^2 → C^2 ). PrimenØØ svoæstvo 3) matricy J (sm. §3), poluqaem, qto Φ_1A =

(_{1 0} 0 α ) Φ, to est~ Ω_1G_1A =

(_{1 0} 0 α ) ΩG. Pust~ A_1 – vnutrennØØ qast~ matricy-funkcii G_1A,

togda Ω_1A_1 =

(_{1 0} 0 α ) Ω. OstavxaØsØ qast~ utverßdeniØ a) vytekaet iz teorem 1, 3 i lemmy 7.

b) Po teoreme 3 prostranstva L i L perehodØt pri psevdopodobii operatorov M_Θ i M_ϑ ⊕S v prostranstva E i E, invariantnye otnositel~no M_ϑ⊕S, priqem E =

(_{1 0}

0 –_Δ ) ΩH^2_2 ⊖ (_{ϑH2} 0 ) i E ⊃ E. Za-

pisyvaØ prostranstvo E v vide E =

(_{1 0}

0 –_{1Δ} ) Ω_1H^2_2 ⊖ (_{ϑH2} 0 ) i primenØØ lemmu 7, poluqaem, qto suwestvu¸t takie vnutrennie funkcii α ∈ H^∞ i A_1 ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), qto Ω_1A_1 =

(_{1 0} 0 α ) Ω. Pust~ G –

vnexnØØ qast~ matricy-funkcii

(_{Θ2}

Θ^T_1 J ) , i pust~ (A_1G)^T = A_T G_1, gde A_T , G_1 ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), A_T – vnutrennØØ, G_1 – vnexnØØ. Poloßim A = (A_T )^T , togda A – vnutrennØØ i Ω_1G^T_1 A =

(_{1 0} 0 α ) (_{Θ2}

Θ^T_1 J ) , pofftomu matrica-funkciØ

(_{1 0} 0 α ) (_{Θ2}

Θ^T_1 J ) A^∗ ØvlØetsØ analitiqe-

skoæ. No, po svoæstvu 3) matricy J (sm. §3) ( 1 0 0 α ) ( Θ_2 Θ^T_1 J ) A^∗ = ( Θ_2A^∗ Θ^T_1 J(det A)A^∗ ) =

= ( Θ_2A^∗ −Θ^T_1 J(JA^T JA)A^∗ ) = ( Θ_2A^∗ (AΘ_1)^T J ) . My poluqili, qto matrica-funkciØ Θ_2A^∗ ØvlØetsØ analitiqeskoæ i Ω_1 ØvlØetsØ vnutrenneæ qast~¸ matricy-funkcii

(_{Θ2 A�}

(AΘ_1)^T J ) . Pofftomu faktorizaciØ Θ = (Θ_2A^∗) · (AΘ_1) ØvlØetsØ regulØrnoæ, sootvetstvu¸wee eæ invariantnoe podprostranstvo

L_A operatora M_Θ perehodit pri psevdopodobii v prostranstvo

E, sledovatel~no, L_A = L. �

Sledstvie. Pust~ Θ ∈ H^∞, |Θ| < 1 p.v. na T, Θ ≢ 0, Θ = Θ2Θ1 –

regulØrnaØ faktorizaciØ funkcii Θ razmera (1 × 2) × (2 × 1), L – invariantnoe podprostranstvo operatora M_Θ, zadavaemoe fftoæ

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 41 faktorizacieæ. Invariantnye podprostranstva L operatora M_Θ, dlØ kotoryh L ⊂ L, – ffto te i tol~ko te podprostranstva, kotorye zada¸tsØ faktorizaciØmi vida Θ = (Θ_2A) · (A^∗Θ_1), gde A ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), A – vnutrennØØ, A^∗Θ_1 – analitiqeskaØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ L i L – invariantnye podprostran-

stva operatora M_Θ, zadavaemye faktorizaciØmi Θ = Θ_2Θ_1 i

Θ = Θ_4Θ_3, sootvetstvenno, i pust~ L_T i L_T – podprostranstva,

zadavaemye faktorizaciØmi Θ = Θ^T_1 Θ^T_2 i Θ = Θ^T_3 Θ^T_4 . PrimenØØ teoremu 4 i lemmu 7, legko videt~, qto L ⊂ L, esli i tol~ko esli

L_T ⊂ L_T . Po teoreme 5 vse podprostranstva L_T , dlØ kotoryh L_T ⊂ L_T , zada¸tsØ faktorizaciØmi vida Θ = (Θ^T_1 A^∗)(AΘ^T_2 ), gde

A – vnutrennØØ funkciØ iz H^∞(C^2 → C^2 ) takaØ, qto Θ^T_1 A^∗ analitiqna. Pofftomu vse podprostranstva L, dlØ kotoryh L ⊂ L, zada¸tsØ faktorizaciØmi vida Θ = (AΘ^T_2 )^T (Θ^T_1 A^∗)^T = (Θ_2A^T ) ·

(A^{T ∗}Θ_1). Sledstvie dokazano. �

Teorema 6. Pust~ Θ ∈ H^∞, |Θ| < 1 p.v. na T, Θ ≢ 0, Θ = ϑθ, ϑ –

vnutrennØØ, θ – vnexnØØ funkciØ. Pust~ Θ = Θ_2Θ_1 – regulØrnaØ faktorizaciØ funkcii Θ, priqem Θ_1 = ϑ_1ΞΨ_1, Θ_2 = −ϑ_2Ψ_2JΞ^T J, gde ϑ_1 i ϑ_2 – naibol~xie obwie deliteli vnutrennih qasteæ fflementov matric-funkciæ Θ_1 i Θ_2, sootvetstvenno, Ξ ∈ H^∞(C^2 →

C^2 ), Ξ – vnutrennØØ, ϑ1ϑ2det Ξ = ϑ, Ψ1 ∈ H^∞(C → C^2 ), Ψ2 ∈

H^∞(C^2 → C ) i θ = Ψ_2Ψ_1 – regulØrnaØ faktorizaciØ.

Invariantnoe podprostranstvo operatora M_Θ, zadavaemoe faktorizacieæ Θ = Θ_2Θ_1, perehodit pri psevdopodobii operatorov M_Θ i M_ϑ ⊕ S v prostranstvo

ϑ_2 ( 1 0 0 –^1_Δ ) Ω_1H^2_2 ⊖ ( ϑH^2 0 ) , gde Ω_1 – vnutrennØØ qast~ matricy-funkcii

(_{Ψ2}

Ψ^T_1 J ) JΞ^T , –_1 =

Ψ^∗_1JΨ^T_2 . Pri fftom det Ω_1 = det Ξ i vnutrennie qasti fflementov strok matricy-funkcii Ω_1 vzaimno-prosty.

Teorema 6 ØvlØetsØ neposredstvennym sledstviem teoremy 3.

§6. Ob odnom vide faktorizaciæ vnexneæ funkcii V §3 bylo pokazano, qto po kaßdoæ regulØrnoæ faktorizacii Θ = Θ_2Θ_1 razmera (1 × 2) × (2 × 1) i skalØrnoæ vnutrenneæ funkcii α moßno postroit~ regulØrnu¸ faktorizaci¸ vida

42 M. F. GAMAL^

Θ = (Θ_2A^∗) · (AΘ_1), gde A – takaØ vnutrennØØ matrica-funkciØ

iz H^∞(C^2 → C^2 ), qto det A = α. Odnako matrica A byla postroena ne Øvnym obrazom, a kak predel posledovatel~nosti matricfunkciæ. Zdes~ budet predprinØta popytka postroit~ matricufunkci¸ A drugim sposobom v qastnom sluqae. �to postroenie budet sledovat~ [7], gde po vnexneæ funkcii θ i po invariantnomu podprostranstvu E operatora S postroena regulØrnaØ faktorizaciØ funkcii θ, zada¸waØ to invariantnoe podprostranstvo L operatora M_θ, v kotoroe perehodit E pri psevdopodobii operatorov M_θ i S. V [7] po prostranstvu E stroitsØ prostranstvo L, a zatem vyqislØetsØ harakteristiqeskaØ funkciØ operatora M_θ | |_L. Kak izvestno (sm. [5, p. 19; 8, p. 6.16]), ffta funkciØ i bu-

det funkcieæ Θ_1 v sootvetstvu¸weæ regulØrnoæ faktorizacii. K soßaleni¸, v obwem sluqae ffto postroenie imeet sloßnyæ vid. Zdes~ ffto postroenie budet prodelano dlØ vnexneæ funkcii θ, u kotoroæ log Δ ∈ L^1, i dlØ prostranstva E =^{αφ}_Δ H^2, gde

α, φ ∈ H^∞, |φ| = Δ p.v. na T, α – vnutrennØØ. PoluqennaØ funk-

ciØ Θ_1 i budet pervym stolbcom vnutrenneæ matricy-funkcii A s det A = α (a, kak izvestno, takaØ matrica-funkciØ polnost~¸ opredelØetsØ svoim pervym stolbcom i opredelitelem).

Pereædem k podrobnomu izloßeni¸.

Lemma 8. Pust~ θ ∈ H^∞, θ – vnexnØØ, |θ| < 1 p.v. na T, θ ≢ 0, Δ = √ 1 − |θ|^2 p.v. na T, log Δ ∈ L^1. Pust~ α, φ ∈ H^∞, |φ| = Δ p.v.

na T, α – vnutrennØØ. Pust~ A ∈ H^∞(C^2 → C^2 ), A – vnutrennØØ,

det A = α i (θ, φ)A^∗ – analitiqeskaØ.

Prostranstvo^{αφ}_Δ H^2, invariantnoe dlØ operatora S, perehodit pri psevdopodobii operatorov M_θ i S v prostranstvo, zadavaemoe regulØrnoæ faktorizacieæ θ = ((θ, φ)A^∗) · (A

(_1 0 ) ). Dokazatel~stvo. Tak kak pri psevdopodobii operatorov suwe-

stvuet vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu ih invariantnymi podprostranstvami, dostatoqno dokazat~ obratnoe utverßdenie: invariantnoe podprostranstvo operatora M_θ, zadavaemoe faktorizacieæ θ = ((θ, φ)A^∗) · (A

(_1 0 ) ), perehodit pri psevdo-

podobii v prostranstvo^{αφ}_Δ H^2. No ffto utverßdenie uße dokazano v §5 (teorema 5). �

Iz lemmy 8 vidno, qto esli vzØt~ invariantnoe podprostranstvo^{αφ}_Δ H^2 operatora S i postroit~ prostranstvo L, v koto-

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 43 roe perehodit^{αφ}_Δ H^2 pri psevdopodobii operatorov M_θ i S, to harakteristiqeskoæ funkcieæ operatora M_θ | |_L budet operator-

funkciØ A

(_1 0 ) , to est~ pervyæ stolbec matricy A.

Itak, pust~ dany funkcii θ, φ, α ∈ H^∞, θ – vnexnØØ, |θ| < 1 p.v. na T, Δ = √ 1 − |θ|^2 p.v. na T, log Δ ∈ L^1, |φ| = Δ p.v. na T,

α – vnutrennØØ, α i vnutrennØØ qast~ funkcii φ vzaimno prosty. DlØ udobstva predpoloßim takße, qto α(0) ≠ 0. Oboznaqim qerez L invariantnoe podprostranstvo operatora M_θ, v kotoroe perehodit prostranstvo^{αφ}_Δ H^2 pri psevdopodobii operatorov S i M_θ. Vyqislim harakteristiqesku¸ funkci¸ operatora M_θ | L. �to i budet pervyæ stolbec iskomoæ matricy A. V okonqatel~- noæ formule on oboznaqen Θ_T .

1. Model~ operatora Mθ, postroennaØ po regulØrnoæ faktorizacii θ = (θ, φ)^{( 1}_0^).

˚sno, qto^{αφ}_Δ H^2 ⊃^φ_Δ H^2, pofftomu L soderßit invariantnoe podprostranstvo L_0 operatora M_θ, sootvetstvu¸wee pri psevdopodobii prostranstvu^φ_Δ H^2. Prostranstvo L_0 zadaetsØ faktorizacieæ θ = (θ, φ)

(_1 0 ) (primenim lemmu 8 s α ≡ 1).

Poloßim

M_{1θ} : K_{1θ} → K_{1θ}, K_{1θ} = ( H^2_− L^2 ) ⊖ ( θ φ ) H^2_− K_{1θ}f = P_{1θ}zf, f ∈ K_{1θ} U : K_θ → K_{1θ}, U = ( θ Δ φ −^{φθ}_Δ ) , togda U L_0 =

(_0 H2 ) (sm. §5).

Poloßim L_1 = U L. Operatory M_{1θ} | |_{L1} i M_θ | |_L unitarno ffkviva-

lentny.

2. Vyqislenie prostranstva L1. Operator Y – odin iz opera-

torov, osuwestvlØ¸wih psevdopodobie M_θ i S:

Y : L^2 → K_θ, Y = ( −θP_+Δ 1 − ΔP_+Δ ) . Operator U Y spletaet operatory M_{1θ} i S, i L_1 = U L =

44 M. F. GAMAL^ clos U Y^{αφ}_Δ H^2. ˚sno, qto U Y αφ Δ = ( P_−αφ −αθ ) , clos ( P_−αφ −αθ ) αH^2 = ( 0 H^2 ) , pofftomu

L_1 = clos ( P_−αφ −αθ ) H^2 = clos L (( P_−αφ −αθ ) K_α, ( 0 H^2 )) . Dalee,

L_1 ⊖ ( 0 H^2 ) = ( 1 0 0 P_− ) L_1 = clos ( 1 0 0 P_− ) ( P_−αφ −αθ ) K_α =

= clos ( P_−αφ −P_−αθ ) K_α i L_1 = clos ( P_−αφ −P_−αθ ) K_α ⊕ ( 0 H^2 ) . 3. Operator T . Poloßim

K = clos ( P_αθ P_αφ ) K_α, P – ortogonal~nyæ proektor iz L^2 na K,

F_1 = P ( αz 0 ) , F_2 = P ( 0 αz ) ,

Q : K → K, Qf = zf − α ( (f, F_1) (f, F_2) ) , f ∈ K, R : K → H^2, Rf = (f, F_1), f ∈ K, T : ( H^2 K ) → ( H^2 K ) , T = ( z R 0 Q ) . 4. Operatory M1θ^|_{L1} i T unitarno ffkvivalentny. Poloßim X = ( P_−αφ −P_−αθ ) , U : L_1 → H^2 ⊕ K

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 45 U | |( 0 H^2 ) = (0, −1), U | |_{clos X Kα} = ( 0 −α α 0 ) .

P_H2 i P_K – ortogonal~nye proektory iz H^2 ⊕ K na H^2 i K,

sootvetstvenno.

Pokaßem, qto U osuwestvlØet unitarnu¸ ffkvivalentnost~ operatorov M_{1θ} | |_{L1} i T .

˚sno, qto U ( 0 H^2 ) = H^2 i Uclos X K_α = K.

Dalee,

I_{K1θ} = ( P_− 0 0 P_− ) + ( 0 0 0 P_+ ) ,

P_{1θ} = I_{K1θ} P_{1θ} = (( P_− 0 0 P_− ) + ( 0 0 0 P_+ )) ×

× (( P_− 0 0 1 ) − ( θ φ ) P_−(θ, φ) ) =

= ( P_− 0 0 P_− ) − ( θ φ ) P_−(θ, φ) + ( 0 0 0 P_+ ) . Pofftomu M_{1θ} | |( 0 H^2 ) = z | |( 0 H^2 ),

M_{1θ}X = P_{1θ}zX = ( P_−zαφ −P_−zαθ ) − ( θ φ ) P_−αz(θ, φ) ( φ −θ ) +

+ ( 0 −P_+zP_−αθ ) = X z + ( 0 −P_+zP_−αθ ) , i M_{1θ}X | |_{Kα} = X M_α | |_{Kα} + ( 0 −P_+zP_−αθ ) | |_{Kα} . Dalee, UM_{1θ} | |( 0 H^2 ) = (0, −1)z | |( 0 H^2 ) = −(0, z) | |( 0 H^2 ),

46 M. F. GAMAL^ T U | |( 0 H^2 ) = z(0, −1) | |( 0 H^2 ) = −(0, z) | |( 0 H^2 ),

P_H2 UM_{1θ}X | |_{Kα} = (0, −1) ( 0 −P_+zP_−αθ ) | | Kα = P_+zP_−αθ | |_{Kα} ,

P_H2 T UX | Kα = RUX | Kα = R ( P_αθ P_αφ ) | | |_{Kα} i ∀x ∈ K^α

R ( P_αθ P_αφ ) x = (( P_αθ P_αφ ) x, P ( αz 0 )) = (P_αθx, αz) = P_+zP_−αθx, pofftomu P_H2 UM_{1θ}X | |_{Kα} = P_{H2} T UX | |_{Kα} . Nakonec, P_KUM_{1θ}X | |_{Kα} = UX M_α | |_{Kα} = ( P_αθ P_αφ ) M_α | |_{Kα} ,

P_KT UX | Kα = QUX | Kα = Q ( P_αθ P_αφ ) | | |_{Kα} i ∀x ∈ K^α

Q ( P_αθ P_αφ ) x = ( zP_αθx zP_αφx ) − ( α(P_αθx, αz) α(P_αφx, αz) ) =

= ( zP_αθx − αP_+zP_−αθx zP_αφx − αP_+zP_−αφx ) =

= ( αP_−zP_−αθx αP_−zP_−αφx ) = ( P_αzθx P_αzφx ) = ( P_αθ P_αφ ) P_αzx = ( P_αθ P_αφ ) M_αx, (8) pofftomu P_KUM_{1θ}X | |_{Kα} = P_K T UX | |_{Kα} . Itak, operatory M_θ | |_L , M_{1θ} | |_{L1} i T unitarno ffkvivalentny,

pofftomu iskomaØ funkciØ ØvlØetsØ harakteristiqeskoæ funkcieæ operatora T .

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 47

5. Vyqislenie harakteristiqeskoæ funkcii operatora T .

HarakteristiqeskaØ funkciØ Θ_T sßima¸wego operatora T , deæstvu¸wego v gil~bertovom prostranstve H, vyqislØetsØ po formule

Θ_T (ζ) = −T + ζD_T � (I − ζT^∗)^{−1}D_T , ζ ∈ D , Θ_T (ζ) : D_T → D_T � ,

gde D_T = (I − T^∗T )^12 , D_T � = (I − T T^∗)^12 – defektnye operatory,

D_T = clos D_T H, D_T � = clos D_T � H – defektnye podprostranstva

operatora T (sm. [5, p. 14; 6, gl. VI, §1; 8, p. 1.13]). VyqisleniØ budut provodit~sØ v neskol~ko fftapov.

5.1. Formuly dlØ operatorov Q, R, T .

R^∗ : H^2 → K, R^∗ | |_{zH2} = 0, R^∗1 = F_1,

R^∗Rf = (f, F_1)F_1, f ∈ K, RR^∗1 = ‖F_1‖^2, Q^∗Qf = f − (f, F_1)F_1 − (f, F_2)F_2, f ∈ K, QR^∗ : H^2 → K, QR^∗1 = QF_1, RQ^∗ : K → H^2, RQ^∗f = (f, QF_1), f ∈ K. 5.2. Operator DT i prostranstvo DT . I − T^∗T = ( 0 0 0 (·, F_2)F_2 ) , D_T = C F_2 ,

D_T = ( 0 0 0^1_{‖F2‖} (·, F_2)F_2 ) . 5.3. Prostranstvo DT � . Zapixem operator I − T T^∗ v vide ma-

tricy, deæstvu¸weæ v H^2 ⊕ K = zH^2 ⊕ C ⊕ K: I − T T^∗ = 0 0 0 0 1 − ‖F_1‖^2 −RQ^∗ 0 −QR^∗ I − QQ^∗ . Poloßim

f_1 = (1 − ‖F_1‖^2) ⊕ (−QF_1), f_2 = (F_2, F_1) ⊕ QF_2, f_1, f_2 ∈ C ⊕ K ⊂ H^2 ⊕ K.

48 M. F. GAMAL^ Legko videt~, qto (I − T T^∗)1 = f_1, (I − T T^∗)Qf = −(f, F_1)f_1 +

(f, F_2)f_2 ∀f ∈ K, pofftomu

(I − T T^∗)(C ⊕ clos QK) ⊂ L(f_1, f_2).

Iz usloviØ α(0) ≠ 0 sleduet, qto clos M_α = K_α. Ispol~zuØ ffto ravenstvo i formulu (8) iz p. 4, pokazyva¸wu¸, qto operator (_{Pαθ} Pαφ ) spletaet operatory Q i M_α, poluqaem, qto clos QK = K.

Takim obrazom,

(I − T T^∗)(C ⊕ K) ⊂ L(f_1, f_2),

i, uqityvaØ, qto (I − T T^∗)zH^2 = {0}, poluqaem D_T � ⊂ L(f_1, f_2). Obratnoe vkl¸qenie takße oqevidno, i my poluqili, qto

D_T � = L(f_1, f_2).

5.4. Operator DT � . Postroim v L(f1, f2) ortonormirovannyæ ba-

zis {y_1, y_2}. Poloßim

a^2 = 1 − ‖F_1‖^2, b^2 = 1 − ‖F_2‖^2, β = (F_2, F_1), d^2 = a^2b^2 − |β|^2. (9) Legko videt~, qto

‖f_1‖^2 = a^2 − |β|^2, ‖f_2‖^2 = (1 − b^2)b^2, (f_1, f_2) = (1 − b^2)β,

(I − T T^∗)f_1 = f_1 − βf_2, (I − T T^∗)f_2 = (1 − b^2)f_2.

Pust~

y_1 = 1 bd (b^2f_1 − βf_2), y_2 = 1 b √ 1 − b^2 f_2,

togda {y_1, y_2} ØvlØetsØ ortonormirovannym bazisom v L(f_1, f_2),

(I − T T^∗)y_1 = y_1, (I − T T^∗)y_2 = (1 − b^2)y_2, pofftomu

D_T � = (·, y_1)y_1 + √ 1 − b^2(·, y_2)y_2.

5.5. Rezol~venta T^∗. Poloßim

F_ζ = P ( 0_{α−α(ζ)} z−ζ ) , ζ ∈ D , togda F_ζ ∈ K i (I − ζQ^∗)F_ζ = F_2, pofftomu

ζQ^∗F_ζ = F_ζ − F_2, (I − ζT^∗)F_ζ = F_2 i F_ζ = (I − ζT^∗)^{−1}F_2.

O REGUL˚RNYH FAKTORIZACI˚H 49 Poloßim

ψ_1(ζ) = (F_ζ , F_1), ψ_2(ζ) = (F_ζ , F_2). (10)

Otmetim, qto esli f ∈ K, to f moßno predstavit~ v vide f = (_{αzg1} αzg2 ) , gde g_1, g_2 ∈ K_α, i togda

(F_ζ , f) = (( 0_{α−α(ζ)} z−ζ ) , ( αzg_1 αzg_2 )) = ( α − α(ζ) z − ζ , αzg_2 ) = g_2(ζ).

5.6. Okonqatel~noe vyqislenie. Pust~ ζ ∈ D, togda

Θ_T (ζ)

F_2 ‖F_2‖ = − 1 ‖F_2‖ T F_2 + ζD_T � (I − ζT^∗)^{−1}D_T

F_2 ‖F_2‖ = = − 1 √ 1 − b^2

((F_2, F_1) ⊕ QF_2) + ζD_T � (I − ζT^∗)^{−1}F_2 = = − 1 √ 1 − b^2 f_2 + ζD_T � F_ζ . (11)

Dalee, − 1 √ 1 − b^2 f_2 = −by_2,

ζD_T � F_ζ = D_T � ζF_ζ = (ζF_ζ , y_1)y_1 + √ 1 − b^2(ζF_ζ , y_2)y_2 = = ( ζF_ζ , 1 bd (b^2f_1 − βf_2) ) y_1 + √ 1 − b^2 ( ζF_ζ , 1 b √ 1 − b^2 f_2 ) y_2 = = − ( b d (ζF_ζ , QF_1) + β bd (ζF_ζ , QF_2) ) y_1 + 1 b (ζF_ζ , QF_2)y_2.

(12)

Nakonec,

(ζF_ζ , QF_1) = (ζQ^∗F_ζ , F_1) = (F_ζ − F_2, F_1) = ψ_1(ζ) − β, (ζF_ζ , QF_2) = (ζQ^∗F_ζ , F_2) = (F_ζ − F_2, F_2) = ψ_2(ζ) − (1 − b^2),

(13)

i, podstavlØØ rezul~taty vyqisleniæ (12) i (13) v (11), poluqaem, qto

Θ_T (ζ)

F_2 ‖F_2‖ = − ( b d ψ_1(ζ) + β bd (ψ_2(ζ) − 1) ) y_1 + 1 b (ψ_2(ζ) − 1)y_2,

to est~

Θ_T (ζ) = ( −^1_{bd} (b^2ψ_1(ζ) + β(ψ_2(ζ) − 1)) 1 b (ψ_2(ζ) − 1) ) , ζ ∈ D ,

50 M. F. GAMAL^ gde β, b, d ∈ C , β, b, d opredeleny formulami (9), ψ_1, ψ_2 ∈ K_α,

ψ_1, ψ_2 opredeleny formulami (10).

V zakl¸qenie avtor vyraßaet iskrenn¸¸ priznatel~nost~ V. I. Vas¸ninu, V. V. Kapustinu, S. A. Kupinu i N. K. Nikol~skomu za poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. Dß. Garnett, Ograniqennye analitiqeskie funkcii. M., Mir (1984). 2. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo. M., Nauka (1966).

3. V. V. Kapustin, Refleksivnost~ operatorov: obwie metody i kriteriæ dlØ poqti izometriqeskih sßatiæ. Algebra i analiz, 4, vyp. 2 (1992), 141–160.

4. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. M., Nauka (1980). 5. N. K. Nikol~skiæ, S. V. Hruwev, Funkcional~naØ model~ i nekotorye zadaqi spektral~noæ teorii funkciæ. — V kn.: MatematiqeskaØ fizika i kompleksnyæ analiz. Trudy MIAN SSSR, 176, M., Nauka (1987), 97–210.

6. B. Sekefal~vi-Nad~, Q. FoØx, Garmoniqeskiæ analiz operatorov v gil~- bertovom prostranstve. M., Mir (1970).

7. S. Kupin, An informal report on “rectangular” factorizations, the scalar case.

Université Bordeaux 1 (1998).

8. N. Nikolski, V. Vasyunin, Elements of spectral theory in terms of the free function model, Part I: Basic Constructions. – in Holomorphic Spaces, ed. by S. Axler, J. E. McCarthy, D. Sarason, Mathematical Sciences Research Institute Piblications, Cambridge University Press, 33 (1998), 211–302.

9. N. K. Nikolskii, V. I. Vasyunin, Unified approach to function models and the transcription problem. Preprint LOMI E-5-86, Leningrad (1986).

10. V. V. Peller, An excursion into the theory of Hankel operators. – in Holomorphic Spaces, ed. by S. Axler, J. E. McCarthy, D. Sarason, Mathematical Sciences, Research Institute Piblications, Cambridge University Press, 33 (1998), 65–120.

Gamal M. F. Regular factorization of the scalar characteristic function. It is known that the regular factorizations of the characteristic function of an operator describe its invariant subspaces. The case of a scalar characteristic function is considered. Some examples are given. Factorizations describing all chains of invariant subspaces that contain a given subspace L are constructed in terms of the factorization describing L. A representation of the regular factorization of a function is obtained in terms of factorizations of its inner and outer parts.

Postupilo 25 maØ 2000 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

gamal@ pdmi.ras.ru