Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

K. Malyxev

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE, DZETA-REGUL˚RIZACI˚ I KORREL˚TORY TRET^IH KOMPONENT SPINOV V XXO-MODELI GE`ZENBERGA

PosvØwaetsØ pamØti A. G. Izergina

1. Vvedenie

V modelØh, rexaemyh s pomow~¸ anzaca Bete [1], korrelØcionnye funkcii, t.e. proizvedeniØ operatorov, usrednennye po sostoØni¸ termodinamiqeskogo ravnovesiØ, svØzany s opredelitelØmi Fredgol~ma nekotoryh lineænyh integral~nyh operatorov. Naprimer, odno iz takih ‘determinantnyh’ predstavleniæ bylo poluqeno v [2] dlØ prosteæxego dvuhtoqeqnogo odnovremennogo korrelØtora v odnomernoæ modeli “nepronicaemyh” bozonov, opisyvaemyh kvantovym nelineænym uravneniem Xredingera s beskoneqnym vzaimodeæstviem. Nedavno rezul~tat [2] byl obobwen na sluqaæ korrelØtorov s nesovpada¸wimi vremennymi argumentami [3], a takße dlØ XXO-modeli Geæzenberga [4]. Determinantnye predstavleniØ dlØ korrelØcionnyh funkciæ pozvolØ¸t poluqit~ klassiqeskie nelineænye integriruemye uravneniØ v qastnyh proizvodnyh, opisyva¸wie ffti korrelØtory [5].

V svo¸ oqered~, izvestna vozmoßnost~ vyqislØt~ srednee kvantovogo operatora pri pomowi predstavleniØ fftogo srednego funkcional~nym integralom [6–8]. V rabote [9] bylo predloßeno primenit~ podhod funkcional~nogo integrirovaniØ k vyqisleni¸ statistiqeskoæ summy i proizvodØweæ funkcii statiqeskih korrelØtorov tret~ih komponent spinov v XXO i XY - modelØh Geæzenberga na koneqnoæ cepoqke dliny M . Poluqennye funkcional~nye integraly byli vyqisleny i priveli k otve-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 98-01-00313. 269

270 K. MALYXEV tam v izvestnoæ forme [10], t.e. v vide opredeliteleæ koneqnomernyh matric razmera M × M . Dalee, v rabote [11] predstavleniØ v vide opredeliteleæ byli poluqeny dlØ odnovremennyh temperaturnyh korrelØtorov vseh komponent lokal~nyh spinov anizotropnoæ XY -cepoqki Geæzenberga (kak dlØ koneqnyh M , tak i v termodinamiqeskom predele). VyqisleniØ v [11] provedeny ne s pomow~¸ funkcional~nogo integrala, a s ispol~zovaniem integrirovaniØ po koneqnomu naboru sootvetstvu¸wih grassmanovyh kogerentnyh sostoØniæ.

Predloßenie [9] svØzat~ nekotorye iz determinantnyh formul dlØ XXO i XY -modeleæ s funkcional~nym integrirovaniem vyglØdit privlekatel~no, nesmotrØ na zameqanie [11] ob uprowenii vyqisleniæ v sluqae ispol~zovaniØ imenno koneqnokratnogo grassmanova integrirovaniØ po kogerentnym sostoØniØm. V predlagaemoæ rabote dlØ XXO-modeli razvita drugaØ versiØ predstavleniØ statistiqeskoæ summy i proizvodØweæ funkcii korrelØtorov tret~ih komponent spinov funkcional~nym integralom. Pri fftom otkryvaetsØ vozmoßnost~ privleq~ sootnoxeniØ, svØzannye s dzeta-regulØrizacieæ funkcional~nyh integralov, a toqnee – opredeliteleæ sootvetstvu¸wih operatorov. Pri fftom okazyvaetsØ, qto i v podhode funkcional~nogo integrala moßno dostiq~ suwestvennogo uproweniØ i bol~xeæ naglØdnosti.

V fiziqeskom kontekste osnovnye idei dzeta-regulØrizacii (ζ-regulØrizacii) byli sformulirovany, naprimer, v [12, 13]. Ispol~zovanie ζ-regulØrizacii dlØ opredeleniØ regulØrizovannyh opredeliteleæ operatorov (ograniqennyh na ortogonal~- noe dopolnenie k svoemu Ødru) v matematiqeskoæ literature svØzyvaetsØ s [14]. DlØ fiziki ζ-regulØrizaciØ okazalas~ ves~- ma poleznym sredstvom pri vyqislenii, naprimer, instantannyh determinantov [15, 16], ffnergii Kazimira na mnogoobraziØh [17], a takße dlØ vyqisleniØ aksial~noæ i konformnoæ anomaliæ [18]. DlØ fiziqeskih priloßeniæ s ζ-regulØrizacieæ moßno oznakomit~sØ po [12, 13, 19] i, bolee formal~no, po [20].

Rabota organizovana sledu¸wim obrazom. Razdel 2 soderßit osnovnye oboznaqeniØ i vvodnye zameqaniØ, kasa¸wiesØ rassmatrivaemoæ XXO-modeli. Predstavlenie dlØ proizvodØweæ funkcii korrelØtorov tret~ih komponent spinov (i, sootvetstvenno, dlØ statistiqeskoæ summy) v vide gaussova funkcio-

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 271 nal~nogo integrala poluqeno v razdele 3. V razdele 4 pred¨- Øvlena svodka naibolee vaßnyh sootnoxeniæ ζ-regulØrizacii, i s pomow~¸ obobwennoæ ζ-funkcii v vide rØda vyqislena statistiqeskaØ summa modeli. V razdele 5 vvedena obobwennaØ ζfunkciØ v vide integrala Mellina, i s ee pomow~¸ vyqislena proizvodØwaØ funkciØ korrelØtorov spinov. V razdele 5 takße rassmotreno differencirovanie poluqennogo integrala po parametru, i vyqisleny nekotorye konkretnye korrelØtory. Obsußdenie v razdele 6 zaverxaet rabotu.

2. Osnovnye oboznaqeniØ

Itak, rassmotrim XXO-model~ Geæzenberga [4] na cepoqke dliny M (M budem predpolagat~ qetnym), vzØtu¸ v fermionnom predstavlenii [11]. Pust~ Q(m) est~ operator qisla kvaziqastic na pervyh m uzlah rexetki (m 6 M ). Budem vyqislØt~ srednee operatora exp(αQ(m)) po osnovnomu sostoØni¸ modeli, ⟨e^{αQ(m)}⟩ ≡ ⟨Φ_0 | e^{αQ(m)} | Φ_0⟩, po formule: ⟨e^{αQ(m)}⟩ = Tr (e^{αQ(m)}e^{−βHXX} ) Tr (e^{−βHXX} ) , α ∈ C , (1)

gde H_{XX} – gamil~tonian XXO-modeli, β – obratnaØ temperatura i Tr oznaqaet sled operatora. Ispol~zuemyæ nami gamil~- tonian H_{XX} voznikaet v rezul~tate preobrazovaniØ `ordana– Vignera [11] ot ishodnyh matriqnyh spinovyh peremennyh na rexetke k kanoniqeskim fermionnym peremennym s antikommutacionnymi sootnoxeniØmi: {c_k, c_n} = {c^†_k, c^†_n} = 0, {c_k, c^†_n} = δ_{kn}, gde {, } – antikommutator. V fftih oboznaqeniØh Q(m) ≡ ∑_m k=1 c^†_kc_k.

Moßno proverit~ [11], qto H_{XX} perestanovoqen s operatorom polnogo qisla kvaziqastic ^N ≡ Q(M ), a operator qetnosti (−1) b^N antikommutiruet s kanoniqeskimi peremennymi,

{(−1) b^N , c_n} = {(−1) b^N , c^†_n} = 0,

272 K. MALYXEV i perestanovoqen s H_{XX} kak s operatorom bilineænym po c_n, c^†_n. Pofftomu moßno vvesti dva proektora P^± =^1_2 (1 ± (−1) b^N ) takie, qto s ih pomow~¸ H_{XX} zapisyvaetsØ v vide H_{XX} = H^+P^+ + H^−P^−,

H^± = − 1 2 M∑ n=1 (c^†_nc_{n+1} + c^†_{n+1}c_n) + h ^N − hM 2 , (2)

gde h > 0 – vnexnee magnitnoe pole. Indeks^± v (2) sootvetstvuet vyboru graniqnyh usloviæ na cepoqke v sledu¸wem vide: c_{M+1} = −c_1, c^†_{M+1} = −c^†_1 dlØ H^+, c_{M+1} = +c_1, c^†_{M+1} = +c^†_1 dlØ H^−. (3) UqityvaØ sootnoxeniØ (2), (3), iskomoe srednee (1), t.e. G(m) ≡ 1 Z Tr (e^{αQ(m)}e^{−βH} ) (indeks XX opuskaem), budem vyqislØt~ po formulam [9, 11]: G(m) = 1 2Z (G^+_F Z^+_F + G^−_F Z^−_F + G^+_BZ^+_B − G^−_BZ^−_B ), (4.1) gde G^±_F Z^±_F ≡ Tr (e^{αQ(m)}e^{−βH±} ), G^±_BZ^±_B ≡ Tr (e^{αQ(m)}(−1) b_N e^{−βH±} ). (4.2)

Po analogii s (4), zapixem statistiqesku¸ summu Z = Tr (exp(−βH)) v vide Z = 1 2 (Z^+_F + Z^−_F + Z^+_B − Z^−_B ),

Z^±_F = Tr (e^{−βH±} ), Z^±_B = Tr ((−1) b^N e^{−βH±} ) (5) (sootnoxeniØ (4) svodØtsØ k (5) pri α → 0).

V [9] predstavleniØ dlØ G^±_F Z^±_F i G^±_BZ^±_B poluqeny v vide funkcional~nyh integralov po antikommutiru¸wim peremennym dlØ XXO i XY -modeleæ. V rezul~tate vyqisleniØ integralov otvety voznika¸t v vide opredeliteleæ koneqnomernyh matric. Pri fftom funkcional~naØ antikommutiru¸waØ peremennaØ integrirovaniØ ξ_n(τ ) okazyvaetsØ podqinennoæ obyqnomu trebovani¸

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 273 antiperiodiqnosti po mnimomu vremeni τ : ξ_n(τ ) = −ξ_n(τ + β) (n – nomer uzla).

V rabotah [7, 8], zatragiva¸wih svØz~ teorem ob indekse s supersimmetriqnoæ kvantovoæ mehanikoæ, soderßitsØ sledu¸- wee nabl¸denie. Pust~ a, a^† – fermievskie kanoniqeskie operatory. Rassmotrim unitarnyæ operator U(1)-preobrazovaniØ Q_ϑ ≡ exp(iϑa^†a), deæstvu¸wiæ na a, a^† sledu¸wim obrazom: Q_ϑaQ^†_ϑ = e^{−iϑ}a, Q_ϑa^†Q^†_ϑ = e^{iϑ}a^†. OkazyvaetsØ, qto pri vyqislenii Tr (Q_ϑ exp(−βH)) estestvenno pridti k funkcional~nomu integralu ot exp S (S – deæstvie svobodnoæ modeli) po peremennoæ, podqinennoæ ‘avtomorfnomu’ uslovi¸: ξ(τ ) = −e^{iϑ}ξ(τ + β), oznaqa¸wemu, qto pri sdvige τ na period β peremennaØ integrirovaniØ preobrazuetsØ po sootvetstvu¸wemu netrivial~nomu predstavleni¸ U(1). Zametim, qto avtomorfnoe graniqnoe uslovie po τ uße voznikalo pri issledovanii kvantovo-statistiqeskih spinovyh modeleæ metodom funkcional~nogo integrirovaniØ [21].

Netrudno zametit~, qto exp(αQ(m)) obladaet analogiqnym svoæstvom: e^{αQ(m)}c_ne^{−αQ(m)} = [ e^{−α}c_n, 1 6 n 6 m c_n m < n 6 M, (6) i pri vyqislenii (1) moßno popytat~sØ ispol~zovat~ zameqanie [7, 8]. Avtomorfnoe uslovie voznikaet v [21] na vseh uzlah rassmatrivaemyh tam modeleæ. Moßno dogadat~sØ, qto specifika pri vyqislenii (1) okaßetsØ svØzannoæ s m 6 M , i avtomorfnoe uslovie vozniknet tol~ko dlØ qasti uzlov.

V zakl¸qenie razdela vvedem neobhodimye nam kogerentnye sostoØniØ, otveqa¸wie fermionnym operatoram c_n, c^†_n, dlØ kotoryh imeetsØ fokovskiæ vakuum | 0⟩: c_n | 0⟩ = ⟨0 | c^†_n = 0, ∀n, ⟨0 | 0⟩ = 1. A imenno:

| x(n)⟩ = exp {_M ∑ k=1 c^†_kx_k(n) } | 0⟩ ≡ exp(c^†x(n)) | 0⟩,

⟨x^∗(n) |= ⟨0 | exp {_M ∑ k=1 x^∗_k(n)c_k } ≡ ⟨0 | exp(x^∗(n)c), (7)

274 K. MALYXEV gde n – diskretnyæ indeks, prinima¸wiæ znaqeniØ ot 1 do N , i ispol~zovany sokrawennye oboznaqeniØ [9, 11]: ∑_M k=1 c^†_kx_k ≡ c^†x, ∏_M k=1 dx_k ≡ dx, i t.d. Faktiqeski, opredeleny N nezavisimyh kogerentnyh sostoØniæ, zavisØwih ot nezavisimyh kompleksnoznaqnyh grassmanovyh parametrov x^∗_k(n), x_k(n). DlØ vektorov (7) ime¸t mesto sootnoxeniØ: c_k | x(n)⟩ = x_k(n) | x(n)⟩, ⟨x^∗(n) | c^†_k = ⟨x^∗(n) | x^∗_k(n), ⟨x^∗(n) | x(n)⟩ = exp(x^∗(n)x(n)). 3. Funkcional~nyæ integral Pereædem k vyvodu predstavleniæ dlØ (4), (5) v vide funkcional~nogo integrala. Rassmotrim dlØ opredelennosti

G^±_F Z^±_F = ∫ dz dz^∗e^{z∗z}⟨z^∗|e^{αQ(m)}e^{−βH±} |z⟩, (8) gde sled operatora zapisan kak integral po antikommutiru¸- wim peremennym [22], i opredeleny sostoØniØ ⟨z^∗|, |z⟩: ⟨z^∗| = ⟨0| exp(z^∗c), |z⟩ = exp(c^†z)|0⟩. DlØ perehoda k funkcional~nomu integralu razdelim otrezok [0, β] na N qasteæ dliny β/N , i predstavim exp(−βH^±) v vide proizvedeniØ N odinakovyh somnoßiteleæ. VstavlØØ meßdu fftimi somnoßitelØmi N razloßeniæ edinicy preobrazuem (8) v

G^±_F Z^±_F = ∫ dz dz^∗ N∏ n=1 dx^∗(n)dx(n) exp ( z^∗z − N∑ n=1 x^∗(n)x(n) )

×⟨z^∗|e^{αQ(m)}|x(1)⟩⟨x^∗(1)|e^{− βN H±} |x(2)⟩ . . . ⟨x^∗(N )|e^{− βN H±} |z⟩, (9)

gde | x(n)⟩ i ⟨x^∗(n) | opredeleny v (7).

Ispol~zuØ svoæstva kogerentnyh sostoØniæ, nahodim sledu¸- wie matriqnye fflementy: ⟨z^∗|e^{αQ(m)}|x(1)⟩ = exp ( e^α m∑ k=1 z^∗_kx_k(1) + M∑ k=m+1 z^∗_kx_k(1) ) ,

⟨x^∗(n)|e^{− βN H±} |x(n + 1)⟩ ≃_{N≫1}

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 275 ≃ exp ( x^∗(n)x(n + 1) − β N H^±(x^∗(n), x(n + 1)) ) ,

H^±(x^∗(n), x(n + 1)) ≡ − 1 2 M∑ k=1 (x^∗_k(n)x_{k+1}(n + 1) + x^∗_{k+1}(n)x_k(n + 1))

+ h M∑ k=1 x^∗_k(n)x_k(n + 1) − hM 2 , i, podstavlØØ ih v (9), poluqaem

G^±_F Z^±_F = ∫ dz dz^∗ N∏ n=1 dx^∗(n)dx(n) exp {_m∑ k=1 z^∗_k(z_k + e^αx_k(1))

+ M∑ k=m+1 z^∗_k(z_k + x_k(1)) + x^∗(1)(x(2) − x(1)) + . . . + x^∗(N )(z − x(N ))

− β N (H^±(x^∗(1), x(2)) + . . . + H^±(x^∗(N ), z)) } . (10)

Oboznaqim z ≡ x(N + 1), z^∗ ≡ e^{−α}x^∗(0), naloßim usloviØ

x_k(0) = −e^{−α}x_k(N + 1), 1 6 k 6 m, x_k(0) = −x_k(N + 1), m < k 6 M, i sdelaem perehod k N → ∞. V rezul~tate pravaØ qast~ (10) prevratitsØ v integral: ∫ ∏ τ∈[0,β] dx^∗(τ )dx(τ ) exp β∫ 0 L(τ )dτ , (11.1)

gde lagranßian L(τ ) imeet vid:

L(τ ) = x^∗(τ ) dx dτ − H^±(x^∗(τ ), x(τ )), (11.2)

i funkcional~nye peremennye x(τ ), x^∗(τ ) podqineny usloviØm:

x_k(τ ) = −e^{−α}x_k(τ + β), 1 6 k 6 m, x_k(τ ) = −x_k(τ + β), m < k 6 M. (11.3)

276 K. MALYXEV PolØ x^∗_k(τ ) – voobwe govorØ, nezavisimye peremennye integrirovaniØ. OkazyvaetsØ udobnym podqinit~ x^∗_k(τ ) trebovani¸, analogiqnomu (11.3), no s faktorom e^α vmesto e^{−α}.

Prodelannyæ vyvod predstavleniØ (11) naivno sleduet [8] i ne uqityvaet specifiku konkretnyh kvadratiqnyh gamil~tonianov H^±: usloviØ (11.3) harakterizu¸t dve nezavisimye gruppy uzlov, gamil~toniany ße s vzaimodeæstviem meßdu sosednimi uzlami diagonal~ny tol~ko v impul~snom predstavlenii. Pofftomu okazyvaetsØ suwestvennym sledu¸wee (novoe, po sravn., s [8, 21]) obstoØtel~stvo.

Moßno sqitat~, qto kak tradicionnye usloviØ (anti-)periodiqnosti x_k(τ ) = ±x_k(τ + β), k ∈ {1, . . . , M }, tak i usloviØ (11.3), zada¸t nekotoroe predstavlenie otnositel~no sdvigov peremennoæ τ na period β : τ → τ + β. Deæstvie ∫_β 0 L(τ )dτ , stoØwee v pokazatele ffksponenty integrala (11.1), ØvlØetsØ korrektnym ob¨ektom pri uslovii invariantnosti L(τ ) otnositel~no sdviga τ . V sluqae standartnogo usloviØ takaØ invariantnost~ imeet mesto, esli L(τ ) soderßit tol~ko qetnye stepeni poleæ.

Ispol~zuem (11.3) dlØ vyqisleniØ priraweniØ δL(τ ): δL(τ ) = L(τ + β) − L(τ ) = = 1 2 [(e^α − 1)(x^∗_{m+1}(τ )x_m(τ ) + x^∗_M (τ )x_{M+1}(τ ))+

+ (e^{−α} − 1)(x^∗_m(τ )x_{m+1}(τ ) + x^∗_{M+1}(τ )x_M (τ ))].

Priqina vozniknoveniØ δL(τ ) prosta: cikliqeskaØ kvadratiqnaØ forma_M ∑ k=1 (x^∗_kx_{k+1} + x^∗_{k+1}x_k)

invariantna pri zamene x_k → ±e^αx_k, x^∗_k → ±e^{−α}x^∗_k, (12) esli k = 1, . . . , M (odnorodnoe “kalibrovoqnoe” preobrazovanie) i neinvariantna, esli zamena (12) zatragivaet tol~ko qast~ uzlov (neodnorodnoe preobrazovanie). Uslovie (11.3) zadaet na peremennyh integrirovaniØ neodnorodnoe predstavlenie gruppy sdvigov τ → τ + β, i dlØ L(τ ) (11.2) invariantnost~ okazyvaetsØ naruxennoæ. �tu simmetri¸ legko vosstanovit~ v predel~-

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 277 noæ formule (11.1), zameniv H^±(x^∗(τ ), x(τ )) na formu sledu¸wego vida:

~H^±(τ ) = − 1 2 M∑ k=1 ′ (x^∗_{k+1}(τ )x_k(τ ) + x^∗_k(τ )x_{k+1}(τ ))

+h M∑ k=1 x^∗_k(τ )x_k(τ ) − 1 2 [ x^∗_{m+1}(τ )x_m(τ )e^{− αβ τ} + x^∗_m(τ )x_{m+1}(τ )e^{αβ τ}

+x^∗_{M+1}(τ )x_M (τ )e^{αβ τ} + x^∗_M (τ )x_{M+1}(τ )e^{− αβ τ} ] − hM 2 , gde ∑_′ oznaqaet, qto pri summirovanii propuweny indeksy k = m, M . Lagranßian ~L(τ ) = x^∗(τ ) dx dτ − ~H^±(τ ) invarianten otnositel~no τ → τ + β, mera v integrale (11.1) invariantna kak otnositel~no odnorodnyh, tak i neodnorodnyh preobrazovaniæ (12), i, okonqatel~no, poluqaem:

G^±_F Z^±_F = ∫ ∏ τ∈[0,β] dx^∗(τ )dx(τ ) exp β∫ 0 ~L(τ )dτ . (13) Utverßdenie dannoæ raboty sostoit v tom, qto predstavlenie (13), dopolnennoe usloviØmi (11.3), ØvlØetsØ korrektnym sootnoxeniem, al~ternativnym predstavleni¸, poluqennomu v [9]. Posledu¸wie vyqisleniØ podtverßda¸t ffto.

Pereædem v (13) k ispul~snomu predstavleni¸:

x_k(τ ) = (βM )^{−1/2} ∑ p e^{i(ωτ−i αβ τ+qk)}x_p, 1 6 k 6 m, x_k(τ ) = (βM )^{−1/2} ∑ p e^{i(ωτ+qk)}x_p, m < k 6 M, (14.1) gde p = (ω, q), i summirovanie idet po macubarovskim qastotam ω = πT (2n + 1) , n ∈ Z, i po kvaziimpul~sam q ∈ X^±. Dva mnoßestva X^+ = {q : q = −π + π(2l − 1)/M }, X^− = {q : q = −π + 2πl/M }, (14.2)

278 K. MALYXEV l = 1, . . . , M , voznika¸t iz dvuh graniqnyh usloviæ (3). Podstavim razloßeniØ (14.1) v (13), perenormiruem x_p exp(i(m + 1)q/2) → x_p i poluqim:

G^±_F Z^±_F = ∫ ∏ ω_F ,q∈X^± dx^∗_pdx_p exp(S^±(α)),

S^±(α) = ∑ p (iω − ε_q)x^∗_px_p + α β ∑ ω,q,q^′ Q^{(0)}_{qq}′ x^∗_{ωq}x_{ωq}′ + M hβ 2 , (15.1)

gde ε_q = h − cos q – zonnaØ ffnergiØ kvaziqastic,

Q^{(0)}_{qq}′ = 1 M sin^m_2 (q − q^′) sin^{q−q′}_2

, (15.2)

i q, q^′ ∈ X^+ libo X^−.

Vospol~zuemsØ izvestnym rezul~tatom dlØ koneqnokratnyh integralov [22], ∫ dx^∗dx exp(−x^∗Mx) = det M, i poluqaem sledu¸wie formal~nye otvety:

G^±_F Z^±_F = e^{Mhβ/2}Det [ (−iω_F + ε_q )δ_{pp}′ − α β δ_{ωω}′ Q^{(0)}_{qq}′ ] , (16.1)

G^±_B Z^±_B = e^{Mhβ/2}Det [ (−iω_B + ε_q)δ_{pp}′ − α β δ_{ωω}′ Q^{(0)}_{qq}′ ] , (16.2) i Z^±_F = e^{Mhβ/2}Det [(iω_F − ε_q )δ_{pp}′ ], (17.1)

Z^±_B = e^{Mhβ/2}Det [(iω_B − ε_q )δ_{pp}′ ], (17.2)

gde ω_F i ω_B – fermievskie i bozevskie qastoty. Zdes~ i niße simvol Det ispol~zuetsØ dlØ opredelitelØ “beskoneqnomernyh” matric, det – dlØ koneqnomernyh. ModifikaciØ vyqisleniæ dlØ (16.2) i (17.2) provoditsØ neposredstvenno. Matriqnye operatory, voznika¸wie v (16) i (17), udobno oboznaqat~, sootvetstvenno, A(α) ≡ A_α i A.

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 279 4. Dzeta-regulØrizaciØ DlØ pridaniØ smysla opredelitelØm (16), (17) v dannoæ rabote predlagaetsØ ispol~zovat~ ζ-regulØrizaci¸ [12, 13, 19, 20]. Naqnem s (17). Zametim, qto dlØ statistiqeskoæ summy XY - modeli izmenenie formul neznaqitel~no [11]: Z^±_F ≡ Tr (e^{−βH±XY} ) = e^{−βE±0} Det [(iω_F − E_q)δ_{pp}′ ], Z^±_B ≡ Tr ((−1) b^N e^{−βH±XY} ) = e^{−βE±0} Det [(iω_B − E_q)δ_{pp}′ ],

(18) gde E^±_0 ≡ − 1 2 ∑ q∈X^± E_q, E_q = (ε^2_q + γ^2 sin^2 q)^{1/2}.

ZaæmemsØ pofftomu regulØrizacieæ (18).

Sdelaem vvodnye zameqaniØ. Obyqno, (obobwennaØ) ζ-funkciØ svØzana s nekotorym fflliptiqeskim operatorom. A imenno, pust~ A – neotricatel~nyæ fflliptiqeskiæ operator porØdka p > 0 na kompaktnom d-mernom gladkom mnogoobrazii. Pust~ ego sobstvennye znaqeniØ λ_n numeru¸tsØ mul~ti-indeksom n. Obobwennoæ ζ-funkcieæ operatora A nazovem rØd ζ(s | A) = ∑ λ_n≠0 (λ_n)^{−s}, (19)

shodØwiæsØ pri Re s > d/p. �tot rØd opredelØet ζ(s | A) kak meromorfnu¸ funkci¸ peremennoæ s ∈ C , oblada¸wu¸ analitiqeskim prodolßeniem v toqku s = 0. Formal~noe ravenstvo

lim_{s→0} dζ ds (s | A) = lim_{s→0} − ∑ λ_n≠0 log λ_n (λ_n)^s

= − log ∏ λ_n≠0 λ_n otkryvaet vozmoßnost~ opredelit~ regulØrizovannyæ opredelitel~ A sootnoxeniem log Det A = −ζ^′(0 | A). (20) DopuskaØ opredelennu¸ vol~nost~, qastnymi sluqaØmi ζ(s | A) (19) moßno sqitat~ ζ-funkci¸ Rimana ζ(s) = ∞∑ n=1 n^{−s}, Re s > 1, (21)

280 K. MALYXEV i obobwennu¸ ζ-funkci¸ ζ(s, α) = ∞∑ n=0 (n + α)^{−s}, α ≠ 0, −1, −2, . . . , (22) kotorye ØvlØ¸tsØ meromorfnymi funkciØmi s, ime¸t prostoæ pol¸s pri s = 1 s vyqetom 1, i oblada¸t prodolßeniem v s = 0 [23]. Zametim, qto ζ ( s,^1_2 ) est~ ζ-funkciØ Gurvica, i ζ(s, 1) = ζ(s).

OtpravlØØs~ ot (19), moßno poluqit~ predstavlenie ζ(s | A) integralom Mellina: ζ(s | A) = 1 Γ(s) ∞∫ 0 t^{s−1}[Tr (e^{−At}) − dim(ker A)]dt. (23)

Integral (23) opredelen pri dostatoqno bol~xih poloßitel~- nyh Re s (toqnee, pri Re s > d/p); pri ostal~nyh Re s trebuetsØ ego analitiqeskoe prodolßenie. Formulu (23) moßno svØzat~ [18, 19] s opredeleniem Det A regulØrizacieæ po sobstvennomu vremeni [24]: log Det A Det A_0

= Tr ∞∫ 0 (e^{−A0t} − e^{−At}) dt t . (24) OpredeleniØ qerez (20), (23) i qerez (24) razliqa¸tsØ na beskoneqnu¸ additivnu¸ postoØnnu¸.

Teper~ moßno pereæti k vyqisleni¸ (18). Vvedem sledu¸wie rØdy, kotorye moßno vyrazit~ qerez ζ(s, α) (22): ζ^±_F (s | A) ≡ ∑ ω_F ,q∈X^± (iω_F − E_q)^{−s} =

= ( β 2πi )_s ∑ q∈X^± [ ζ ( s, 1 2 + i βE_q 2π ) + (−1)^sζ ( s, 1 2 − i βE_q 2π )] , (25)

ζ^±_B (s | A) ≡ ∑ ω_B,q∈X^± (iω_B − E_q)^{−s} = ( β 2πi )_s ×

× ∑ q∈X^± [ ζ ( s, i βE_q 2π ) + (−1)^sζ ( s, −i βE_q 2π )] − ∑ q∈X^± (−E_q)^{−s}. (26)

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 281 Analitiqeskie prodolßeniØ dlØ ζ(s, z) izvestny [23]: ζ(0, z) = 1 2 − z, ζ^′(0, z) = log

Γ(z) (2π)^{1/2}

, (27)

otkuda poluqaem sledu¸wie otvety dlØ proizvodnyh v nule:

− lim_{s→0} d ds ζ^±_F (s | A) = ∑ q∈X^± log(1 + e^{cβEq} ),

− lim_{s→0} d ds ζ^±_B (s | A) = ∑ q∈X^± log(1 − e^{cβEq} ), (28)

gde c = ±1 vsledstvie proizvola pri differencirovanii (−1)^s = exp(±iπs). VybiraØ c = −1 i kombiniruØ (20) s (28), poluqaem dlØ (18) izvestnye sootnoxeniØ XY -modeli: Z^±_F = e^{−βE±0} ∏ q∈X^± (1 + e^{−βEq} ) = ∏ q∈X^± 2 cosh βE_q 2 ,

Z^±_B = e^{−βE±0} ∏ q∈X^± (1 − e^{−βEq} ) = ∏ q∈X^± 2 sinh βE_q 2 . (29)

PolnaØ statistiqeskaØ summa vyqislØetsØ po formule (5), svobodnaØ ffnergiØ est~ F = −(1/βM ) log Z, i proizvol v vybore c ne skazyvaetsØ na namagniqennosti M_z = −∂F/∂h i ffntropii S = −∂F/∂T . V qastnosti, v termodinamiqeskom predele F = − 1 2πβ π∫ 0 log(2(1 + cosh βE_q))dq. (30)

Ispol~zovanie integral~nyh predstavleniæ dlØ log(Γ(z)/(2π)^{1/2}) ([23], formuly Bine, Kummera i dr.) privodit k novym integral~nym predstavleniØm dlØ F . Vse predstavlennye formuly svodØtsØ k XXO-modeli v predele γ → 0.

Zametim takße sledu¸wee. My vveli summy (25), (26), zavedomo shodØwiesØ pri dostatoqno bol~xih |s|, kotorye moßno sqitat~ opredeleniØmi obobwennyh ζ-funkciæ, sootvetstvu- ¸wih matriqnym operatoram A = (iω − E_q)δ_{pp}′ , voznika¸wim v (17), (18). SvodØ ffti ζ-funkcii k ζ(s, α), udaetsØ poluqit~ regulØrizovannye determinanty po formule (20). Inymi slovami, vvedenie ζ^±_F (s | A), ζ^±_B (s | A) – formal~naØ toqka zreniØ. Na

282 K. MALYXEV praktike, koneqno, moßno srazu zapisat~ iskomye opredeliteli diagonal~nyh matric kak beskoneqnye proizvedeniØ ∏ ω_F , q∈X^± (iω_F − E_q), ∏ ω_B, q∈X^± (iω_B − E_q). Dannye proizvedeniØ moßno vyqislit~, regulØrizuØ beskoneqnye mnoßiteli s pomow~¸ izvestnyh prodolßeniæ dlØ (21), (22): ∏ n∈Z+12^{(2πβ n)2 = (2πβ )4ζ(0, 12 ) e−4ζ′(0, 12 ) = 4,} ∏ n∈Z+^{( 2πβ n)2 = ( 2πβ )2ζ(0) e−2ζ′(0) = β. (31)} Zdes~ my pol~zuemsØ

ζ(0) = − 1 2 , ζ^′(0) = − log 2π 2 (32)

(t.e., (27) pri z = 1), i snova prihodim k (29)^∗. Interesno otmetit~, qto sootnoxeniØ (31) zaslußili upominanie v [25] (otvet k upraßneni¸ FP15, s. 676–678).

5. Opredeliteli operatorov A(α)

5.1. RegulØrizaciØ ζ-funkcieæ.

V predyduwem razdele ζ-funkcii (25), (26), otveqa¸wie matriqnym operatoram A (17), (18), opredeleny kak rØdy. DlØ vyqisleniØ regulØrizovannyh determinantov nediagonal~nyh operatorov A(α) (16) vospol~zuemsØ integralom (23). Rassmotrim, naprimer, (16.1) i vyqislim G^±_F .

Zapixem formal~nyæ integral 1 Γ(s) ∞∫ 0 t^{s−1}Tr [ e^{(iωF −}b^{ε+ αβ} b_{Q)t}] dt, (33) gde ^ε i ^Q oznaqa¸t matricy v impul~snom prostranstve, sootvetstvenno, diag {ε_q } i Q^{(0)}pq (15.2), a indeksy p, q nezavisimo

�Sm. Priloßenie.

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 283 probega¸t mnoßestva X^+ ili X^−. Shodimost~ integrala (33) na verhnem predele obespeqena pri h > h_c = 2 (h_c – kritiqeskoe magnitnoe pole [4]). Na nißnem predele trebuetsØ regulØrizaciØ.

Vospol~zuemsØ asimptotiqeskim sootnoxeniem Tr [ e^{(iωF −}b^{ε+ αβ} b_{Q)t}] −→_{t→0} ϕ_0, gde ϕ_0 ≡ ϕ_0(A_α) – beskoneqnaØ postoØnnaØ, ravnaØ Tr (δ_{pp}′ ) ≡ ∑ ω_F tr (^δ) (^δ – ediniqnaØ matrica razmera M × M ), i oprede-

lim funkci¸ ρ(t): ρ(t) ≡ Tr [ e^{(iωF −}b^{ε+ αβ} b_{Q)t}] − ϕ_0, t ∈ [0, 1[. (34)

Razob~em integral (33) na dve qasti i zapixem ego s pomow~¸ (34) tak: 1 Γ(s) ∞∫ 1 t^{s−1}Tr [ e^{(iωF −}b^{ε+ αβ} b_{Q)t}] dt + 1 Γ(s) 1∫ 0 t^{s−1}ρ(t)dt + ϕ_0 sΓ(s) . (35)

FunkciØ ρ(t) est~ formal~nyæ rØd po stepenØm t^n, n ¿ 1. Krome togo, 1 sΓ(s) ≃ 1 + γs + o(s), γ = −ψ(1), (36)

gde ψ(z) = (d/dz) log Γ(z). Sledovatel~no, vyraßenie (35), analitiqnoe pri s → 0, opredelØet analitiqeskoe prodolßenie (33) pri vseh Re s ¿ 0, i imenno ego moßno sqitat~ opredeleniem ζ-funkcii ζ^±_F (s | A_α) v pravoæ poluploskosti C ∋ s.

Rassmotrim teper~ vopros o postoØnnoæ ϕ_0 i o kofffficientah, harakterizu¸wih ρ(t). V sluqae differencial~nyh operatorov na mnogoobraziØh ffti qisla (kofffficienty Sili) okazyva¸tsØ nenulevymi [18–20]. V naxem sluqae ffti kofffficienty beskoneqny, odnako im mogut byt~ pripisany s pomow~¸ (21), (22) koneqnye znaqeniØ.

Vo-pervyh, s ispol~zovaniem (32) imeem:

ϕ_0 = M ∑ Z^{1 = M (2ζ(0) + 1) = 0,} gde ∑Zmoßet byt~ zamenena na^∑Z+12 , i 2ζ(0) + 1 – na 2ζ^(0,^12^)

(“ζ-regulØrizovannaØ mownost~” mnoßestva Zest~ nul~). Dalee,

284 K. MALYXEV rashodimost~ kofffficientov pri stepenØh t v ρ(t) opredelØetsØ rashodØwimisØ summami ∑ n∈Z+12^{nm.} Pri neqetnyh m takie summy razumno sqitat~, po neqetnosti veliqin ( l +^1_2 )_m , nulØmi (v kaqestve navodØwego soobraßeniØ moßno vyqislit~ Tr (iω − ^ε +^α_β ^Q), rassmatrivaØ ∑ ω(iω − ε_q + α β Q^{(0)}_{qq} )^{−s} pri s = −1). Esli m = 2k, k = 1, 2, . . ., to ∑ n∈Z+12^{nm = 2 ∞∑}l=0^{(l + 12 )m = 2ζ (−2k, 12 ) = 2 ( 122k − 1) ζ(−2k).}

No ζ(−2k) = 0 pri k ¿ 1. Moßno sqitat~, qto dlØ rassmatrivaemogo operatora A(α), ζ-regulØrizovannye kofffficienty Sili sut~ nuli, i, faktiqeski, v (35) imeet znaqenie tol~ko pervoe slagaemoe.

Vospol~zuemsØ (36) i pereædem ot (35) k sootnoxeni¸

− lim_{s→0} d ds ζ^±_F (s | A_α)

= − ∞∫ 1 tr [ e^{(−}b^{ε+ αβ} b_{Q)t}] ( ∑ ω_F e^{iωF t} ) dt t − 1∫ 0 ρ(t) dt t − γϕ_0, (37)

gde moßno ispol~zovat~ formulu Puassona dlØ summirovaniØ po ω_F . Togda pravaØ qast~ (37) prinimaet vid:

−tr ∞∑ k=1 (−1)^k k ( e^{−β}b^{ε+α} b^Q )_k − 1∫ 0 ρ(t) dt t − γϕ_0

= log det ( 1 + e^{−β}b^{ε+α} b^Q ) − 1∫ 0 ρ(t) dt t − γϕ_0.

Uqtem takße, qto matrica ^Q obladaet svoæstvom ^Q^2 = ^Q i po-

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 285 fftomu e^α b^Q − 1 = (e^α − 1) ^Q. Sledovatel~no,

G^±_F = Det [ (iω_F − ε_q )δ_{pp}′ +^α_β δ_{ωω}′ Q^{(0)}_{qq}′ ] Det [(iω_F − ε_q )δ_{pp}′ ]

= det [ 1 + (e^α − 1) ^Q(1 + e^βb^ε)^{−1} ] . DlØ G^±_F , t.e. dlØ otnoxeniØ opredeliteleæ, regulØrizaciØ ρ(t) i ϕ_0 ne imeet znaqeniØ. DeæstvuØ analogiqno izloßennomu, poluqaem: G^±_B = det [ 1 + (e^α − 1) ^Q(1 − e^βb^ε)^{−1} ] . 5.2. Differencirovanie opredeliteleæ.

Pri vyqislenii korrelØtorov tret~ih komponent spinov (operator tret~eæ komponenty spina na uzle σ^{(m)}z , kak i drugie lokal~nye spinovye operatory opredeleny, naprimer, v [4]) prihoditsØ vyqislØt~ proizvodnye po α ot (1) v toqke α = 0, t.e. lim_{α→0} d^n dα^n G(m). Faktiqeski, imeØ vvidu predloßennoe predstavlenie (33), (37), dostatoqno nauqit~sØ vyqislØt~ tol~ko pervu¸ proizvodnu¸. Ostal~nye differencirovaniØ budut prohodit~ kak obyqnye differencirovaniØ koneqnomernyh matric.

Rassmatrivaemye operatory A(α) lineæny po α: A(α) ≡ A_1 + αA_2. Vyqislim pervu¸ proizvodnu¸ po α ot opredelitelØ Det A(α), ispol~zuØ formal~nyæ integral (33): (d/dα)Det A(α) Det A(α) = − d dα ∞∫ 0 Tr (e^{A(α)t}) dt t (38)

(dlØ differencirovaniØ po parametru regulØrizaciØ pri t ↘ 0 nesuwestvenna). V duhe lemmy RffØ–Zingera–Xvarca [14, 26] ispol~zuem v (38) sledu¸wee ravenstvo: d dα (Tr (e^{A(α)t})) = t d dt Tr (B(α)e^{A(α)t}), B(α) ≡ A_2A^{−1}(α).

286 K. MALYXEV Togda integral po t beretsØ i poluqaem: (d/dα)Det A_α Det A_α

= Tr B(α)

= Tr ( ^Q β (iω_F − ^ε + α β ^Q)^{−1} ) = tr ( ^Q(1 + e^βb^{ε−α} b^Q)^{−1}), (39)

gde pri summirovanii po qastotam ispol~zovana formula Koxi dlØ matric [27]. ZnaØ (39), moßno vyqislit~ vse nußnye proizvodnye: lim_{α→0} (d/dα)Det A_α Det A_α

= tr ( ^Q(1 + e^βb^ε)^{−1}),

lim_{α→0}

(d^2/dα^2)Det A_α Det A_α

= tr ( ^Q(1 + e^βb^ε)^{−1})+ (40)

+tr^2( ^Q(1 + e^βb^ε)^{−1}) − tr ( ^Q(1 + e^βb^ε)^{−1} ^Q(1 + e^βb^ε)^{−1}),

i t.d.

V zaverxenie razdela, ispol~zuem poluqennye formuly dlØ vyqisleniØ srednih ⟨σ^{(m)}z ⟩ i ⟨σ^{(m+1)}z σ^{(1)}z ⟩. DlØ fftogo perepixem (40): ⟨Q(m)⟩ = m M ∑ q (1 + e^{βεq} )^{−1}, (41)

⟨Q^2(m)⟩ = m M ∑ q (1 + e^{βεq} )^{−1} + m^2 M^2 [ ∑ q (1 + e^{βεq} )^{−1}

]_2

− ∑ p,q (Q^{(0)}_{pq} )^2(1 + e^{βεp} )^{−1}(1 + ε^{βεq} )^{−1}.

(42)

Iz (41) poluqaem v termodinamiqeskom predele:

σ_z ≡ ⟨σ^{(m)}_z ⟩ = 1 − 1 π π∫ −π dq 1 + e^{βεq} , (43)

gde ispol~zu¸tsØ opredeleniØ

⟨σ^{(m)}_z ⟩ = 1 − 2D_1⟨Q(m)⟩

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 287 i D_1f(m) = f(m) − f(m − 1). Rezul~tat (43) soglasuetsØ s namagniqennost~¸ M_z = −∂F/∂h, vyqislØemoæ s pomow~¸ F (30). Iz (42) poluqaem: ⟨σ^{(m+1)} z σ^{(1)}_z ⟩ = σ^2_z − 1 π^2 | | | | | | π∫ −π dq e^{imq} 1 + e^{βεq} | | | | | | 2 , gde ispol~zuem opredeleniØ ⟨σ^{(m+1)} z σ^{(1)}_z ⟩ = 2D_2⟨Q^2(m)⟩ + 2σ_z − 1

i D_2f(m) = f(m + 1) − 2f(m) + f(m − 1). Poluqennye otvety pravil~no vosproizvodØt rezul~tat [4], i, takim obrazom, opravdyva¸t vybrannu¸ strategi¸, vyteka¸wu¸ iz funkcional~nogo opredeleniØ (11.3), (13).

6. Obsußdenie

V rabote poluqeno predstavlenie funkcional~nym integralom dlØ statistiqeskoæ summy i dlØ proizvodØweæ funkcii statiqeskih korrelØtorov tret~ih komponent spinov v XXOmodeli Geæzenberga. Rabota primykaet k publikaciØm [7, 8, 21], v kotoryh poluqeny statistiqeskie summy nekotoryh odnomernyh rexetoqnyh modeleæ v vide funkcional~nyh integralov po polØm, preobrazu¸wimsØ “avtomorfno” pri sdvige mnimogo vremeni na period. Otliqie dannoæ raboty ot [7, 8, 21] sostoit v tom, qto avtomorfnoe graniqnoe uslovie po mnimomu vremeni voznikaet tol~ko dlØ qasti uzlov (neskol~ko pervyh) M -uzel~noæ modeli. Poluqennoe funkcional~noe predstavlenie otliqaetsØ ot predloßennogo v [9], gde peremennye integrirovaniØ podqineny obyqnym usloviØm fermion/bozonnogo tipa.

RegulØrizaciØ gaussovyh funkcional~nyh integralov vypolnena s ispol~zovaniem obobwennyh dzeta-funkciæ sootvetstvu- ¸wih beskoneqnomernyh matriqnyh operatorov. Pri fftom udaetsØ dostiq~, po sravneni¸ s [9], opredelennogo tehniqeskogo uproweniØ: v [9] regulØrizuemyæ integral domnoßaetsØ i delitsØ na vspomogatel~nyæ koneqnokratnyæ grassmanov integral, i dvaßdy sdviga¸tsØ peremennye integrirovaniØ. Dostignutoe uprowenie, po-vidimomu, oslablØet (po kraæneæ mere dlØ rassmotrennyh sluqaev) vozraßenie [11] o neudobstve funkcional~- nogo predstavleniØ. Krome togo pokazano, qto s praktiqeskoæ

288 K. MALYXEV toqki zreniØ (t.e. esli trebu¸tsØ tol~ko proizvodnye po parametru) moßno oboæti otvet v vide opredelitelØ koneqnomernoæ matricy i srazu pridti (daße ne interesuØs~ regulØrizacieæ integrala Mellina) k formule dlØ pervoæ proizvodnoæ proizvodØweæ funkcii. Predloßennoe funkcional~noe predstavlenie delaet bolee prozraqnoæ svØz~ vyqislØemyh ob¨ektov takße i s koneqnokratnym grassmanovym integrirovaniem [11].

V zakl¸qenie, avtoru priØtno poblagodarit~ N. M. Bogol¸- bova, P. G. Zografa, V. S. Kapitonova i P. P. Kulixa za zameqaniØ, vyskazannye v adres dannoæ stat~i.

Priloßenie

Stoit otmetit~ ewe odin sposob poluqit~ (29) dlØ XXOmodeli. Deæstvitel~no, pol~zuØs~ (13) pri α = 0, zapixem Z^±_F v “qastotno-uzel~nom” predstavlenii:

Z^±_F = ∏ ω_F det a c ±c c a c c a c . . . . . . c a c ±c c a ,

gde a = iω_F − h i c = 1/2. Opredelitel~ matricy M × M vyqislØetsØ i poluqaem

Z^±_F = ∏ ω_F 2^{1−M} (T_M (a) ∓ 1),

gde T_M – mnogoqlen Qebyxeva pervogo roda [23], i T_M (cos θ) = cos M θ. Mnoßestva X^± (14.2) opredelØ¸tsØ uravneniem cos M q = ±1, i pofftomu cos q ØvlØetsØ kornem mnogoqlena T_M ∓ 1 pri q ∈ X^±. Pofftomu poluqaem:

Z^±_F = 2^{2ζ(0,1/2)(1−M)} ∏ ω_F ,q∈X^± (iω − h + cos q), i, s uqetom (27), snova prihodim k (29) dlØ XXO sluqaØ. Analogiqno dlØ Z^±_B i, s nekotorymi usloßneniØmi, dlØ G^±_F , G^±_B, gde takße prohodit formal~noe vyqislenie v “uzel~nom” predstavlenii, i otvety soderßat mnogoqleny Qebyxeva pervogo i vtorogo rodØ.

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 289 Literatura 1. N. M. Bogol¸bov, A. G. Izergin, V. E. Korepin, KorrelØcionnye funkcii integriruemyh sistem i kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi. M., Nauka (1992).

V. E. Korepin, N. M. Bogoliubov, A. G. Izergin, Quantum inverse scattering method and correlation functions. Cambridge University Press, 1993.

2. A. Lenard, One-dimensional impenetrable bosons in thermal equilibrium. J. Math.

Phys., 7, No. 7 (1966), 1268–1272.

A. Lenard, Momentum distribution in the ground state of the one-dimensional system of impenetrable bosons. J. Math. Phys., 5, No. 7 (1964), 930–943.

3. V. E. Korepin, N. A. Slavnov, The time dependent correlation function of an impenetrable Bose gas as a Fredholm minor. Comm. Math. Phys., 129, No. 1 (1990), 103–113.

4. F. Colomo, A. G. Izergin, V. E. Korepin, V. Tognetti, Correlators in the Heisenberg XXO chain as Fredholm determinants. Phys. Lett. A, 169, No. 4 (1992), 243–247.

F. Colomo, A. G. Izergin, V. E. Korepin, V. Tognetti, Temperature correlation functions in the XXO Heisenberg chain. I. Teor. Mat. Fiz., 94, No. 1 (1993), 19–51.

5. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, Correlation radius for one-dimensional impenetrable bosons. Phys. Lett. A, 141, No. 3/4 (1989) 121–124. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, Temperature correlators of the impenetrable Bose gas as an integrable system. Comm. Math. Phys., 129, No. 1 (1990), 205–222.

A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, Differential equations for quantum correlation functions. Int. J. Mod. Phys. B, 4, No. 5 (1990), 1003–1037. A. G. Izergin, A. R. Its, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, The matrix Riemann-Hilbert problem and differential equations for correlation functions of the XXO Heisenberg chain. Algebra i Analiz, 6, No. 2 (1994), 315–326.

6. A. A. Slavnov, L. D. Faddeev, Vvedenie v kvantovu¸ teori¸ kalibrovoqnyh poleæ. M., Nauka, 1978, (s izm.) 1988.

7. L. Alvarez-Gaumé, A note on the Atiyah–Singer index theorem. J. Phys. A: Math.

Gen., 16, No. 18 (1983), 4177-4182.

L. Alvarez-Gaumé, Supersymmetry and the Atiyah–Singer index theorem. Comm. Math. Phys., 90, No. 2 (1983), 161–173.

8. L. Alvarez-Gaumé, Supersymmetry and index theory. In: Supersymmetry, NATO ASI Ser., vol. 125, Eds. K. Dietz et.al. (Plenum, New York, 1985) pp. 1–44.

9. V. S. Kapitonov, K. N. Il~inskiæ, Funkcional~noe predstavlenie dlØ korrelØtorov spinovyh cepoqek. Zap. nauqn. semin. POMI, 224 (1995), 192–207.

10. A. G. Izergin, N. A. Kitanin, N. A. Slavnov, O korrelØcionnyh funkciØh XY -modeli. Zap. nauqn. semin. POMI, 224 (1995), 178–191.

11. A. G. Izergin, V. S. Kapitonov, N. A. Kitanin, Odnovremennye temperaturnye korrelØtory odnomernoæ XY -cepoqki Geæzenberga. Zap. nauqn. semin. POMI, 245, (1997), 173–206.

290 K. MALYXEV

12. S. W. Hawking, Zeta function regularization of path integrals in curved spacetime.

Comm. Math. Phys., 55, No. 2 (1977), 133–148.

J. S. Dowker, R. Critchley, Effective Lagrangian and energy-momentum tensor in de Sitter space. Phys. Rev. D, 13, No. 12 (1976), 3224–3232.

13. S. Hoking, Integraly po traektoriØm v priloßenii k kvantovoæ gravitacii. V sb.: ObwaØ teoriØ otnositel~nosti, pod red. S. Hokinga, V. IzrafflØ, M., Mir (1983), ss. 363–406.

B. S. De Vitt, KvantovaØ gravitaciØ: novyæ sintez. ibid., ss. 296–362.

14. D. B. Ray, I. M. Singer, R-torsion and the Laplacian on Riemannian manifolds.

Adv. Math., 7, No. 2 (1971), 145–210.

15. E. Corrigan, P. Goddard, H. Osborn, S. Templeton, Zeta-function regularization and multi-instanton determinants. Nucl. Phys. B, 159, No. 3 (1979) 469–496. H. Osborn, Calculation of multi-instanton determinants. Nucl. Phys. B, 159, No. 3 (1979), 497–511.

16. A. S. Schwarz, Instantons and fermions in the field of instanton. Comm. Math.

Phys., 64, No. 3 (1979), 233–268.

17. B. P. Dolan, Ch. Nash, Zeta function continuation and the Casimir energy on odd and even dimensional spheres. Comm. Math. Phys., 148, No. 1 (1992), 139–153. R. Kantowski, K. A. Milton, Casimir energies in M 4 � SN for even N. Green’s-function and zeta-function techniques. Phys. Rev. D., 36, No. 12 (1987), 3712–3721.

18. V. N. Romanov, A. S. Xvarc, Anomalii i fflliptiqeskie operatory.

Teor. Mat. Fiz., 41, No. 2 (1979), 190–204.

19. A. S. Xvarc, KvantovaØ teoriØ polØ i topologiØ. M., Nauka (1989). 20. A. S. Xvarc, �lliptiqeskie operatory v kvantovoæ teorii polØ. V sb.:

Itogi nauki i tehniki. Sovremennye problemy matematiki. Noveæxie dostißeniØ, pod red. R. V. Gamkrelidze, t. 17, M., VINITI, 1981, ss. 113–173.

J. B. Bost, Fibrés déterminants, déterminants regularisés et mesures sur les espaces de modules des courbes complexes. In: Séminaire Bourbaki, 1986-87, Astérisque 152–153 (1987), pp. 113–149.

21. V. N. Popov, S. A. Fedotov, Metod funkcional~nogo integrirovaniØ i diagrammnaØ tehnika dlØ spinovyh sistem. ȷ�TF, 94, No. 3 (1988), 183–194.

22. F. A. Berezin, Metod vtoriqnogo kvantovaØ. M., Nauka (1986).

23. W. Magnus, F. Oberhettinger, R. P. Soni, Formulas and theorems for the special functions of mathematical physics. Springer, Berlin etc. (1966).

24. V. A. Fok, Sobstvennoe vremØ v klassiqeskoæ i kvantovoæ mehanike. Izv.

AN SSSR, ser. fiz., No. 4–5 (1937), 551–568.

J. Schwinger, On gauge invariance and vacuum polarization. Phys. Rev., 82, No. 5 (1951), 664–679.

25. Quantum fields and strings: A Course for mathematicians. vol. 1, eds. P. Deligne, et al., Amer. Math. Soc., Inst. Adv. Studies, 1999.

26. A. S. Schwarz, The partion function of degenerate quadratic functional and Ray–Singer invariants. Lett. Math. Phys., 2, No. 3 (1978), 247–252.

27. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M., Nauka (1988).

FUNKCIONAL^NOE INTEGRIROVANIE 291 Malyshev K. Functional integration, zeta regularization and correlators of third components of spins in the XXO-Heisenberg model.

New representation for the generating function of static correlators of third components of spins in the XXO-Heisenberg model is advanced in the form of Gaussian functional integral. The generating function, as well as the partition function of the model, are calculated by means of zeta regularization procedure. Formulas for certain correlation functions at nonzero temperature are obtained.

Postupilo 28 fevralØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN