Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

V. S. Kapitonov, A. G. Pron~ko

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY LOKAL^NYH SPINOV V ODNOMERNO` XY–CEPOQKE GE`ZENBERGA

PosvØwaetsØ svetloæ pamØti AnatoliØ Georgieviqa Izergina

Vvedenie

V modelØh, rexaemyh s pomow~¸ anzaca Bete, opisanie korrelØcionnyh funkciæ osnovano na ih predstavlenii (v termodinamiqeskom predele) v vide opredeliteleæ Fredgol~ma lineænyh integral~nyh operatorov. PredstavleniØ takogo roda byli vpervye poluqeny v rabotah [1, 2] dlØ prosteæxih dvuhtoqeqnyh odnovremennyh korrelØtorov modeli odnomernyh “nepronicaemyh” bozonov. V dal~neænem oni byli obobweny na sluqaæ raznovremennyh korrelØtorov, kak v modelØh, ØvlØ¸wihsØ “toqkoæ svodobnyh fermionov” modeleæ, rexaemyh anzacem Bete (nepronicamemye bozony [3] i izotropnaØ XXO cepoqka Geæzenberga [4, 5], tak i v sluqae koneqnogo vzaimodeæstviØ ([6, 7] dlØ odnomernogo boze-gaza i [8] dlØ XXZ cepoqki). Takogo roda predstavleniØ pozvolØ¸t poluqit~ klassiqeskie integriruemye uravneniØ v qastnyh proizvodnyh dlØ korrelØtorov [9–13], kotorye mogut byt~ ispol~zovany, v qastnosti, dlØ poluqeniØ asimptotiqeskih razloßeniæ korrelØcionnyh funkciæ na bol~xih vremenah i rasstoØniØh [10, 12, 14, 15].

Sleduet otmetit~, qto estestvennost~ Øzyka klassiqeskih differencal~nyh uravneniæ dlØ opisaniØ korrelØcionnyh funkciæ kvantovyh toqno rexaemyh modeleæ byla osoznana uße davno [16–18]. Nedavniæ progress v fftom napravlenii, na primere modeli nepronicaemyh bozonov, osnovannyæ na podhode, razrabotannom v rabotah [10–15], podrobno opisan v knige [19]. Glavnoe pri fftom – rassmotrenie opredelitelØ Fredgol~ma lineæ-

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 98-01-00313). 219

220 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO nogo operatora, voznika¸wego v predstavlenii korrelØtorov, kak tau-funkcii dlØ novoæ sistemy klassiqeskih integriruemyh uravneniæ (sm. takße rabotu [9]). �ti lineænye integral~- nye operatory dolßny byt~ ves~ma special~nogo vida – tak nazyvaemye “integriruemye” integral~nye operatory (sm. [19, 20]).

V nastoØweæ rabote my poluqaem predstavleniØ v vide opredeliteleæ dlØ raznovremennyh temperaturnyh korrelØtorov anizotropnoæ XY cepoqki Geæzenberga, kak dlØ cepoqki s koneqnym qislom uzlov, tak i v termodinamiqeskom predele. �ta model~ byla vvedena i vpervye issledovana v rabote [21]. S teh por ona izuqalas~ mnogimi avtorami (sm. [22–25] i ssylki v fftih rabotah).

DlØ vyqisleniØ korrelØcionnyh funkciæ my ispol~zuem vidoizmenenie podhoda, predloßennogo v rabote [26] i osnovannogo na ispol~zovanii integrirovaniØ po grassmanovym peremennym i sootvetstvu¸wih kogerentnyh sostoØniæ. Metod, kotoryæ ispol~zuetsØ v nastoØweæ rabote, byl sformulirovan i ispol~- zovan v rabote [27] dlØ vyqisleniØ odnovremennyh temperaturnyh korrelØtorov anizotropnoæ XY cepoqki Geæzenberga. Kak bylo zameqeno v rabote [27], ispol~zovanie kogerentnyh sostoØniæ principial~no uprowaet vyqisleniØ, avtomatiqeski privodØ k otvetam v nußnoæ forme (sm., naprimer, priloßenie raboty [27], gde vosproizvedeny fftim metodom rezul~taty rabot [4, 5, 28] dlØ XXO cepoqki).

Poluqennye v nastoØweæ rabote predstavleniØ dlØ raznovremennyh temperaturnyh korrelØtorov anizotropnoæ XY cepoqki v vide opredeliteleæ matric razmernosti 2M × 2M ØvlØ¸tsØ neposredstvennym obobweniem predstavleniæ dlØ izotropnogo sluqaØ. Pri zanulenii konstanty anizotropii, matricy razmernosti 2M × 2M avtomatiqeski privodØtsØ k bloqnodiagonal~nomu vidu, vosprozvodØ horoxo izvestnye otvety [4, 5, 28] dlØ izotropnoæ XXO cepoqki. S drugoæ storony, poluqennye nami predstavleniØ obobwa¸t rezul~taty dlØ anizotropnoæ cepoqki, poluqennye v rabote [27] dlØ odnovremennyh temperaturnyh korrelØtorov, reduciruØs~ analogiqnym sposobom k opredelitelØm matric rezmernosti M × M .

V termodinamiqeskom predele, korrelØcionnye funkcii predstavlØ¸tsØ v vide opredeliteleæ Fredgol~ma lineænyh inte-

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 221 gral~nyh operatorov s 2 × 2 matriqnym Ødrom. Pri fftom “integriruemost~” voznika¸wih v termodinamiqeskom predele integral~nyh operatorov ØvlØetsØ oqevidnoæ. Struktura matriqnyh Øder integral~nyh operatorov v toqnosti povtorØet otvety dlØ izotropnogo sluqaØ, a imenno, funkcii, vhodØwie v opredelenie “integriruemogo” integral~nogo operatora dlØ izotropnogo sluqaØ zamenØ¸tsØ na 2 × 2 matricy-funkcii v anizotropnom sluqae.

Otmetim, qto izotropnaØ XXO cepoqka predstavlØet soboæ “toqku svobodnyh fermionov” dlØ XXZ cepoqki Geæzenberga – modeli, rexaemoæ s pomow~¸ standartnogo anzaca Bete. V anizotropnom sluqae XY cepoqka ØvlØetsØ “linieæ” svobodnyh fermionov dlØ XY Z cepoqki – modeli, gde obyqnyæ anzac Bete ne rabotaet. Pofftomu interesen tot fakt, qto otvety dlØ korrelØtorov XY cepoqki v termodinamiqeskom predele ime¸t vid prostyh matriqnyh deformaciæ otvetov dlØ izotropnogo sluqaØ. DlØ odnovremennyh korrelØtorov ffta deformaciØ svoditsØ k prostoæ modifikacii fermievskogo vesa [27].

Zametim, qto v rabotah [30, 31] byla sdelana popytka vyqisleniØ raznovremennyh korrelØcionnyh funkciæ XY cepoqki. Odnako, rezul~taty fftih rabot ne vosprozvodØt izvestnye otvety [4, 5, 28] dlØ raznovremennyh korrelØtorov v izotropnom sluqae.

V razdele 1 my opisyvaem model~ i privodim osnovnye svedeniØ o diagonalizacii ee gamil~toniana s pomow~¸ preobrazovaniØ Bogol¸bova, osnovyvaØs~ zdes~, v osnovnom na klassiqeskih rabotah [21, 23]. V razdele 2, sleduØ rabote [27], vvodØtsØ grassmanovy kogerentnye sostoØniØ i pred¨ØvlØ¸tsØ formuly dlØ matriqnyh fflementov operatorov meßdu fftimi sostoØniØmi. Razdel 3 posvØwen posledovatel~nomu vyqisleni¸ vkladov v korrelØtory na koneqnoæ cepoqke dliny M , netrival~nye qasti kotoryh predstavlØ¸tsØ v vide opredeliteleæ matric razmernosti 2M × 2M . V razdele 4 provoditsØ issledovanie poluqennyh predstavleniæ v termodinamiqeskom predele i vyvoditsØ predstavlenie dlØ korrelØtorov v forme opredeliteleæ Fredgol~ma lineænyh integral~nyh operatorov s matriqnym Ødrom. V Zakl¸qenii rez¸miru¸tsØ poluqennye rezul~taty. Nakonec, v Priloßenii kratko predstavleny osnovnye svedeniØ o grassmanovyh kogerentnyh sostoØniØh.

222 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO

1. XY cepoqka Geæzenberga

Gamil~tonian anizotropnoæ XY cepoqki Geæzenberga, opisyva¸wiæ vzaimodeæstvie blißaæxih sosedeæ – spinov 1/2, raspoloßennyh v uzlah odnomernoæ cikliqeskoæ rexetki v posto- Ønnom magnitnom pole h, imeet vid

H = H_0 + γH_1 − hS^z, (1.1) gde H_0 = − M∑ m=1 ( σ^+_mσ^−_{m+1} + σ^−_mσ^+_{m+1} ) ,

H_1 = − M∑ m=1 ( σ^+_mσ^+_{m+1} + σ^−_mσ^−_{m+1} ) , (1.2)

a tret~Ø komponenta polnogo spina est~

S^z = 1 2 M∑ m=1 σ^z_m. (1.3)

Qislo uzlov rexetki M predpologaetsØ qetnym. Matricy Pauli σ^±, σ^z, opredelØ¸tsØ kak obyqno

σ^±_m := σ^1_m ± iσ^2_m 2 , σ^z := σ^3, (1.4)

priqem [σ^α_m, σ^β_n] = 2iδ_{mn}ϵ^{αβγ} , (α, β, γ = 1, 2, 3). (1.5) Periodiqeskie graniqnye usloviØ (cikliqnost~ rexetki) oznaqa¸t, qto

σ^α_{m+M} ≡ σ^α_m, (1.6)

dlØ l¸bogo m = 1, . . . , M i α = 1, 2, 3. Vewestvennyæ parametr γ ØvlØetsØ parametrom anizotropii; izotropnyæ sluqaæ γ = 0 izvesten kak XX0 magnetik Geæzenberga.

Zametim, qto blagodarØ simmetriØm gamil~toniana, znak magnitnogo polØ (tak ße, kak i obwiæ znak gamil~toniana) ne ØvlØetsØ suwestvennym. V dal~neæxem my polagaem h ≥ 0.

Preobrazovanie `ordana–Vignera,

a_m := exp{iπQ(m − 1)} σ^+_m, a^†_m := σ^−_m exp{−iπQ(m − 1)}, (1.7)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 223 vvodit kanoniqeskie fermionnye polØ a_m, a^†_m na rexetke,

[a_m, a^†_n]_+ = δ_{nm}, [a_m, a_n]_+ = [a^†_m, a^†_n]_+ = 0, (1.8)

gde [ , ]_+ oznaqaet antikommutator. Operator Q(m) – ffto operator qisla kvaziqastic v pervyh m uzlah rexetki,

Q(m) = m∑ j=1 q_j, (1.9)

gde q_m est~ lokal~nyæ operator plotnosti,

q_m = a^†_ma_m = σ^−_mσ^+_m = 1 − σ^z_m 2 . (1.10)

Operator polnogo qisla kvaziqastic

N := Q(M ) (1.11)

kommutiruet s operatorami H_0 i S^z, no ne s operatorom H_1, i potomu gamil~tonian H ne sohranØet qislo “a-fermionov”. Odnako, operator (−1)N := exp{±iπN}, antikommutiru¸wiæ s operatorami roßdeniØ i uniqtoßeniØ,

[(−1)N, a^†_m]_+ = [(−1)N, a_m]_+ = 0, (1.12)

kommutiruet s l¸bym bilineænym po a^†, a operatorom, i v qastnosti, s gamil~tonianom,

[(−1)N, H] = 0. (1.13)

Periodiqeskie graniqnye usloviØ (1.6) dlØ spinov privodØt k sledu¸wim usloviØm dlØ fermionov:

a_{M +1} = (−1)Na_1, a^†_{M +1} = a^†_1(−1)N. (1.14)

Pri pomowi proektorov P^±,

P^± := 1 2 (1 ± (−1)N), (1.15)

gamil~tinian (1.1) perepisyvaetsØ kak

H = H^+ P^+ + H^−P^−, (1.16)

224 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO gde oba operatora H^± formal~no predstavimy v odinakovom vi- de H^± = − M∑ m=1 [ a^†_ma_{m+1} + a^†_{m+1} a_m + γ(a_{m+1} a_m + a^†_ma^†_{m+1}) ]

+ h M∑ m=1 a^†_ma_m − hM 2 , (1.17)

s graniqnymi usloviØmi

a_{M +1} = ∓a_1, a^†_{M +1} = ∓a^†_1. (1.18)

T.o. razliqie meßdu fftimi dvumØ gamil~tonianami sostoit v tom, qto graniqnye usloviØ dlØ H^+ antiperiodiqeskie, a dlØ

H^− – periodiqeskie.

Po fftoæ priqine preobrazovaniØ Fur~e k impul~snomu predstavleni¸ razliqny dlØ fftih gamil~tonianov. Nabory razrexennyh znaqeniæ kvaziimpul~sov oboznaqim kak X^+ dlØ H^+ i

X^− dlØ H^−, X^± = {p : exp{ipM } = ∓1; p ∈ (−π, π]}, (1.19) ili, bolee Øvno,

X^+ = { p : p = π M (−M − 1 + 2l); l = 1, . . . , M } , X^− = { p : p = π M (−M + 2l); l = 1, . . . , M } . (1.20)

Sootvetstvenno, formuly dlØ preobrazovaniæ Fur~e zapixutsØ v vide

a_m = exp{−iπ/4} √ M ∑ p∈X^± a_p exp{i(m − 1)p},

a^†_m = exp{iπ/4} √ M ∑ p∈X^± a^†_p exp{−i(m − 1)p} (1.21)

(summirovanie po p ∈ X^+ dlØ H^+ i po p ∈ X^− dlØ H^−) i

a_p = exp{iπ/4} √ M M∑ m=1 a_m exp{−i(m − 1)p},

a^†_p = exp{−iπ/4} √ M M∑ m=1 a^†_m exp{i(m − 1)p}. (1.22)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 225 Gamil~toniany H^+ i H^− v impul~snom predstavlenii primut vid H^± = ∑ p∈X^± [ ε(p)a^†_pa_p + Γ(p) 2 (a^†_pa^†_{−p} + a_{−p}a_p) ] − M h 2 , (1.23) gde ε(p) = h − 2 cos p, Γ(p) = 2γ sin p. (1.24)

DiagonalizaciØ fftih gamil~tonianov osuwestvlØetsØ s pomow~¸ preobrazovaniæ Bogol¸bova, razliqnyh dlØ H^+ i H^−, k novym kanoniqeskim fermionnym operatoram A_p i A^†_p

A_p = cos θ(p) 2 · a_p − sin θ(p) 2 · a^†_{−p}, A^†_{−p} = sin θ(p) 2 · a_p + cos θ(p) 2 · a^†_{−p}, (1.25)

gde ugol preobrazovaniØ Bogol¸bova θ(p) zadaetsØ sootnoxeni- Ømi cos θ(p) = ε(p) E(p) , sin θ(p) = −

Γ(p) E(p) , (1.26)

a funkciØ ffnergii E(p) opredelØetsØ kak [23] E(p) = { √ ε^2(p) + Γ^2(p), p ≠ 0, π ε(p), p = 0, π. (1.27)

Impul~sy p = 0, π vhodØt tol~ko v nabor X^−, sootvetstvu¸wiæ gamil~tonianu H^−; oni trebu¸t osobogo rassmotreniØ, poskol~- ku Γ(0) = Γ(π) = 0. FunkciØ E(p) neotricatel~na, krome sluqaØ

p = 0 pri h < 2. Vybor E(p) v vide (1.27) pri p = 0, π polno-

st~¸ opredelØet ugol θ(p), zadannyæ sootnoxeniØmi (1.26), kak 2π-periodiqesku¸ neqetnu¸ funkci¸ impul~sa p, t.e.

θ(p) = −θ(−p), θ(0) = θ(π) = 0. (1.28)

Gamil~toniany H^± diagonalizu¸tsØ

H^± = ∑ p∈X^± E(p)A^†_pA_p + E^±_0 , (1.28)

gde “ffnergiØ vakuuma” E^±_0 est~

E^±_0 = − 1 2 ∑ p∈X^± E(p) (1.29)

226 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO Neobhodimo otmetit~, qto poskol~ku E(0) = ε(0) = h − 2, to pri

h < 2 veliqina E^−_0 ne ØvlØetsØ ffnergieæ osnovnogo sostoØniØ; v

fftom sluqae ffnergiØ osnovnogo sostoØniØ ravna E^−_0 + ε(0).

2. Kogerentnye sostoØniØ i matriqnye fflementy operatorov

V kaqestve instrumenta dlØ vyqisleniØ korrelØcionnyh funkciæ my budem ispol~zovat~ kogerentnye sostoØniØ dlØ kanoniqeskih fermionnyh operatorov. V predyduwem razdele figurirovali dva nabora kanoniqeskih fermionnyh operatorov

a_p, a^†_p i A_p, A^†_p, svØzannye preobrazovaniem Bogol¸bova (1.25).

DlØ kaßdogo iz fftih naborov vvedem svoi kogerentnye sosto- ØniØ, kotorye budem uslovno nazyvat~ “starymi” (dlØ a_p, a^†_p) i “novymi” (dlØ A_p, A^†_p). ˚vnyæ vid skalØrnyh proizvedeniæ dlØ kogerentnyh sostoØniæ raznyh naborov daet universal~nyæ sposob vyqisleniØ matriqnyh fflementov operatorov, vhodØwih v opredeleniØ korrelØcionnyh funkciæ. Tem samym zadaqa vyqisleniØ korrelØcionnyh funkciæ budet svoditsØ k vyqisleni¸ integralov po grassmanovym peremennym.

Vvedem kogerentnye sostoØniØ, razliqnye dlØ naborov X^+ i

X^− (1.20): | ϕ, ± ⟩ = exp ∑ p∈X^± a^†_pϕ_p | 0 ⟩,

⟨ ϕ^∗, ± | = ⟨ 0 | exp ∑ p∈X^± ϕ^∗_pa_p . (2.1)

Zametim, qto fokovskiæ vakuum odinakov dlØ oboih naborov operatorov a_p, a^†_p (p ∈ X^±):

a_p | 0 ⟩ = 0, ⟨ 0 | a^†_p = 0, p ∈ X^±. (2.2)

Parametry ϕ_p i ϕ^∗_p – fflementy algebry Grassmana – antikommutiru¸t meßdu soboæ i so vsemi operatorami a_p, a^†_p. Podqerknem, qto my ne rassmatrivaem invol¸cii na algebre Grassmana; ϕ_p i

ϕ^∗_p nezavisimye parametry, a zvezdoqka nad ϕ^∗ oznaqaet tol~ko,

qto sootvetstvu¸wiæ parametr svØzan s bra-vektorom. Osnovnye svoæstva kogerentnyh sostoØniæ opisany v Priloßenii A.

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 227 Oni ØvlØ¸tsØ sobstvennymi dlØ operatorov a_p, a^†_p sootvetstven- no: a_p | ϕ, ± ⟩ = ϕ_p | ϕ, ± ⟩ p ∈ X^±, ⟨ ϕ^∗, ± | a^†_p = ϕ^∗_p⟨ ϕ^∗, ± | p ∈ X^±. (2.3)

SkalØrnoe proizvedenie kogerentnyh sostoØniæ odnogo tipa daetsØ obyqnoæ formuloæ (A.4): ⟨ ϕ^∗, ± | ϕ, ± ⟩ = exp ∑ p∈X^± ϕ^∗_pϕ_p . (2.4)

Kogda ffto ne moßet vyzvat~ nedorazumeniØ, summy v pravyh qastØh vyraßeniæ tipa (2.4) budut qasto oboznaqat~sØ prosto ϕ^∗ϕ = ∑ ϕ^∗_pϕ_p i t.p..

SkalØrnye proizvedeniØ sostoØniæ razliqnogo tipa da¸tsØ formulami ⟨ ϕ^∗, + | ϕ, − ⟩ = exp ∑ p∈X+,q∈X^− ϕ^∗_p −→ L_{pq}ϕ_q = exp{ϕ^∗ −→ L ϕ},

⟨ ϕ^∗, − | ϕ, + ⟩ = exp ∑ q∈X^− ,p∈X+ ϕ^∗_q ←− L_{qp}ϕ_p = exp{ϕ^∗ ←− L ϕ}, (2.5)

gde matriqnye fflementy M × M matric −→L i ←−L sut~: −→ L_{pq} = − i M e^i (_{p−q} 2 ) sin (_{p−q} 2 ) , ←− L_{qp} = − i M e^i (_{q−p} 2 ) sin (_{q−p} 2 ) , p ∈ X^+ , q ∈ X^− (2.6)

(strelka ukazyvaet, kakoæ indeks, pravyæ ili levyæ, iz nabora

X^−). Matricy (2.6) svØzany sootnoxeniØmi ←− L_{qp} = −→ L_{−p,−q} = ( ←− L^T )_{pq} = ( −→ L^T )_{−q,−p} kotorye budut ispol~zovany v dal~neæxem.

Formuly (2.5) stanovØtsØ oqevidnymi, esli prinØt~ vo vnimanie, qto fokovskiæ vakuum odinakov dlØ oboih tipov kogerentnyh sostoØniæ i perepisat~ skalØrnye proizvedeniØ v “ko-

228 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO ordinatnom predstavlenii”, primenØØ formuly (1.21) i (1.22): ⟨ ϕ^∗, ± | ϕ, ∓ ⟩ = ⟨ 0 | exp {_M ∑ m=1 ϕ^∗_m(±) a_m } exp {_M ∑ m=1 a^†_m ϕ_m(∓) } | 0 ⟩

= exp {_M ∑ m=1 ϕ^∗_m(±) ϕ_m(∓) } , (2.7)

gde ispol~zovany estestvennye oboznaqeniØ:

ϕ^∗_m(±) := exp(iπ/4) √ M ∑ p∈X^± ϕ^∗_p exp{−i(m − 1)p},

ϕ_m(±) := exp(−iπ/4) √ M ∑ p∈X^± ϕ_p exp{i(m − 1)p}. (2.8)

Vvedem teper~ kogerentnye sostoØniØ dlØ novogo nabora kanoniqeskih fermionnyh operatorov A_p, A^†_p, svØzannyh so starymi operatorami a_p, a^†_p preobrazovaniem Bogol¸bova (1.25). Novye kogerentnye sostoØniØ zada¸tsØ formulami, analogiqnymi formulam (2.1) (dlØ oboznaqeniØ novyh kogerentnyh sostoØniæ ispol~zu¸tsØ zaglavnye latinskie bukvy), | Y, ± ⟩ = exp ∑ p∈X^± A^†_pY_p | Ω_± ⟩,

⟨ Y^∗, ± | = ⟨ Ω_± | exp ∑ p∈X^± Y^∗_p A_p , (2.9)

gde sostoØniØ | Ω_± ⟩, ØvlØ¸tsØ vakuumnymi vektorami dlØ naborov operatorov A_p, A^†_p, p ∈ X^± sootvetstvenno:

A_p | Ω_± ⟩ = 0, ⟨ Ω_± | A^†_p = 0, ⟨ Ω_± | Ω_± ⟩ = 1, p ∈ X^±. (2.10)

�lementy algebry Grassmana Y_p, Y^∗_p analogiqny po svoim svoæstvam starym parametram ϕ_p, ϕ^∗_p; oqevidno, qto formuly (A.2)– (A.10) spravedlivy i dlØ novyh kogerentnyh sostoØniæ. Podqerknem, qto, odnako, v otliqii ot starogo vakuuma | 0 ⟩, odinakovogo dlØ staryh kanoniqeskih fermionnyh operatorov sootvetstvu¸wih naboram p ∈ X^+ i p ∈ X^−, novye vakuumy | Ω_+ ⟩

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 229 i | Ω_− ⟩ razliqny. �to neposredstvenno sleduet iz svØzi novyh vakuumnyh sostoØniæ so starym vakuumom,

| Ω_± ⟩ = N^{−1/2}_± Ω^†_± | 0 ⟩, ⟨ Ω_± |= N^{−1/2}_± ⟨ 0 | Ω_±, (2.11)

gde operatory Ω^†_± i Ω_± sut~:

Ω^†_± := exp 1 2 ∑ p∈X^± τ (p) a^†_pa^†_{−p} ,

Ω_± := exp 1 2 ∑ p∈X^± τ (p) a_{−p}a_p , (2.12)

a funkciØ τ (p) est~

τ (p) := tan θ(p) 2 (2.13) (θ(p) – ugol Bogol¸bova (1.26)). Normirovoqnyæ mnoßitel~ N_± v (2.11) moßet byt~ predstavlen kak opredelitel~ diagonal~noæ

M × M matricy,

N_± = ⟨ 0 | Ω_±Ω^†_± | 0 ⟩ = det_M (I + T^±), (2.14)

gde I – ediniqnaØ matrica i

T^± := diag{iτ (p)}, p ∈ X^±. (2.15)

Svoæstva (2.10) dlØ sostoØniæ (2.11) proverØ¸tsØ s pomow~¸ kommutacionnyh sootnoxeniæ

[a_p, Ω^†_±] = τ (p) Ω^†_±a^†_{−p}, p ∈ X^±,

[Ω_±, a^†_p] = τ (p) a_{−p}Ω_±, p ∈ X^±,

(2.16)

a normirovoqnyæ mnoßitel~ N_±, posle primeneniØ formuly (A.6), predstavlØetsØ v vide

N_± = ∫ dϕ dϕ^∗ exp { − ∑ p∈X^± ϕ^∗_pϕ_p

+ 1 2 ∑ p∈X^± τ (p) ( ϕ^∗_pϕ^∗_{−p} + ϕ_{−p}ϕ_p ) } , (2.17)

gde posle zameny peremennyh

ζ_p = 1 √ 2 (ϕ_p + iϕ^∗_{−p}), ζ^∗_p = 1 √ 2 (ϕ^∗_p + iϕ_{−p}), (2.18)

230 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO integral vyqislØetsØ (sm. (A.9)), qto i privodit k (2.14).

Vyxeizloßennye formuly pozvolØ¸t vyqislit~ skalØrnye proizvedeniØ meßdu novymi (2.9) i starymi (2.1) kogerentnymi sostoØniØmi. V qastnosti, dlØ skalØrnyh proizvedeniæ sostoØniæ odinakovogo tipa imeem: ⟨ ϕ^∗, ± | Y, ± ⟩ = N^{−1/2}_± exp { ∑ p∈X^± sec θ(p) 2 ϕ^∗_pY_p

+ 1 2 ∑ p∈X^± τ (p) ( ϕ^∗_pϕ^∗_{−p} − Y_{−p}Y_p ) } ,

⟨ Y^∗, ± | ϕ, ± ⟩ = N^{−1/2}_± exp { ∑ p∈X^± sec θ(p) 2 Y^∗_p ϕ_p

+ 1 2 ∑ p∈X^± τ (p) ( ϕ_{−p}ϕ_p − Y^∗_p Y^∗_{−p} ) } .

(2.19)

Ispol~zuØ formuly (2.19) moßno vyqislit~ matriqnye fflementy operatorov exp{−zH^±}, kotorye diagonal~ny v novyh predstavleniØh, meßdu starymi kogerentnymi sostoØniØmi [27]:

⟨ ϕ^∗, ± | e^{−z}H^± | ϕ, ± ⟩ = N^{−1}_± e^{−zE±0} det_M (I − J^±_z T^±) e^{ζ∗ D±}z^ζ , (2.20)

gde peremennye ζ_p, ζ^∗_p (p ∈ X^+ dlØ H^+ i p ∈ X^− dlØ H^−) opredeleny formuloæ (2.18). Diagonal~nye M × M matricy J^±_z , D^±_z sut~

J^±_z = diag{j_z(p)}, D^±_z = diag{d_z(p)}, p ∈ X^±, (2.21)

gde funkcii j_z , d_z opredeleny kak j_z(p) := exp{−zE(p)}, d_z(p) := j_z(p) − iτ (p) 1 − iτ (p)j_z (p) (2.22)

(matricy T^± opredeleny v (2.15)).

Formuly (2.20) da¸t matriqnye fflementy exp{−zH^±} v bazise staryh kogerentnyh sostoØniæ. DlØ vyqisleniØ korrelØcionnyh funkciæ neobhodimo znat~ takße matriqnye fflementy (form-faktory) lokal~nyh spinovyh operatorov. Poskol~ku

P^±σ^α_m = σ^α_mP^∓ (α = +, −) nam trebu¸tsØ tol~ko matriqnye ffle-

menty lokal~nyh operatorov σ^±_m meßdu sostoØniØmi razliqnogo

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 231 tipa. Sootvetstvu¸wie vyraßeniØ byli poluqeny v rabote [27] i zada¸tsØ formulami:

⟨ ϕ^∗, + | σ^+_m | ϕ, − ⟩ = ϕ_m(−) exp { ϕ^∗ −→ L_{m−1} ϕ } , ⟨ ϕ^∗, − | σ^+_m | ϕ, + ⟩ = ϕ_m(+) exp { ϕ^∗ ←− L_{m−1} ϕ } , ⟨ ϕ^∗, + | σ^−_m | ϕ, − ⟩ = ϕ^∗_m(+) exp { ϕ^∗ −→ L_{m−1} ϕ } , ⟨ ϕ^∗, − | σ^−_m | ϕ, + ⟩ = ϕ^∗_m(−) exp { ϕ^∗ ←− L_{m−1} ϕ } , (2.23)

gde ϕ_m(±) i ϕ^∗_m(±) opredeleny v (2.8), a matricy −→L_m i ←−L_m opredelØ¸tsØ analogiqno matricam −→L i ←−L (sm. (2.6)): ( −→ L_m)_{pq} = exp{−imp} ( −→ L )_{pq} exp{imq}, ( ←− L_m)_{qp} = exp{−imq} ( ←− L )_{qp} exp{imp}, p ∈ X^+ , q ∈ X^−. (2.24)

Formuly (2.23) i opredeleniØ (2.8) pozvolØ¸t poluqit~ predstavleniØ dlØ bilineænyh kombinaciæ matriqnyh fflementov lokal~nyh spinovyh operatorov: ⟨ ξ^∗, + | σ^a_{m+1} | ξ, − ⟩⟨ ψ^∗, − | σ^b_{n+1} | ψ, + ⟩ = ∂ ∂α exp { ξ^∗ −→ L_m ξ + ψ^∗ ←− L_n ψ + αf^{ab}_{mn} }| | |_{α=0} , a, b = +, −, (2.25) gde f^{+−}_{mn} = − 1 M ∑ q1,q2∈X^− ψ^∗_{q1} e^{−inq1+imq2} ξ_{q2} ,

f^{−+}_{mn} = 1 M ∑ p1,p2∈X+ ξ^∗_{p1} e^{−imp1 +inp2} ψ_{p2} ,

f^{++}_{mn} = − i M ∑ q∈X^− ,p∈X+ ξ_q e^{imq+inp}ψ_p,

f^{−−}_{mn} = i M ∑ p∈X+ ,q∈X^− ξ^∗_p e^{−inp+imq} ψ^∗_q .

(2.26)

Zametim, qto formuly (2.23) pozvolØ¸t poluqat~ takße predstavleniØ, analogiqnye (2.25), dlØ proizvedeniØ proizvol~nogo qisla matriqnyh fflementov lokal~nyh spinovyh operatorov. VyraßeniØ (2.25) i (2.20) budut ispol~zovany nami v sledu- ¸wem razdele dlØ vyqisleniØ dvuhtoqeqnyh koprelØcionnyh funkciæ.

232 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO

3. KorrelØtory lokal~nyh spinov na koneqnoæ cepoqke V fftom razdele vyqislØ¸tsØ temperaturnye korrelØcionnye funkcii lokal~nyh spinovyh operatorov XY -magnetika na koneqnoæ cepoqke dliny M . Temperaturnye korrelØcionnye funkcii, zavisØwie takße ot vremeni t i rasstoØniØ m, opredelØ¸tsØ kak G^{(a,b)}(m, t) = 1 Z Sp { e^{−β}Hσ^a_{m+1}(t)σ^b_1(0) } , a, b = +, −, (3.1) gde Z – statsumma,

Z = Sp { e^{−β}H } , (3.2)

a β = 1/T – obratnaØ temperatura. Sp v (3.1), (3.2) oznaqaet vzØtie sleda po vsemu prostranstvu sostoØniæ modeli. Zavisimost~ lokal~nyh spinovyh operatorov ot vremeni vvedena kanoniqeskim obrazom

σ^a_m(t) = e^{it}Hσ^a_me^{−it}H. (3.3)

Rassmotrim vnaqale statsummu Z (3.2). V silu (1.15) i (1.16) dlØ operatora e^{−β}H imeem toßdestvo

e^{−β}H = e^{−β}H^+ P^+ + e^{−β}H^− P^− = 1 2 { e^{−β}H^+ + e^{−β}H^− + (−1)Ne^{−β}H^+ − (−1)Ne^{−β}H^− } , (3.4)

v silu kotorogo statsumma predstavima v vide summy qetyreh vkladov Z = 1 2 ( Z^+_F + Z^−_F + Z^+_B − Z^−_B ) , (3.5) gde Z^±_F i Z^±_B est~“fermionnye” i “bozonnye” vklady sootvetstvenno,

Z^±_F = Sp { e^{−β}H^± } , Z^±_B = Sp { (−1)Ne^{−β}H^± } . (3.6)

DlØ “fermionnyh” vkladov Z^±_F , v silu (A.5), imeem

Z^±_F = ∫ dϕdϕ^∗ e^{ϕ∗ ϕ}⟨ ϕ^∗, ± | e^{−β}H^± | ϕ, ± ⟩. (3.7) DlØ “bozonnyh” vkladov Z^±_B , ispol~zuØ svoæstvo (−1)N | ϕ, ± ⟩ =| −ϕ, ± ⟩, (3.8)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 233 imeem predstavleniØ analogiqnye (3.7). Ispol~zuØ formulu (2.20) dlØ sootvetstvu¸wego matriqnogo fflementa, s uqetom (2.14), netrudno poluqit~

Z^±_F = e^{−βE±0} det_M ( I − J^±_β T^± I + T^± ) det_M ( I + D^±_β ) ,

Z^±_B = e^{−βE±0} det_M ( I − J^±_β T^± I + T^± ) det_M ( I − D^±_β ) . (3.9)

Ispol~zuØ opredeleniØ diagonal~nyh matric D^±_β , J^±_β , T^± (sm. (2.15) i (2.21)) okonqatel~no imeem

Z^±_F = e^{−βE±0} det_M ( I + J^±_β ) = ∏ p∈X^± ( 2 cosh βE(p) 2 ) ,

Z^±_B = e^{−βE±0} det_M ( I − J^±_β ) = ∏ p∈X^± ( 2 sinh βE(p) 2 ) . (3.10)

ObratimsØ teper~ k parnym korrelØcionnym funkciØm (3.1). Analogiqno statsumme oni mogut byt~ predstavleny v vide summy qetyreh vkladov

G^{(ab)} = 1 2Z ( Z^+_F G^{(ab)+}_F + Z^−_F G^{(ab)−}_F + Z^+_B G^{(ab)+}_B − Z^−_B G^{(ab)−}_B ) , (3.11) gde Z^±_F G^{(ab)±}_F = Sp { e^{−(β−it)}H^± σ^a_{m+1}e^{−it}H^∓ σ^b_1 } , Z^±_B G^{(ab)±}_B = Sp { (−1)Ne^{−(β−it)}H^± σ^a_{m+1}e^{−it}H^∓ σ^b_1 } . (3.12)

Vyqislenie vkladov v korrelØtor budet osuwestvlØt~sØ po toæ ße sheme kak ffto bylo prodelano vyxe pri vyqislenii statsummy. A imenno, ispol~zuØ opredelenie sleda (A.5) i razloßenie edinicy (A.6) vklady (3.12) predstavlØ¸tsØ kak integraly po grassmanovym peremennym. Dalee, ispol~zuØ privedennye v predyduwem razdele vyraßeniØ dlØ matriqnyh fflementov operatorov ffti integraly zapisyva¸tsØ kak gaussovskie i s pomow~¸ standartnyh formul (A.9) i (A.10) vyqislØ¸tsØ.

234 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO

Nametim osnovnye fftapy vyqisleniØ “fermionnogo” vklada

Z^+_F G^{(ab)+}_F , kotoryæ zapisyvaetsØ v vide

Z^+_F G^{(ab)+}_F = ∫ dηdη^∗dξdξ^∗dϕdϕ^∗dψdψ^∗ e^{η∗ ψ−ξ∗η−ϕ∗ ξ−ψ∗ϕ} ⟨ η^∗, + | e^{−(β−it)}H^+ | η, + ⟩ ⟨ ξ^∗, + | σ^a_{m+1} | ξ, − ⟩ ⟨ ϕ^∗, − | e^{−it}H^− | ϕ, − ⟩ ⟨ ψ^∗, − | σ^b_1 | ψ, + ⟩. (3.13)

Matriqnye fflementy somnoßiteleæ da¸tsØ formulami (2.20) i (2.23), iz kotoryh sleduet takße, qto matriqnye fflementy lokal~nyh spinov mogut byt~ skombinirovany tak, qtoby vospol~- zovat~sØ predstavleniØmi (2.25). PodstavlØØ (2.20) (s uqetom (2.14)) i (2.25) v (3.13) imeem Z^+_F G^{(ab)+}_F = e^{−(β−it)E+0 −itE−0} det_M (I − J_{+β−it}T_+ I + T^+ ) det_M ( I − J^−_{it} T^− I + T^− )

∂ ∂α ∫ dηdη^∗dξdξ^∗dϕdϕ^∗dψdψ^∗ exp { ω^∗D^+_{β−it}ω + ζ^∗D^−_{it} ζ (3.14) +ξ^∗ −→ L_m ξ + ψ^∗ ←− L ψ + αf^{ab}_{m0} + η^∗ψ − ξ^∗η − ϕ^∗ξ − ψ^∗ϕ }| | |_{α=0} Zdes~ peremennye ω, ω^∗ i ζ, ζ^∗ vyraßa¸tsØ qerez η, η^∗ i ϕ, ϕ^∗, ( ω ω^∗ ) = 1 √ 2 ( I iΩ iΩ I ) ( ϕ ϕ^∗ ) , ( ζ ζ^∗ ) = 1 √ 2 ( I iΩ iΩ I ) ( η η^∗ ) , (3.15)

gde Ω matrica obraweniØ impul~sa (sr. (2.18)), Ω^2 = 1, Ω^T = Ω. Zametim, qto Ω imeet raznye matriqnye predstavleniØ dlØ X^+ i X^−, qto, odnako, ne budet Øvno ukazyvat~sØ v oboznaqeniØh.

Preobrazuem vyraßenie (3.14). Snaqala sdelaem zamenu ψ → −ψ, t.k. M – qetno, mera integrirovaniØ invariantna. Dalee, proizvedem zamenu peremennyh:

ξ^∗_p = e^i m^{2 p}ξ̃^∗_p , ψ_p = e^{−i} m^{2 p}ψ̃_p,

ψ^∗_q = e^i m^{2 q}ψ̃^∗_q , ξ_q = e^{−i} m^{2 q}ξ̃_q,

(3.16)

(zdes~ i vs¸du niße p ∈ X^+ i q ∈ X^−) kotoraØ takße ne menØet meru integrirovaniØ. Analogiqnoe preobrazovanie vypolnim i

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 235 dlØ peremennyh η, η^∗, ϕ, ϕ^∗. Posle zameny peremennyh v pokazatele ffksponenty v (3.14) poluqim vyraßenie (dalee til~dy nad peremennymi opuskaem): ω^∗D^+_{β−it}ω + ζ^∗D^−_{it} ζ + ξ^∗P −→ L Q ξ − ψ^∗Q ←− L P ψ + αf^{ab}_{m0} − η^∗ψ − ξ^∗η − ϕ^∗ξ − ψ^∗ϕ, (3.17) gde P i Q diagonal~nye matricy,

P = diag{e^{−i} m^{2 p}}, p ∈ X^+ , Q = diag{e^{−i} m^{2 q}}, q ∈ X^−, (3.18)

a qerta oznaqaet obrawenie vseh impul~sov (indeksov) matricy,

A ≡ ΩAΩ. Veliqiny f^{ab}_{m0} zapisyva¸tsØ v vide

f^{−+}_{m0} = −ξ^∗R^+ψ, (R^+ )_{p1p2} = 1 M e^{−i} m^{2 (p1+p2 )},

f^{+−}_{m0} = −ψ^∗R^− ξ, (R^−)_{q1q2} = 1 M e^{−i} m^{2 (q1+q2 )},

f^{++}_{m0} = −iψ −→ S Ω ξ, ( −→ S )_{pq} = 1 M e^{−i} m^{2 (p+q)} , f^{−−}_{m0} = −iψ^∗Ω ←− S ξ^∗, ( ←− S )_{qp} = 1 M e^{−i} m^{2 (q+p)} ,

(3.19)

gde matricy −→S i ←−S vvedeny po analogii s matricami −→L i ←−L , i oblada¸t svoæstvom ←−S = (−→S )^T .

Na pervom fftape vypolnim integrirovanie po peremennym η,

η^∗, ϕ, ϕ^∗. DlØ fftogo pereædem ot peremennyh η, η^∗, ϕ, ϕ^∗ k pere-

mennym ω, ω^∗, ζ, ζ^∗, opredelennyh v (3.15), priqem dηdη^∗dϕdϕ^∗ =

dωdω^∗dζdζ^∗. Krome togo, analogiqno (3.15), vvedem peremennye ( λ λ^∗ ) = 1 √ 2 ( I iΩ iΩ I ) ( ψ ξ^∗ ) , ( ρ ρ^∗ ) = 1 √ 2 ( I iΩ iΩ I ) ( ξ ψ^∗ ) , (3.20)

togda

η^∗ψ + ξ^∗η + ϕ^∗ξ + ψ^∗ϕ = ζ^∗ρ + ρ^∗ζ + ω^∗λ + λ^∗ω. (3.21)

Takim obrazom, ot novyh peremennyh ω, ω^∗, ζ, ζ^∗ zavisØt tol~ko pervye dva i poslednie qetyre qlena v (3.17).

236 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO

Posle vzØtiØ integralov po ω, ω^∗ i ζ, ζ^∗ po formulam (A.9) dlØ vklada v korrelØtor poluqim

Z^+_F G^{(ab)+}_F = Const · ∂ ∂α ∫ dξdξ^∗dψdψ^∗ exp { −λ^∗(D^+_{β−it})^{−1}λ − ρ^∗(D^−_{it} )^{−1}ρ + ξ^∗P −→ L Q ξ − ψ^∗Q ←− L P ψ + αf^{ab}_{m0} }| | |_{α=0} (3.22) gde Const := e^{−(β−it)E+0 −itE−0} det_M ( I − J_{+β−it}T_+ I + T^+ ) det_M ( I − J^−_{it} T^− I + T^− )

det_M D^+_{β−it} det_M D^−_{it} . (3.23)

Teper~ naxa zadaqa sostoit v vyqislenii integrala po peremennym ξ, ξ^∗, ψ, ψ^∗ ili, qto ffkvivalentno, po peremennym λ, λ^∗, ρ, ρ^∗. Budem provodit~ vyqisleniØ v terminah vtorogo nabora peremennyh, kotorye skombiniruem v “bloqnye” peremennye x i y: x = ( λ λ^∗ ) , y = ( ρ ρ^∗ ) . (3.24) Zametim, qto λ, λ^∗ (vyraßennye qerez ξ^∗ i ψ posredstvom (3.20)) i, sootvetstvenno, x parametrizu¸tsØ impul~som p ∈ X^+ , a ρ, ρ^∗ (vyraßennye qerez ψ^∗ i ξ) i, sootvetstvenno, y parametrizu¸tsØ impul~som q ∈ X^−.

Vvedem bloqnu¸ matricu O_1 (obweæ razmernosti 2M × 2M )

O_1 = 1 √ 2 ( I −iΩ −iΩ I ) , O^{−1}_1 = 1 √ 2 ( I iΩ iΩ I ) , (3.25)

togda (3.20) zapixetsØ v vide ( ψ ξ^∗ ) = O_1x, ( ξ ψ^∗ ) = O_1y. (3.26)

Vvedem oboznaqenie

σ := ( 0 −I I 0 ) = −iσ_2 ⊗ I (3.27)

togda pervye dva qlena v pokazatele ffksponenty v (3.22) perepixutsØ kak −λ^∗(D^+_{β−it})^{−1}λ = 1 2 x^T σ^{−1}(D^+_{β−it})^{−1}x,

−ρ^∗(D^−_{it} )^{−1}ρ = 1 2 y^T σ^{−1}(D^−_{it} )^{−1}y.

(3.28)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 237 (V pravyh qastØh (3.28) D^+_{β−it} i D^−_{it} oznaqa¸t matricy I⊗D^+_{β−it} i

I ⊗D^−_{it} sootvetstvenno; dalee dlØ uproweniØ zapisi trivial~nye

sostavlØ¸wie matric budut opuskat~sØ.)

Preobrazuem tretiæ i qetvertyæ qleny v pokazatele ffksponenty v (3.22) tak, qtoby oni vyrazilis~ qerez x i y. Ispol~zuØ svoæstvo (←−L )_{qp} = (−→L )_{−p,−q} ili, inaqe, tot fakt, qto ←−L^T = Ω−→L Ω, a takße ispol~zuØ formuly (3.26) i simmetriqnost~ matricy

O_1, perepixem tretiæ i qetvertyæ qleny: ξ^∗P −→ L Q ξ − ψ^∗Q ←− L P ψ = ξ^∗P −→ L Q ξ + ψ P Ω −→ L ΩQ ψ^∗ = x^T O_1O_2O_1 y,

(3.29)

gde 2M × 2M matrica O_2 est~

O_2 := ( 0 P Ω −→ L ΩQ P −→ L Q 0 ) . (3.30)

Perepixem teper~ veliqiny f^{ab}_{m0} (3.19). Ispol~zuØ simmetriqnost~ matric R^+ , R^− i svoæstvo ←−S = (−→S )^T , dlØ veliqin

f^{ab}_{m0} imeem

f^{−+}_{m0} = 1 2 (ψR^+ ξ^∗ − ξ^∗R^+ ψ) = 1 2 x^T O_1σ^{−1}R^+O_1x,

f^{+−}_{m0} = 1 2 (ξR^− ψ^∗ − ψ^∗R^− ξ) = 1 2 y^T O_1σ^{−1}R^− O_1y,

f^{++}_{m0} = −iψ −→ S Ω ξ = −ix^T O_1 ( 1 + σ_3 2 ) −→ S Ω O_1y, f^{−−}_{m0} = iξ^∗ −→ S Ω ψ^∗ = ix^T O_1 ( 1 − σ_3 2 ) −→ S Ω O_1y.

(3.31)

V rezul~tate vse veliqiny v podyntegral~nom vyraßenii (3.22) vyraßeny qerez peremennye x i y. Poskol~ku zavisimost~ pokazatelØ ffksponenty ot x i y suwestvenno opredelØetsØ znaqeniØmi a, b = +, −, posredstvom veliqin f^{ab}_{m0}, rassmotrim kaßdyæ sluqaæ otdel~no.

Naqnem s vyqisleniØ veliqiny Z^+_F G^{(−+)+}_F , kotoraØ s uqetom formul (3.29)–(3.31) primet vid

Z^+_F G^{(−+)+}

F = Const ∂ ∂α ∫ dxdy exp { 1 2 x^T σ^{−1}(D^+_{β−it})^{−1}x + 1 2 y^T σ^{−1}(D^−_{it} )^{−1}y+x^T O_1O_2O_1y+ α 2 x^T O_1σ^{−1}R^+O_1x }| | |_{α=0}, (3.32)

238 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO gde Const daetsØ formuloæ (3.23). Posle vzØtiØ integrala snaqala po y, a zatem po x (sm. (A.10)), poluqim

Z^+_F G^{(−+)+}

F = Const det^{1/2}_{2M} { σ^{−1}(D^−_{it} )^{−1} } ∂ ∂α det^{1/2}_{2M} { σ^{−1}(D^+_{β−it})^{−1}

+O_1O_2O_1σD^−_{it} O_1O^T_2 O_1 +αO_1σ^{−1}R^+O_1 }| | |_{α=0}. (3.33)

Preobrazuem (3.33), v pervu¸ oqered~ vynosØ σ^{−1}(D^+_{β−it})^{−1} iz vtorogo opredelitelØ,

Z^+_F G^{(−+)+}

F = Const det^{−1}_M { D^−_{it} } det^{−1}_M { D^+_{β−it} } ∂ ∂α det^{1/2}_{2M} { I + M^{(−+)+} F (α) }| | |_{α=0}, (3.34)

gde 2M × 2M matrica M^{(−+)+}_F (α) est~

M^{(−+)+}

F (α) = O_1O_2O_1 σD^−_{it} O_1O^T_2 O_1 σD^+_{β−it}

+ α O_1σ^{−1}R^+O_1 σD^+_{β−it}.

(3.35)

Dalee, preobrazuem matricu M^{(−+)+}_F (α). Vvedem vremenno v rassmotrenie matricu K (sm. (3.30)),

O_2 = Kσ^{−1}, K = ( P Ω −→ L ΩQ 0 0 −P −→ L Q ) , (3.36)

priqem σK^T σ = ( Q Ω ←− L ΩP 0 0 −Q ←− L P ) , (3.37)

i ispol~zuØ svoæstvo σ^{−1}O_1σ = O^{−1}_1 toßdestvenno perepixem (3.35) v vide

M^{(−+)+}

F (α) = O_1K(σ^{−1}O_1σ)D^−_{it} O_1(σK^T σ)(σ^{−1} O_1σ)D^+_{β−it}

+ α O_1R^+ (σ^{−1}O_1σ)D^+_{β−it}

= O_1KO^{−1}_1 D^−_{it} O_1(σK^T σ)O^{−1}_1 D^+_{β−it}

+ α O_1R^+ O^{−1}_1 D^+_{β−it}.

(3.38)

Vvedem teper~ v rassmotrenie matricu ~M^{(−+)+}_F (α), kotoraØ otliqaetsØ ot M^{(−+)+}_F (α) preobrazovaniem podobiØ

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 239 ~M^{(−+)+} F (α) = U^{−1}M^{(−+)+}_F (α) U (3.39)

gde matrica U est~ U = ( I 0 0 iΩ ) , U^{−1} = ( I 0 0 −iΩ ) . (3.40)

Vvedem matricu Λ kak rezul~tat preobrazovaniØ podobiØ s matriceæ U matricy O_1,

Λ = U^{−1}O_1 U = 1 √ 2 ( I I −I I ) . (3.41)

Vvedem veliqiny: −→ F_1 = P Ω −→ L Ω Q, ←− F_2 = Q Ω ←− L ΩP, −→ F_2 = P Ω −→ L Ω Q, ←− F_1 = Q Ω ←− L ΩP , (3.42)

togda matrica ~M^{(−+)+}_F (α) zapixetsØ v sledu¸wem vide ~M^{(−+)+} F (α) = Λ ( −→ F_1 0 0 − −→ F_2 ) Λ^{−1} ( D^−_{it} 0 0 D^−_{it} )

× Λ ( ←− F_2 0 0 − ←− F_1 ) Λ^{−1} ( D^+_{β−it} 0 0 D^+_{β−it} )

+ αΛ ( R^+ 0

0 R^+ ) Λ^{−1} ( D^+_{β−it} 0 0 D^+_{β−it} ) , (3.43)

gde qerta, kak i vyxe, oznaqaet obrawenie vseh impul~sov (indeksov) matricy, v qastnosti D^−_{it} = ΩD^−_{it} Ω, Øvno D^−_{it} = diag{d_{it}(−q)}. DlØ poluqeniØ okonqatel~noæ formy matricy ~M^{(−+)+}_F (α) zametim, qto ( I 0 0 −I ) Λ^{−1} ( D^−_{it} 0 0 D^−_{it} ) Λ ( I 0 0 −I )

=Λ^{−1} ( D^−_{it} 0 0 D^−_{it} ) Λ. (3.44)

Takim obrazom, poluqim ~M^{(−+)+} F (α) = −→ F_1 D^−_{it} ←− F_2 D^+_{β−it} + αR^+D^+_{β−it}, (3.45)

240 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO gde −→ F_1 = Λ ( −→ F_1 0 0 −→ F_2 ) Λ^{−1}, D^−_{it} = ( D^−_{it} 0 0 D^−_{it} ) , ←− F_2 = Λ ( ←− F_2 0 0 ←− F_1 ) Λ^{−1}, D^+_{β−it} = ( D^+_{β−it} 0 0 D^+_{β−it} ) , R^+ = Λ ( R^+ 0 0 R^+ ) Λ^{−1}.

(3.46)

Otvet (3.34) dlØ vklada Z^+_F G^{(−+)+}_F , s uqetom (3.23), v itoge zapixetsØ v vide

Z^+_F G^{(−+)+} F =e^{−(β−it)E+0 −itE−0} det_M ( I − J^+_{β−it}T^+ I + T^+ ) det_M ( I − J^−_{it} T^− I + T^− )

∂ ∂α det^{1/2}_{2M} { I + ~M^{(−+)+} F (α) }| | |_{α=0}, (3.47)

Prokommentiruem preobrazovaniØ, vypolnennye naqinaØ s vyraßeniØ (3.33). V (3.33) otvet dlØ vklada v korrelØtor soderßit opredelitel~ 2M × 2M antisimmetriqnoæ matricy, v to vremØ kak v (3.47) figuriruet opredelitel~ 2M × 2M matricy ~M^{(−+)+} F (α), v kotoroæ vsØ netrivial~naØ zavisimost~ ot vremeni

t i rasstoØniØ m sosredotoqena v bloqno-diagonal~nyh strukturah, a nediagonal~nye somnoßiteli est~ fiksirovannye matricy Λ i Λ^{−1}. Predstavlenie (3.47) dlØ vklada Z^+_F G^{(−+)+}_F v korrelØtor G^{(−+)}(m, t) okaßetsØ udobnym dlØ issledovaniØ termodinamiqeskogo predela, kotoroe budet provedeno v sledu¸wem razdele. V qastnosti, budet pokazano, qto veliqina Z^+_F G^{(−+)+}_F singulØrna v termodinamiqeskom predele i ffta singulØrnost~ proistekaet iz diagonal~nyh fflementov matricy ~M^{(−+)+}_F (α), estestvennym obrazom otdelØØ singulØrnu¸ qast~ Z^+_F ot koneqnoæ v termodinamiqeskom predele veliqiny G^{(−+)+}_F .

ObratimsØ k vyqisleni¸ veliqiny Z^+_F G^{(+−)+}_F , kotoraØ s uqetom formul (3.29)–(3.31) imeet vid

Z^+_F G^{(+−)+}

F = Const ∂ ∂α ∫ dxdy exp { 1 2 x^T σ^{−1}(D^+_{β−it})^{−1}x + 1 2 y^T σ^{−1}(D^−_{it} )^{−1}y+x^T O_1O_2O_1y+ α 2 y^T O_1σ^{−1}R^− O_1y }| | |_{α=0}, (3.48)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 241 gde Const daetsØ formuloæ (3.23). Kak i pri vyqislenii vklada

Z^+_F G^{(−+)+}

F , vypolnim vnaqale integrirovanie po y, a zatem po x, qto daet

Z^+_F G^{(+−)+}

F = Const ∂ ∂α det^{1/2}_{2M} { σ^{−1}(D^−_{it} )^{−1} + α O_1σ^{−1}R^− O_1 }

det^{1/2}_{2M} { σ^{−1}(D^+_{β−it})^{−1}

+ O_1O_2O_1 [ σ^{−1}(D^−_{it} )^{−1} + α O_1σ^{−1}R^− O_1 ]_{−1} O_1O^T_2 O_1 }| | |_{α=0}. (3.49)

Ispol~zuØ formuly ∂ ∂α det^{1/2}(A_1 + αA_2) | | |_{α=0} = 1 2 det^{1/2}A_1 · tr(A^{−1}_1 A_2),

(A_1 + αA_2)^{−1} = A^{−1}_1 − αA^{−1}_1 A_2A^{−1}_1 + . . . ,

(3.50)

spravedlivye dlØ l¸byh matric A_1, A_2, dlØ veliqiny Z^+_F G^{(+−)+}_F poluqim (v naxem sluqae A_1 = σ^{−1}(D^−_{it} )^{−1}, A_2 = O_1σ^{−1}R^− O_1)

Z^+_F G^{(+−)+}

F = Const det^{−1}_M { D^−_{it} } det^{−1}_M { D^+_{β−it} } ( g^+ + ∂ ∂α ) det^{1/2}_{2M} { I + M^{(+−)+} F (α) }| | |_{α=0}, (3.51)

gde matrica M^{(+−)+}_F (α) est~

M^{(+−)+}

F (α) = O_1O_2O_1 [ σD^−_{it} − α (σD^−_{it} ) O_1σ^{−1}R^− O_1(σD^−_{it} ) ] × O_1O^T_2 O_1 σD^+_{β−it},

(3.52)

a funkciØ g^+ est~

g^+ = 1 2 tr_{2M} { σD^−_{it} O_1σ^{−1}R^− O_1 } = 1 2 tr_M { D^−_{it} (R^− + R^− ) }

= 1 M ∑ q∈X^− d_{it}(q) cos mq. (3.53)

Posle preobrazovaniæ predstavleniØ (3.51), identiqnyh (3.38), (3.39) i (3.44), dlØ vklada Z^+_F G^{(+−)+}_F , analogiqno (3.47), polu-

242 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO qaem otvet

Z^+_F G^{(+−)+} F = e^{−(β−it)E+0 −itE−0} det_M (I − J_{+β−it}T_+ I + T^+ )

det_M ( I − J^−_{it} T^− I + T^− ) ( g^+ + ∂ ∂α ) det^{1/2}_{2M} { I + ~M^{(+−)+} F (α) }| | |_{α=0}, (3.54)

gde 2M × 2M matrica ~M^{(+−)+}_F (α) est~ ~M^{(+−)+} F (α) = −→ F_1 D^−_{it} ←− F_2 D^+_{β−it} − α −→ F_1 D^−_{it} R^− D^−_{it} ←− F_2 D^+_{β−it}. (3.55)

Veliqiny −→F_1, ←−F_2, D^−_{it} i D^+_{β−it} opredeleny v (3.46), a matrica R^− est~

R^− = Λ ( R^− 0 0 R^− ) Λ^{−1}. (3.56)

ObratimsØ k vyqisleni¸ veliqin Z^+_F G^{(±±)+}_F , kotorye s uqetom formul (3.29)–(3.31) ime¸t vid

Z^+_F G^{(±±)+}

F = Const ∂ ∂α ∫ dxdy exp { 1 2 x^T σ^{−1}(D^+_{β−it})^{−1}x + 1 2 y^T σ^{−1}(D^−_{it} )^{−1}y + x^T O_1 ~O_2(α) O_1y }| | |_{α=0}, (3.57)

gde matrica ~O_2(α) est~

~O_2(α) = O_2 ∓ iα ( 1 ± σ_3 2 ) −→ S Ω. (3.58)

Posle vzØtiØ integralov po y i x, vydeleniØ standarnogo mnoßitelØ iz opredelitelØ zavisØwego ot α, poluqim

Z^+_F G^{(±±)+}

F = Const det^{−1}_M { D^−_{it} } det^{−1}_M { D^+_{β−it} } ∂ ∂α det^{1/2}_{2M} { I + M^{(±±)+} F (α) }| | α=0 , (3.59) gde M^{(±±)+} F (α) = O_1 ~O_2(α)O_1 σD^−_{it} O_1 ~O^T_2 (α)O_1 σD^+_{β−it}. (3.60)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 243 Posle preobrazovaniæ, identiqnyh (3.38), (3.39) i (3.44), dlØ veliqin Z^+_F G^{(±±)+}_F , analogiqno (3.47), poluqaem otvet

Z^+_F G^{(±±)+} F = e^{−(β−it)E+0 −itE−0} det_M ( I − J_{+β−it}T_+ I + T^+ )

det_M ( I − J^−_{it} T^− I + T^− ) ∂ ∂α det^{1/2}_{2M} { I + ~M^{(±±)+} F (α) }| | |_{α=0}, (3.61)

gde matricy ~M^{(±±)+}_F (α), s toqnost~¸ do kvadratiqnogo po α slagaemogo, ne da¸wego vklada v (3.61), ravny ~M^{(±±)+} F (α) = −→ F_1 D^−_{it} ←− F_2D^+_{β−it} + α −→ S_1^{(±)} D^−_{it} ←− F_2D^+_{β−it} − α −→ F_1 D^−_{it} ←− S_2^{(±)}D^+_{β−it}.

(3.62)

Matricy −→S_1^{(±)} i ←−S_2^{(±)} opredelØ¸tsØ kak −→ S_1^{(±)} = Λ σ^± ( Ω −→ S Ω 0 0 −→ S ) Λ^{−1}, ←− S_2^{(±)} = Λ ( Ω ←− S Ω 0 0 ←− S ) σ^±Λ^{−1},

(3.63)

a veliqiny −→F_1, ←−F_2, D^−_{it} i D^+_{β−it} opredeleny v (3.46).

Rassmotrim vklady Z^−_F G^{(ab)−}_F v korrelØcionnu¸ funkci¸

G^{(ab)}(m, t). Iz formul (3.12) sleduet, qto predstavleniØ dlØ ve-

liqin Z^−_F G^{(ab)−}_F mogut byt~ poluqeny iz predstavleniæ dlØ veliqin Z^+_F G^{(ab)+}_F putem zameny naborov impul~sov X^+ ↔ X^−. �to oznaqaet, qto veliqiny Z^−_F G^{(ab)−}_F predstavimy v vide, analogiqnom formulam (3.47), (3.54) i (3.61), Z^−_F G^{(ab)−}_F = e^{−(β−it)E−0 −itE+0} det_M ( I − J^−_{it} T^− I + T^− ) det_M (I − J_{+β−it}T_+ I + T^+ )

( g^−δ_{(ab)=(+−)} + ∂ ∂α ) det^{1/2}_{2M} { I + ~M^{(ab)−}_F (α) }| | |_{α=0}, (3.64)

gde funkciØ g^− est~ (sm. (3.53))

g^− = 1 M ∑ p∈X+ d_{it}(p) cos mp. (3.65)

244 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO

Zamena naborov impul~sov X^+ ↔ X^− v terminah matric oznaqaet zamenu −→L ↔ ←−L , P ↔ Q, qto ffkvivalentno izmeneni¸ napravleniæ strelok u veliqin (3.42), −→F_{1,2} ↔ ←−F_{1,2}. Krome togo, imeem −→S ↔ ←−S . Togda, estestvennym obrazom vvodØ veliqiny ←− F_1 = Λ ( ←− F_1 0 0 ←− F_2 ) Λ^{−1}, −→ F_2 = Λ ( −→ F_2 0 0 −→ F_1 ) Λ^{−1}, ←− S_1^{(±)} = Λ σ^± ( Ω ←− S Ω 0 0 ←− S ) Λ^{−1}, −→ S_2^{(±)} = Λ ( Ω −→ S Ω 0 0 −→ S ) σ^±Λ^{−1},

(3.66)

po analogii s (3.46) i (3.63), i uqityvaØ takße, qto pri zamene

X^+ ↔ X^− imeem D^+_z ↔ D^−_z , R^+ ↔ R^−, prihodim k vyvodu, qto

matricy ~M^{(ab)−}_F (α) poluqa¸tsØ iz matric ~M^{(ab)+}_F (α) putem zameny znakov v vernih indeksah i izmeneni¸ napravleniæ strelok u matric, figuriru¸wih v pravyh qastØh formul (3.45), (3.55) i (3.62). ˚vno, dlØ matric ~M^{(ab)−}_F (α) imeem sledu¸wie vyraßeniØ ~M^{(−+)−} F (α) = ←− F_1 D^+_{it} −→ F_2 D^−_{β−it} + αR^−D^−_{β−it}, ~M^{(+−)−} F (α) = ←− F_1 D^+_{it} −→ F_2 D^−_{β−it} − α ←− F_1 D^+_{it} R^+ D^+_{it} −→ F_2 D^−_{β−it}. ~M^{(±±)−} F (α) = ←− F_1 D^+_{it} −→ F_2D^−_{β−it} + α ←− S_1^{(±)} D^+_{it} −→ F_2D^−_{β−it} − α ←− F_1 D^+_{it} −→ S_2^{(±)}D^−_{β−it}. (3.67)

Rassmotrim teper~ “bozonnyæ” vklad Z^+_B G^{(ab)+}_B v korrelØtor. V silu (3.8), formula (3.13) dlØ “bozonnogo” vklada zapixetsØ v vide

Z^+_B G^{(ab)+}_B = ∫ dηdη^∗dξdξ^∗dϕdϕ^∗dψdψ^∗ e^{η∗ ψ−ξ∗η−ϕ∗ ξ−ψ∗ϕ} ⟨ η^∗, + | e^{−(β−it)}H^+ | η, + ⟩ ⟨ ξ^∗, + | σ^a_{m+1} | ξ, − ⟩ ⟨ ϕ^∗, − | e^{−it}H^− | ϕ, − ⟩ ⟨ ψ^∗, − | σ^b_1 | −ψ, + ⟩. (3.68)

Dal~neæxie vyqisleniØ mogut byt~ provedeny polnost~¸ po toæ ße sheme, kak ffto bylo podrobno izloßeno vyxe pri vyqislenii analogiqnogo “fermionnogo” vklada. Specifika fftogo

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 245 sluqaØ sostoit v tom, qto izmenenie znaka u peremennoæ ψ v matriqnom fflemente vedet k izmeneni¸ vyraßeniæ dlØ vseh veliqin soderßawih fftu peremennu¸, a imenno, izmenitsØ znak u veliqin f^{−+}_{m0} i f^{++}_{m0} (3.19), (3.31), a matrica O_2 v “bozonnom” sluqae primet vid (sm. (3.29) i (3.30))

O_2 := ( 0 −P Ω −→ L ΩQ P −→ L Q 0 ) . (3.69)

V sootvetstvii s fftim izmenØtsØ matricy K i σK^T σ, uqastvu- ¸wie v preobrazovanii (3.38); v “bozonnym” sluqae oni ravny K = ( −P Ω −→ L ΩQ 0 0 −P −→ L Q ) , σK^T σ = ( Q Ω ←− L ΩP 0 0 Q ←− L P ) . (3.70)

TakaØ struktura matric K i σK^T σ privodit k tomu, qto na fftape preobrazovaniæ determinantnogo predstavleniØ opisyvaemogo vyraßeniem (3.43) dlØ “bozonnyh” vkladov uße budet poluqat~sØ okonqatel~nyæ otvet. (t.e. v “bozonnom” sluqae net neobhodimosti v toßdestve (3.44)).

Takim obrazom, dlØ vkladov Z^+_B G^{(ab)+}_B spravedlivy sledu¸- wie predstavleniØ Z^+_B G^{(ab)+}_B = e^{−(β−it)E+0 −itE−0} det_M ( I − J^−_{it} T^− I + T^− ) det_M ( I − J_{+β−it}T_+ I + T^+ )

( g^+δ_{(ab)=(+−)} + ∂ ∂α ) det^{1/2}_{2M} { I + ~M^{(ab)−}_B (α) }| | |_{α=0}, (3.71)

gde funkciØ g^+ opredelena v (3.53), a matricy ~M^{(ab)−}_B (α) sut~ ~M^{(−+)+} B (α) = − −→ F_1 D^−_{it} ←− F_2 D^+_{β−it} − αR^+D^+_{β−it}, ~M^{(+−)+} B (α) = − −→ F_1 D^−_{it} ←− F_2 D^+_{β−it} + α −→ F_1 D^−_{it} R^− D^−_{it} ←− F_2 D^+_{β−it}. ~M^{(±±)+} B (α) = − −→ F_1 D^−_{it} ←− F_2D^+_{β−it} + α −→ S_1^{(±)} D^−_{it} ←− F_2D^+_{β−it} − α −→ F_1 D^−_{it} ←− S_2^{(±)}D^+_{β−it}.

(3.72)

246 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO

Nakonec, “bozonnyæ” vklad Z^−_B G^{(ab)−}_B v korrelØtor budet oqevidnym obrazom poluqat~sØ putem zameny naborov impul~- sov X^+ ↔ X^− v predstalenii dlØ sootvetstvu¸wego vklada Z^+_B G^{(ab)+}_B (3.71). V terminah matriqnogo predstavleniØ, ffto oznaqaet zameny D^+ ↔ D^−, R^+ ↔ R^−, i obrawenie napravleniØ strelok u veliqin F_{1,2} i S^{(±)}_{1,2} v matricah (3.72).

4. Vyvod predstavleniæ dlØ korrelØcionnyh funkciæ v termodinamiqeskom predele

KorrelØcionnye funkcii naibolee vaßny i interesny v termodinamiqeskom predele, v predele beskoneqnoæ cepoqki, M → ∞, pri fiksirovannom magnitnom pole h. Netrudno videt~, odnako, qto vse vklady Z^±_{F,B} G^{(ab)±}_{F,B} v (3.11), rovno kak i vse vklady Z^±_{F,B} v statsummu, singulØrny v termodinamiqeskom predele. Estestvenno oßidat~, qto vse singulØrnosti v qislitele i znamenatele vyraßeniØ (3.11) proisteka¸t iz singulØrnosti veliqin Z^±_{F,B} , a veliqiny G^{(ab)±}_{F,B} koneqny v predele M → ∞.

DlØ veliqin Z^±_{F,B} , ispol~zuØ (3.10), netrudno poluqit~ ocenku | | | | Z^±_B Z^±_F | | | | < C^M , C = tanh βE_{max} 2 < 1, (4.1)

gde E_{max} maksimal~noe znaqenie funkcii E(p). Sledovatel~no, v termodinamiqeskom predele imeem Z^−_F Z^+_F → 1, | | | | Z^−_B Z^+_B | | | | → 1, Z^±_B Z^±_F → 0. (4.2)

Takim obrazom, korrelØcionnye funkcii G^{(ab)} budut opredelØt~sØ tol~ko “fermionnymi” vkladami G^{(ab)±}_F , pri uslovii, qto “bozonnye” veliqiny G^{(ab)±}_B okaßutsØ koneqnymi pri M → ∞. Pofftomu, dlØ vyqisleniØ korrelØcionnyh funkciæ G^{(ab)} v termodinamiqeskom predele neobhodimo imet~ predstavleniØ dlØ veliqin G^{(ab)±}_{F,B} na koneqnoæ cepoqke v terminah ob¨ektov, ime¸- wih horoxo opredelennyæ (koneqnyæ) predel pri M → ∞. Tem samym budet dostignuta dvoØkaØ cel~: vo-pervyh, my pokaßem, qto veliqiny G^{(ab)±}_F i G^{(ab)±}_B koneqny v predele M → ∞, a, vovtoryh, iz toqnyh predstavleniæ dlØ veliqin G^{(ab)±}_F pri koneq-

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 247 nom M budet oqevidnym obrazom sledovat~ predstavlenie dlØ korrelØcionnyh funkciæ G^{(ab)} v termodinamiqeskom predele.

Provedem sootvetstvu¸wee vyqislenie na primere veliqin G^{(ab)+} F . V predstavleniØh (3.47), (3.54), (3.61) dlØ vkladov

Z^+_F G^{(ab)+}_F samym netrivial~nym ob¨ektom ØvlØ¸tsØ opredelite-

li 2M ×2M matric I + ~M^{(ab)+}_F (α). Rassmotrim podrobno matricu −→ F_1 D^−_{it} ←− F_2, kotoraØ opredelØet ne zavisØwu¸ ot α qast~ matric ~M^{(ab)+}_F (α). Ispol~zuØ Øvnyæ vid matriqnyh fflementov matric −→ F_{1,2} i ←− F_{1,2}, ( −→ F_1)_{pq} = i M e^{−i} (_{p−q} 2 ) sin (_{p−q} 2 ) e^{−i} m^{2 (p−q)} ,

( −→ F_2)_{pq} = i M e^{−i} (_{p−q} 2 ) sin (_{p−q} 2 ) e^i m^{2 (p−q)} ,

( ←− F_1)_{qp} = i M e^{−i} (_{q−p} 2 ) sin (_{q−p} 2 ) e^{−i} m^{2 (q−p)} ,

( ←− F_2)_{qp} = i M e^{−i} (_{q−p} 2 ) sin (_{q−p} 2 ) e^i m^{2 (q−p)} ,

(4.3)

(gde, kak i v predyduwem razdele, p ∈ X^+ i q ∈ X^−) vypixem matriqnye fflementy matricy −→F_1 D^−_{it} ←−F_2, traktuØ ee kak M × M bloqnu¸ matricu postroennu¸ iz 2 × 2 matric (p, p^′ ∈ X^+ ): (−→ F_1 D^−_{it} ←− F_2 ) pp^′ = − 1 M^2 ∑ q∈X^− e^{−i} (_{p−p}′ 2 ) sin (_{p−q} 2 ) sin (_{q−p′} 2 ) ( cos^m_2 (p − q) i sin^m_2 (p − q) i sin^m_2 (p − q) cos^m_2 (p − q) )

( d_{it}(−q) 0 0 d_{it}(q) ) ( cos^m_2 (q − p^′) −i sin^m_2 (q − p^′) −i sin^m_2 (q − p^′) cos^m_2 (q − p^′) ) (4.4)

Iz (4.4) vidno, qto diagonal~nye fflementy 2 × 2 matricy, stoØweæ pod znakom summy soderßat, v qastnosti, slagaemoe

cos^m_2 (p − q) cos^m_2 (q − p^′), i sledovatel~no, v diagonal~nyh ffle-

mentah matricy −→F_1 D^−_{it} ←−F_2 figuriru¸t summy po q ot vyraßeniæ soderßawih formal~no dvoænoæ pol¸s v toqke p = p^′. Pri M

248 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO koneqnom vse summy v (4.4) horoxo opredeleny, poskol~ku q ≠ p, dlØ q ∈ X^−, p ∈ X^+ . V termodinamiqeskom predele, odnako, znaqeniØ q i p sguwa¸tsØ, zapolnØØ nepreryvno interval (−π, π), i dlØ korreknogo perehoda k termodinamiqeskogo predelu summy po q soderßawie pol¸sa neobhodimo preobrazovat~.

DlØ fftogo, ispol~zuØ toßdestvo 1 M^2 ∑ q∈X^− 1 sin^2 (_{q−p} 2 ) = 1, p ∈ X^+ , (4.5)

predstavim matricu −→F_1 D^−_{it} ←−F_2 v vide summy −→ F_1 D^−_{it} ←− F_2 = D^+_{it} + ~V^+_F , (4.6)

gde matrica ~V^+_F opredelØetsØ formuloæ

~V^+_F = −→F_1 D^−_{it} ←−F_2 − D^+_{it} . (4.7)

Ispol~zuØ toßdestvo (4.5) dlØ diagonal~nyh fflementov matricy ~V^+_F imeem ( ~V^+_F ) pp = (−→ F_1 D^−_{it} ←− F_2 ) pp − 1 M^2 ∑ q∈X^− 1 sin^2 (_{q−p} 2 ) ( d_{it}(−p) 0 0 d_{it}(p) ) (4.8)

i takim obrazom (4.8) predstavimo v vide summy po q ot vyraßeniØ ime¸wego formal~no tol~ko prostoæ pol¸s po q v toqke p. Zametim, qto summy po q ot vyraßeniæ soderßawih prostoæ pol¸s prisutstvu¸t takße v nediagonal~nyh fflementah matricy ~V^+_F (zada¸wihsØ nediagonal~nymi fflementami matricy −→F_1 D^−_{it} ←−F_2) i v matricah opisyva¸wih lineænu¸ po α qast~ matric ~M^{(ab)+}_F (α). DlØ analiza fftih matriqnyh fflementov my, obobwaØ podhod ispol~zovannyæ v [5] dlØ XXO cepoqki, vvedem v rassmotrenie matricy-funkcii razmernosti 2 × 2

e_−(p) = ( e^{−i} m^{2 p} 0 0 e^i m^{2 p} ) , e_+ (p) = e_−(p) e(p), (4.9)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 249 gde matrica-funkciØ e(p) est~

e(p) = 1 M ∑ q∈X^− e^i (_{q−p} 2 ) sin (_{q−p} 2 ) e^{−1}_− (q) d(−q) e^{−1}_− (q) (4.10) i d(q) = Λ^{−1} ( d_{it}(q) 0 0 d_{it}(−q) ) Λ. (4.11)

V silu toßdestva 1 sin (_{q−p} 2 ) sin (_{q−p′} 2 )

= 1 sin (_{p−p′} 2 ) e^i (_{q−p} 2 ) sin (_{q−p} 2 ) − e^i (_{q−p}′ 2 ) sin (_{q−p′} 2 ) , p ≠ p^′, (4.12)

nediagonal~nye matriqnye fflementy matricy ~V^+_F zapisyva¸tsØ v vide (sr. (4.4) i (4.7)): ( ~V^+_F ) pp^′ = e^{−i} (_{p−p}′ 2 ) M sin (_{p−p′} 2 ) Λ ( e_+ (p) e^T_−(p^′) − e_−(p) e^T_+ (p^′) ) Λ^{−1}. (4.13)

Vvedem oboznaqeniØ dlØ matric vhodØwih v lineænu¸ po α qast~ matric ~M^{(ab)+}_F (α) (sm. (3.45), (3.55), (3.62)):

~W^{(−+)+}

F = R^+ ,

~W^{(+−)+} F = − −→ F_1 D^−_{it} R^− D^−_{it} ←− F_2, ~W^{(±±)+} F = −→ S_1^{(±)} D^−_{it} ←− F_2 − −→ F_1 D^−_{it} ←− S_2^{(±)}.

(4.14)

Matricy ~W^{(ab)+}_F ime¸t matriqnye fflementy ( ~W^{(−+)+} F ) pp^′ = 1 M Λ e_−(p) e^T_−(p^′) Λ^{−1}, ( ~W^{(+−)+} F ) pp^′ = − 1 M Λ ( e_+(p) e^T_+ (p^′) − 2ig^+e_+ (p) e^T_−(p^′) ) Λ^{−1}, ( ~W^{(±±)+} F ) pp^′ = i M Λ ( e_−(p)σ^±e^T_+ (p^′)

−2ig^+ e_−(p)σ^±e^T_−(p^′) + e_+ (p)σ^±e^T_−(p^′) ) Λ^{−1}, (4.15)

250 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO gde funkciØ g^+ opredelena v (3.53).

Summy po q soderßatsØ tol~ko v matrice-funkcii e(p), priqem e(p) = c(p) + ig^+ I gde matrica-funkciØ c(p) est~

c(p) = 1 M ∑ q∈X^− cot (_{q−p} 2 ) e^{−1}_− (q) d(−q) e^{−1}_− (q). (4.16)

DlØ perehoda k termodinamiqeskomu predelu v summah vida (4.16), soderßawih prostye pol¸sy pri q = p, vospol~zuemsØ toßdestvom 1 M ∑ q∈X^− cot (_{q−p} 2 ) = 0, p ∈ X^+ , (4.17)

togda dlØ l¸boæ funkcii f(p), v silu (4.17), imeem 1 M ∑ q∈X^− cot (_{q−p} 2 ) f(q)

= 1 M ∑ q∈X^− cot (_{q−p} 2 ) (f(q) − f(p)), p ∈ X^+ (4.18)

i, sledovatel~no, prostoæ pol¸s v predele M → ∞ dolßen ponimat~sØ v smysle glavnogo znaqeniØ.

�to utverßdenie poluqeno nami dlØ nediagonal~nyh fflementov matricy ~V^+_F (i dlØ vseh fflementov matric ~W^{(ab)+}_F ), odnako, kak netrudno ubedit~sØ prØmym vyqisleniem, procedura opredeleniØ prostogo pol¸sa v summah po q v diagonal~nyh fflementah ~V^+_F v predele M → ∞ takße proizvoditsØ s pomow~¸ formuly (4.18). Krome togo, moßno pokazat~, polnost~¸ sleduØ vykladkam priloßeniØ raboty [5], qto diagonal~nye fflementy

~V^+_F , zada¸wiesØ formuloæ (4.8), poluqa¸tsØ iz nediagonal~nyh

fflementov ~V^+_F putem vzØtiØ formal~nogo predela p → p^′ v formule (4.13) po pravilu LopitalØ.

Zametim, qto summy vida (4.18) ime¸t porØdok O(1) pri

M → ∞, a vse matriqnye fflementy 2M ×2M matric ~V^+_F i ~W^{(ab)+}_F ,

kak vidno iz (4.13) i (4.15), ime¸t porØdok O(1/M ), i, takim obrazom, ffti matricy ØvlØ¸tsØ horoxo opredelennymi veliqinami v predele M → ∞, v kotorom oni perehodØt v integral~nye operatory (s 2 × 2 matriqnym Ødrom), deæstvu¸wie na (vektor-)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 251 funkcii na otrezke (−π, π). Sootvetstvu¸wiæ predel~nyæ perehod budet opisan niße, pri vyvode predstavleniæ dlØ korrelØcionnyh funkciæ v termodinamiqeskom predele.

VernemsØ k formule (4.6), iz kotoroæ sleduet, qto matrica −→ F_1 D^−_{it} ←− F_2 est~ summa dvuh matric, a imenno, diagonal~noæ matri-

cy D^+_{it} , matriqnye fflementy kotoroæ porØdka O(1) pri M → ∞, i matricy ~V^+_F , vse matriqnye fflementy kotoroæ, kak pokazano vyxe, porØdka O(1/M ). Sledovatel~no, matricy ~M^{(ab)+}_F (α) takße soderßat diagonal~nyæ vklad porØdka O(1), ravnyæ D^+_{it} D^+_{β−it}; vse ostal~nye slagaemye porØdka O(1/M ). Prisutsvie vklada porØdka O(1) v matricah ~M^{(ab)+}_F (α) poroßdaet singulØrnost~ opredelitelØ 2M × 2M matricy I + ~M^{(ab)+}_F (α) v predele M → ∞. Estestvenno vydelit~ singulØrnost~ (pri M → ∞) poroßdaemu¸ diagonal~nymi fflementami matricy ~M^{(ab)+}_F (α), faktorizuØ singulØrnu¸ qast~. S uqetom (4.6) i (4.14) imeem

I + ~M^{(ab)+}_F (α) = I + ( D^+_{it} + ~V^+_F + α~W^{(ab)+}_F ) D^+_{β−it} = ( I + ( ~V^+_F + α~W^{(ab)+}_F ) D^+_{β−it} ( I + D^+_{it} D^+_{β−it} )_{−1})

× ( I + D^+_{it} D^+_{β−it} ) , (4.19) i, sledovatel~no,

det^{1/2}_{2M} ( I + ~M^{(ab)+}_F (α) )

= det_M ( I + D^+_{it} D^+_{β−it} ) det^{1/2}_{2M} ( I + ~V^+_F Θ^+_F + α~W^{(ab)+}_F Θ^+_F ) (4.20)

gde diagonal~naØ 2M × 2M matrica Θ^+_F est~

Θ^+_F = D^+_{β−it} ( I + D^+_{it} D^+_{β−it} )_{−1} (4.21)

V pravoæ qasti (4.20) pervyæ somnoßitel~ singulØren, a vtoroæ koneqen v predele M → ∞.

Ispol~zuØ vyraßenie (3.10) dlØ Z^+_F i predstavleniØ (3.47), (3.54) i (3.61) dlØ vkladov Z^+_F G^{(ab)+}_F , s uqetom formuly (4.20), dlØ veliqin G^{(ab)+}_F poluqim G^{(ab)+} F = G_0 ( g^+ δ_{(ab),(+−)} + ∂ ∂α )

252 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO

×det^{1/2}_{2M} ( I + V^+_F + αW^{(ab)+}_F ) | | | | |_{α=0} , (4.22)

gde preddeterminantnyæ faktor G_0 raven

G_0 = e^{it(E+0 −E−0 )} det^{−1}_M (I − J_{+β−it}T_+ I − T^+ ) det_M (I − J_{−β−it}T_− I − T^− ) . (4.23)

Matricy V^+_F i W^{(ab)+}_F opredelØ¸tsØ formulami

V^+_F = Λ^{−1}(Θ^+_F )^{1/2} ~V^+_F (Θ^+_F )^{1/2}Λ, W^{(ab)+} F = Λ^{−1}(Θ^+_F )^{1/2} ~W^{(ab)+}_F (Θ^+_F )^{1/2}Λ,

(4.24)

ih matriqnye fflementy ravny (sm. (4.13) i (4.15)) ( V^+_F ) pp^′ = e^{−i} (_{p−p}′ 2 ) M sin (_{p−p′} 2 ) Φ^{1/2}(p) ( e_+ (p) e^T_−(p^′) − e_−(p) e^T_+ (p^′) ) Φ^{1/2}(p^′), ( W^{(−+)+} F ) pp^′ = 1 M Φ^{1/2}(p) e_−(p) e^T_−(p^′) Φ^{1/2}(p^′), ( W^{(+−)+} F ) pp^′ = − 1 M Φ^{1/2}(p) ( e_+(p)e^T_+ (p^′)−2ig^+ e_+(p)e^T_−(p^′) ) Φ^{1/2}(p^′), ( W^{(±±)+} F ) pp^′ = i M Φ^{1/2}(p) ( e_−(p)σ^±e^T_+ (p^′)

− 2ig^+ e_−(p)σ^±e^T_−(p^′) + e_+(p)σ^±e^T_−(p^′) ) Φ^{1/2}(p^′), (4.25)

gde 2 × 2 matricy-funkcii e_±(p) opredeleny v (4.9)–(4.11), a funkciØ g^+ opredelena v (3.53). Matrica-funkciØ Φ(p) est~

Φ(p) = Λ^{−1} ( φ(p) 0 0 φ(−p) ) Λ, Φ^{1/2}(p) = Λ^{−1} ( φ^{1/2}(p) 0 0 φ^{1/2}(−p) ) Λ, (4.26)

gde funkciØ φ(p) opredelØetsØ kak φ(p) = d_{β−it}(p) 1 + d_{β−it}(p) d_{it}(−p) . (4.27)

Iz (4.22) vidno, qto veliqina G^{(ab)+}_F predstavlena v terminah veliqin, koneqnyh v predele M → ∞, priqem G_0 → 1 v fftom

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 253 predele. Podqerknem, formula (4.22) est~ toqnyæ otvet dlØ veliqiny G^{(ab)+}_F dlØ l¸bogo M .

DlØ veliqiny G^{(ab)−}_F , polnost~¸ povtorØØ vyxeizloßennye rassußdeniØ s uqetom zameny naborov impul~sov X^+ ↔ X^−, poluqim G^{(ab)−} F = G^{−1}_0 ( g^−δ_{(ab),(+−)} + ∂ ∂α )

×det^{1/2}_{2M} ( I + V^−_F + αW^{(ab)−}_F ) | | | |_{α=0} , (4.28) gde V^−_F = Λ^{−1}(Θ^−_F )^{1/2} ~V^−_F (Θ^−_F )^{1/2}Λ, W^{(ab)−} F = Λ^{−1}(Θ^−_F )^{1/2} ~W^{(ab)−}_F (Θ^−_F )^{1/2}Λ,

(4.29)

i matrica Θ^−_F daetsØ (4.21) s zamenoæ D^+ → D^−. Matrica ~V^−_F formal~no opredelØetsØ sootnoxeniem, analogiqnym (4.7),

~V^−_F = ←−F_1 D^+_{it} −→F_2 − D^−_{it} , (4.30)

kotoroe nußno ponimat~ v smysle formuly (4.8), s zamenoæ impul~sov p ↔ q, p ∈ X^+ , q ∈ X^− (zametim, qto toßdestvo (4.5), tak ße kak i toßdestvo (4.17), invariantno otnositel~no zameny naborov X^+ ↔ X^−). Matricy ~W^{(ab)−}_F est~ (sm. (3.67)) ~W^{(−+)−} F = R^−, ~W^{(+−)−} F = − ←− F_1 D^+_{it} R^+ D^+_{it} −→ F_2, ~W^{(±±)−} F = ←− S_1^{(±)} D^+_{it} −→ F_2 − ←− F_1 D^+_{it} −→ S_2^{(±)}.

(4.31)

Zametim, qto matriqnye fflementy matric V^−_F i W^{(ab)−}_F takße mogut byt~ zapisany v forme (4.25) s uqetom togo, qto argumentami matric-funkciæ ØvlØ¸tsØ q, q^′ ∈ X^− i summirovanie v opredelenii matricy-funkcii e(q) (sm. (4.10)) dolßno osuwestvlØt~sØ po p ∈ X^+ .

Rassmotrim teper~ “bozonnye” vklady G^{(ab)±}_B . DlØ “bozonnyh” vkladov, provodØ analiz provedennyæ vyxe na primere “fermionnogo” vklada G^{(ab)+}_F , poluqim G^{(ab)±} B = G^{±1}_0 ( g^± δ_{(ab),(+−)} + ∂ ∂α )

254 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO

×det^{1/2}_{2M} ( I − V^±_B − αW^{(ab)±}_B ) | | | | |_{α=0} , (4.32) gde V^±_B = Λ^{−1}(Θ^±_B )^{1/2} ~V^±_B (Θ^±_B )^{1/2}Λ, W^{(ab)±} B = Λ^{−1}(Θ^±_B )^{1/2} ~W^{(ab)±}_B (Θ^±_B )^{1/2}Λ.

(4.33)

Diagonal~nye 2M × 2M matricy Θ^±_B opredelØ¸tsØ formuloæ Θ^±_B = D^±_{β−it} ( I − D^±_{it} D^±_{β−it} )_{−1} . (4.34)

Naprimer, matrica V^+_B opredelØetsØ kak

~V^+_B = −→F_1 D^−_{it} ←−F_2 − D^+_{it} , (4.35)

priqem vyraßenie dlØ matricy V^+_B nußno ponimat~ v smysle formuly (4.8). Matricy W^{(ab)+}_B opredelØ¸tsØ kak

~W^{(−+)+} B = R^+ ,

~W^{(+−)+} B = − −→ F_1 D^−_{it} R^− D^−_{it} ←− F_2, ~W^{(±±)+} B = − −→ S_1^{(±)} D^−_{it} ←− F_2 + −→ F_1 D^−_{it} ←− S_2^{(±)}.

(4.36)

Matricy V^−_B i W^{(ab)−}_B poluqa¸tsØ putem formal~noæ zameny

D^+ ↔ D^−, R^+ ↔ R^−, i obraweniem napravleniØ strelok u veli-

qin F_{1,2} i S^{(±)}_{1,2} v matricah (4.35), (4.36). Matriqnye fflementy matric V^±_B i W^{(ab)±}_B takße mogut byt~ predstavleny v vide, analogiqnom (4.25), odnako opredelenie matric-funkciæ e(p) i Φ(p) v “bozonnom” sluqae neskol~ko inoe. ˚vnyæ vid matriqnyh fflementov V^±_B i W^{(ab)±}_B , odnako, ne suwestvennen, poskol~ku, kak ffto vidno iz predstavleniØ (4.32), funkcii G^{(ab)±}_B koneqny v predele M → ∞ i, kak ffto obsußdalos~ v naqale fftogo razdela, oni ne da¸t vklada v korrelØcionnye funkcii G^{(ab)} v termodinamiqeskom predele.

Rassmotrim perehod k termodinamiqeskomu predelu v predstavlenii (3.11) dlØ korrelØcionnyh funkciæ G^{(ab)}. V silu (4.2) korrelØcionnye funkcii opredelØ¸tsØ tol~ko “fermionnymi” vkladami G^{(ab)±}_F v termodinamiqeskom predele. Oqevidno, qto vse otliqie veliqin G^{(ab)+}_F i G^{(ab)−}_F sostoit v zamene naborov

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 255 impul~sov X^+ ↔ X^−. V termodinamiqeskom predele znaqeniØ impul~sov p ∈ X^+ i q ∈ X^− sguwa¸tsØ, zapolnØØ nepreryvno interval (−π, π) i razliqie meßdu fftimi dvumØ naborami isqezaet. Sledovatel~no, G^{(ab)−}_F → G^{(ab)+}_F pri M → ∞ i dlØ korrelØcionnyh funkciæ G^{(ab)} imeem G^{(ab)} | | M =∞ = G^{(ab)+} F | | M =∞ . (4.37)

Takim obrazom, korrelØcionnye funkcii G^{(ab)} v termodinamiqeskom predele da¸tsØ vyraßeniem (4.22) pri M = ∞.

Rassmotrim ob¨ekty, voznika¸wie v rezul~tate predel~nogo perehoda M → ∞ v predstavlenii (4.22). V pervu¸ oqered~, zametim, qto summy po q ∈ X^± perehodØt v integraly 1 M ∑ q∈X^± → 1 2π π∫ −π dq, (4.38)

a vsØkaØ 2M × 2M matrica A predstavimaØ kak M × M bloqnaØ matrica s fflementami A_{pp}′ , ØvlØ¸wimisØ 2 × 2 matricami, perehodit v lineænyæ integral~nyæ operator^^A s 2 × 2 matriqnym Ødrom A(p, p^′) = lim_{M→∞} M 2π A_{pp}′ . (4.39)

Operator^^A deæstvuet na vektor-funkcii ⃗f (p) na otrezke (−π, π) po pravilu (^ A⃗f ) j(p) = π∫ −π dq ∑ k=1,2 [A(p, q)]_{jk}f_k(q). (4.40)

Sled operatora^^A opredelØetsØ kak

Tr Â = π∫ −π dq tr_2 A(q, q), (4.41)

a proizvedenie dvuh operatorov^^A_3 =^^A_1^^A_2 est~ operator s Ødrom

[A_3(p, p^′)]_{jk} = π∫ −π dq ∑ l=1,2 [A_1(p, q)]_{jl}[A_2(q, p^′)]_{lk}. (4.42)

256 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO V (4.22) figuriruet opredelitel~ 2M × 2M matricy vida I + A, kotoryæ v predele M → ∞ perehodit v opredelitel~ Fredgol~ma det (^^I +^^A) lineænogo integral~nogo operatora s matriqnym Ødrom. Opredelenie sleda (4.41) i proizvedeniØ operatorov (4.42) pozvolØ¸t ispol~zovat~ standartnu¸ formulu

det (Î + Â) = exp { Tr ln(Î + Â) } = exp {_∞ ∑ k=1 (−1)^{k−1} k Tr Â^k } (4.43)

v kaqestve opredeleniØ veliqiny det (^^I +^^A). ˚dro ediniqnogo operatora^^I, soglasno (4.39), sut~ δ_{jk}Δ(p − p^′), gde Δ(p − p^′) est~ δ-funkciØ na otrezke (−π, π).

Takim obrazom, korrelØcionnye funkcii v termodinamiqeskom predele predstalØ¸tsØ v vide opredeliteleæ Fredgol~ma lineænyh integral~nyh operatorov s 2 × 2 matriqnym Ødrom. Oboznaqim qerez^^V i^^W^{(ab)} integral~nye operatory v kotorye perehodØt, soglasno formule (4.39), 2M × 2M matricy V^+_F i W^{(ab)+} F (sm. (4.24), (4.25)), sootvetstvenno. Togda dlØ korrelØcionnyh funkciæ v termodinamiqeskom predele imeem predstavlenie G^{(ab)} | | |_{M =∞} = ( g δ_{(ab),(+−)} + ∂ ∂α ) det^{1/2} ( Î +V̂ +αŴ^{(ab)} ) | | | | α=0 , (4.44)

gde operatory^^V i^^W^{(ab)} ime¸t Ødra V (p, p^′) = e^{−i} (_{p−p}′ 2 ) 2 sin (_{p−p′} 2 ) ( E_+ (p) E^T_−(p^′) − E_−(p) E^T_+ (p^′) ) , W^{(−+)} (p, p^′) = 1 2 E_−(p) E^T_−(p^′),

W^{(+−)} (p, p^′) = − 1 2 ( E_+ (p) E^T_+ (p^′) − 2ig E_+ (p) E^T_−(p^′) ) , W^{(±±)}(p, p^′) = i 2 ( E_−(p)σ^±E^T_+ (p^′)

− 2igE_−(p)σ^±E^T_−(p^′) + E_+ (p)σ^±E^T_−(p^′) ) .

(4.45)

FunkciØ g est~ predel funkcii g^+ (3.53), g = 1 2π π∫ −π dq d_{it}(q) cos(mq) (4.46)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 257 Matricy-funkcii E_±(p) opredelØ¸tsØ kak

E_−(p) = 1 √ π Φ^{1/2}(p) e_−(p), E_+ (p) = E_−(p) E(p), (4.47)

gde E(p) est~ predel matricy-funkcii e(p) (4.10),

E(p) = i π P.v. π∫ −π dq e^{iq} e^{iq} − e^{ip} e^{−1}_− (q) d(−q) e^{−1}_− (q). (4.48)

Matricy-funkcii e_−(p), d(p) i Φ(p) opredeleny v (4.9), (4.11) i (4.26) sootvetstvenno.

Predstavlenie (4.44) dlØ korrelØcionnyh funkciæ v termodinamiqeskom predele ØvlØetsØ osnovnym rezul~tatom nastoØweæ raboty.

Zakl¸qenie

Ispol~zuØ metod integrirovaniØ po grassmanovym peremennym nami poluqeny toqnye predstavleniØ dlØ raznovremennyh temperaturnyh korrelØcionnyh funkciæ (3.1) (sm., takße (3.11)) anizotropnogo XY magnetika Geæzenberga v magnitnom pole kak dlØ koneqnoæ cepoqki dliny M , sm. formuly (3.45), (3.54), (3.61), (3.64), (3.71), tak i v termodinamiqeskom predele (4.44).

Poluqennye nami predstavleniØ dlØ koneqnoæ cepoqki soderßat opredeliteli 2M × 2M matric, zavisØwih ot rasstoØniØ, vremeni, temperatury, parametra anizotropii i vnexnego polØ. Zametim, qto ffti opredeliteli, s pomow~¸ nekotorogo Øvnogo prebrazovaniØ podobiØ, mogut byt~ privedeny k opredelitelØm nekotoryh matric razmernosti M × M . Sootvetstvu¸wie predstavleniØ mogut byt~ polezny, naprimer, dlØ qislennogo issledovaniØ korrelØcicionnyh funkciæ pri koneqnom M . My, odnako, presleduØ cel~ poluqeniØ otvetov v termodinamiqeskom predele, ograniqilis~ ispol~zovaniem “2M × 2M -predstavleniØ” (sm. razdel 4) kotoroe okazyvaetsØ bolee udobnym dlØ rexeniØ fftoæ zadaqi.

V termodinamiqeskom predele korrelØcionnye funkcii predstavlØ¸tsØ kak opredeliteli Fredgol~ma lineænyh integral~- nyh operatorov s 2 × 2 matriqnym Ødrom, sm. formuly (4.44)– (4.48). Suwestvenno, qto ffti integral~nye operatory ØvlØ¸tsØ

258 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO “integriruemymi” integral~nymi operatorami [19, 20] (posle perehoda k peremennym na ediniqnoæ okrußnosti λ = e^{ip}). “Integriruemost~” oznaqaet, qto dlØ fftih integral~nyh operatorov moßet byt~ razvit formalizm matriqnoæ zadaqi Rimana- Gil~berta i izvleqena asimtotika korrelØtorov na bol~xih rasstoØniØh i vremenah, analogiqno tomu, kak ffto bylo prodelano dlØ izotropnoæ XX0 cepoqki v rabotah [13, 29]. My namereny dat~ sootvetstvu¸wu¸ formulirovku associirovannoæ matriqnoæ zadaqi Rimana-Gil~berta v naxeæ sledu¸weæ publikacii.

Priloßenie A

Rassmotrim nabor kanoniqeskih fermionnyh operatorov a_q ,

a^†_q:

[a_p, a_q]_+ = [a^†_p, a^†_q]_+ = 0, [a_p, a^†_q]_+ = δ_{pq} . (A.1)

Oboznaqim qerez M qislo par operatorov a i a^†) v nabore. PredpolagaetsØ, qto suwestvuet fokovskiæ vakuum so svoæstvami

a_q | 0 ⟩ = 0, ⟨ 0 | a^†_q = 0, ∀ q; ⟨ 0 | 0 ⟩ = 1. (A.2)

Vvedem kogerentnye sostoØniØ [32] | ξ ⟩ ≡| ξ_q ⟩ = exp {∑ q a^†_q ξ_q } | 0 ⟩, | ξ^∗ ⟩ ≡| ξ^∗_q ⟩ = ⟨ 0 | exp {∑ q ξ^∗_q a_q } , (A.3)

gde summirovaniØ vedutsØ po vsemu naboru. Parametry ξ_q, ξ^∗_q (fflementy algebry Grassmana) antikommutiru¸t meßdu soboæ i so vsemi operatorami a_q, a^†_q. Otmetim, qto zvezdoqka nad ξ^∗ oznaqaet tol~ko, qto sootvetstvu¸wiæ parametr svØzan s bravektorom. My ne rassmatrivaem invol¸cii na algebre Grassmana; parametry ξ^∗ i ξ vpolne nezavisimy. Kogerentnye sostoØniØ (A.2) ØvlØ¸tsØ sobstvennymi dlØ operatorov uniqtoßeniØ i roßdeniØ sootvetstvenno

a_p | ξ ⟩ = ξ_p | ξ ⟩, ⟨ ξ^∗_p | a^†_p = ⟨ ξ^∗ | ξ_p. (A.4)

SkalØrnoe proizvedenie dvuh kogerentnyh sostoØniæ netrudno vyqislit~ ispol~zuØ kommutacionnye sootnoxeniØ meßdu veliqinami a, a^†, ξ, ξ^∗:

⟨ ξ^∗ | ξ ⟩ = exp {∑ q ξ^∗_q ξ_q } ≡ exp{ξ^∗ξ}. (A.5)

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 259 Sled operatora O moßno predstavit~ kak integral po antikommutiru¸wim peremennym ot matriqnyh fflementov operatora meßdu kogerentnymi sostoØniØmi (sm. [32]):

Sp O = ∫ dξ dξ^∗ exp{ξ^∗ξ}⟨ ξ^∗ | O | ξ ⟩, (A.6) a razloßenie ediniqnogo operatora daetsØ formuloæ

1 = (−1)^M ∫ dξ dξ^∗ exp{−ξ^∗ξ} | ξ ⟩⟨ ξ^∗ | (A.7) (u nas M – qislo uzlov rexetki – qetnoe, i mnoßitel~ (−1)^M v formulah takogo tipa, estestvenno, opuskaetsØ). My ispol~zuem, dlØ kratkosti, oboznaqeniØ dξ ≡ ∏ q dξ_q, dξ^∗ ≡ ∏ q dξ^∗_q . (A.8)

Nakonec, pri vyqislenii integralov, voznika¸wih v rezul~- tate primeneniØ (A.6), nami ispol~zuetsØ horoxo izvestnaØ formula dlØ gaussova integrala po antikommutiru¸wim peremennym ∫ dξ dξ^∗ exp {ξ^∗Kξ + η^∗ξ + ξ^∗η} = exp{−η^∗ K^{−1} η} det K. (A.9)

Nam pridetsØ takße ispol~zovat~ formulu, spravedlivu¸ dlØ antisimmetriqnoæ matricy A, ∫ dξ exp { 1 2 ξAξ + ηξ }

= exp { 1 2 η A^{−1}η } det^{1/2}A, A = −A^T . (A.10)

Literatura

1. A. Lenard, Momentum distribution in the ground state of the one-dimensional system of impenetrable bosons. — L. Math. Phys. 5 (1964), 930–943.

2. A. Lenard, One-dimensional impenetrable bosons thermal equilibrium. — J. Math.

Phys. 7 (1966), 1268–1272.

3. V. E. Korepin, N. A. Slavnov, The time-dependent correlation function of an impenetrable Bose gas as a Fredholm minor. — Commun. Math. Phys. 129 (1990), 103–113.

4. F. Colomo, A. G. Izergin, V. E. Korepin, and V. Tognetti, Correlators in the Heisenberg XXO chain as Fredholm determinants. — Phys. Lett. A 169 (1992), 243–247.

5. F. Colomo, A. G. Izergin, V. E. Korepin, and V. Tognetti, Temperature correlations functions in the XXO Heisenberg chain. — Teoretiq. i mat. fizika 94 (1993), 19–51.

260 V. S. KAPITONOV, A. G. PRON^KO

6. V. E. Korepin, Dual field formulation of quantum integrable models. — Commun.

Math. Phys. 113 (1987), 177–190.

7. T. Kojima, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, Determinant representation for dynamical correlation functions of the Quantum nonlinear Schrödinger equation. Preprint hep-th/9611216.

8. F. H. L. Essler, H. Frahm, A. G. Izergin A. G. , and V. E. Korepin, Determinant representation for correlation functions of spin 1/2 XXX and XXZ Heisenberg magnets. — Commun. Math. Phys. 174 (1995), 191–214.

9. A. Jimbo, T. Miwa, Y. Mori, and M. Sato, Density matrix of an impenetrable Bose gas and the fifth Painlevé transcendent. — Phys. D1 (1980), 80–158.

10. A. R. Its, A. G. Izergin, and V. E. Korepin, Correlation radius for one-dimensional impenetrable bosons. — Phys. Lett. A 141 (1989), 121–125.

11. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, and N. A. Slavnov, Differential equations for quantum correlation functions. — Int. J. Phys. B4 (1990), 1003–1037.

12. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, and N. A. Slavnov, Temperature correlations of quantum spins. — Phys. Rev. Lett. 70 (1993), 1704–1706.

13. A. G. Izergin, A. R. Its, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, MatriqnaØ zadaqa Rimana–Gil~berta i differencial~nye uravneniØ dlØ korrelØcionnyh funkciæ XXO cepoqki Geæzenberga. — Algebra i Analiz 6 (1994), 138–151.

14. A. R. Its, A. G. Izergin, and V. E. Korepin, Space correlations on the one-dimensional impenetrable Bose gas at finite temperature. — Phys. D 53 (1991), 181–213.

15. A. R. Its, A. G. Izergin, and V. E. Korepin, and G. G. Varzugin, Large time and distance asymptotics of field correlation function of impenetrable bosons at finite temperature. — Phys. D 54 (1992), 351–395.

16. C. A. Tracy, B. M. Mc Coy, Neutron scattering and the correlation function of the Ising model near Tc. — Phys. Rev. Lett. 31 (1973), 1500–1504.

17. T. T. Wu, B. M. Mc Coy, C. A. Tracy, and E. Barough, Spin-spin correlation function for the two-dimensional Isung model: Exact theory in the scaling region. — Phys. Rev. B 13 (1976), 316–374.

18. B. M. Mc Coy, C. A. Tracy, and T. T. Wu, Painlevé functions of the third kind.

— J. Math. Phys. 18 (1977), 1058–1092.

19. V. E. Korepin, A. G. Izergin, and N. M. Bogolyubov, Quantum inverse scattering method and correlation functions. Cambridge Monographs Math. Phys., Cambridge Univ. Press, Cambridge (1993).

20. A. R. Its, A. G. Izergin, and V. E. Korepin, and N. A. Slavnov, The quantum correlation function as the tau-function of classical differential equations. Springer Ser. Nonlinear Dyn., Springer, Berlin, 1993, p. 407–417, Important development in solution theory.

21. E. Lieb, T. Schultz, and D. Mattis, Two soluble models of an antiferromagnetic chain. — Ann. Phys. 16 (1961), 407–466.

22. B. M. Mc Coy, Spin correlation functions of the XY model. — Phys. Rev. 173 (1968), 531–541.

23. B. M. Mc Coy, E. Barouch, and D. B. Abraham, Statistical mechanics of the XY model. Time-dependent spin correlation functions. — Phys. Rev. A 4 (1971), 2331–2341.

RAZNOVREMENNYE KORREL˚TORY 261

24. B. M. Mc Coy, J. H. H. Perk, R. E. Schrock, Correlation functions of the transverse Ising chain at the critical field for large temporal and spatial separations. — Nucl. Phys. B 220 [FS 8] (1983), 269–282.

25. A. G. Izergin, N. A. Kitanin, N. A. Slavnov, O korrelØcionnyh funkciØh XY . — Zap. nauqn. semin. POMI 224 (1995), 178–191.

26. V. S. Kapitonov, K. N. Il~inskiæ, Funkcional~noe predstavlenie dlØ korrelØtorov spinovyh cepoqek. — Zap. nauqn. semin. POMI 224 (1995), 192–207.

27. A. G. Izergin, V. S. Kapitonov, N. A. Kitanin, Odnovremennye temperaturnye korrelØtory odnomernoæ XY cepoqki Geæzenberga cepoqek. — Zap. nauqn. semin. POMI 245 (1997), 173–206.

28. F. Colomo, A. G. Izergin, and V. Tognetti, Correlation functions in the XXO Heisenberg chain and their relations with Frenkel exciton spectra. — J. Phys. A 30 (1997), 361–369.

29. A. G. Izergin, A. R. Its, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, Integriruemye differencial~nye uravneniØ dlØ temperaturnyh korrelØcionnyh funkciæ XXO cepoqki Geæzenberga. — Zap. nauqn. semin. POMI 205 (1993), 6–20.

30. K. N. Ilinskii, G. V. Kalinin., Cyclic XY model and exotic statistics in one dimension. — Phys. Rev E 54 (1996), R 1017–R 1020.

31. A. V. Ilinskaia, K. N. Ilinskii, G. V. Kalinin, V. V. Melezhik, A. S. Stepanenko, Exact results on linear responce of cyclic molecular aggregates. Preprint TPBU-8-95, cond-mat/9509040.

32. N. V. Borisov, M. V. Ioffe, M. I. �ædes, Vtoriqnoe kvantovanie polevyh sistem na grassmanovoæ algebre. — Teor. i mat. fizika 29 (1976), 25–41.

Kapitonov V. S., Pronko A. G. Time-dependent temperature correlators of local spins of the one-dimensional Heisenberg XY chain.

Time-dependent temperature correlators of the anisotropic Heisenberg XY chain are calculated by making use of technique of integration over Grassmann variables. For the chain of length M the correlators are represented as determinants of 2M × 2M matrices. In the thermodynamic limit the correlation functions are expressed in terms of the Fredholm determinants of linear integral operators with a matrix kernel.

Postupilo 16 noØbrØ 2000 g. S.-Peterburgkiæ Tehnologiqeskiæ institut (Tehniqeskiæ universitet)

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN