Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

E. X. Gutxabax

OB ODNOM SEME`STVE MODELE` MAGNETIKOV I KIRAL^NYH POLE`: INTEGRIRUEMOST^, PREOBRAZOVANIE DARBU I TOQNYE REXENI˚

PosvØwaetsØ pamØti A. G. Izergina

1. Vvedenie V poslednie gody metod preobrazovaniØ Darbu (PD) zanØl proqnoe mesto v rØdu metodov issledovaniØ diskretnyh simmetriæ i postroeniØ toqnyh rexeniæ nelineænyh ffvol¸cionnyh uravneniæ (N�U). S pomow~¸ metoda PD rexeny mnogoqislennye integriruemye N�U (sm. [1, 2]), gde takße izloßena istoriØ razvitiØ PD). V rabote [3] na primere uravneniæ sin-Gordon i fflliptiqeskiæ sin-Gordon, M. A. Sallem, v qastnosti, byla ustanovlena svØz~ meßdu preobrazovaniØmi Darbu i Beklunda. Izvestny takße vaßnye primery rexeniæ N�U, zavisØwie ot proizvol~nyh funkcional~nyh parametrov [1]. Ewe odnim ves~- ma suwestvennym svoæstvom PD ØvlØetsØ ego kanoniqnost~ [1, 4], oznaqa¸waØ sohranenie gamil~tonovosti ishodnogo N�U.

DannaØ rabota posvØwena postroeni¸ formalizma PD dlØ sistem s netrivial~nym vhoßdeniem kompleksnogo parametra na primere integriruemyh modeleæ magnetikov i kiral~nyh poleæ. Ideæno takoæ podhod voshodit k rezul~tatam raboty [5], v kotoroæ byl predloßen metod deformaciæ ishodnoæ laksovoæ U-V-pary i na ego osnove postroen celyæ rØd novyh integriruemyh sistem (v [6] ffta ße ideØ byla ispol~zovana dlØ poluqeniØ metodom PD toqnyh rexeniæ modificirovannoæ sistemy Maksvella–Bloha). Zametim, odnako, qto fftot metod, svØzannyæ s poØvleniem pol¸snyh osobennosteæ u deformirovannoæ

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh issledovaniæ (kody proektov 98-01-01063 i 00-01-00480). 164

OB ODNOM SEME`STVE MODELE` MAGNETIKOV 165 pary, ne ØvlØetsØ edinstvenno vozmoßnym. V qastnosti, drugoæ podhod, v kotorom predpolagaetsØ polinomial~naØ zavisimost~ proizvodnyh ot spektral~nogo parametra po prostranstvennoæ i vremennoæ peremennym, byl realizovan v [7]. �to pozvolilo na osnove zadaqi Zaharova–Xabata poluqit~ novye integriruemye deformacii modeli odnomernogo magnetika Geæzenberga v razliqnyh (krivolineænyh) sistemah koordinat.

Zdes~ my razvivaem i obobwaem podhod raboty [7], ispol~zuØ zapis~ associirovannoæ lineænoæ sistemy v vide, udobnom dlØ dal~neæxego primeneniØ metoda PD. Voznika¸wiæ pri fftom polinomial~nyæ puqok udaetsØ deformirovat~ i, kak sledstvie, posle nadleßawego opredeleniØ matriqnogo PD, udaetsØ “deformirovat~” i ego. Poluqennye sootnoxeniØ primenØ¸tsØ kak dlØ nahoßdeniØ novyh integriruemyh uravneniæ magnetikov i kiral~nyh poleæ, tak i dlØ postroeniØ novyh laksovyh predstavleniæ uße izvestnyh integriruemyh uravneniæ (v qastnosti, s integral~nymi qlenami v associirovannyh lineænyh zadaqah), a takße dlØ vyqisleniØ toqnyh rexeniæ dvuh iz fftih uravneniæ.

2. Obwie sootnoxeniØ Rassmotrim sledu¸wu¸ pereopredelennu¸ lineænu¸ sistemu matriqnyh differencial~nyh uravneniæ: Ψ_x(x, t, λ) = N1∑ i=1 U_i(x, t)Ψ(x, t, λ)Λ^i + U_0(x, t)Ψ(x, t, λ),

Ψ_t(x, t, λ) = M1∑ j=1 V_j (x, t)Ψ(x, t, λ)Λ^j + V_0(x, t)Ψ(x, t, λ), (2.1)

gde Ψ(x, t, λ), U_i(x, t), V_j (x, t), i = 1, N_1, j = 1, M_1 – matriqnoznaqnye (n × n) funkcii, Λ = Λ(x, t, λ) – diagonal~naØ matrica, λ ∈ C – parametr, N_1, M_1 – celye qisla (dlØ opredelennosti budem sqitat~, qto M_1 ¿ N_1).

Predpoloßim, qto

Λ_x = N0∑ i=0 f_iΛ^i, Λ_t = N0∑ i=0 h_iΛ^i, (2.2)

gde f_i = f_i(x, t), h_i = h_i(x, t), i = 0, 1, . . . , N_0.

166 E. X. GUTXABAX

Togda usloviØ sovmestnosti sistemy (2.1) (Ψ_{xt} = Ψ_{tx}) s uqetom (2.2) primut vid:

U_{0t} − V_{0x} + [U_0, V_0] + U_1h_0 − V_1f_0 = 0, U_{1t} − V_{1x} + [U_0, V_1] + [U_1, V_0] + U_1h_1 + 2U_2h_0 − V_1f_1 − 2V_2f_0 = 0, U_{2t} − V_{2x} + [U_0, V_2] + [U_1, V_1] + [U_2, V_0] + U_1h_2 + 2U_2h_1 + 3U_3h_0− V_1f_2 − 2V_2f_1 − 3V_3f_0 = 0, ............................................... (2.3) U_{N1t} − V_{N1x} + [U_0, V_{N1} ] + [U_{N1}, V_0] + N1−2∑

i=0 [U_{N1−1−i} , V_{i+1}]+

+ N1−1∑

i=0 (i + 1)U_{i+1}h_{N1−i} − N1−1∑

i=0 (i + 1) V_{i+1}f_{N1−i} = 0,

−V_{(N1+1)x} + [U_0, V_{N1+1}] + N1−1∑

i=0 [U_{i+1}, V_{N1−i}]+ N1−1∑

i=0 (i + 1)U_{i+1}h_{N1+1−i} − N1−1∑

i=0 (i + 1)V_{i+1}f_{N1+1−i} = 0, ............................................... −V_{M1x} + N1∑ i=0 [U_i, V_{M1−i}] + N1−1∑

i=0 (i + 1)U_{i+1}h_{M1−i}−

− N1−1∑

i=0 (i + 1)V_{i+1}f_{M1−i} = 0.

V svo¸ oqered~, usloviØ sovmestnosti sistemy (2.2) da¸t: h_{0x} + h_1f_0 = f_{0t} + f_1h_0, h_{1x} − f_{1t} + 2(h_2f_0 − f_2h_0) = 0, h_{2x} − f_{2t} + 2(h_2f_1 − h_1f_2) + 3(h_3f_0 − h_0f_3) = 0, (2.4) ....................................................

OB ODNOM SEME`STVE MODELE` MAGNETIKOV 167

h_{(N0)x} − f_{(N0)t} + M2−1∑

i=0 [h_{i+1}f_{M2−i} − f_{i+1}h_{M2−i}] = 0.

V sluqae, esli nabor funkciæ {U_i, V_j, h_k, f_k}, udovletvorØ¸- wiæ usloviØm (2.2)–(2.4), suwestvuet, to sootvetstvu¸wee N�U, ffkvivalentnoe (2.3), budem nazyvat~ integriruemym (primery takih uravneniæ budut dany v p. 3).

Pereædem k postroeni¸ PD sistemy (2.1). My budem govorit~, qto ona kovariantna otnositel~no (matriqnogo) preobrazovaniØ Darbu: Ψ → Ψ[N ], U_i → U_i[N ], V_i → V_i[N ], gde

Ψ[N ] = N∑ k=0 T_kΨΛ^k, (2.5)

N – celoe, N ¿ 1, N ¿ M_1 ¿ N_1, T_k = T_k(x, t), k = 1, N – matriqnoznaqnye funkcii, podleßawie opredeleni¸, esli vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (argumenty matriqnyh funkciæ dlØ prostoty opuskaem):

Ψ_x[N ] = N1∑ i=1 U_i[N ]Ψ[N ]Λ^i + U_0[N ]Ψ[N ],

Ψ_t[N ] = M1∑ j=1 V_j [N ]Ψ[N ]Λ^j + V_0[N ]Ψ[N ].

(2.6)

PodstavlØØ anzac (2.5) v pervoe uravnenie sistemy (2.6) i priravnivaØ kofffficientnye funkcii pri ΨΛ^0, ΨΛ^1, . . . , ΨΛ^N , poluqim:

T_{0x} + T_0U_0 + f_0T_1 = U_0[N ]T_0,

T_{1x} + T_0U_1 + T_1U_0 + f_1T_1 + 2f_0T_2 = U_0[N ]T_1 + U_1[N ]T_0, ....................................... (2.7) T_{Nx} + N∑ i=0 T_iU_{N−i} + N−1∑ i=0 (i + 1)T_{i+1}f_{N−i} =

= U_0[N ]T_N + N1∑ i=1 U_i[N ]T_{N−i}.

168 E. X. GUTXABAX Analogiqno iz vtorogo uravneniØ (2.6) sleduet:

T_{0t} + T_0V_0 + h_0T_1 = V_0[N ]T_0,

T_{1t} + T_0V_1 + V_0T_11 + h_1T_1 + 2h_0T_2 = V_0[N ]T_1 + V_1[N ]T_0, ....................................... (2.8) T_{Nt} + N∑ i=0 T_iV_{N−i} + N−1∑ i=0 (i + 1)T_{i+1}h_{N−i} =

= U_0[N ]T_N + N1∑ i=1 V_i[N ]T_{N−i}. Pri poluqenii vyraßeniæ (2.7)–(2.8) predpolagaetsØ, qto f_i = g_i = 0 pri i > N_0, U_k = 0 pri k > N_1 i V_l = 0 pri l > M_1. Oni pozvolØ¸t po zatravoqnym znaqeniØm potencialov U_0, . . .U_{N1} i V_0, . . . V_{M1} poluqit~ Øvnye odeva¸wie formuly dlØ potencialov U_0[N ], . . .U_{N1} [N ] i V_0[N ], . . .V_{M1} [N ], gde N = 1, 2, . . ..

3. Primery V fftom razdele my privedem neskol~ko konkretnyh primerov N�U, ill¸striru¸wih soderßatel~nost~ poluqennyh vyxe formul.

(a) Magnetik Geæzenberga v peremennom magnitnom pole. Poloßim v (2.1)

N_1 = 1, M_1 = 2, U_0 = 0, V_0 = c_0H, U_1 = −(i/2)S, V_1 = (1/2)S_xS,

U_2 = 0, V_2 = (i/2)S, h_0 = f_0 = h_1 = . . . = h_{N0} = f_{N0} = 0.

Zdes~ S =

∑_3 i=1 S_iσ_i – matrica namagniqennosti, σ_i – matricy Pauli, H =

∑_3

i=1 H_iσ_i – matrica vnexnego magnitnogo polØ, c_0 – konstanta. Togda iz (2.3) sleduet, qto c_0H_x = 0, t.e. H = H(t) i pri c_0 = −1/2i poluqim sledu¸wee uravnenie:

S_t = S × S_{xx} + S × H, (3.1)

gde S = S(x, t) = (S_1, S_2, S_3), |S| = 1, H = H(t) = (H_1, H_2, H_3).

T.o. narØdu s klassiqeskoæ model~¸ Geæzenberga [8, 9], okazyvaetsØ integriruemym i magnetik vo vnexnem magnitnom pole,

OB ODNOM SEME`STVE MODELE` MAGNETIKOV 169 zavisØwem ot vremeni. Zametim, qto sluqaæ H_x = H_t = 0 rassmatrivalsØ ewe v rabote [8], gde bylo pokazano, qto zamenoæ iskomoæ funkcii uravnenie (3.1) privoditsØ k sluqa¸ H = 0. Analogiqno fftomu zamenoæ S = Ω^{−1}S^′Ω, gde matrica Ω = Ω(t) vybiraetsØ iz usloviØ Ω_t = (1/2i)ΩH, uravnenie (3.1) takße privoditsØ k standartnomu vidu.

(b) DeformaciØ odnomernoæ modeli magnetika Geæzenberga. Pust~ v (2.1)

U_0 = 0, V_0 = 0, h_0 = f_0 = 0, U_1 = −(i/2)S,

V_1 = (ρ/2)S_xS + νS_x + μS, V_2 = δS, U_i = 0, i ¿ 2, Vj = 0, j ¿ 3, fk = hk = 0, k ¿ 2. Zdes~ ρ = ρ(x, t), ν = ν(x, t), μ = μ(x, t), δ = δ(x, t) – zadannye funkcii, c_1 – konstanta. Togda poluqim uravnenie (c_1 = −1/2i):

S_t = S × [α(x, t) S_{xx} + β(x, t)S_x] + γ(x, t)S_x. (3.2)

V fftom uravnenii α, β, γ – proizvol~nye funkcii, svØzannye usloviem ( β − α_x α ) t = ( γ_x + γ β − α α ) x , vyteka¸wim iz ravenstva f_{1x} = h_{1t} ; pri fftom dolßny vypolnØt~sØ sootnoxeniØ:

ρ = α, f_1 = β − α_x α , μ = −iγ/2, h_1 = [ γ_x + γ β − α_x α ] , ν = 0, δ = δ_0(t)e^{R x f1dx} = iα/2, δ_0(t) – proizvol~naØ funkciØ.

Uravnenie (3.2), predstavlØ¸wee soboæ integriruemu¸ deformaci¸ odnomernoæ modeli magnetika Geæzenberga, ranee neskol~ko inym sposobom bylo poluqeno v [7], gde takße pokazano, qto ego s pomow~¸ zameny peremennoæ moßno privesti k modeli neodnorodnogo magnetika:

S_t = f(x, t)(S × S_{xx}), (3.3)

170 E. X. GUTXABAX gde f(x, t) – zadannaØ funkciØ. Zametim, odnako, qto uravnenie (3.2), kotoroe opisyvaet odnorodnyæ magnetik s anizotropieæ, bolee udobno dlØ primeneniØ PD i ukladyvaetsØ v shemu, opisannu¸ v p. 2. Takße, esli my poloßim γ(x, t) = |H(x, t)| (pri uslovii γ > 0), to budem imet~ model~ magnetika v nestacionarnom magnitnom pole (zdes~ H – vektor vnexnego magnitnogo polØ).

(c) Drugoæ tip deformacii odnomernoæ modeli Geæzenberga. Esli

U_0 = V_0 = 0, U_1 = (1/2)S_x, V_1 = (1/2)S_xS − (AS + SA),

U_2 = S, V_2 = (1/2i)[S, S_x] + (i/2)S + (2/i)(AS + SA),

U_3 = U_4 = 0, V_3 = −2S, V_4 = −2iS,

to iz (2.1), (2.3) imeem uravnenie:

S_t = S × S_{xx} + a_0S^2_xS_x. (3.4)

Zdes~ (AS + SA)_x = (ia_0/2)S^2_xS_x, a_0 – konstanta. �to uravnenie bylo poluqeno v [10], odnako ego laksovo predstavlenie izvestno ne bylo.

(d) Cilindriqeski-simmetriqnyæ magnetik Geæzenberga. Polo- ßim U_0 = V_0 = 0, U_1 = −(i/2)S, V_1 = (1/2)S_xS + (AS + SA), U_2 = 0,

V_2 = (i/2)S, (AS + SA)_x = ((1/2ix))[S, S_x],

gde x^2 = x^2_1 + x^2, a x_1, x_2 – dekartovy koordinaty na ploskosti. Togda my poluqaem model~ cilindriqeski-simmetriqnogo magnetika Geæzenberga [11]:

S_t = S × ( S_{xx} + 1xS_x ) . (3.5)

Zdes~ naxe laksovo predstavlenie otliqaetsØ ot ispol~zovavxegosØ v [11].

(e) ModificirovannaØ kiral~naØ model~. Pust~ g ∈ G – fflement proizvol~noæ gruppy Li, a M -odnorodnoe prostranstvo fftoæ gruppy, priqem M = G, a v (2.1) poloßim

U_0 = l^1, V_0 = l^0, U_1 = V_1 = l^0 + l^1, U_k = V_k = 0,

OB ODNOM SEME`STVE MODELE` MAGNETIKOV 171 k ¿ 2, fi = gi = 0, i = 0, . . . , N0. Zdes~ l^0 = g_tg^{−1}, l^1 = g_xg^{−1} – levye toki. Togda sootnoxeniØ (2.3) privodØt k modificirovannoæ modeli kiral~nogo polØ [9]: l^1_t − l^0_x + [l^1, l^0] = 0, l^0_t − l^1_x + [l^1, l^0] = 0.

(3.6)

Pervoe iz fftih ravenstv vypolnØetsØ toßdestvenno, a vtoroe – v terminah polØ g = g(x, t) – imeet vid:

g_{tt} − g_{xx} = g_tg^{−1}g_t − g_xg^{−1}g_x + g_tg^{−1}g_x − g_xg^{−1}g_t. (3.7) (f) ObobwennaØ modificirovannaØ kiral~naØ model~. Pust~ vse veliqiny sovpada¸t s veliqinami iz predyduwego sluqaØ, za iskl¸qeniem U_1 i V_1, kotorye my vyberem ravnymi U_1 = l^0 + l^1 + P , V_1 = l^0 + l^1 + Q. Iz (2.3) sleduet, qto P = Q i P_t − P_x + [P, l_0] + [l_1, P ] = ±[A, gBg^{−1}], (3.8) gde A = A(x, t), B = B(x, t) – proizvol~nye fflementy gruppy G. Togda my imeem sledu¸wee integriruemoe uravnenie: l^0_t − l^1_x + [l^1, l^0] ± [A, gBg^{−1}] = 0. (3.9) Ono obobwaet uravnenie, izuqavxeesØ v [12] v sluqae postoØnnyh vewestvennyh i diagonal~nyh matric A i B. Otmetim, takße, qto pri G = SO(2), A = B = diag (1/2, 1) uravnenie (3.9) kalibrovoqno ffkvivalentno matriqnomu uravneni¸ ±sin-Gordon.

(g) DeformaciØ modificirovannoæ modeli glavnogo kiral~nogo polØ. Poloßim

U_0 = l^1, V_0 = l^0, U_1 = V_1 = l^0 + l^1, h_0 = f_0 = 0, i pust~ h_1 = h_1(x, t), f_1 = f_1(x, t) – proizvol~nye funkcii, svØzannye sootnoxeniem h_{1x} = f_{1t}. Togda l^0_t − l^1_x + [l^1, l^0] + (l^0 + l^1)(h_1 − f_1) = 0, (3.10) ili g_{tt} − g_{xx} =g_tg^{−1}g_t − g_xg^{−1}g_x + g_tg^{−1}g_x− −g_xg^{−1}g_t − (h_1 − f_1)(g_t + g_x),

(3.11)

t.e. poluqili lineænu¸ (po proizvodnym polØ g) integriruemu¸ deformaci¸ uravneniØ (3.7).

172 E. X. GUTXABAX

(h) Model~ N -komponentnogo polØ s anizotropieæ. Rassmotrim funkcii s_a(x, t), s_as_a = 1, a = 1, N i vvedem kiral~noe pole g_{ik} = δ_{ik} − 2s_is_k, gde δ_{ik} – simvol Kronekera. Togda g = I − 2P , gde P – operator proektirovaniØ. Zadadim lagranßevu plotnost~ modeli v vide:

L = (1/2)[∂_μs_a∂^μs_a + (Js, s) − J_N ], gde J = diag (J_1, J_2, . . . , J_N ), J_1 < J_2 < . . . < J_N ,

μ = 0, 1, J_N = (Js, s)_{|x=∞}.

Togda my imeem:

l^{(0)}_t − l^{(1)}_x + [ ^N, J] = 0. (3.12)

�ta model~ byla vvedena v [13], no ee integriruemost~ tam dokazana ne byla. Zdes~

U_0 = l^{(1)}, V_0 = l^{(0)}, U_1 = V_1 = l^{(0)} + l^{(1)} + A, ^N = I − g,

priqem matrica A udovletvorØet lineænomu uravneni¸:

A_t − A_x + [ A, l^{(0)} − l^{(1)} ] = [ ^ N , J ] − [ l^{(1)}, l^{(0)} ] . (3.13)

Privedem ewe dva integriruemyh uravneniØ (i ih laksovy predstavleniØ), formal~no ne otnosØwiesØ k magnetikam i kiral~nym polØm, no kotorye, odnako, ukladyva¸tsØ v razvitu¸ vyxe shemu.

(i) Model~ Borna–Infel~da. Predpoloßim, qto pole ϕ(x, t) udovletvorØet uravneni¸:

(1 − ϕ^2_t )ϕ_{xx} + 2ϕ_xϕ_tϕ_{xt} − (1 + ϕ^2_x)ϕ_{tt} = 0. (3.14)

Ono poluqaetsØ iz variacionnogo principa δ ∫ ∫ dxdt √ 1 − ϕ^2_t + ϕ^2_x = 0, (3.15)

i obladaet svoæstvom lorenc-invariantnosti. SootnoxeniØ (2.3) ffkvivalentny (3.13) pri

U_1 = ϕ_t/ √ 1 − ϕ^2_t + ϕ^2_xσ_3, V_1 = ϕ_x/ √ 1 − ϕ^2_t + ϕ^2_xσ_3.

OB ODNOM SEME`STVE MODELE` MAGNETIKOV 173

(j) Uravnenie minimal~noæ poverhnosti. Zamenim v uravnenii (3.14) i ravenstve (3.15) peremennu¸ t na −iy, a ϕ na Φ. V fftom sluqae budem imet~:

(1 + Φ^2_y)Φ_{xx} − 2Φ_xΦ_yΦ_{xy} + (1 + Φ^2_x)Φ_{yy} = 0. (3.16)

�to uravnenie, otnosØweesØ k klassu fflliptiqeskih, ffkvivalentno ravenstvu nul¸ sredneæ krivizny poverhnosti v trehmernom ffvklidovom prostranstve. PolagaØ v (2.1) (posle zameny t → −iy) U_1 = Φ_y/ √ 1 + Φ^2_x + Φ^2_yσ_3, V_1 = −iΦ_x/ √ 1 + Φ^2_x + Φ^2_yσ_3,

iz (2.3) poluqim uravnenie (3.16).

UravneniØ (3.14), (3.16) mogut rassmatrivat~sØ kak qastnye sluqai neskol~ko bolee obwego uravneniØ [14]:

(k^2 + ϕ^2_x)ϕ_{tt} − 2ϕ_xϕ_tϕ_{xt} + (k^2α + ϕ^2_t )ϕ_{xx} = 0, (3.17)

gde α = k^2 − k − 1; pri αk^2 = −k poluqaem uravnenie (3.14), pri αk = −k^2 – uravnenie (3.16), a sluqaæ k = 0 privodit k tak nazyvaemomu uravneni¸ Beætmena. Naxi laksovy predstavleniØ otliqa¸tsØ ot predstavleniæ, poluqennyh v [14].

4. Toqnye rexeniØ V fftom razdele, ispol~zuØ metod matriqnogo PD, my poluqim toqnye rexeniØ uravneniæ (3.5) i (3.11).

Uravnenie (3.5) budem rexat~ pri x > 0 i dopolnitel~nom uslovii koneqnosti na osi simmetrii vyraßeniØ: ( 1 x (S × S_x) ) |x=0 . (4.1)

Sootvetstvu¸waØ lineænaØ sistema imeet vid (zdes~ nam udobno pisat~ indeky u potencialov, soderßawih iskomu¸ funkci¸, sverhu):

Ψ_x = U^{(1)}ΨΛ, Ψ_t = V^{(1)}ΨΛ + V^{(2)}ΨΛ^2. (4.2)

Pust~ Ψ_1 – ee fiksirovannoe rexenie, otveqa¸wee vyboru Λ = Λ_1 = diag (λ_1, λ_1). Poloßim L_1 = Ψ_1Λ^{−1}_1 Ψ^{−1}_1 i proverim kovariantnost~ sistemy (4.2) otnositel~no sledu¸wego PD (~Ψ ≡ Ψ[1]):

~Ψ = Ψ − L_1ΨΛ. (4.3)

174 E. X. GUTXABAX �to privodit k odeva¸wim sootnoxeniØm:

~U^{(1)} = L_1U^{(1)}L^{−1}_1 , ~U^{(1)} = U^{(1)} − L_{1x}, (4.4) i ~V^{(2)} = L_1V^{(2)}L^{−1}_1 , ~V^{(1)} = V^{(1)} − L_{1t},

~V^{(2)} = V^{(2)} − L_1V^{(1)} + ~V^{(1)}L_1,

(4.5)

�kvivalentnost~ vseh fftih vyraßeniæ moßno dokazat~ posle rØda prostyh vyqisleniæ.

Iz svoæstva matricy S: σ_2Sσ_2 = −S, imeem σ_2U^{(1)}σ_2 = U^{(1)}, pofftomu matrica Ψ prinimaet vid: Ψ = ( ϕ_1 −χ_1 χ_1 ϕ_1 ) . (4.6)

Krome togo, prinimaØ vo vnimanie, qto σ_2SS_xσ_2 = SS_x, dlØ matricy A, vhodØweæ vo vtoroe uravnenie (4.2), poluqaem A = −A, t.e. vse ee fflementy qisto mnimye.

Netrudno ubedit~sØ, qto vektor S_1 = (cos(ln x), sin(ln x), 0) ØvlØetsØ stacionarnym rexeniem uravneniØ (3.5)^1. Taku¸ strukturu vektora namagniqennosti estestvenno nazvat~ spiral~nologarifmiqeskoæ (qisto spiral~nye struktury v magnetikah podrobno rassmotreny v [15], gde takße ukazyvalas~ priqina ih vozniknoveniØ – vzaimodeæstviØ magnitnyh momentov s fflektronami provodimosti, privodØwie k perestroæke fflektronnogo sostoØniØ vblizi poverhnosti Fermi. Sleduet otmetit~ zdes~ takße nedavn¸¸ rabotu [16], kotoroæ obsußdalos~ poØvlenie spiral~nyh struktur v neabelevyh kalibrovoqnyh polØh). Vybrav teper~ ee v kaqestve zatravoqnogo (fonovogo) rexeniØ^2 i ispol~zuØ, naprimer, pervoe iz sootnoxeniæ (4.4) s uqetom togo, qto S_xS = (i/x)σ_1, naædem prosteæxee odnosolitonnoe rexenie (S_+ = S_1 + iS_2):

S_+(x, t) = −i sin(ln x) + S^{(1)}_+ ,

S_3(x, t) = cos(ln x) + S^{(1)}_3 .

(4.7)

1RexeniØ fftogo uravneniØ dlØ prosteæxego fona S = (0; 0; 1) metodom obratnoæ zadaqi byli postroeny v [11].

2Naskol~ko izvestno avtoru, podobnye struktury ranee v literature ne rassmatrivalis~.

OB ODNOM SEME`STVE MODELE` MAGNETIKOV 175 Zdes~ S^{(1)}_+ , S^{(1)}_3 - nesingulØrnye funkcii, vyraßeniØ dlØ kotoryh dostatoqno gromozdki i zdes~ my ih privodit~ ne budem.

Vyqislim N -solitonnoe rexenie. S fftoæ cel~¸ vospol~zuemsØ (4.3). Togda netrudno poluqit~:

Ψ[N ] = Ψ − Q_1ΨΛ − . . . − Q_N Λ^N , (4.8)

priqem matriqnye funkcii Q_1, . . . , Q_N opredelØ¸tsØ iz lineænoæ matriqnoæ sistemy uravneniæ:

Ψ_1 − Q_1Ψ_1Λ^2_1 − . . . − Q_N Ψ_1Λ^N_1 = 0

Ψ_2 − Q_1Ψ_2Λ^2 − . . . − Q_N Ψ_2Λ^N_2 = 0 ............................ (4.9) Ψ_N − Q_1Ψ_N Λ^2_N − . . . − Q_N Ψ_N Λ^N_1 = 0, gde Λ_i = diag (λ_i, λ_i), i = 1, N, a Ψ_i – rexenie (4.2), sootvetstvu¸wee znaqeni¸ λ = λ_i. S drugoæ storony, iz (4.4) imeem: U [N ] = U − N∑ i=1 L_{ix} = U − Q_{1x}. (4.10)

Iz (4.9) i (4.10) legko sledu¸t vyraßeniØ dlØ N -solitonnogo rexeniØ:

S_3[N ] = 1 − 2i

( Δ_1 Δ ) x , S_+[N ] = −2i(

Δ_2 Δ )_x,

(4.11)

gde S_+[N ] = S_1[N ] + iS_2[N ], Δ = | | | | | λ_1ϕ_1 λ_1χ_1 λ^2_1ϕ_1 λ^2_1χ_1 . . . λ^N_1 ϕ_1 λ^N_1 χ_1 −λ_1χ_1 λ_1ϕ_1 −λ^2_1 χ_1 λ^2_1ϕ_1 . . . −λ^N_1 χ_1 λ^N_1 ϕ_1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · λ_N ϕ_N λ_N χ_N λ^2_N ϕ_N λ^2_N χ_N . . . λ^N ϕ_N λ^N χ_N −λ_N χ_N λ_N ϕ_N −λ^2_N χ_N λ^2_N ϕ_N . . . −λ^N χ_N λ^N ϕ_N

| | | | | ,

176 E. X. GUTXABAX a Δ_1 i Δ_2 poluqa¸tsØ zamenoæ v opredelitele Δ pervogo i vtorogo stolbcov na stolbcy (ϕ_1, −χ_1, . . . ϕ_N , −χ_N )^T i (χ_1, ϕ_1, . . .χ_N ϕ_N )^T sootvetstvenno. Dokazatel~stvo togo, qto (4.11) deæstvitel~no ØvlØetsØ N -solitonnym rexeniem, standartno [9, 11] (otmetim tol~ko, qto metodom obratnoæ zadaqi poluqenie Øvnogo determinantnogo predstavleniØ dlØ fftoæ modeli, kak i standartnoæ modeli magnetika Geæzenberga, okazyvaetsØ zatrudnitel~nym [9]).

Rassmotrim rexenie uravneniØ (3.11). V fftom sluqae udobno pereæti k konusnym peremennym ξ = t − x, η = t + x. Togda sootvetstvu¸waØ para lineænyh uravneniæ primet vid:

Ψ_ξ = l^3Ψ, (4.12)

Ψ_η = 2l^2ΨΛ + l^2Ψ, (4.13)

gde l^2 = g_ηg^{−1}, l^3 = g_ξg^{−1}.

Proverka kovariantnosti (4.13) otnositel~no PD vida:

~Ψ = T_0Ψ + T_1ΨΛ, (4.14)

privodit k sledu¸wim odeva¸wim sootnoxeniØm :

~l^2 = T_{0η}T^{−1}_0 + T_0l^2T^{−1}_0 , (4.15)

~l^2 = Zl^2Z^{−1} + T_{1η}Z^{−1} + f^1 + h^1 2 T_1Z^{−1}_1 , (4.16)

~l^2 = T_1l^2T^{−1}_1 , (4.17)

gde Z = 2T_0 + T_1, l_2 – zatravoqnoe rexenie uravneniØ, poluqennogo iz (3.11) perehodom k konusnym peremennym. Iz usloviØ ~Ψ_{|Ψ=Ψ1 ,Λ=Λ1} = 0 sleduet, qto T_1 = −T_0L_1, gde L_1 = Ψ_1Λ^{−1}_1 Ψ^{−1}_1 , a Ψ_1 – rexenie (4.12), sootvetstvu¸wee λ = λ_1. Pri fftom iz trebovaniØ ffkvivalentnosti (4.15) i (4.17) imeem uravnenie na matricu T_0:

T_{0η} = T_0(L_1l^2L^{−1}_1 − l^2).

Pokaßem ffkvivalentnost~ (4.15) i (4.16). Netrudno videt~, qto zadaqa svoditsØ k dokazatel~stvu spravedlivosti ravenstva:

L_1l^2 − l^2L_1 = 2l^2 − L_{1η} − f_1 + h_1 2 L_1 − 2L_1l^2L^{−1}_1 ,

OB ODNOM SEME`STVE MODELE` MAGNETIKOV 177 kotoroe vytekaet iz sootnoxeniØ:

Λ_{1η} = 2l^2I + l^2L_1 − f_1 + h_1 2 L_1 − 2L_1l^2L^{−1}_1 − L_1l^2,

gde I – ediniqnaØ matrica; t.e. ffkvivalentnost~ sootnoxeniæ (4.15)–(4.16) dokazana.

AnalogiqnaØ proverka kovariantnosti (4.12) otnositel~no preobrazovaniØ (4.14) daet ~l^3 = T_{0ξ}T^{−1}_0 + T_0l^3T^{−1}_0 , (4.18)

~l^3 = T_1l^3T^{−1}_1 + T_{1ξ}T^{−1}_1 + f^1 − h^1 2 I. (4.19) �kvivalentnost~ fftih sootnoxeniæ takße legko dokazyvaetsØ s uqetom svØzi matric T_0 i T_1 i ravenstva

L_{1ξ} = l^3L_1 − f_1 − h_1 2 L_1 − L_1l^3.

Nakonec, ffkvivalentnost~ vseh odeva¸wih formul (4.15)–(4.17) i (4.18)–(4.19) moßno prowe vsego dokazat~ perehodom ot koordinat ξ, η k koordinatam x, t.

Odnosolitonnoe rexenie uravneniØ (3.11) sleduet, naprimer, iz (4.15) i moßet byt~ formal~no zapisano v vide:

g(1) = T exp (^η∫ [ T_{0η}T^{−1}_0 + T_0l^2T^{−1}_0 ] ds ) g, (4.20) gde simvol T oznaqaet uporØdoqennu¸ ffksponentu, a g - zatravoqnoe rexenie uravneniØ (3.11).

Pereædem k postroeni¸ N -solitonnogo rexeniØ. Iz usloviØ Ψ[N ]_{|Ψi,Λi} = 0, i = 1, ...N, (4.21) budem imet~ sistemu uravneniæ na matricy T_1, T_2, . . . , T_N : T_1Ψ_1Λ_1 + T_2Ψ_1Λ^2_1 + . . . + T_N Ψ_1Λ^N_1 = −T_0Ψ_1

T_1Ψ_2Λ_2 + T_2Ψ_2Λ^2 + . . . + T_N Ψ_2Λ^N_2 = −T_0Ψ_2 ............................................ (4.22) T_1Ψ_N Λ_N + T_2Ψ_N Λ^2_N + . . . + T_N Ψ_N Λ^N = −T_0Ψ_N ,

178 E. X. GUTXABAX iz kotoroæ, v qastnosti, pri zadannyh Ψ_1, Ψ_2, . . . , Ψ_N i Λ_1, Λ_2, . . . , Λ_N moßno opredelit~ matricu T_N qerez matricu T_0. S drugoæ storony, uslovie sovmestnosti dlØ N -kratnyh odeva¸- wih sootnoxeniæ (4.15) i (4.16) daet:

T_{0η} = (T_N l^2T^{−1}_N − T_0l^2T^{−1}_0 )T_0, (4.23)

priqem T_N imeet strukturu vida T_N = T_0K_N , gde K_N -matrica, zavisØwaØ ot Ψ_i, Λ_i, i ¿ 1. Takim obrazom, my poluqaem zamknutoe lineænoe uravnenie (4.23) na matricu T_0, rexaØ kotoroe, budem imet~:

l^2[N ] = T_{0η}T^{−1}_0 + T_0l^2T^{−1}_0 .

Ots¸da sleduet differencial~noe uravnenie na iskomu¸ matricu g[N ]. Ego formal~noe rexenie imeet vid^3:

g[N ] = T exp ξ∫ [ T_{0η}T^{−1}_0 + T_0l^2T^{−1}_0 ] ds. (4.24) Zametim, qto poluqenie bolee Øvnyh formul dlØ g[N ] v ramkah dannogo podhoda trebuet dal~neæxeæ konkretizacii gruppy G, ispol~zovaniØ sootvetstvu¸wih simmetriæ i t.d.

4. Zakl¸qenie Rezul~taty, poluqennye v rabote, svidetel~stvu¸t o xirokih vozmoßnostØh metoda PD. Po suti dela, moßno skazat~, qto oblast~ ego primenimosti sovpadaet s oblast~¸ primenimosti metoda obratnoæ zadaqi. V to ße vremØ, po sravneni¸ s poslednim on obladaet kak svoimi preimuwestvami, tak i nedostatkami, qto svØzano so specifikoæ algebraiqeskogo haraktera fftogo metoda. Otmetim zdes~ lix~ sravnitel~nu¸ prostotu poluqeniØ v ramkah dannogo podhoda laksovyh predstavleniæ dlØ nelineænyh uravneniæ, a takße regulØrnost~ procedury postroeniØ odeva¸wih sootnoxeniæ. Krome togo, oqevidno, qto fftot podhod dopuskaet dal~neæxie obobweniØ, naprimer, pri naliqii u matricy kompleksnogo parametra pol¸snyh osobennosteæ,

3V primenenii k kiral~nym polØm v metode PD “odeva¸tsØ” toki, qto i privodit k neobhodimosti ewe odnogo integrirovaniØ, v otliqie ot metoda odevaniØ, v kotorom vosstanavlivaetsØ samo pole

OB ODNOM SEME`STVE MODELE` MAGNETIKOV 179 ili prinadleßnosti fftogo parametra nekotoroæ krivoæ na kompleksnoæ ploskosti.

Avtor priznatelen M. A. Sall¸ za vnimanie, proØvlennoe k rabote i poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. V. B. Matveev, M. A. Salle, Darboux transformations and solitons.. Springer Series in Nonlinear Dynamics (1991).

2. V. B. Matveev, M. A. Sall~, Solitony. V sb.: Fizika na poroge novyh otkrytiæ, Izd-vo LGU (1990).

3. M. V. Babiq, E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, A. V. Rybin, M. A. Sall~, A. O. Smirnov, Nekotorye priloßeniØ metodov teorii solitonov v fizike slaboæ sverhprovodimosti.. V meßved. sb.: VysokotemperaturnaØ sverhprovodimost~. (Aktual~nye problemy), 136, No. 3, Izd-vo LGU (1991).

4. A. I. Bobenko, — Vestnik LGU, Ser. Fizika, HimiØ 22(4) (1982), 14. 5. S. P. Burcev, V. E. Zaharov, A. V. Mihaælov, — TMF 70 (1987), 323.

6. A. V. Rybin, Preprint University of Jyvaskyla, JYFL 28/90. 7. J. Cieslinski, — Phys. Lett. A149 (1990), 139. 8. L. A. Takhtajan, — Phys. Lett. A64 (1977), 235.

9. L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, Gamil~tonov podhod v teorii solitonov. Nauka, M. (1986).

10. A. V. Mikhailov, A. B. Shabat, — Phys. Lett. A116 (1986), 191.

11. A. V. Mihaælov, A. I. ˚remquk, — Pis~ma v ȷ�TF 36 (1982), 78. 12. A. S. Budagov, — Zap. nauqn. semin. LOMI 77 (1978), 24. 13. I. L. Bogol¸bskiæ, A. A. Bogol¸bskaØ, Preprint JINR, No. E5-95-273.

14. J. C. Brunelli, M. Gurses, K. Zheltukhin, hep-th /9906233.

15. ı. A. Iz¸mov, DifrakciØ neætronov na dlinnoperiodiqeskih strukturah. �nergoatomizdat, M. (1987).

16. R. Jackiw, So-Young Pi, hep-th /9911072.

Gutshabash E. Sh. On some set of models of magnets and chiral fields: integrability, Darboux transformation and exact solutions.

Two matrix linear systems which are the polynomial bunch with the complex parameter have been considered. The conditions of their compatibility have been find, also examples of integrable equations of magnets and chiral fields have been given. Some its exact solutions have been constructed.

Postupilo 28 fevralØ 2000 g.

NII Fiziki S.-Peterburgskogo gosudarstvennogo universiteta