Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

N. I. Abarenkova, A. G. Pron~ko

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY XXZ–MAGNETIKA GE`ZENBERGA PRI Δ = −∞

PosvØwaetsØ svetloæ pamØti AnatoliØ Georgieviqa Izergina

1. Vvedenie

Zadaqa vyqisleniØ korrelØcionnyh funkciæ v kvantovyh modelØh, rexaemyh metodom Bete-anzaca, ØvlØetsØ odnoæ iz interesnyh i aktul~nyh zadaq v teorii kvantovyh integriruemyh sistem [1]. Ves~ma intensivno issleduemaØ model~ v fftom napravlenii (sm., naprimer, monografii [1, 2] i original~nye raboty [3, 4] i ssylki v nih) – odnomernyæ XXZ magnetik Geæzenberga spina-1/2, dinamika kotorogo na periodiqeskoæ cepoqke sostoØweæ iz M uzlov, vo vnexnem magnitnom pole h, zadaetsØ gamil~- tonianom H_{XXZ} = − M∑ m=1 { σ^−_mσ^+_{m+1} + σ^−_{m+1}σ^+_m + Δ 2 ( σ^z_mσ^z_{m+1} − 1 ) + h 2 σ^z_m } , (1.1) gde σ^±_m =^1_2 (σ^x_m ± iσ^y_m), i σ^{x,y,z} – standarnye matricy Pauli,

σ^x = ( 0 1 1 0 ) , σ^y = ( 0 −i i 0 ) , σ^z = ( 1 0 0 −1 ) . (1.2)

Operatory σ^{x,y,z}_m deæstvu¸t netrivial~no v dvumernom prostranstve H_m, prostranstvo sostoØniæ H gamil~toniana (1.1)

2^M -merno, H = ⊗^M_{m=1}H_m. Periodiqeskie graniqnye usloviØ

oznaqa¸t, qto σ^{x,y,z}_{M+1} = σ^{x,y,z}_1 . Parnye temperaturnye korrelØtory opredelØ¸tsØ standarnym sposobom kak temperaturnye nor-

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 98-01-00313). 43

44 N. I. ABARENKOVA, A. G. PRON^KO mirovannye srednie

⟨ σ^a_{m+1}(t) σ^a_1 (0) ⟩^{(T,M)} =

Sp_H { e^{−βHXXZ} σ^a_{m+1}(t) σ^a_1 (0) } Sp_H { e^{−βHXXZ} } , a = x, y, z, (1.3) gde β – obratnaØ temperatura, β = 1/T , a zavisimost~ ot vremeni vvedena kanoniqeskim obrazom σ^a_m(t) = e^{itHXXZ} σ^a_m e^{−itHXXZ} a = x, y, z. (1.4) Temperaturnye korrelØtory naibolee interesny v termodinamiqeskom predele,

⟨ σ^a_{m+1}(t) σ^a_1 (0) ⟩^{(T )} = lim_{M→∞}⟨ σ^a_{m+1}(t) σ^a_1 (0) ⟩^{(T,M)}. (1.5)

V naibolee Øvnom vide korrelØcionnye funkcii vyqislØ¸tsØ pri nulevom znaqenii parametra anizotropii, Δ = 0, fftot qastnyæ sluqaæ XXZ magnetika est~ toqka svobodnyh fermionov modeli i izvesten kak XX0 (izotropnyæ XY ) magnetik Geæzenberga. DlØ XX0 magnetika suwestvu¸t toqnye predstavleniØ dlØ korrelØcionnyh funkciæ (1.3) kak dlØ modeli na koneqnoæ rexetke [5], tak i v termodinamiqeskom predele (1.5) [6– 8], v kotorom oni zapisyva¸tsØ kak opredeliteli Fredgol~ma lineænyh integral~nyh operatorov ves~ma special~nogo vida – t. n. “integriruemyh” integral~nyh operatorov [9]. Vaßnost~ takogo roda predstavleniæ zakl¸qaetsØ v nabl¸denii [9–11], qto opredelitel~ Fredgol~ma “integriruemogo” integral~nogo operatora v predstavlenii dlØ korrelØcionnyh funkciæ kvantovoæ modeli igraet rol~ tau-funkcii nekotoroæ klassiqeskoæ integriruemoæ sistemy. To obstoØtel~stvo, qto Øzyk nelineænyh differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh ØvlØetsØ estestvennym dlØ opisaniØ kvantovyh korrelØcionnyh funkciæ, bylo osoznano ewe davno, sm. naprimer [12, 13]. Cennost~ predstavleniØ korrelØcionnyh funkciæ v terminah opredeliteleæ Fredgol~ma zakl¸qaetsØ v vozmoßnosti neposredstvennoæ formulirovki associirovannoæ s fftimi integral~nymi operatorami matriqnoæ zadaqi Rimana-Gil~berta i postroenii asimtotiqeskih predstavleniæ dlØ korrelØtorov na bol~xih rasstoØniØh i pri bol~xih vremenah [14–19].

V nastoØweæ rabote my rassmatrivaem drugoæ qastnyæ sluqaæ XXZ magnetika, a imenno XXZ magnetik pri Δ = −∞,

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY 45 ne ØvlØ¸wiæsØ toqkoæ svobodnyh fermionov modeli, v kotorom, odnako, udaetsØ poluqit~ Øvnye predstavleniØ dlØ temperaturnyh korrelØcionnyh funkciæ v termodinamiqeskom predele v terminah opredeliteleæ Fredgol~ma “integriruemyh” integral~nyh operatorov. Bolee toqno, my rassmatrivaem XXZ magnetik v predele Δ → −∞ i h → ∞, pri fiksirovannom znaqenii veliqiny h + 2Δ, qto obespeqivaet ograniqennost~ gamil~- toniana snizu. V fftom predele XXZ magnetik dopuskaet estestvennu¸ interpretaci¸ v terminah rexetoqnoæ modeli kvantovogo nepronicemogo Boze-gaza qastic s radiusom ravnym xagu rexetki.

V nastoØweæ rabote my ograniqivaemsØ vyqisleniem temperaturnoæ korrelØcionnoæ funkcii z-komponent lokal~nyh spinov. Zametim, qto v XX0 magnetike ffta korrelØcionnaØ funkciØ vyqislØetsØ v Øvnom vide [6, 7]. V rassmatrivaemom ße nami sluqae XXZ magnetika pri Δ = −∞ ffta korrelØcionnaØ funkciØ vyraßaetsØ v toqnosti qerez opredeliteli Fredgol~ma lineænyh integral~nyh operatorov, kotorye prisutstvu¸t v predstavleniØh dlØ korrelØtorov v modeli Habbarda pri beskoneqno sil~nom vzaimodeæstvii [20, 21]. S drugoæ storony, poluqennoe nami predstavlenie dlØ korrelØcionnoæ funkcii z-komponent lokal~nyh spinov XXZ magnetika pri Δ = −∞ imeet tu ße strukturu, qto i korrelØcionnye funkcii v fazovoæ modeli [22].

Plan izloßeniØ naxeæ stat~i sledu¸wiæ. V sledu¸wem razdele my formuliruem ffffektivnu¸ model~, v kotoru¸ perehodit XXZ cepoqka Geæzenberga v predele Δ → −∞, i opisyvaem prostranstvo sostoØniæ modeli. V razdele 3 vyqislØ¸tsØ form-faktory (matriqnye fflementy) spinovyh operatorov i ih normirovannye srednie v bazise sobstvennyh sostoØniæ ffffektivnogo gamil~toniana. Razdel 4 posvØwen obsußdeni¸ termodinamiki modeli i vyvodu korrelØcionnyh funkciæ v termodinamiqeskom predele kak pri nulevoæ, tak i pri koneqnoæ temperaturah.

2. XXZ cepoqka Geæzenberga pri Δ = −∞

Vyvedem ffffektivnyæ gamil~tonian XXZ-cepoqki Geæzenberga v predele Δ = −∞. Vyberem, dlØ opredelennosti, v kaqestve poroßda¸wego sostoØniØ | 0 ⟩ ferromagnitnoe sostoØnie

46 N. I. ABARENKOVA, A. G. PRON^KO so vsemi spinami napravlennymi vverh,

| 0 ⟩ = ⊗^M_{m=1} | 0 ⟩_m, | 0 ⟩_m = ( 1 0 ) , (2.1)

togda prostranstvo H poroßdaetsØ deæstviem operatorov σ^−_m na sostoØnie | 0 ⟩. Vvedem operatory lokal~noæ plotnosti

q̂_m = 1 2 (1 − σ^z_m), q̂ = ( 0 0 0 1 ) , (2.2)

kotorye igra¸t rol~ operatorov qisla qastic – perevernutyh vniz spinov – v m-om uzle,

q̂_m | 0 ⟩_m = 0, q̂_m | 1 ⟩_m =| 1 ⟩_m, | 1 ⟩_m = σ^−_m | 0 ⟩_m. (2.3)

DlØ perehoda k predelu Δ = −∞ v (1.1) poloßim

h = −2Δ − μ, (2.4)

gde parametr μ predpolagaetsØ v dal~neæxem ne zavisØwim ot Δ. S uqetom (2.2) i (2.4) gamil~tonian (1.1) priobretaet vid H_{XXZ} = ~H_{XXZ} + E_{vac}, gde E_{vac} – ffnergiØ vakumma, E_{vac} = M (Δ + μ/2), a ~H_{XXZ} raven ~H_{XXZ} = − M∑ m=1 { σ^−_mσ^+_{m+1} + σ^−_{m+1}σ^+_m + 2Δq̂_mq̂_{m+1} + μq̂_m } . (2.5)

Gamil~tonian (2.5) bolee estestvenno interpretirovat~ v terminah qastic, neßeli spinov. Deæstvitel~no, gamil~tonian (2.5) opisyvaet vzaimodeæstvie nepronicaemyh kvantovyh Boze-qastic na cikliqeskoæ rexetke, kotorye vzaimodeæstvu¸t s ffnergieæ −2Δ esli okazyva¸tsØ v sosednih uzlah; poloßitel~naØ ffnergiØ vzaimodeæstviØ sootvetstvuet ottalkivani¸. Nepronicaemost~ oznaqaet, qto dve (i bolee) Boze-qasticy ne mogut zanimat~ odin uzel. V predele Δ → −∞ ffnergiØ ottalkivaniØ stanovitsØ beskoneqnoæ, i Boze-qasticy ne mogut zanimat~ takße i dva sosednih uzla. Takim obrazom, gamil~tonian (2.5) pri Δ = −∞ opisyvaet kvantovyæ rexetoqnyæ Boze-gaz nepronicaemyh qastic s ediniqnym radiusom (toqnee, s radiusom, ravnym xagu rexetki). V silu fftoæ interpretacii, ffffektivnyæ gamil~tonian XXZ cepoqki Geæzenberga pri Δ = −∞ moßet

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY 47 byt~ zapisan v vide H = P ~H_{XXZ} P = −P [_M ∑ m=1 { σ^−_mσ^+_{m+1} + σ^−_{m+1}σ^+_m + μq̂_m } ] P, (2.6)

gde P est~ proektor, P = M∏ m=1 (1 − q̂_mq̂_{m+1}), (2.7)

kotoryæ vydelØet iz prostrantva sostoØniæ H gamil~toniana (2.5) fiziqeskoe podprostranstvo F sostoØniæ s koneqnoæ ffnergieæ v predele Δ → −∞. Vse sostoØniØ, leßawie v ortogonal~- nom podprostranstve H\F ime¸t beskoneqnu¸ poloßitel~nu¸ ffnergi¸ v predele Δ → −∞ i, sledovatel~no, iskl¸qa¸tsØ iz fiziqeskogo prostranstva sostoØniæ modeli pri Δ = −∞.

Prostranstvo F estestvenno predstavimo kak summa podprostranstv F_N s fiksirovannym sobstvennym znaqeniem N operatora polnogo qisla qastic Q = q̂_1 + · · · + q̂_M , F = [M/2]⨁

N=0 F_N , (2.8)

gde [ ] oznaqaet celu¸ qast~ qisla. Podprostranstva F_N obrazovany vektorami

σ^−_{n1}σ^−_{n2} . . . σ^−_{nN} | 0 ⟩, n_1, . . . , n_N ∈ D_N (n_1, . . . , n_N ), (2.9)

gde oblast~ D_N (n_1, . . ., n_N ) znaqeniæ celyh qisel n_1, . . . , n_N opredelØetsØ usloviØmi

D_N (n_1, . . . , n_N ) :

1 6 n1 < n2 − 1 n_{j+1} − n_j ¿ 2, j = 2, . . ., N − 1 n_N 6 min(M, n_1 + M − 2)

, (2.10)

priqem poslednee uslovie faktiqeski oznaqaet, qto n_N ≠ M esli n_1 = 1, v silu periodiqeskih graniqnyh usloviæ. Razmernost~ podprostrantv F_N ravna

dim F_N = ( M −N +1 N ) − ( M −N −1 N −2 ) = M (M − N − 1)! N ! (M − 2N )!

. (2.11)

48 N. I. ABARENKOVA, A. G. PRON^KO

Sobstvennye sostoØniØ gamil~toniana (2.6) estestvennym obrazom stroØtsØ putem perehoda k predelu Δ → −∞ v vyraßeniØh dlØ sobstvennyh sostoØniæ XXZ cepoqki (sm., naprimer, [1, 23]), kotorye v fftom predele prinima¸t vid | Ψ_N ({k}) ⟩ = ∑ D(n1,...,n_N ) χ_N ({k}|{n}) σ^−_{n1} . . . σ^−_{nN} | 0 ⟩ (2.12) gde volnovaØ funkciØ χ_N ({k}|{n}), parametrizuemaØ naborom impul~sov {k} = k_1, . . . , k_N i koordinat {n} = n_1, . . ., n_N ∈ D_N (n_1, . . ., n_N ), daetsØ vyraßeniem

χ_N ({k}|{n}) = ∑ P ∈S_N (−1)^P N∏ j=1 e^{ikPj (nj −j+1)}. (2.13) Zdes~ (−1)^P oznaqaet qetnost~ perestanovki P : [1, . . ., N ] →

[P_1, . . . , P_N ] iz simmetriqeskoæ gruppy S_N . Impul~sy k_1, . . . , k_N ,

parametrizu¸wie sobstvennye sostoØniØ (2.12), vse razliqny i ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistemy uravneniæ Bete e^{ikj (M−N)} = (−1)^{N−1}e^{−i(k1+...+kN )}, j = 1, . . . , N. (2.14) Sobstvennoe znaqenie E_N ({k}) gamil~toniana (2.6) na sostoØni- Øh (2.12) ravno E_N ({k}) = N∑ j=1 ε̃(k_j ), ε̃(k) = −μ − 2 cos k, (2.15)

gde ε̃(k) – golaØ odnoqastiqnaØ dispersiØ; parametr μ igraet rol~ himpotenciala.

Sistema uravneniæ Bete (2.14) rexaetsØ Øvno; vse rexeniØ sistemy (2.14) vewestvenny. V silu polnoæ antisimmetrii sostoØniæ (2.12) otnositel~no perestanovok impul~sov k_1, . . . , k_N , razliqnye sostoØniØ sootvetstvu¸t razliqnym naboram {k}; nabory {k} i {k^′} razliqny, esli nabor {k^′} ne ØvlØetsØ kakoæ-libo perestanovkoæ nabora {k}. Krome togo, dlØ odnoznaqnoæ parametrizacii sostoØniæ (2.12) dostatoqno ograniqit~sØ rexeniØmi sistemy (2.14), kotorye udovletvorØ¸t uslovi¸ ξ 6 k_1 < · · · < k_N < 2π + ξ, gde ξ – nekotoroe fiksirovannoe qislo.

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY 49 Opixem dva ffkvivalentnyh sposoba parametrizacii nezavisimyh rexeniæ uravneniæ Bete (2.14). DlØ opisaniØ rexeniæ perepixem (2.14) v vide

k_j = 2π M − N ( − N − 1 2 + Ĩ_j ) − k_1 + . . . + k_N M − N , j = 1, . . ., N, (2.16) gde^~I_j – nekotorye celye qisla. Udobno vvesti kvaziimpul~sy

k̃_1, . . . , k̃_N ,

k̃_j = 2π M − N ( − N − 1 2 + Ĩ_j ) , j = 1, . . . , N, (2.17) togda (2.16) prinimaet vid lineænoæ sistemy uravneniæ, svØzyva¸weæ nabory {^~k} i {k}. Pervyæ sposob parametrizacii osnovan na obrawenii fftoæ sistemy uravneniæ, qto daet rexenie dlØ {k} v terminah celyh qisel {^~I},

k_j = k̃_j − k̃_1 + . . . + k̃_N M , j = 1, . . ., N. (2.18) Iz (2.18) sleduet, qto nezavisimye rexeniØ parametrizu- ¸tsØ naborami celyh qisel {^~I}, kotorye leßat v oblasti ~D_N (Ĩ_1, . . . , Ĩ_N ), opredelØemoæ usloviØmi

~D_N (Ĩ_1, . . . , Ĩ_N ) : { 1 6^~I1 < · · · <^~IN 6 M − N + 1

I_N ≠ I_1 + M − N

. (2.19)

Zametim, qto oblast~ ~D_N izomorfna oblasti D_N (2.10); qislo rexeniæ, opisyvaemyh (2.19), ravno razmernosti podprostranstva F_N (2.11). Izomorfizm oblasteæ sleduet iz togo fakta, qto celye qisla ñ_j = n_j − j + 1, figuriru¸wie v pokazatelØh ffksponenent v vyraßenii dlØ volnovoæ funkcii (2.13), leßat v oblasti ~D_N (ñ_1, . . . , ñ_N ), opredelennoæ v (2.19), esli n_1, . . ., n_N ∈ D_N (n_1, . . ., n_N ). Qisla {ñ} moßno interpretirovat~ kak kvazikoordinaty, soprØßennye kvaziimpul~sam {^~k}, priqem znaqeniØ {ñ} i {Ĩ} leßat v oblasti ~D_N . �to oznaqaet, qto sobstvennye sostoØniØ (2.12) obrazu¸t polnyæ bazis v podprostranstve F_N .

Vtoroæ sposob parametrizacii nezavisimyh rexeniæ, kotoryæ okazyvaetsØ bolee udobnym, naprimer, dlØ summirovaniØ po promeßutoqnym sostoØniØm pri vyqislenii normirovannyh

50 N. I. ABARENKOVA, A. G. PRON^KO srednih znaqeniæ, osnovan na uslovii kvantovaniØ dlØ polnogo impul~sa

k_1 + . . . + k_N = 2π M ℓ mod 2π, ℓ = 0, . . ., M − 1, (2.20)

i neposredstvenno formule (2.16), kotoraØ v silu (2.20), oznaqaet, qto impul~sy {k}

k_j = 2π M − N ( − N − 1 2 + I_j ) − K M − N , j = 1, . . ., N, (2.21) gde K ≡^{2π}_M ℓ, a vse celye qisla I_1, . . . , I_N mogut otliqat~sØ ot

Ĩ_1, . . . , Ĩ_N v (2.16) na nekotoroe celoe, I_j = Ĩ_j + a. Iz (2.21) sle-

duet, qto nezavisimye rexeniØ parametrizu¸tsØ naborom celyh qisel 1 6 I_1 < · · · < I_N 6 M − N i ℓ = 0, . . . , M , kotorye svØzany usloviem_N ∑ j=1 I_j − N (N − 1) 2 = ℓ mod (M − N ). (2.22)

AnalogiqnaØ parametrizaciØ ispol~zovalas~ v fazovoæ modeli [22], v kotoroæ uravneniØ Bete ime¸t pohoßiæ na (2.14) vid.

Takim obrazom, sobstvennye sostoØniØ (2.12) obrazu¸t polnu¸ ortogonal~nu¸ (qto proverØetsØ prØmym vyqisleniem) sistemu vektorov v podprostranstve F_N ; norma sostoØniæ (2.12) ravna

⟨ Ψ_N (k_1, . . . , k_N ) | Ψ_N (k_1, . . . , k_N ) ⟩ = M (M − N )^{N−1}. (2.23) V silu polnoty bazisa sobstvennyh funkciæ, vse operatory, deæstvu¸wie v podprostranstve F, mogut byt~ ffkvivalentno opredeleny s pomow~¸ spektral~nogo razloßeniØ. Proektor P (2.7), igra¸wiæ rol~ ediniqnogo operatora v F, predstavim v vide P = [M/2]∑

N=0 ∑ {k} | Ψ_N ({k}) ⟩⟨ Ψ_N ({k}) | M (N − M )^{N−1} . (2.24)

Sootvetstvenno, ffffektivnyæ gamil~tonian XXZ magnetika pri Δ = −∞ moßet byt~ opredelen kak H = [M/2]∑

N=0 ∑ {k} | Ψ_N ({k}) ⟩E_N ({k})⟨ Ψ_N ({k}) | M (N − M )^{N−1} , (2.25)

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY 51 gde ffnergiØ E_N ({k}) daetsØ formuloæ (2.15). Summa po {k} v (2.24) i (2.25) oznaqaet summu po nezavisimym rexeniØm uravneniæ Bete v N -qastiqnom sektore.

KorrelØcionnye funkcii (1.3) pri Δ = −∞ prinima¸t vid

⟨ σ^a_{m+1}(t) σ^a_1 (0) ⟩^{(T,M)} =

Sp_F { e^{−βH} ~σ^a_{m+1}(t) ~σ^a_1 (0) } Sp_F { e^{−βH} } , a = x, y, z, (2.26) gde operatory ~σ^a_m(t) est~ ograniqenie operatorov σ^a_m(t), deæstvu- ¸wih v prostranstve H, na podprostranstvo F, ~σ^a_m(t) = e^{itH} ~σ^a_m e^{−itH} , ~σ^a_m = P σ^a_m P, a = x, y, z. (2.27) Takim obrazom, zadaqa vyqisleniØ korrelØcionnyh funkciæ XXZ cepoqki pri Δ = −∞ svoditsØ k vyqisleni¸ normirovannyh srednih znaqeniæ parnyh operatorov lokal~nyh spinov po sostoØniØm (2.12).

3. Normirovannye srednie znaqeniØ operatorov z-komponent lokal~nyh spinov na koneqnoæ rexetke. Rassmotrim zadaqu vyqisleniØ normirovannyh srednih znaqeniæ parnyh z-komponent lokal~nyh spinov po nekotoromu sobstvennomu sostoØni¸ (2.12) gamil~toniana (2.6):

⟨ σ^z_{m+1}(t) σ^z_1(0) ⟩_N =

⟨ Ψ_N ({k}) | σ^z_{m+1}(t) σ^z_1(0) | Ψ_N ({k}) ⟩ ⟨ Ψ_N ({k}) | Ψ_N ({k}) ⟩ . (3.1)

Zdes~ i niße vse operatory podrazumeva¸tsØ ograniqennymi na podprostranstvo F (dlØ uproweniØ oboznaqeniæ my opuskaem til~dy nad spinovymi operatorami, sm. (2.27)). Normirovannoe srednee (3.1) imeet strukturu

⟨ σ^z_{m+1}(t) σ^z_1(0) ⟩_N = 1 − 4⟨ q̂_m ⟩_N + 4⟨ q̂_{m+1}(t) q̂_1(0) ⟩_N , (3.2)

gde veliqina ⟨ q̂_m ⟩_N zavisit tol~ko ot N (i M ) i opredelØet namagniqennost~ σ_N ≡ ⟨ σ^z_m ⟩_N sostoØniæ v N -qastiqnom sektore

σ_N = 1 − 2⟨ q̂_m ⟩_N = 1 − 2N M , ⟨ q̂_m ⟩_N = N M . (3.3)

Normirovannoe srednee ⟨ q̂_{m+1}(t)q̂_1(0) ⟩_N predstavimo, v silu (2.24), kak summa po promeßutoqnym sostoØniØm v N -qastiqnom

52 N. I. ABARENKOVA, A. G. PRON^KO sektore,

⟨ q̂_{m+1}(t) q̂_1(0) ⟩_N = = ∑ {p} F_{N,m+1}({k}|{p}) F_{N,1}({p}|{k}) M^2(M − N )^{2N−2} e^{itEN ({k})−itEN ({p})}, (3.4) gde summa po {p} oznaqaet summu po nezavisimym rexeniØm uravneniæ Bete (2.14). �nergiØ E_N daetsØ formuloæ (2.15), a funkciØ F_{N,m}({p}|{k}) est~ form-faktor (matriqnyæ fflement) lokal~nogo operatora plotnosti F_{N,m}({p}|{k}) = ⟨ Ψ_N ({p}) | q̂_m | Ψ_N ({k}) ⟩. (3.5) FunkciØ (3.5) obladaet svoæstvom F_{N,m}({p}|{k}) = F_{N,m}({k}|{p}), gde qerta oznaqaet kompleksnoe soprØßenie.

V silu translØcionnoæ invariantnosti (periodiqeskih graniqnyh usloviæ), imeem F_{N,m}({p}|{k}) = e^{im(K−P )}F_{N,M} ({p}|{k}), (3.6) gde qerez K i P oboznaqeny polnye impul~sy, K = k_1 + . . . + k_N , P = p_1 + . . . + p_N . (3.7) Proizvedenie form-faktorov v (3.4) perepisyvaetsØ v vide F_{N,m+1}({k}|{p}) F_{N,1}({p}|{k}) = e^{im(P −K)} | |F_{N,M} ({p}|{k}) | |^2. (3.8) Neposredstvennoe vyqislenie veliqiny F_{N,M} ({p}|{k}) daet F_{N,M} ({p}|{k}) = det_N (B + E) − det_N B, (3.9) gde N × N matricy B i E ime¸t matriqnye fflementy B_{ab} = e^{−i(K−P )} − 1 e^{i(ka−pb)} − 1 , E_{ab} = 1. (3.10) Iz (3.9) i (3.10) sleduet, qto funkciØ F_{N,M} ({p}|{k}) ne ravna nul¸ esli, libo K ≠ P , libo K = P i {k} = {p}. Vtoroæ sluqaæ daet diagonal~nye fflementy operatora lokal~noæ plotnosti, priqem, esli k_j = p_j , j = 1, . . ., N , to B_{ab} = (M − N )δ_{ab} i F_{N,M} (k_1, . . ., k_N |k_1, . . ., k_N ) = N (M − N )^{N−1}, (3.11)

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY 53 qto s uqetom vyraßeniØ dlØ normy (2.23) vosproizvodit oßidaemyæ otvet (3.3) dlØ normirovannogo srednego ⟨ q̂_m ⟩_N .

DlØ dal~neæxih vyqisleniæ funkci¸ F_{N,M} ({p}|{k}), ispol~- zuØ lineænost~ (3.9) po fflementam matricy E, udobno predstavit~ v vide F_{N,M} ({p}|{k}) = = −ie^{i(P −K)}(^N �1_2 )[ sin (_{K−P} 2 )]N−1[ det_N (C + iE) − det_N C ] , (3.12)

gde matrica C imeet vewestvennye fflementy,

C_{ab} = cot ( p_a − k_b 2 ) . (3.13)

Togda dlØ proizvedeniØ form-faktorov (3.8) poluqim F_{N,m+1}({k}|{p}) F_{N,1}({p}|{k}) = e^{im(P −K)} [ sin (_{P −K} 2 )]2N−2 × × [ det_N (C + iE) det_N (C − iE) − det^2_N C ] . (3.14)

Rassmotrim summu po sostoØniØm {p} v (3.4). DlØ vyqisleniØ fftoæ summy udobno ispol~zovat~ vtoroæ sposob parametrizacii rexeniæ uravneniæ Bete, opisannyæ v predyduwem razdele (sm. (2.21) i (2.22)). Vvedem vspomogatel~nye impul~sy {p̃}, analogiqno (2.17),

p̃_j = 2π M − N ( − N − 1 2 + I_j ) , j = 1, . . ., N, (3.15) togda p_j = p̃_j − P_ℓ M − N , P_ℓ ≡ 2πℓ M . (3.16)

Summa po {p}, s uqetom usloviæ (2.22), zapisyvaetsØ v vide ∑ {p} = 1 M − N ∑ p̃1<···<p̃_N M∑ ℓ=0

M−N−1 ∑ s=0 e^{is(p1+...+pN −Pℓ)}, (3.17) gde summa po p̃_1 < · · · < p̃_N oznaqaet summirovanie po naboram celyh qisel {I}, 1 6 I_1 < · · · < I_N 6 M −N . Zametim, qto poskol~ku proizvedenie form-faktorov (3.14) i, sledovatel~no, vse proizvedenie pod znakom summy v (3.4) ØvlØetsØ simmetriqnoæ funkcieæ otnositel~no perestanovok impul~sov p̃_1, . . . , p̃_N , obrawaØs~

54 N. I. ABARENKOVA, A. G. PRON^KO v nul~ esli p̃_j = p̃_k (j ≠ k), pri vyqislenii pravoæ qasti (3.4), summa po p̃_1 < · · · < p̃_N moßet byt~ zamenena na N -kratnu¸ summu ∑ p̃1<···<p̃_N → 1 N ! ∑ p̃1 · · · ∑ p̃_N (3.18)

PodstavlØØ (3.14), (2.15) v (3.4) i ispol~zuØ (3.17), (3.18), dlØ normirovannogo srednego (3.4) poluqaem sledu¸wee predstavlenie

⟨ q̂_{m+1}(t) q̂_1(0) ⟩_N = M − N M^2 M∑ ℓ=0

M−N−1 ∑ s=0 e^{i(m−s)Θℓ} sin^{2 Θℓ}_2 × × [ det_N S(s, t; ℓ) − det_N ~S(s, t; ℓ) ] , (3.19) gde Θ_ℓ ≡ P_ℓ − K. (3.20)

Matricy S(s, t; ℓ) i ~S(s, t; ℓ) razmernosti N ×N ime¸t matriqnye fflementy S_{ab} = e^{−iτ(ka )−iτ(kb )} sin^{2 Θℓ}_2 (M −N )^2 ∑ p̃ e^{2iτ(p)} ( cot (_{p−ka} 2 ) + i )( cot (_{p−kb} 2 ) − i ) , S̃_{ab} = e^{−iτ(k}a^{)−iτ(k}b^) sin

2 Θ_ℓ 2 (M −N )^2 ∑ p̃ e^{2iτ(p)} cot (_{p−ka} 2 ) cot (_{p−kb} 2 ) , (3.21) gde τ (k) ≡ t cos k + sk/2. Ispol~zuØ toßdestva 1 M −N ∑ p̃ cot (_{p−k} 2 ) = − cot^{Θℓ}_2 , 1 (M −N )^2 ∑ p̃ 1 sin^2 (_{p−k} 2 ) = 1 sin^{2 Θℓ}_2 , (3.22)

matricy S(s, t; ℓ) i ~S(s, t; ℓ) privodØtsØ [20, 21] k vidu

S = I + V, ~S = I + V + iP^{(+−)} − iP^{(−+)} − g P^{(−−)} (3.23)

gde I ediniqnaØ matrica, a matricy V i P^{(αγ)} ime¸t matriqnye

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY 55 fflementy V_{ab} = e^{−i} ı_{ka}�_{kb} 2 ȷ (M −N ) sin (_{ka−kb} 2 ) [ e_+(k_a) e_−(k_b) − e_−(k_a) e_+(k_b) ] , P^{(αγ)}_{ab} = 1 M − N e_α(k_a) e_γ (k_b), α, γ = +, −. (3.24)

Funkcii e_±(k) = e_±(k, s, t; ℓ) i g = g(s, t; ℓ) opredelØ¸tsØ formulami e_−(k) = e^{−iτ(k)}, e_+(k) = e(k)e_−(k), e(k) = sin^{2 Θℓ}_2 M −N ∑ p̃ ( e^{2iτ(p)} − e^{2iτ(k)} ) cot (_{p−k} 2 ) − sin

Θ_ℓ 2 cos Θ_ℓ 2 e^{2iτ(k)},

g = sin^{2 Θℓ}_2 M −N ∑ p̃ e^{2iτ(p)}. (3.25) V itoge, dlØ normirovannyh srednih znaqeniæ z-komponent lokal~nyh spinov (3.1), s uqetom (3.2), (3.3), (3.19) i (3.23), poluqaem predstavlenie

⟨ σ^z_{m+1}(t) σ^z_1 (0) ⟩_N = 1 − 4N M + 4(M − N ) M^2 M∑ ℓ=0

M−N−1 ∑ s=0 e^{i(m−s)Θℓ} sin^{2 Θℓ}_2 × [ det_N ( I + V ) − det_N ( I + V + iP^{(+−)} − iP^{(−+)} − g P^{(−−)} )] , (3.26) gde matriqnye fflementy matric V , P^{(αβ)} i skalØrnaØ veliqina g ØvlØ¸tsØ funkciØmi s, t i ℓ i da¸tsØ formulami (3.24), (3.25). Predstavlenie (3.26) budet ispol~zovano v sledu¸wem razdele dlØ vyvoda korrelØcionnoæ funkcii z-komponent lokal~nyh spinov v termodinamiqeskom predele.

4. Termodinamika modeli i korrelØcionnaØ funkciØ z-komponent lokal~nyh spinov v termodinamiqeskom predele.

Termodinamika XXZ magnetika Geæzenberga pri Δ = −∞ stroitsØ standarnym sposobom (sm., naprimer, [1]). Rassmotrim perehod k termodinamiqeskomu predelu M → ∞, N → ∞, plotnost~ qisla qastic D = N/M fiksirovana, pri nulevom polnom

56 N. I. ABARENKOVA, A. G. PRON^KO impul~se, K = 0. Zametim, qto v naxeæ modeli D 6 1/2. SostoØnie termodinamiqeskogo ravnovesiØ pri koneqnoæ temperature T = β^{−1} opredelØetsØ rexeniem nelineænyh integral~nyh uravneniæ ˚nga-˚nga, kotorye suwestvenno uprowa¸tsØ v rassmatrivaemom nami sluqae,

ε(k) = −2 cos k − μ + 1 2πβ π∫ −π dk ln ( 1 + e^{−βε(k)} ) ,

2πρ(k) ( 1 + e^{βε(k)} ) = 1 − π∫ −π dk ρ(k), (4.1)

gde ε(k) ffnergiØ vozbußdeniØ, a ρ(k) plotnost~ raspredeleniØ qastic. RexeniØ uravneniæ (4.1) ime¸t vid

ε(k) = −2 cos k − μ + P, ρ(k) = 1 − D 2π ( 1 + e^{βε(k)} ) , (4.2)

gde davlenie P i plotnost~ D da¸tsØ vyraßeniØmi P = 1 2πβ π∫ −π dk ln ( 1 + e^{−βε(k)} ) , D = π∫ −π dk ρ(k). (4.3) DlØ opisaniØ korrelØcionnyh funkciæ udobno ispol~zovat~ fermievskiæ ves ϑ(k), kotoryæ opredelØetsØ kak otnoxenie plotnosti raspredeleniØ qastic k plotnosti raspredeleniØ vakasiæ, ϑ(k) = ρ(k)/ρ_{tot}(k), v naxeæ modeli ρ_{tot}(k) = (1 − D)/2π, i sledovatel~no ϑ(k) = 1 1 + e^{βε(k)} , 1 2π π∫ −π ϑ(k) = D 1 − D . (4.4)

Pri nulevoæ temperature, 1/β = 0, sostoØnie termodinamiqeskogo ravnovesiØ perehodit v osnovnoe sostoØnie modeli. Osnovnoe sostoØnie formiruetsØ zapolneniem fermievskoæ zony −Λ 6 k 6 Λ, (Λ 6 π) qasticami s otricatel~noæ ffnergieæ ε_0(k). Davlenie i plotnost~ pri nulevoæ temperature ravny

P_0 = − 1 2π Λ∫ −Λ dk ε_0(k), D_0 = Λ∫ −Λ dk ρ_0(k), (4.5)

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY 57 gde ε_0(k) = −2 cos k − μ + P_0, ε_0(±Λ) = 0,

ρ_0(k) =

1 − D_0 2π . (4.6)

Fermievkiæ impul~s Λ vyraßaetsØ qerez plotnost~, Λ = πD_0 1 − D_0

. (4.7)

Zametim, qto plotnost~ D_0, davlenie P_0 i fermievskiæ impul~s Λ ØvlØ¸tsØ funkciØmi himpotenciala μ ¿ −2. Znaqenie μ_c = −2 ØvlØetsØ kritiqeskim znaqeniem μ, pri kotorom fermievskaØ zona isqezaet, Λ → 0, D_0 → 0 i P_0 → 0, esli μ → μ_c.

Rassmotrim korrelØtor z-komponent lokal~nyh spinov v termodinamiqeskom predele pri nulevoæ temperature

⟨ σ^a_{m+1}(t) σ^a_1 (0) ⟩^{(0)} =

⟨ Ω | σ^z_{m+1}(t) σ^z_1(0) | Ω ⟩ ⟨ Ω | Ω ⟩ , (4.8)

gde | Ω ⟩ – osnovnoe sostoØnie.

Osnovnoe sostoØnie | Ω ⟩ stroitsØ kak predel M → ∞ i N = N (Λ) → ∞, pri fiksirovannom Λ, osnovnogo sostoØniØ | Ω_M (Λ) ⟩ modeli na M uzlah. SostoØnie | Ω_M (Λ) ⟩ est~ sobstvennoe sostoØnie (2.12) s impul~sami v nabore {k}, zapolnØ¸wimi vse vakansii v intervale [−Λ, Λ]; qislo qastic (impul~sov v nabore {k}) N opredelØetsØ znaqeniem Λ. V termodinamiqeskom predele M → ∞ razrexennye znaqeniØ impul~sov v nabore {k} zapolnØ¸t nepreryvno interval [−Λ, Λ], priqem qislo qastic v osnovnom sostoØnii N =^Λ_{Λ+π} M (sm. (4.7)) stremitsØ k beskoneqnosti vmeste s M .

Takim obrazom, v termodinamiqeskom predele pri nulevoæ temperature opredeliteli N ×N matric, figuriru¸wih v predstavlenii (3.26), perehodØt v opredeliteli Fredgol~ma lineænyh integral~nyh operatorov, deæstvu¸wih na funkcii na otrezke [−Λ, Λ] po pravilu

(Âf)(k) = Λ∫ −Λ A(k, k^′)f(k^′) dk^′, (4.9)

58 N. I. ABARENKOVA, A. G. PRON^KO gde funkciØ A(k, k^′) est~ Ødro integral~nogo operatora^^A, a summy v (3.25) po vse razrexennym znaqeniØm p̃ perehodØt v integraly 1 M − N ∑ p̃ → 1 2π π∫ −π dp. (4.10)

V rezul~tate, dlØ korrelØcionnoæ funkcii (4.8) poluqaem predstavlenie

⟨ σ^a_{m+1}(t) σ^a_1 (0) ⟩^{(0)} = 1 − 4D_0 + 8(1 − D_0) ∞∑ s=−∞ 2π∫ 0 dη e^{i(m−s)η} 1 − cos η × [ det ( Î + V̂ ) − det ( Î + V̂ + iP̂^{(+−)} − iP̂^{(−+)} − G P̂^{(−−)} )] , (4.11) gde integral~nye operatory^^V ,^^P^{(αγ)} zavisØt ot t, s, η i ime¸t Ødra V (k, k^′) = e^{−i} ı_k�_k0 2 ȷ 2 sin (_{k−k}0 2 ) [ E_+(k) E_−(k^′) − E_−(k) E_+(k^′) ] , P^{(αγ)}(k, k^′) = 1 2 E_α(k) E_γ (k^′), α, γ = +, −. (4.12)

Funkcii E_±(k) = E_±(k, s, t; η) i G = G(s, t; η) opredelØ¸tsØ formulami

E_−(k) = 1 √ π e^{−iτ(k)}, E_+(k) = E(k)E_−(k),

E(k) = 1 − cos η 4π P.V. π∫ −π dp cot (_{p−k} 2 ) e^{2iτ(p)} dp − sin η 2 e^{2iτ(k)},

G = 1 − cos η 4π π∫ −π e^{2iτ(p)} dp, (4.13)

gde τ (k) ≡ t cos k + sk/2.

Rassmotrim teper~ korrelØtor z-komponent lokal~nyh spinov v termodinamiqeskom predele pri koneqnoæ temperature. Vospol~zuemsØ svoæstvom, qto dlØ integriruemyh sistem perehod

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY 59 ot nulevoæ k koneqnoæ temperature osuwestvlØetsØ izmeneniem mery integrirovaniØ [1] Λ∫ −Λ dk → π∫ −π dkϑ(k), (4.14) gde ϑ(k) – fermievskiæ ves (4.4). Predstavlenie dlØ korrelØtora z-komponent lokal~nyh spinov pri koneqnoæ temperature soderßit opredeliteli Fredgol~ma lineænyh integral~nyh operatorov deæstvu¸wih na funkcii na otrezke [−π, π] po pravilu

(Â_T f)(k) = π∫ −π A_T (k, k^′)f(k^′) dk^′, (4.15)

gde funkciØ A_T (k, k^′) est~ Ødro integral~nogo operatora^^A_T , priqem v silu (4.14) A_T (k, k^′) = A(k, k^′)ϑ(k^′). Poskol~ku v predstavlenii dlØ korrelØcionnoæ funkcii uqastvu¸t lix~ opredeliteli integral~nyh operatorov, budem ispol~zovat~ simmetrizovannu¸ formu Øder, A_T (k, k^′) = √ ϑ(k) A(k, k^′) √ ϑ(k^′).

DlØ korrelØcionnoæ funkcii z-komponent lokal~nyh spinov pri koneqnoæ temperature imeem predstavlenie

⟨ σ^a_{m+1}(t) σ^a_1 (0) ⟩^{(T )} = 1 − 4D + 8(1 − D) ∞∑ s=−∞ 2π∫ 0 dη e^{i(m−s)η} 1 − cos η × [ det ( Î + V̂_T ) − det ( Î + V̂_T + iP̂^{(+−)}_T − iP̂^{(−+)}_T − G P̂^{(−−)}_T )] , (4.16) gde integral~nye operatory^^V_T ,^^P^{(αγ)}_T ime¸t Ødra

V_T (k, k^′) = e^{−i} ı_k�_k0 2 ȷ 2 sin (_{k−k}0 2 ) [ E^T_+(k) E^T_−(k^′) − E^T_−(k) E^T_+ (k^′) ] , P^{(αγ)}_T (k, k^′) = 1 2 E^T_α (k) E^T_γ (k^′), α, γ = +, −. (4.17)

Funkcii E^T_±(k) = E^T_±(k, s, t; η) da¸tsØ formulami

E^T_−(k) = √ ϑ(k)E_−(k), E^T_+(k) = E(k)E^T_−(k), (4.18)

60 N. I. ABARENKOVA, A. G. PRON^KO gde funkcii E_−(k) = E_−(k, s, t) i E(k) = E(k, s, t; η) opredeleny v (4.13).

V zakl¸qenie otmetim, qto integral~nye operatory uqastvu- ¸wie v predstavlenii (4.16) dlØ temperaturnoæ korrelØcionnoæ funkcii z-komponent lokal~nyh spinov v rassmatrivaemom nami XXZ magnetike Geæzenberga pri Δ = −∞b voznika¸t takße v predstavleniØh dlØ korrelØtorov plotnosteæ v odnomernoæ modeli Habbarda v predele beskoneqno sil~nogo vzaimodeæstviØ [20]. Struktura korrelØcionnoæ funkcii (4.16), odnako, analogiqna strukture korrelØtorov v fazovoæ modeli [22], qto ØvlØetsØ, otqasti, sledstviem odinakovoæ formy uravneniæ Bete v fftih dvuh modelØh. Otmetim takße, qto metod, kotoryæ ispol~- zovalsØ nami pri vyqislenii korrelØtora z-komponent lokal~- nyh spinov, primenim i dlØ vyqisleniØ drugih korrelØcionnyh funkciæ (1.3). My namereny predstavit~ sootvetstvu¸wie rezul~taty v naxeæ sledu¸weæ publikacii.

Avtory vyraßa¸t priznatel~nost~ N. M. Bogol¸bovu za mnogoqislennye cennye obsußdeniØ.

Literatura

1. V. E. Korepin, A. G. Izergin, and N. M. Bogolyubov, Quantum inverse scattering method and correlation functions. Cambridge Univ. Press, Cambridge (1993).

2. M. Jimbo, T. Miwa, Algebraic analysis of solvable lattice models. American Math.

Soc., Providence, RI (1995).

3. F. H. L. Essler, H. Frahm, A. G. Izergin, V. E. Korepin, Determinant representation for correlation functions of spin 1/2 XXX and XXZ Heisenberg magnets. — Commun. Math. Phys. 174 (1995), 191–214.

4. N. Kitanine, J. M. Maillet, V. Terras, Correlation functions of the XXZ Heisenberg spin-1/2 chain in a magnetic field. — Nucl. Phys. B 567 [FS] (2000), 554–582.

5. F. Colomo, A. G. Izergin, V. Tognetti, Correlation functions in the XXO Heisenberg chain and their relations with spectral shapes. — J. Phys. A 30 (1997), 361–369.

6. Th. Niemeier, — Physica 36 (1967), 377.

7. F. Colomo, A. G. Izergin, V. E. Korepin, V. Tognetti, Temperature correlation functions of the XX0 Heisenberg chain. I. — Theor. Math. Phys. 94 (1993), 11–38.

8. F. Colomo, A. G. Izergin, V. E. Korepin, V. Tognetti, Correlators in the Heisenberg XXO chain as Fredholm determinants. — Phys. Lett. A 169 (1992), 243–247.

9. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, The quantum correlation function as the tau-function of classical differential equations. In: Important

TEMPERATURNYE KORREL˚TORY 61

development in solution theory, Springer Ser. Nonlinear Dyn., Springer, Berlin (1993).

10. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, Correlation radius for one-dimensional impenetrable bosons. — Phys. Lett. A 141 (1989), 121–125.

11. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, Differential equations for quantum correlation functions. — Int. J. Phys. B4 (1990), 1003–1037.

12. B. M. Mc Coy, C. A. Tracy, T. T. Wu, Painlevé functions of the third kind. — J.

Math. Phys. 18 (1977), 1058–1092.

13. M. Jimbo, T. Miwa, Y. Mori, M. Sato, Density matrix of an impenetrable Bose gas and the fifth Painlevé transcendent. — Physica D1 (1980), 80–158.

14. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, Temperature correlations of quantum spins. — Phys. Rev. Lett. 70 (1993), 1704–1706.

15. A. G. Izergin, A. R. Its, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, MatriqnaØ zadaqa Rimana–Gil~berta i differencial~nye uravneniØ dlØ korrelØcionnyh funkciæ XXO cepoqki Geæzenberga. — Algebra i Analiz 6 (1994), 138–151.

16. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, Space correlations on the one-dimensional impenetrable Bose gas at finite temperature. — Physica D 53 (1991), 181–213.

17. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin, G. G. Varzugin, Large time and distance asymptotics of field correlation function of impenetrable bosons at finite temperature. — Physica D 54 (1992), 351–395.

18. A. G. Izergin, A. R. Its, V. E. Korepin, N. A. Slavnov, Integriruemye differencial~nye uravneniØ dlØ temperaturnyh korrelØcionnyh funkciæ XXO cepoqki Geæzenberga. — Zap. nauqn. semin. POMI 205 (1993), 6–20.

19. Y. Fujii, M. Wadati, Operator-valued Riemann–Hilbert problem for correlation function of the XXZ spin chain. — J. Phys. A: Math. Gen. 33 (2000), 1351–1361.

20. A. G. Izergin, A. G. Pronko, N. I. Abarenkova, Temperature correlators in the one-dimensional Hubbard model in the strong coupling limit. — Phys. Lett. A 245 (1998), 537–547.

21. A. G. Izergin, A. G. Pronko, Temperature correlators in the two-component one-dimensional gas. — Nucl. Phys. B 520 [FS] (1998), 594–632.

22. N. M. Bogoliubov, A. G. Izergin, N. A. Kitanine, Correlation function for a strongly correlated boson model. — Nucl. Phys. B 516 [FS] (1998), 501–528.

23. M. Gaudin, La fonction d’onde de Bethe. Masson, Paris (1983).

Abarenkova N. I., Pronko A. G. Temperature correlators of the XXZ Heizenberg magnet at Δ = −∞.

The one-dimensional XXZ Heizenberg magnet at Δ = −∞ is considered and time-dependent temperature correlation function of zcomponents of local spins is calculated. In the thermodynamic limit the correlation function is expressed through Fredholm determinants of linear integral operators.

Postupilo 16 noØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN