Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

A. A. Nikixin, A. ı. Eremin

AVTOMATIQESKA˚ SHEMA REGULIROVANI˚ RAZMERA BLOKA V BLOQNOM METODE SOPR˚ȷENNYH GRADIENTOV DL˚ REXENI˚ LINE`NYH SISTEM

1. Vvedenie

V rabote [7] byl predloßen metod soprØßennyh gradientov s peremennym razmerom bloka (Variable Block Preconditioned Conjugate Gradient Method – VBPCG) dlØ iteracionnogo rexeniØ sistem lineænyh algebraiqeskih uravneniæ s simmetriqnymi poloßitel~no opredelennymi matricami kofffficientov. Bylo pokazano, qto moßno takim obrazom podobrat~ shemu redukcii razmera bloka, qtoby znaqitel~no sokratit~ bystro rastuwie s razmerom bloka arifmetiqeskie zatraty, sohranØØ pri fftom skorost~ shodimosti, blizku¸ k skorosti shodimosti standartnogo bloqnogo metoda soprØßennyh gradientov s postoØnnoæ bloqnost~¸. Bolee togo, v nekotoryh sluqaØh okazalos~, qto shodimost~ v VBPCG metode udaetsØ dostiq~ za sqet men~xego qisla umnoßeniæ pereobuslovlennoæ matricy na vektor, qem v obyqnom toqeqnom metode soprØßennyh gradientov. K soßaleni¸, v rabote [7] ne udalos~ sformulirovat~ avtomatiqesku¸ proceduru reducirovaniØ razmera bloka.

V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ zadaqa postroeniØ ffffektivnoæ avtomatiqeskoæ procedury redukcii bloqnogo razmera bloqnogo metoda soprØßennyh gradientov, pozvolØ¸wego podderßivat~ skorost~ shodimosti, sravnimu¸ so skorost~¸ shodimosti bloqnogo metoda soprØßennyh gradientov s postoØnnym razmerom bloka. OsnovnaØ ideØ predloßennoæ procedury zakl¸- qaetsØ v rasweplenii podprostranstva, natØnutogo na stolbcy tekuweæ bloqnoæ matricy napravleniæ P_k, v prØmu¸ summu vzaimno soprØßennyh podprostranstv takih, qto odno iz nih soder-

DannaØ rabota byla qastiqno podderßana po grantu NWO 047-008-007, Niderlandy. 159

160 A. A. NIKIXIN, A. ı. EREMIN ßit pervyæ stolbec matricy P_k, a vtoroe obrazovano vektorom, minimiziru¸wim otnoxenie ReleØ–Ritca na mnoßestve dostupnyh lineænyh kombinaciæ ostal~nyh stolbcov matricy P_k.

Rabota postroena sledu¸wim obrazom. V Razdele 2 opisan VBPCG algoritm i predloßennaØ procedura avtomatiqeskoæ redukcii razmera bloka. Privedennye v Razdele 3 rezul~taty qislennyh ffksperimentov s lineænymi sistemami, voznika¸wimi v zadaqah lineænoæ uprugosti, pokazyva¸t, qto predloßennaØ procedura vsegda pozvolØet dobit~sØ sokraweniØ arifmetiqeskih zatrat po sravneni¸ s bloqnym metodom s postoØnnoæ bloqnost~¸ nezavisimo ot tipa raspredeleniØ mladxih sobstvennyh znaqeniæ v pereobuslovlennoæ matrice.

2. Algoritm

V fftom razdele my sformuliruem v obwem vide algoritm metoda soprØßennyh gradientov s peremennym razmerom bloka primenitel~no k rexeni¸ sistem lineænyh algebraiqeskih uravneniæ s simmetriqnymi poloßitel~no opredelennymi matricami kofffficientov, pereobuslovlennyh pri pomowi simmetriqno rasweplennogo pereobuslavlivatelØ. My takße opixem avtomatiqesku¸ proceduru reducirovaniØ razmera bloka dlØ sformulirovannogo nami algoritma.

Rassmotrim sistemu lineænyh algebraiqeskih uravneniæ Ax = b, gde A ∈ R^{n×n} – simmetriqnaØ poloßitel~no opredelennaØ matrica kofffficientov, b ∈ R^n – zadannyæ vektor pravoæ qasti, a x ∈ R^n – iskomyæ vektor rexeniØ. Pust~ zadan takße simmetriqno rasweplennyæ pereobuslavlivatel~ M = G^T G takoæ, qto GAG^T ≈ I, i zadano naqal~noe priblißenie k rexeni¸ x_o i naqal~nyæ razmer bloka s(0). Vyberem sluqaænu¸ matricu ~W ∈ R^{n×(s(0)−1)} taku¸, qtoby matrica naqal~nyh nevØzok R_o = G[b − Ax_o, ~W ] imela polnyæ rang, togda VBPCG algoritm moßet byt~ zapisan v sledu¸wem vide (parametrizovannom otnositel~no procedury redukcii razmera bloka):

AVTOMATIQESKIE SHEMY REGULIROVANI˚ 161

Algoritm VBPCG

(Metod soprØßennyh gradientov s peremennym razmerom bloka)

Xag 0. InicializaciØ:

Vyqislit~ matricy naqal~nyh nevØzok i napravleniæ: y_o = G^{−T} x_o, w_o = b − Ax_o, P_o = R_o = G[w_o, ~W ]. For i = 0, . . . , maxit Do Xag 1. Umnoßenie matricy napravleniæ na pereobuslovlennu¸ matricu: ^AP_i := GAG^T P_i; Xag 2. Vyqislenie matricy nevØzok^~Ri+1: ~R_{i+1} = R_i − ^AP_iα_i, gde bloqnyæ kofffficient α_i ∈ R^{s(i)×s(i)} opredelØetsØ po formule: α_i = (P^T_i ^AP_i )^{−1}(R^T_i R_i );

Xag 3. Vyqislenie approksimacii k vektoru psevdorexeniØ:

y_{i+1} = y_i + P_iα_ie_1;

Xag 4. Proverka kriteriØ shodimosti:

If ‖ ~R_{i+1}e_1‖ < eps then :

Vyqislit~ approksimaci¸ k rexeni¸ ~x^∗ = G^T y_{i+1} ; Stop End If

Xag 5. StadiØ redukcii razmera bloka:

162 A. A. NIKIXIN, A. ı. EREMIN

If vypolnen kriteriæ redukcii razmera bloka then Prisvoit~ s(i + 1) = s(i) − 1; Vyqislit~ proekci¸ ξ_i ∈ R^{s(i)};

Vyqislit~ matricu modifikacii ε_i ∈ R^{s(i)×s(i+1)} Else

Prisvoit~ s(i + 1) = s(i); Prisvoit~ ε_i = I End If

Xag 6. ModifikaciØ matricy nevØzok Ri+1 ∈ R^{n×s(i+1)}:

R_{i+1} = ~R_{i+1}ε_i;

Xag 7. Vyqislenie novoæ matricy napravleniæ:

P_{i+1} = R_{i+1} + P_i ~β_i − ^H_i~γ_i, gde ~β_i = (R^T_i R_i )^{−1}( ~R^T_{i+1}R_{i+1}) i ~γ_i = ^U^T_i R_{i+1};

Xag 8. Vyqislenie matric redukcii:

If s(i + 1) < s(i) then Vyqislit~ ^H_{i+1} = [P_iξ_i, ^H_i] i ^U_{i+1} = [ ^AP_iξ_i, ^U_i] Else

Prisvoit~ ^H_{i+1} = ^H_i i ^U_{i+1} = ^U_i End If

End For

Zameqanie 2.1 My predpolagaem, qto matricy^^Ho i^^Uo “pu-

stye”, t.e., qislo stolbcov v fftih matricah na naqal~noæ stadii ravno nul¸.

DlØ togo, qtoby uprostit~ izloßenie, my predpolagaem, qto matrica nevØzok R_{i+1} na Xage 6 imeet polnyæ rang, i, sledovatel~no, vse neobhodimye bloqnye kofffficienty obratimy. V protivnom sluqae my moßem primenit~ tehniku redukcii razmera bloka, opisannu¸ v [7] dlØ sluqaØ matricy nevØzok nepolnogo ranga.

AVTOMATIQESKIE SHEMY REGULIROVANI˚ 163 V rabote [7] byli opisany usloviØ, kotorye na stadii redukcii razmera bloka ØvlØ¸tsØ dostatoqnymi dlØ obespeqeniØ shodimosti vyxeopisannogo algoritma k toqnomu rexeni¸ pereobuslovlennoæ lineænoæ sistemy v usloviØh otsutstviØ oxibok okrugleniØ. Sformuliruem ffti usloviØ v naxih oboznaqeniØh:

Utverßdenie 2.1. Algoritm VBPCG korrektno sformulirovan

i shoditsØ v usloviØh otsutstviØ oxibok okrugleniØ k toqnomu rexeni¸ pereobuslovlennoæ lineænoæ sistemy ^Ay = Gb, esli ∀i > 0 proekciØ ξ_i ∈ R^{s(i)} i matrica modifikacii ε_i ∈ R^{s(i)×s(i+1)} na

Xage 5 Algoritma VBPCG udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

(i) span (P_i) = span (H_i) ⊕ span ( ~P_i), (ii) ~P^T_i ^AH_i = 0 i H^T_i ^AH_i = I, (iii) rank ( ~R_{i+1}ε_i) = s(i + 1), (iv) ε_oε_1 . . . ε_ie_1 = e_1,

gde ~P_i = P_iα_iε_i i H_i = P_iξ_i.

Bolee togo, v fftom sluqae asimptotiqesku¸ skorost~ shodimosti metoda VBPCG moßno ocenit~ v terminah spektral~nogo qisla obuslovlennosti poloßitel~no opredelennoæ matricy operatora Q^T ^AQ, ograniqennogo na podprostranstvo ^AV, gde Q = I − ^H( ^H^T ^A ^H)^{−1} ^H^T ^A – ^A-ortogonal~nyæ (soprØßennyæ) proektor na podprostranstvo V = span (Q), a ^H – matrica bazisa reducirovannogo podprostranstva na posledneæ iteracii [2, 7].

Teorema 2.1 [2]. Pust~ m – razmer podprostranstva span (^^A^^H).

Oboznaqim qerez L sobstvennoe podprostranstvo, sootvetstvu- ¸wee mladxim sobstvennym znaqeniØm λ_1, . . . , λ_m matricy ^A, a qerez Q b_{AH} i Q_L ortogonal~nye proektory na podprostranstva span ( ^A ^H) i L, sootvetstvenno. Togda spektral~noe qislo obuslovlennosti matricy operatora Q^T ^AQ | ^AV udovletvorØet neravenstvu κ(Q^T ^AQ | ^AV) 6 λ_n √ (1 − γ)^2 λ^2_{m+1} + γ^2 λ^2_1

, (1)

gde γ = ‖Q b_{AH} − Q_L‖_2, a λ_n – maksimal~noe sobstvennoe znaqenie matricy ^A.

164 A. A. NIKIXIN, A. ı. EREMIN

Opixem teper~ kriteriæ i proceduru redukcii razmera bloka, kotorye garantiru¸t vypolnenie vyxeopisannyh usloviæ i pozvolØ¸t dostiq~ vysokoæ skorosti shodimosti, sravnimoæ s bloqnym metodom CG s postoØnnoæ bloqnost~¸. DlØ fftogo nam ponadobitsØ sledu¸waØ lemma:

Lemma 2.1. Pust~ verhnØØ treugol~naØ matrica ~εi ∈ R^{s(i)×s(i)}

udovletvorØet sledu¸wemu razloßeni¸:

~ε_i ~ε^T_i = α^{−1}_i (R^T_i R_i )^{−1}.

Togda matrica ~P_i = P_iα_i~ε_i udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

(i) ~P^T_i ^A ~P_i = I, (ii) ~P^T_i ~P_i = S^{−1}_i (P^T_i P_i )(P^T_i ^AP_i )^{−1}S_i ,

t.e., spektr matricy ( ~P^T_i ~P_i )^{−1} sovpadaet so spektrom matricy bloqnogo otnoxeniØ ReleØ (P^T_i ^AP_i )(P^T_i P_i )^{−1}.

Dokazatel~stvo.

(i) ~P^T_i ^A ~P_i = ~ε^T_i α^T_i (P^T_i ^AP_i )α_i ~ε_i = ~ε^T_i (R^T_i R_i )α_i ~ε_i = I. (ii) Legko proverit~ dlØ S_i = (R^T_i R_i )~ε_i. � Sformuliruem teper~ kriteriæ redukcii razmera bloka. DlØ s(i) > 1 oboznaqim ^P_i = ~P_i[e_2, . . . , e_{s(i)}] i rassmotrim spektral~- noe razloßenie matricy ^P^T_i ^P_i : ^P^T_i ^P_i = V ^ΛV^T , gde ^Λ – diagonal~naØ matrica sobstvennyh znaqeniæ, a V – ortogonal~naØ matrica sobstvennyh vektorov. Kriteriæ redukcii razmera bloka:

Reduciruem bloqnyæ razmer na Xage 5 v sluqae, esli dlØ zadannogo parametra τ vypolneno sledu¸wee neravenstvo:

λ^{−1}_{s(i)−1}( ^P^T_i ^P_i ) < τ, (2)

gde λ_{s(i)−1}( ^P^T_i ^P_i ) – maksimal~noe sobstvennoe znaqenie matricy ^P T_i ^P_i .

AVTOMATIQESKIE SHEMY REGULIROVANI˚ 165 Procedura redukcii razmera bloka:

Vektor proekcii ξ_i vyqislØetsØ po formule: ξ_i = α_i~ε_i ( 0 v^{(i)}_{s(i)−1} ) , (3)

a matrica modifikacii ε_i – po formule ε_i = ~ε_i ( {~ε_i}^{−1}_{11} 0 0 v^{(i)}_1 . . . v^{(i)}_{s(i)−2} ) , (4)

gde v^{(i)}_j – normalizovannye sobstvennye vektora matricy ^P^T_i ^P_i , sootvetstvu¸wie sobstvennym znaqeniØm λ_j ( ^P^T_i ^P_i ).

Poluqennyæ vektor proekcii ξ_i moßet byt~ utoqnen pri pomowi procedury nahoßdeniØ optimal~nogo intervala Lemmana [8] dlØ podprostranstva span ( ^P_i), sootvetsvu¸wego znaqeni¸ λ_{s(i)−1}( ^P^T_i ^P_i ). A imenno, pust~ (μ^{(i)}, z^{(i)}) – rexenie sledu¸weæ zadaqi minimizacii: { minimizirovat~ ‖( ^A − μI) ^P_iz‖ dlØ μ ∈ R, z ∈ R^{s(i)−1} pri uslovii ‖ ^P_iz‖ = 1,

togda suwestvuet sobstvennoe znaqenie λ_k( ^A), dlØ kotorogo |λ_k( ^A) − μ^{(i)}| 6 Δ, gde Δ^2 – mladxee sobstvennoe znaqenie obobwennoæ spektral~- noæ zadaqi ^P^T_i ( ^A − μ^{(i)}I)^2 ^P_iz^{(i)} = Δ^2 ^P^T_i ^P_i z^{(i)}.

Poluqennyæ interval [μ^{(i)} − Δ, μ^{(i)} + Δ] ØvlØetsØ nailuqxim dlØ sobstvennogo znaqeniØ λ_k( ^A) sredi vseh intervalov vida |λ_k( ^A) − μ| 6 ‖( ^A − μI)y‖, gde normirovannyæ vektor y prinadleßit podprostranstvu span ( ^P_i).

V fftom sluqae proekciØ ξ_i vyqislØetsØ po formule: ξ_i = α_i~ε_i ( 0 ||z^{(i)}||^{−1}z^{(i)} ) , (5)

166 A. A. NIKIXIN, A. ı. EREMIN a matrica modifikacii ε_i – po formule ε_i = ~ε_i ( {~ε_i}^{−1}_{11} 0 0 ϕ^{(i)}_1 . . . ϕ^{(i)}_{s(i)−2} ) , (6)

gde ϕ^{(i)}_j = ‖~ϕ^{(i)}_j ‖^{−1} ~ϕ^{(i)}_j i ~ϕ^{(i)}_j = v^{(i)}_j − (v^{(i)}_j , z^{(i)})(z^{(i)}, z^{(i)})^{−1}z^{(i)}, dlØ j = 1, . . . , s(i) − 2. Ispol~zovanie na Xage 6 i Xage 8 utoqnenyh takim obrazom proekcii i matricy modifikacii dela¸t povedenie algoritma VBPCG bolee ustoæqivym k oxibkam okrugleniØ.

Legko dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu:

Teorema 2.2. Pust~ proekciØ ξi i matrica modifikacii εi vy-

qisleny po formulam (3)–(4) (ili (5)–(6)). Rassmotrim vektor H_i = P_iξ_i, togda udovletvoreny odnovremeno sledu¸wie usloviØ:

(i) span (P_i) = span (H_i) ⊕ span (P_iα_iε_i), (ii) H^T_i ^AP_i α_iε_i = 0 i H^T_i ^AH_i = 1, (iii) ε_oε_1 . . . ε_ie_1 = e_1.

�ta teorema pokazyvaet, qto procedura redukcii razmera bloka, opisannaØ formulami (2)–(4) (ili (2), (5)–(6)), udovletvorØet trebovaniØm metodov VBPCG iz [7], i, sledovatel~no, algoritm VBPCG s opisannoæ vyxe proceduroæ redukcii razmera bloka prinadleßit klassu metodov VBPCG iz [7] i nasleduet vse svoæstva fftogo klassa metodov. Niße my pereformuliruem nekotorye svoæstva klassa metodov VBPCG iz [7] primenitel~no k rassmatrivaemomu nami sluqa¸.

Teorema 2.3. DlØ i > j > 0 iteranty algoritma VBPCG udovle-

tvorØ¸t sledu¸wim ravenstvam:

R^T_i R_j = 0, P^T_i ^AP_j = 0, R^T_i P_j = 0.

Bolee togo, dlØ (“nepustyh”) matric bazisa ^H_j reducirovannogo podprostranstva vypolneny sledu¸wie usloviØ ortogonal~nosti:

P^T_i ^A ^H_j = 0 i R^T_i ^H_j = 0.

AVTOMATIQESKIE SHEMY REGULIROVANI˚ 167

Dokazatel~stvo. Smotri dokazatel~stva Teoremy 3.1 i Sled-

stviØ 3.2 [7]. �

K soßaleni¸, poslednee ravenstvo Teoremy 2.3 moßet ne vypolnØt~sØ v usloviØh oxibok okrugleniØ, pofftomu my ispol~zuem reortogonalizaci¸ posle Xaga 6, kogda ffto neobhodimo:

ReortogonalizaciØ matricy tekuwih nevØzok k reducirovannomu podprostranstvu:

If s(i + 1) < s(0) i ‖( ^H^T_i ^H_i )^{−1}( ^H^T_i R_{i+1})‖ > eps orth then Reortogonalizovat~ matricu tekuwih nevØzok k matrice ^H_i: R_{i+1} := R_{i+1} − ^H_i( ^H^T_i ^H_i )^{−1}( ^H^T_i R_{i+1}) End If

�tot fftap reortogonalizacii delaet povedenie Algoritma VBPCG bolee stabil~nym v prisutstvii oxibok okrugleniØ.

Teorema 2.4. Pust~^¯Qi oboznaqaet^^A – ortogonal~nyæ (soprØßen-

nyæ) proektor na podprostranstvo H_i = span ( ^H_i) i Q_i = I − Q̄_i, togda tekuwiæ vektor approksimacii k psevdorexeni¸ y_i minimiziruet kvadratiqnyæ funkcional F(y) = (y − y^∗)^T ^A(y − y^∗) dlØ vseh y ∈ R^n takih, qto y − y_o ∈ span {Q_iR_o, Q_i ^A Q_iR_o, . . . , (Q_i ^A)^i Q_iR_o} ⊕ H_i, gde vektor y^∗ - vektor toqnogo rexeniØ lineænoæ sistemy ^Ay = Gb. Dokazatel~stvo. Smotri dokazatel~stva Teoremy 3.5 i Sled-

stviØ 3.6 [7]. �

UqityvaØ vse vyxe izloßennoe my moßem okonqatel~no sformulirovat~ Algoritm VBPCG v sledu¸wem vide:

Algoritm VBPCG

(Metod soprØßennyh gradientov s peremennym razmerom bloka)

Xag 0. InicializaciØ:

168 A. A. NIKIXIN, A. ı. EREMIN Vyqislit~ matricy naqal~nyh nevØzok i napravleniæ: y_o = G^{−T} x_o, w_o = b − Ax_o, P_o = R_o = G[w_o, ~W ].

For i = 0, . . . , maxit Do Xag 1. Umnoßenie matricy napravleniæ na pereobuslovlennu¸ matricu: ^AP_i := GAG^T P_i; Xag 2. Vyqislenie matricy nevØzok^~Ri+1: ~R_{i+1} = R_i − ^AP_iα_i, gde bloqnyæ kofffficient α_i ∈ R^{s(i)×s(i)} opredelØetsØ po formule: α_i = (P^T_i ^AP_i )^{−1}(R^T_i R_i );

Xag 3. Vyqislenie approksimacii k vektoru psevdorexeniØ:

y_{i+1} = y_i + P_iα_ie_1;

Xag 4. Proverka kriteriØ shodimosti:

If ‖ ~R_{i+1}e_1‖ < eps then :

Vyqislit~ approksimaci¸ k rexeni¸ ~x^∗ = G^T y_{i+1}; Stop End If

AVTOMATIQESKIE SHEMY REGULIROVANI˚ 169

Xag 5. StadiØ redukcii razmera bloka:

Naæti verhn¸¸ treugol~nu¸ matricu ~ε_i taku¸, qto ~ε_i ~ε^T_i = α^{−1}_i (R^T_i R_i )^{−1};

Vyqislit~ spektral~noe razloßenie matricy ^P^T_i ^P_i , gde ^P_i = P_iα_i~ε_i[e_2, . . . , e_{s(i)}]; If λ^{−1}_{s(i)−1}( ^P^T_i ^P_i ) < τ then Prisvoit~ s(i + 1) = s(i) − 1; ξ_i = α_i~ε_i ( 0 v^{(i)}_{s(i)−1} ) , ε_i = ~ε_i ( {~ε_i}^{−1}_{11} 0 0 v^{(i)}_1 . . . v^{(i)}_{s(i)−2} )

Else

Prisvoit~ s(i + 1) = s(i); Prisvoit~ ε_i = I End If

Xag 6. ModifikaciØ matricy nevØzok Ri+1 ∈ R^{n×s(i+1)}:

R_{i+1} = ~R_{i+1}ε_i;

If s(i + 1) < s(0) i ‖( ^H^T_i ^H_i )^{−1}( ^H^T_i R_{i+1})‖ > eps orth then Reortogonalizovat~ matricu tekuwih nevØzok k matrice ^H_i: R_{i+1} := R_{i+1} − ^H_i( ^H^T_i ^H_i )^{−1}( ^H^T_i R_{i+1}) End If

Xag 7. Vyqislenie novoæ matricy napravleniæ:

P_{i+1} = R_{i+1} + P_i ~β_i − ^H_i~γ_i, gde ~β_i = (R^T_i R_i )^{−1}( ~R^T_{i+1}R_{i+1}) i ~γ_i = ^U^T_i R_{i+1};

170 A. A. NIKIXIN, A. ı. EREMIN

Xag 8. Vyqislenie matric redukcii:

If s(i + 1) < s(i) then

Vyqislit~ ^H_{i+1} = [P_iξ_i, ^H_i] i ^U_{i+1} = [ ^AP_iξ_i, ^U_i] Else

Prisvoit~ ^H_{i+1} = ^H_i i ^U_{i+1} = ^U_i End If

End For

3. Rezul~taty qislennyh ffksperimentov

V fftom razdele predstavleny rezul~taty qislennyh ffksperimentov s lineænymi sistemami dlØ qetyreh testovyh matric, voznika¸wimi v zadaqah lineænoæ uprugosti (SKIRT i Bridge) i v zadaqah tonkostennyh obloqkek (s4dkt3m2 i s4dkq4m4). PervaØ testovaØ matrica moßet byt~ predostavlena avtorami. �tu matricu, no s postoØnnym diagonal~nym sdvigom, kotoryæ delaet matricu suwestvenno luqxe obuslovlennoæ, moßno takße naæti v kollekcii matric Davis Collection [1]. VtoraØ matrica predostavlena M. Neæqevoæ (M. Neytcheva) iz Katoliqeskogo Universiteta g. Neæmegena, Niderlandy [6]. Tret~¸ testovu¸ matricu moßno naæti v kollekcii matric Matrix Market Collection [5], a poslednØØ matrica predostavlena R. KuhiØ (R. Kouhia) iz Hel~sinskogo Tehnologiqeskogo Universiteta [3]. Vybor testovyh matric obuslovlen neobhodimost~¸ issledovaniØ povedeniØ algoritma VBPCG v sluqaØh razliqnyh tipov raspredeleniæ mladxih sobstvennyh znaqeniæ pereobuslovlennyh matric. DlØ vseh testovyh sistem v kaqestve pereobuslavlivatelØ byli ispol~zovany faktorizovannye razreßennye obratnye [4].

V kaqestve kriteriØ ostanovki byl ispol~zovan ‖w_k‖/‖w_o‖ < 10^{−9} i ‖w_k‖/‖w_o‖ < 10^{−8} dlØ zadaq s matricami SKIRT i Bridge, sootvetstvenno, i krite- riæ ‖w_k‖ < ‖b‖ · 10^{−5} + 10^{−9}

dlØ poslednih dvuh zadaq, zdes~ w_k oboznaqaet nevØzku nepereobuslovlennoæ sistemy Ax = b. Kriteriæ ostanovki dlØ poslednih dvuh zadaq predostavlen R. KuhiØ.

AVTOMATIQESKIE SHEMY REGULIROVANI˚ 171 V Tablice 1 predstavleny strukturnye harakteristiki qetyreh testovyh matric. V fftoæ tablicy ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqenniØ:

N – razmer lineænoæ sistemy;

NZA – qislo nenulevyh fflementov ishodnoæ matricy A; NZG – qislo nenulevyh fflementov v faktore pereobuslavlivatelØ G.

Tablica 1. Strukturnye harakteristiki

testovyh lineænyh sistem.

Matrica N NZA NZG SKIRT 45361 2771623 966482 Bridge 92862 3252978 6271069 s4dkt3m2 90449 3753461 13679069 s4dkq4m4 231119 12379001 36986044

Spektral~nye harakteristiki pereobuslovlennyh testovyh matric predstavleny v Tablice 2. V fftoæ tablice λ_i oboznaqaet i-toe naimen~xee sobstvennoe znaqenie trehdiagonal~noæ matricy, postroennoæ s pomow~¸ kofffficientov metoda soprØßennogo gradienta, primennennogo dlØ rexeniØ lineænyh sistem s sootvetstvu¸wimi pereobuslovlennymi testovymi matricami.

Tablica 2. Spektral~nye harakteristiki

pereobuslovlennyh testovyh matric.

SKIRT Bridge s4dkt3m2 s4dkq4m4 λ_1 0.10639e − 4 0.74609e − 6 0.36558e − 9 0.11998e − 9 λ_2 0.20367e − 4 0.28429e − 5 0.36833e − 7 0.11815e − 7 λ_3 0.42893e − 4 0.86447e − 5 0.43852e − 6 0.14542e − 6 λ_4 0.53236e − 4 0.14677e − 4 0.25800e − 5 0.83634e − 6 λ_5 0.93310e − 4 0.23492e − 4 0.98973e − 5 0.32848e − 5 λ_6 0.24649e − 3 0.31882e − 4 0.29425e − 4 0.98305e − 5 λ_7 0.25420e − 3 0.44608e − 4 0.73730e − 4 0.24573e − 4 λ_8 0.34429e − 3 0.56526e − 4 0.16770e − 3 0.56019e − 4 λ_9 0.37183e − 3 0.86160e − 4 0.33018e − 3 0.10911e − 3 λ_{10} 0.37703e − 3 0.90692e − 4 0.62882e − 3 0.20408e − 3 λ_{max} 2.2599 1.8575 2.0801 2.0934

172 A. A. NIKIXIN, A. ı. EREMIN

Tablicy 3–6 soderßat rezul~taty qislennyh ffksperimentov s pereobuslovlennymi testovymi sistemami i v nih ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

BPCG(k) oboznaqaet standartnyæ metod bloqnogo soprØßennogo gradienta s razmerom bloka k;

VBPCG(k, ø ) oboznaqaet metod soprØßennyh gradientov s peremennym razmerom bloka s naqal~nym razmerom k i parametrom kriteriØ redukcii τ ;

Iter oboznaqaet qislo iteraciæ, neobhodimyh dlØ vypolneniØ kriteriØ ostanovki;

MVM oboznaqaet total~noe qislo umnoßeniæ pereobuslovlennoæ matricy na vektor;

ItCosts oboznaqaet posledovatel~nye arifmetiqeskie zatraty na iteracionnu¸ fazu rexeniØ bez uqeta zatrat na postroenie pereobuslavlivatelØ v terminah qisla umnoßeniæ ishodnoæ matricy A na vektor;

˘1 oboznaqaet mladxee sobstvennoe znaqenie bloq-

no trehdiagonal~noæ matricy T̄ , kotoroe ØvlØetsØ ocenkoæ mladxego nenulevogo sobstvennogo znaqeniØ matricy Q^T ^AQ [7];

Cond oboznaqaet spektral~noe qislo obuslovlennosti bloqno trehdiagonal~noæ matricy T̄ [7].

Tablica 3. Spektral~nye harakteristi i shodimost~ razliqnyh metodov dlØ matricy SKIRT.

Metod Iter MVM ItCosts λ1 Cond

BPCG(1) 1281 1281 2482.40 0.10639e � 4 2.1241e + 5 BPCG(3) 513 1539 3330.13 0.10639e � 4 2.1241e + 5 VBPCG(3,2.0e-3) 892 1285 2784.32 0.37814e � 4 5.9764e + 4 VBPCG(3,5.0e-3) 1031 1289 2758.30 0.18936e � 4 1.1935e + 5 BPCG(5) 348 1740 4206.93 0.10639e � 4 2.1241e + 5 VBPCG(5,3.0e-3) 704 1328 3201.06 0.49559e � 4 4.5600e + 4 VBPCG(5,6.0e-3) 900 1320 3114.82 0.14422e � 4 1.5670e + 5 BPCG(7) 274 1918 5131.94 0.10639e � 4 2.1241e + 5 VBPCG(7,3.0e-3) 590 1371 3653.28 0.49140e � 4 4.5989e + 4 VBPCG(7,6.0e-3) 798 1340 3480.79 0.20435e � 4 1.1059e + 5

AnaliziruØ dannye, predstavlennye v Tablicah 3–6, moßno sdelat~ sledu¸wie vyvody:

AVTOMATIQESKIE SHEMY REGULIROVANI˚ 173 Tablica 4. Spektral~nye harakteristi i shodimost~ razliqnyh metodov dlØ matricy Bridge.

Metod Iter MVM ItCosts λ1 Cond

BPCG(1) 1626 1626 8319.03 0.74609e � 6 2.4896e + 6 BPCG(3) 556 1668 8918.16 0.74609e � 6 2.4896e + 6 VBPCG(3,6.0e-5) 666 1305 7040.67 0.28154e � 5 6.5975e + 5 VBPCG(3,8.0e-5) 668 1306 7045.79 0.28141e � 5 6.6005e + 5 BPCG(6) 244 1464 8473.85 0.74609e � 6 2.4896e + 6 VBPCG(6,2.0e-5) 260 1370 8104.63 0.28419e � 5 6.5361e + 5 VBPCG(6,4.0e-5) 366 1385 8137.47 0.52846e � 5 3.5149e + 5 VBPCG(6,8.0e-5) 330 1132 6671.20 0.53930e � 5 3.4442e + 5 BPCG(10) 146 1460 9674.66 0.74609e � 6 2.4896e + 6 VBPCG(10,6.0e-5) 150 1298 8505.74 0.55507e � 5 3.3464e + 5 VBPCG(10,8.0e-5) 179 1304 8483.01 0.60053e � 5 3.0930e + 5 VBPCG(10,2.0e-4) 237 1099 7160.90 0.60237e � 5 3.0836e + 5

Tablica 5. Spektral~nye harakteristi i shodimost~ razliqnyh metodov dlØ matricy s4dkt3m2.

Metod Iter MVM ItCosts λ1 Cond

BPCG(1) 1302 1302 11087.18 0.36558e � 9 5.6898e + 9 BPCG(3) 291 873 7628.59 0.36558e � 9 5.6899e + 9 VBPCG(3,1.0e-6) 306 840 7398.01 0.39380e � 8 5.2822e + 8 VBPCG(3,3.0e-6) 451 840 7379.19 0.68658e � 8 3.0297e + 8 BPCG(5) 166 830 7457.16 0.36558e � 9 5.6898e + 9 VBPCG(5,1.0e-6) 169 805 7320.25 0.30103e � 8 6.9100e + 8 VBPCG(5,4.0e-6) 178 747 6788.80 0.10665e � 7 1.9504e + 8 BPCG(7) 124 868 8012.89 0.36558e � 9 5.6898e + 9 VBPCG(7,2.0e-6) 131 766 7174.63 0.12222e � 7 1.7020e + 8 VBPCG(7,5.0e-6) 142 743 6958.66 0.15516e � 7 1.3406e + 8

1. Nezavisimo ot tipa raspredeleniØ mladxih sobstvennyh znaqeniæ pereobuslovlennyh matric (poqti ravnomernogo v sluqae zadaqi SKIRT i poqti geometriqeskogo v sluqae zadaq s4dkt3m2 i s4dkq4m4) predloßennaØ procedura avtomatiqeskoæ redukcii bloka pozvolØet podderßivat~ skorost~ shodimosti, sravnimu¸ so skorost~¸ shodimosti metoda CG s postoØnnoæ bloqnost~¸, pri zametnom sokrawenii qisla umnoßeniæ pereobuslovlennoæ matricy na vektor.

174 A. A. NIKIXIN, A. ı. EREMIN Tablica 6. Spektral~nye harakteristi i shodimost~ razliqnyh metodov dlØ matricy s4dkq4m4.

Metod Iter MVM ItCosts λ1 Cond

BPCG(1) 2208 2208 15783.37 0.11998e � 9 1.7448e + 10 BPCG(3) 459 1377 10076.16 0.11998e � 9 1.7448e + 10 VBPCG(3,1.0e-6) 469 1341 9885.65 0.47507e � 9 4.4064e + 9 VBPCG(3,5.2e-6) 467 1334 9834.08 0.47470e � 9 4.4099e + 9 BPCG(5) 276 1380 10355.84 0.11998e � 9 1.7448e + 10 VBPCG(5,2.0e-6) 283 1323 10037.76 0.10337e � 8 2.0251e + 9 VBPCG(5,5.0e-6) 293 1232 9345.78 0.32095e � 8 6.5224e + 8 VBPCG(5,8.0e-6) 321 1245 9437.43 0.32144e � 8 6.5126e + 8 BPCG(7) 204 1428 10985.70 0.11998e � 9 1.7448e + 10 VBPCG(7,5.0e-6) 217 1313 10234.49 0.39703e � 8 5.2726e + 8 VBPCG(7,8.0e-6) 225 1283 9999.11 0.71017e � 8 2.9477e + 8 VBPCG(7,1.0e-5) 237 1227 9559.49 0.77475e � 8 2.7020e + 8

2. PredloßennaØ procedura avtomatiqeskoæ redukcii bloka pozvolØet dobit~sØ tem bol~xego sokraweniØ qisla umnoßeniæ pereobuslovlennoæ matricy na vektor, qem bol~xe razmer naqal~nogo bloka algoritma VBPCG.

3. Nezavisimo ot tipa raspredeleniØ mladxih sobstvennyh znaqeniæ pereobuslovlennyh matric predloßennaØ shema avtomatiqeskoæ redukcii bloka pozvolØet znaqitel~no sokratit~ arifmetiqeskie zatraty ItCosts po sravneni¸ s bloqnym metodom CG s postoØnnoæ bloqnost~¸.

Literatura

1. T. Davis, Sparse matrix collection. http://www.cise.ufl.edu/~davis/sparse, University of Florida, June 1997.

2. Z. Dostál, Conjugate gradient method with preconditioning by projector. Int. J.

Comput. Math., 32 (1988), 315-323. 3. R. Kouhia, Personal communication.

4. L. Yu. Kolotilina and A. Yu. Yeremin, Factorized sparse approximate inverse preconditionings. I. Theory. SIAM J. Matrix Anal. Appl., 14 (1993), 45-58.

5. Matrix Market sparse matrix collection. National Institute of Standards and Technology, http://www.nist gov/MatrixMarket, 2000.

6. M. Neytcheva, Personal communication.

7. A. A. Nikishin and A. Yu. Yeremin, Variable Block CG Algorithms for Solving Large Sparse Symmetric Positive Definite Linear Systems on Parallel Computers, I: General Iterative Scheme. SIAM J. Matrix Anal. Appl., 16(4) (1995), 857-877.

AVTOMATIQESKIE SHEMY REGULIROVANI˚ 175

8. C. C. Paige, The computation of eigenvalues of very large sparse matrices.

Ph. D. Thesis, University of London, 1971.

Nikishin A. A., Yeremin A. Yu. An automatic scheḿe for updafing the block size in the block conjugate gradient method for solving linear systems.

The paper considers the problem of constructing on efficient automatic procedure for reducing the block size in the block conjugate gradient method providing for the rate of convergence comparable with that of the block conjugate gradient method with constant block size. Results of numerical experiments show that, independently of the type of distribution of the smallest eigenvalues of the preconditioned matrix, the procedure suggested always leads to a decrease of arithmetic costs with respect to those of the block method with constant block size.

Postupilo 15 i¸nØ 2000 g. Vyqislitel~nyæ Centr Rossiæskoæ Akademii Nauk 117967 Moskva, ul. Vavilova, d.40,

E-mail: nikishin@ccas.ru

Nauqno-issledovatel~skiæ Vyqislitel~nyæ Centr MGU, 119899 Moskva, Vorob~evy Gory, MGU

E-mail: badger@vvv.srcc.msu.su