Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

L. ı. Kolotilina

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ SUMMY NEOTRICATEL^NYH MATRIC

§1. Vvedenie

Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n. Napomnim, qto spektral~nyæ radius ρ(A) matricy A ØvlØetsØ ee sobstvennym znaqeniem, kotoroe i nazyvaetsØ perronovskim kornem A, a pravye (levye) sobstvennye vektory A, otveqa¸wie ee perronovskomu korn¸ nazyva¸tsØ pravymi (levymi) perronovskimi vektorami matricy A. Kak horoxo izvestno, esli A – neprivodimaØ neotricatel~naØ matrica, to ρ(A) > 0, i A imeet poloßitel~nye pravye i levye perronovskie vektory, edinstvennye s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ.

V fftoæ rabote, vo-pervyh, my vyvodim nißn¸¸ ocenku perronovskogo kornØ summy neotricatel~nyh matric, perronovskie vektory kotoryh udovletvorØ¸t nekotorym predpoloßeniØm, i issleduem sluqaæ, kogda ffta ocenka prevrawaetsØ v ravenstvo. �tot rezul~tat, sformulirovannyæ v teoreme 4 (sm. §2), ØvlØetsØ odnovremennym obobweniem sledu¸wih treh teorem.

Teorema 1 [2, Teorema 4]. Pust~ A – neotricatel~naØ neprivo-

dimaØ n × n matrica, a u = (u_i)^n_{i=1} i v = (v_i)^n_{i=1} – sootvetstvenno ee pravyæ i levyæ perronovskie vektory, priqem ∑_n i=1 u_iv_i = 1.

Pust~, dalee, diagonal~nye matricy

D^{(l)} = diag (ξ^{(l)}_1 , . . . , ξ^{(l)}_n ) i E^{(l)} = diag (η^{(l)}_1 , . . . , η^{(l)}_n ), l = 1, 2, . . . , k,

poloßitel~no opredeleny. Togda ρ (_k ∑ l=1 D^{(l)}A E^{(l)} )

> ρ(A)^{l∑}_{k=1}^{n∏}_{i=1}(ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{uivi} . (1.1)

Krome togo, esli matrica A^T A neprivodima, to ravenstvo v (1.1) imeet mesto v tom i tol~ko tom sluqae, kogda suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty p_l, q_l, l = 1, 2, . . . , k, i poloßitel~no opre- 49

50 L. ı. KOLOTILINA delennaØ diagonal~naØ matrica Δ, takie qto

D^{(l)} = p_lΔ, E^{(l)} = q_lΔ^{−1}, l = 1, . . . , k.

Teorema 2 [1, teorema 5]. Pust~ A i B – neotricatel~nye n × n

matricy i pust~ Au = ρ(A)u, A^T v = ρ(A)v. Predpoloßim, qto v^T u > 0 i libo Bu = ρ(B)u, B^T v = ρ(B)v, (1.2) libo B^T u = ρ(B)u, Bv = ρ(B)v. (1.3) Togda dlØ l¸boæ diagonal~noæ matricy D s poloßitel~nymi diagonal~nymi fflementami imeet mesto neravenstvo

ρ(A + D^{−1}B^T D) > ρ(A) + ρ(B). (1.4)

Dalee, esli obe^1 matricy A i B neprivodimy, to ravenstvo v (1.4) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda v predpoloßenii (1.2) vektory Du i v kollinearny, a v predpoloßenii (1.3) matrica D imeet vid D = αI_n, gde α – poloßitel~noe qislo.

Teorema 3 [4, teoremy 2.1 i 2.3]. Pust~ A^{(l)} – neotricatel~nye

neprivodimye n × n matricy s pravymi i levymi perronovskimi vektorami u^{(l)} i v^{(l)} sootvetstvenno, l = 1, . . . , k. Predpoloßim, qto u^{(l)} ∘ v^{(l)} = z = (z_i)^n_{i=1}, l = 1, . . . , k,

i_n ∑ i=1 z_i = 1.

Togda dlØ l¸byh poloßitel~no opredelennyh diagonal~nyh matric Δ^{(l)} = diag (δ^{(l)}_1 , . . . , δ^{(l)}n ), l = 1, . . . , k, imeet mesto neravenstvo ρ (_k ∑ l=1 Δ^{(l)}A^{(l)} )

>^{k∑}_{l=1} ρ(A^{(l)})^{n∏}_{i=1}(δ^{(l)}_i )^{zi} .

1V formulirovke teoremy 5 v [1] oxiboqno trebovalos~, qtoby lix~ odna iz matric A i B byla neprivodima.

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 51 Kak pokazano v rabote [1], teorema 2 moßet rassmatrivat~- sØ kak obobwenie horoxo izvestnoæ teoremy Levingera [8] (sm. takße [5]). S drugoæ storony, v tom qastnom sluqae, kogda k = 2 i D^{(l)} = E^{(l)−1}, l = 1, 2, teorema 2 ØvlØetsØ i obobweniem teoremy 1 (sm. [1, zameqanie 2]). Zametim, qto v neprivodimom sluqae teorema 3 po-suwestvu daet odnovremennoe obobwenie ocenok (1.1) i (1.4).

Sleduet takße otmetit~, qto iz teorem 1 i 3 vytekaet v kaqestve sledstviØ privodimyæ niße rezul~tat, vpervye poluqennyæ Fridlandom i Karlinom [6].

Sledstvie 1. Pust~ A – neotricatel~naØ neprivodimaØ n × n

matrica, dlØ kotoroæ u = (u_i)^n_{i=1} i v = (v_i)^n_{i=1} ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno pravym i levym perronovskimi vektorami. Dopustim, qto v^T u = 1. Togda dlØ l¸boæ poloßitel~no opredelennoæ diagonal~noæ matricy D = diag (d_1, . . . , d_n) vypolneno neravenstvo ρ(DA) > ρ(A) n∏ i=1 d^{uivi}_i . Drugim osnovnym rezul~tatom dannoæ raboty ØvlØetsØ teorema 5 (sm. §2), kotoraØ daet nabor nißnih ocenok dlØ perronovskogo kornØ summy proizvol~nyh neprivodimyh neotricatel~- nyh matric.

Krome togo, my pokazyvaem, qto poleznaØ lemma (sm. lemmu 5 v §2), dokazannaØ vpervye Fidlerom [5, lemma 2.2], takße moßet byt~ poluqena kak sledstvie obobwennogo neravenstva meßdu srednim arifmetiqeskim i srednim geometriqeskim, i ustanavlivaem kriteriæ razloßimosti privodimoæ neotricatel~noæ matricy, svØzannyæ s lemmoæ 5.

V zakl¸qenie fftogo vvodnogo paragrafa my utoqnim oboznaqeniØ, ispol~zuemye v dal~neæxem. • Esli x = (x_i)^n_{i=1} i y = (y_i)^n_{i=1}, to

x ∘ y = (x_iy_i)^n_{i=1},

to est~ “∘” oboznaqaet pokomponentnoe (ili adamarovskoe) proizvedenie vektorov.

• DlØ n × n matricy A i vektora x razmernosti n qerez A[J] i x[J], gde J ⊆ {1, 2, . . . , n}, my oboznaqaem sootvetstvenno glavnu¸ podmatricu matricy A i podvektor vektora x, otveqa¸- wie podmnoßestvu indeksov J.

52 L. ı. KOLOTILINA • Diag (A_{11}, . . . , A_{rr}), gde matricy A_{ii}, i = 1, . . . , r, ØvlØ¸tsØ kvadratnymi, oboznaqaet bloqno diagonal~nu¸ matricu s blokami A_{ii}, i = 1, . . . , r, po glavnoæ diagonali.

• I_n – ediniqnaØ matrica porØdka n.

§2. Rezul~taty Osnovnymi rezul~tatami dannoæ raboty ØvlØ¸tsØ privodimye niße teoremy 4 i 5.

Teorema 4. Pust~ A^{(l)}, l = 1, . . . , k, – neotricatel~nye nenule-

vye n × n-matricy, dlØ kotoryh u^{(l)} i v^{(l)}, l = 1, . . . , k, ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno pravymi i levymi perronovskimi vektorami. Predpoloßim, qto

u^{(1)} ∘ v^{(1)} = u^{(2)} ∘ v^{(2)} = . . . = u^{(k)} ∘ v^{(k)} = c (2.1)

i qto vektor c = (c_i)^n_{i=1} ne ØvlØetsØ nulevym. Togda dlØ proizvol~nyh poloßitel~no opredelennyh diagonal~nyh matric D^{(l)} = diag (ξ^{(l)}_1 , . . . , ξ^{(l)}n ) i E^{(l)} = diag (η^{(l)}_1 , . . . , η^{(l)}n ), l = 1, . . . , k, spravedlivo neravenstvo ρ (_k ∑ l=1 D^{(l)}A^{(l)} E^{(l)} )

>^{k∑}_{l=1} ρ(A^{(l)})^{n∏}_{i=1}(ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/} P^{nj=1 cj} . (2.2)

Dalee, esli hot~ odna iz matric A^{(l)} neprivodima, to neravenstvo v (2.2) obrawaetsØ v ravenstvo v tom i tol~ko tom sluqae, kogda D^{(l)}A^{(l)}E^{(l)} = α_lΔ^{(l)} �1 A^{(l)}Δ^{(l)}, l = 1, . . . , k, (2.3)

gde Δ^{(l)}, l = 1, . . . , k, – ffto poloßitel~no opredelennye diagonal~- nye matricy, takie qto

Δ^{(1)} �1 u^{(1)} = . . . = Δ^{(k)} �1 u^{(k)}, (2.4) i α_l = n∏ i=1 (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/} P^{nj=1 cj} , l = 1, . . . , k. (2.5)

Esli, krome togo, dlØ nekotorogo l, 1 6 l 6 k, hotØ by odna iz matric A^{(l)T} A^{(l)} ili A^{(l)}A^{(l)T} neprivodima, to suwestvuet poloßitel~naØ konstanta β_l, takaØ qto

E^{(l)} = β_l Δ^{(l)} i D^{(l)} = α_lβ^{−1}_l Δ^{(l)} �1 . (2.6)

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 53 Dokazatel~stvo teoremy 4 budet osnovano na privodimyh niße qetyreh lemmah.

Lemma 1. Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} i pust~ vektory u = (ui)^n_{i=1} ∈

C^n i v = (v_i)^n_{i=1} ∈ C^n udovletvorØ¸t uslovi¸

(Au) ∘ v = (A^T v) ∘ u. (2.7)

Togda pri l¸byh α_i, β_i ∈ C , i = 1, . . . , n, spravedlivo toßdestvo n∏ i,j=1 (α_iβ_j )^{viaij uj} = n∏ i=1 (α_iβ_i)^{(Au)ivi} . (2.8)

V qastnosti, esli u i v ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno pravym i levym sobstvennymi vektorami matricy A i otveqa¸t odnomu i tomu ße sobstvennomu znaqeni¸ λ, to n∏ i,j=1 (α_iβ_j)^{viaij uj} = n∏ i=1 (α_iβ_i)^{λuivi} . (2.9)

Dokazatel~stvo. My imeem: n∏ i,j=1 (α_iβ_j )^{viaij uj} = n∏ i=1 α^{vi} P_{nj=1 aij uj} i n∏ j=1 β^{uj} P_{ni=1 viaij} j

= n∏ i=1 α^{vi(Au)i} i n∏ j=1 β^{uj (AT v)j} j (2.7) = n∏ i=1 (α_iβ_i)^{(Au)ivi} .

�

Lemma 2. Obobwennoe neravenstvo meßdu srednim arifmetiqeskim i srednim geometriqeskim (sm., naprimer, [2]).

Pust~ x = (x_i)^n_{i=1} i y = (y_i)^n_{i=1} – poloßitel~nye vektory. Togda n∑ i=1 y_i > n∑ i=1 x_i n∏ j=1 ( y_j x_j )_{xj /} Pn_{k=1 xk} , priqem ffto neravenstvo obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda y = αx, gde α > 0.

54 L. ı. KOLOTILINA

Lemma 3 [1]. Pust~ A – neotricatel~naØ nenulevaØ n × n matri-

ca i pust~ u = (u_i)^n_{i=1} i v = (v_i)^n_{i=1} ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno ee pravym i levym perronovskimi vektorami. Predpoloßim, qto v^T u > 0 i vvedem oboznaqenie J = {i : u_iv_i > 0, 1 6 i 6 n}. Togda A[J]u[J] = ρ(A)u[J], A[J]^T v[J] = ρ(A)v[J], t.e. u[J] i v[J] ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno pravym i levym perronovskimi vektorami podmatricy A[J], priqem ρ(A[J]) = ρ(A).

Sledu¸waØ lemma ØvlØetsØ variantom odnogo horoxo izvestnogo rezul~tata (sm., naprimer, [7, s. 343]).

Lemma 4. Pust~ A = (Aij )^r_{i,j=1}, r > 2, – neotricatel~naØ i nenu-

levaØ bloqnaØ r × r matrica s kvadratnymi blokami po glavnoæ diagonali, priqem A_{ij} = 0, i > j, t.e. A ØvlØetsØ verhneæ bloqno treugol~noæ matriceæ. Esli u matricy A suwestvu¸t poloßitel~nye pravyæ i levyæ perronovskie vektory, to

A = Diag (A_{11}, . . . , A_{rr}),

t.e. otnositel~no zadannogo bloqnogo razbieniØ matrica A v deæstvitel~nosti ØvlØetsØ bloqno diagonal~noæ, i pri fftom ρ(A_{ii}) = ρ(A), i = 1, 2, . . . , r. Dokazatel~stvo. Sperva rassmotrim sluqaæ r = 2, v kotorom

matrica A imeet vid A = [ A_{11} A_{12} 0 A_{22} ] . Pust~ u = [_{u1} u2 ] i v = [_{v1} v2 ] – ffto sootvetstvenno pravyæ i levyæ perronovskie vektory A, razbitye na podvektory v sootvetstvii s bloqnym razbieniem matricy. Togda my imeem:

v^T_1 A_{11} = ρ(A)v^T_1 , A_{22}u_2 = ρ(A)u_2. (2.10)

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 55 Sledovatel~no, ρ(A_{11}) = ρ(A_{22}) = ρ(A).

S drugoæ storony,

ρ(A)v^T u =v^T Au = v^T_1 A_{11}u_1 + v^T_2 A_{22}u_2 + v^T_1 A_{12}u_2

(2.10)

= ρ(A)(v^T_1 u_1 + v^T_2 u_2) + v^T_1 A_{12}u_2 =ρ(A)v^T u + v^T_1 A_{12}u_2, otkuda sleduet, qto v^T_1 A_{12}u_2 = 0.

Poskol~ku oba vektora v_1 i u_2 poloßitel~ny, to poslednee sootnoxenie vleqet ravenstvo A_{12} = 0, qto i zaverxaet dokazatel~stvo v sluqae r = 2.

Dokazatel~stivo v sluqae r > 2 netrudno poluqit~ iz sluqaØ r = 2 po indukcii. �

Dokazatel~stvo teoremy 4. Oboznaqim F = k∑ l=1 D^{(l)}A^{(l)}E^{(l)},

i pust~ F x = ρ(F )x, tak qto x = (x_i)^n_{i=1} – pravyæ perronovskiæ vektor matricy F . My dolßny ustanovit~ spravedlivost~ neravenstva

ρ(F ) > k∑ l=1 ρ(A^{(l)}) n∏ i=1 (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/} P^{nj=1 cj} . (2.11)

Dokazatel~stvo neravenstva (2.11) razob~em na tri qasti. I. Predpoloßim sperva, qto oba vektora c i x poloßitel~ny i opredelim vektor y = (y_i)^n_{i=1} s pomow~¸ sootnoxeniØ y ∘ x = c. (2.12) Po lemme 2 dlØ kaßdogo l, 1 6 l 6 k, my imeem: y^T D^{(l)} A^{(l)}E^{(l)}x = ∑ r,s:a(^l)_{rs} ≠0 y_r ξ^{(l)}_r a^{(l)}_{rs} η^{(l)}_s x_s

56 L. ı. KOLOTILINA

>^∑

r,s:a(^l)_{rs} ≠0 v^{(l)}_r a^{(l)}_{rs} u^{(l)}_s ∏ i,j:a(^l)_{ij} ≠0 ( y_iξ^{(l)}_i v^{(l)}_i · η^{(l)}_j x_j u^{(l)}_j )_v^{(l)}_{i a}^{(l)}_{ij u}^{(l)}_{j /} P_{p,q:a(l)pq} 6_{=0 v}^{(l)}_{p a}^{(l)}_{pq u}^{(l)}_q

= v^{(l)T} A^{(l)}u^{(l)} n∏ i,j=1 ( y_iξ^{(l)}_i v^{(l)}_i · η^{(l)}_j x_j u^{(l)}_j )v^{(l)}_i a^{(l)}_{ij} u^{(l)}_j /v^{(l)T} A^{(l)}u^{(l)} . (2.13)

Zdes~ i dalee my ispol~zuem oboznaqeniØ

u^{(l)} = (u^{(l)}_i )^n_{i=1}, v^{(l)} = (v^{(l)}_i )^n_{i=1}, A^{(l)} = (a^{(l)}_{ij} )^n_{i,j=1}, l = 1, . . . , k. Poskol~ku u^{(l)} i v^{(l)} – ffto sootvetstvenno pravyæ i levyæ perronovskie vektory matricy A^{(l)}, l = 1, . . . , k, po lemme 1 my ime- em: n∏ i,j=1 ( y_iξ^{(l)}_i v^{(l)}_i · η^{(l)}_j x_j u^{(l)}_j )_v^{(l)}_{i a}^{(l)}_{ij u}^{(l)}_j = n∏ i=1 ( x_iy_i v^{(l)}_i u^{(l)}_i ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i

)_{ρ(A}(l)_{)u}^{(l)}_{i v}^{(l)}_i , togda kak v silu (2.1) i (2.12) vypolneny ravenstva x_iy_i v^{(l)}_i u^{(l)}_i = 1, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , k. Sledovatel~no, neravenstvo (2.13) moßno perepisat~ v vide

y^T D^{(l)}A^{(l)}E^{(l)}x > v^{(l)T} A^{(l)}u^{(l)} n∏ i=1 (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{u(l)i v(l)i /v(l)T u(l)} (2.1)

= ρ(A^{(l)}) n∑ r=1 c_r n∏ i=1 (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/} P^{nj=1 cj} , l = 1, . . . , k, (2.14)

i dlØ dokazatel~stva neravenstva (2.11) v rassmatrivaemom sluqae ostaetsØ prosummirovat~ neravenstva (2.14) po l = 1, . . . , k i prinØt~ vo vnimanie, qto x – ffto pravyæ perronovskiæ vektor matricy F , a y^T x = ∑_n r=1 c_r v silu (2.12).

Teper~ my ustanovim spravedlivost~ neravenstva (2.11) v obwem sluqae, kogda vektory c i x ØvlØ¸tsØ neotricatel~nymi. Esli vektor c imeet nulevye komponenty u J = {i : c_i ≠ 0, 1 6 i 6 n},

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 57 to, po lemme 3, poloßitel~nye vektory u^{(l)}[J] i v^{(l)}[J] ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno pravymi i levymi perronovskimi vektorami matric A^{(l)}[J], l = 1, . . . , k, priqem ρ(A^{(l)}[J]) = ρ(A^{(l)}), l = 1, . . . , k. (2.15) V fftom meste dokazatel~stvo razvetvlØetsØ v zavisimosti ot privodimosti ili neprivodimosti podmatricy

F [J] = k∑ l=1 D^{(l)}[J]A^{(l)}[J]E^{(l)}[J]

matricy F .

II. Predpoloßim sperva, qto matrica F [J] neprivodima. V fftom sluqae ee pravyæ perronovskiæ vektor x̄ neobhodimo poloßitelen. Togda, po pervoæ qasti dokazatel~stva, my imeem:

ρ(F [J]) > k∑ l=1 ρ(A^{(l)}[J]) ∏ i∈J (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/} P^j2^{J cj}

(2.15) = k∑ l=1 ρ(A^{(l)} ) n∏ i=1 (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/} P^{nj=1 cj} .

Poskol~ku ße, v silu monotonnosti perronovskogo kornØ otnositel~no vzØtiØ glavnyh podmatric, vypolneno neravenstvo ρ(F [J]) 6 ρ(F ), to my zakl¸qaem, qto neravenstvo (2.11) spravedlivo i pri uslovii, qto matrica F [J] neprivodima.

III. Rassmotrim teper~ sluqaæ privodimoæ matricy F [J]. Bez poteri obwnosti moßno predpolagat~, qto F [J] – verhnØØ bloqno treugol~naØ matrica, t.e.

F [J] =

F_{11} F_{12} . . . F_{1r} F_{22} . . . F_{2r} . . . 0 F_{rr} , i ffto bloqnoe razbienie sootvetstvuet razbieni¸ J = r⋃ j=1 J_j

58 L. ı. KOLOTILINA indeksnogo mnoßestva J ⊆ {1, . . . , n} na r diz¨¸nktnyh podmnoßestv J_j , j = 1, . . . , r. My moßem takße predpolagat~, qto vse diagonal~nye bloki F_{ii}, i = 1, . . . , r, matricy F [J] ØvlØ¸tsØ neprivodimymi. V fftom sluqae otnositel~no togo ße samogo bloqnogo razbieniØ kaßdaØ iz matric A^{(l)}[J], l = 1, . . . , k, toße imeet verhn¸¸ bloqno treugol~nu¸ formu. PrimenØØ lemmu 4, my zakl¸qaem, qto v deæstvitel~nosti vse matricy A^{(l)}[J], l = 1, . . . , k, bloqno diagonal~ny. Sledovatel~no, matrica F [J] = ∑_k l=1 D^{(l)}[J]A^{(l)}[J]E^{(l)}[J] takße ØvlØetsØ bloqno diagonal~noæ, t.e.

F [J] = Diag (F_{11}, . . . , F_{rr}).

Lemma 4 v to ße vremØ garantiruet nam, qto kaßdyæ iz diagonal~nyh blokov A^{(l)}[J_j], j = 1, . . . , r, l¸boæ iz matric A^{(l)}[J], l = 1, . . . , k, imeet tot ße perronovskiæ koren~, qto i matrica A^{(l)}[J], otkuda, v silu (2.15), my poluqaem, qto

ρ(A^{(l)} [J_j]) = ρ(A^{(l)}), j = 1, . . . , r, l = 1, . . . , k. (2.16)

Kak legko ubedit~sØ, vektory u^{(l)}[J_j] i v^{(l)}[J_j] ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno pravym i levym perronovskimi vektorami matricy A^{(l)}[J_j], j = 1, . . . , r, l = 1, . . . , k. No poskol~ku vse ffti vektory poloßitel~ny, a kaßdaØ iz matric F [J_j] = F_{jj} neprivodima, to po pervoæ qasti dokazatel~stva s uqetom (2.16) my imeem:

ρ(F [J_j ]) > k∑ l=1 ρ(A^{(l)} ) ∏ i∈J_j (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/βj} , j = 1, . . . , r, (2.17)

gde my ispol~zuem oboznaqeniØ

β_j = ∑ i∈J_j c_i, j = 1, . . . , r. (2.18) V fftih oboznaqeniØh, oqevidno, spravedlivy ravenstva r∑ j=1 β_j = ∑ i∈J u^{(l)}_i v^{(l)}_i = ∑ i:c_i≠0 c_i = n∑ i=1 c_i = v^{(l)T} u^{(l)}. (2.19)

UqityvaØ, qto (v silu monotonnosti perronovskogo kornØ otnositel~no vzØtiØ glavnyh podmatric)

ρ(F [J_j]) 6 ρ(F [J]) 6 ρ(F ),

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 59 i summiruØ neravenstva (2.17) s kofffficientami β_j po j = 1, . . . , r, my vyvodim: ρ(F ) r∑ j=1 β_j > r∑ j=1 β_j ρ(F [J_j]) (2.20)

>^{r∑}_{j=1} βj^{k∑}_{l=1} ρ(A^{(l)})^∏_{i∈Jj} (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/βj} =^{k∑}_{l=1} ρ(A^{(l)})^{r∑}_{j=1} α^{(l)}_j βj ,

gde my oboznaqili

α^{(l)}_j = ∏ i∈J_j (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/βj} , j = 1, . . . , r, l = 1, . . . , k. (2.21) V silu lemmy 2 (t.e. obobwennogo neravenstva meßdu srednim arifmetiqeskim i srednim geometriqeskim) my takße imeem: r∑ j=1 α^{(l)}_j β_j > r∑ j=1 β_j r∏ s=1 α^{(l)βs /} P_{rp=1 βp} s

(2.19),(2.21) = r∑ j=1 β_j ∏ i∈J (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci/} P^{np=1 cp} (2.22)

= r∑ j=1 β_j n∏ i=1 (ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{ci /} P^{np=1 cp} .

Teper~ dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva neravenstva (2.11) nam ostaetsØ lix~ zametit~, qto ffto neravenstvo sleduet iz (2.20) i (2.22).

Rassmotrim teper~ sluqaæ ravenstva. Preßde vsego my zametim, qto, poskol~ku hot~ odna iz matric A^{(l)}, l = 1, . . . , k, ØvlØetsØ po predpoloßeni¸ neprivodimoæ, kaßdyæ iz vektorov u^{(l)}, l = 1, . . . , k, poloßitelen v silu (2.1), a matrica F takße neprivodima. Predpoloßim sperva, qto sootnoxeniØ (2.3)–(2.5) vypolnØ¸tsØ, i oboznaqim poloßitel~nyæ vektor (2.4) qerez x. Togda my imeem:

F x^{(2.3)}= k∑ l=1 α_lΔ^{(l)} �1 A^{(l)}Δ^{(l)}x^{(2.4)}= k∑ l=1 α_lΔ^{(l)} �1 A^{(l)}u^{(l)}

60 L. ı. KOLOTILINA = k∑ l=1 α_lρ(A^{(l)} )Δ^{(l)} �1 u^{(l) (2.4)}= [_k ∑ l=1 α_lρ(A^{(l)}) ] x, otkuda sleduet, qto x – ffto pravyæ perronovskiæ vektor neprivodimoæ matricy F , a takße qto

ρ(F ) = k∑ l=1 α_lρ(A^{(l)}). Tem samym dostatoqnost~ ustanovlena.

Obratno, predpoloßim, qto

ρ(F ) = k∑ l=1 α_lρ(A^{(l)}), (2.23)

gde α_l, l = 1, . . . , k, opredeleny v (2.5). Pust~ x – ffto (poloßitel~nyæ) pravyæ perronovskiæ vektor matricy F , a vektor y opredelim sootnoxeniem x ∘ y = c. (2.24) Po pervoæ qasti dokazatel~stva neravenstva (2.11) ravenstvo (2.23) vypolnØetsØ v tom i tol~ko tom sluqae, kogda y^T D^{(l)}A^{(l)}E^{(l)}x = α_lv^{(l)T} A^{(l)}u^{(l)}, l = 1, . . . , k.

No, v silu lemmy 2, iz poslednih sootnoxeniæ s neobhodimost~¸ sleduet, qto y_iξ^{(l)}_i a^{(l)}_{ij} η^{(l)}_j x_j = α_lv^{(l)}_i a^{(l)}_{ij} u^{(l)}_j , i, j = 1, . . . , n, l = 1, . . . , k. V matriqnyh terminah my togda imeem: D^{(l)} A^{(l)}E^{(l)} = α_l∇^{(l)}A^{(l)}Δ^{(l)}, l = 1, . . . , k, gde Δ^{(l)} = diag (u^{(l)}_1 /x_1, . . . , u^{(l)}_n /x_n), l = 1, . . . , k; ∇^{(l)} = diag (v^{(l)}_1 /y_1, . . . , v^{(l)}_n /y_n), l = 1, . . . , k.

UqityvaØ (2.1) i (2.24), my zakl¸qaem, qto ∇^{(l)} = Δ^{(l)} �1 , l = 1, . . . , k.

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 61 Tem samym ravenstva (2.3) i (2.4) ustanovleny, i dokazatel~stvo neobhodimosti zaverxeno.

Nakonec, dopustim, qto matrica A^{(l)T} A^{(l)}, 1 6 l 6 k, neprivodima. Iz (2.3) sleduet sootnoxenie

A^{(l)} = α^{−1}_l Δ^{(l)}D^{(l)}A^{(l)}E^{(l)}Δ^{(l)} �1 , a takße ravenstvo

A^{(l)} = α_lD^{(l)} �1 Δ^{(l)} �1 A^{(l)}Δ^{(l)}E^{(l)} �1 . Sledovatel~no, my zakl¸qaem, qto

A^{(l)T} A^{(l)} = E^{(l)} �1 Δ^{(l)}A^{(l)T} A^{(l)}Δ^{(l)} �1 E^{(l)}. (2.25)

Poskol~ku matrica A^{(l)T} A^{(l)} neprivodima, ee poloßitel~nyæ pravyæ perronovskiæ vektor, skaßem, z^{(l)} edinstvenen s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ. Pofftomu, prinimaØ vo vnimanie (2.25), my prihodim k zakl¸qenie, qto

z^{(l)} = β_lΔ^{(l)}E^{(l)} �1 z^{(l)}, β_l > 0, ili, v ffkvivalentnoæ forme, qto

E^{(l)} = β_lΔ^{(l)}.

V silu fftogo sootnoxeniØ, iz (2.3) my poluqaem ravenstvo

β_l D^{(l)}A^{(l)} = α_lΔ^{(l)} �1 A^{(l)}, iz kotorogo vytekaet, qto

β_lD^{(l)} A^{(l)}u^{(l)} = ρ(A^{(l)} )β_lD^{(l)}u^{(l)} = ρ(A^{(l)})α_lΔ^{(l)} �1 u^{(l)}. Teper~ ostaetsØ lix~ zametit~, qto poslednee sootnoxenie ffkvivalentno ravenstvu

D^{(l)} = α_lβ^{−1}_l Δ^{(l)} �1 . Tem samym dokazatel~stvo (2.6) dlØ l takih, qto matrica A^{(l)T} A^{(l)} neprivodima, zaverxeno. Sluqaæ, kogda neprivodima matrica A^{(l)}A^{(l)T} rassmatrivaetsØ analogiqno.

Teorema 4 dokazana polnost~¸. �

62 L. ı. KOLOTILINA

Zameqanie 1. Neravenstvo (2.2) v sluqae, kogda vse matricy

A^{(l)} neprivodimy, trivial~no sleduet iz teoremy 3 (sm. §1).

Zameqanie 2. Esli v predpoloßeniØh teoremy 4 dlØ nekotorogo

l, 1 6 l 6 k, matrica A^{(l)} neprivodima i D^{(l)} �1 = E^{(l)},

to iz (2.3) vytekaet sootnoxenie

A^{(l)} = α_lD^{(l)} �1 Δ^{(l)} �1 A^{(l)}Δ^{(l)}D^{(l)},

pokazyva¸wee, qto kak u^{(l)} tak i D^{(l)} �1 Δ^{(l)} �1 u^{(l)} ØvlØ¸tsØ pravymi perronovskimi vektorami matricy A^{(l)}. Poskol~ku ße A^{(l)} neprivodima, obØzatel~no naædetsØ qislo γ_l > 0, takoe qto D^{(l)} �1 Δ^{(l)} �1 u^{(l)} = γ_lu^{(l)}.

Iz fftogo sootnoxeniØ sleduet, qto

E^{(l)} = γ_l Δ^{(l)} i D^{(l)} = γ^{−1}_l Δ^{(l)} �1 . V fftom sluqae, v silu (2.4),

E^{(l)}x = γ_l u^{(l)}, gde x = Δ^{(l)} �1 u^{(l)}, l = 1, . . . , k, t.e. vektory E^{(l)}x i u^{(l)} kollinearny. Kak legko videt~, v predpoloßeniØh teoremy 2 ffti usloviØ v toqnosti svodØtsØ libo k kollinearnosti Du i v (pri vypolnenii sootnoxeniæ (1.2)), libo k kollinearnosti Du i u (pri vypolnenii (1.3)). Takim obrazom, teorema 5 deæstvitel~no ØvlØetsØ obobweniem teoremy 2.

V qastnom sluqae k = 1 iz teoremy 4 vytekaet sledu¸wee obobwenie sledstviØ 1, iskl¸qa¸wee trebovanie neprivodimosti matricy.

Sledstvie 2. Pust~ A – neotricatel~naØ nenulevaØ n×n matri-

ca, dlØ kotoroæ u = (u_i)^n_{i=1} i v = (v_i)^n_{i=1} ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno pravym i levym perronovskimi vektorami, i pust~ v^T u > 0. Togda neravenstvo ρ(DA) > ρ(A) n∏ i=1 d^{uivi/vT u} i

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 63 spravedlivo dlØ l¸boæ poloßitel~no opredelennoæ diagonal~noæ matricy D = diag (d_1, . . . , d_n).

Sledu¸waØ teorema 5 daet nabor nißnih ocenok perronovskogo kornØ summy proizvol~nyh neprivodimyh neotricatel~nyh matric.

Teorema 5. Pust~ A^{(l)}, l = 1, . . . , k, – neprivodimye neotrica-

tel~nye n×n matricy, dlØ kotoryh u^{(l)} = (u^{(l)}_i )^n_{i=1} i v^{(l)} = (v^{(l)}_i )^n_{i=1} ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno pravymi i levymi perronovskimi vektorami. Predpoloßim takße, qto v^{(l)T} u^{(l)} = 1, l = 1, . . . , k. (2.26) Togda dlØ l¸bogo poloßitel~nogo vektora c = (c_i)^n_{i=1}, udovletvorØ¸wego uslovi¸_n ∑ i=1 c_i = 1, (2.27)

spravedlivo neravenstvo ρ (_k ∑ l=1 A^{(l)} )

>^{k∑}_{l=1} ρ(A^{(l)})^{n∏}_{i=1}

( c_i u^{(l)}_i v^{(l)}_i

)_u^{(l)}_{i v}^{(l)}_i . (2.28)

Krome togo, esli dlØ kaßdogo l, 1 6 l 6 k, po kraæneæ mere odna iz matric A^{(l)}A^{(l)T} ili A^{(l)T} A^{(l)} neprivodima, to (2.28) ØvlØetsØ ravenstvom v tom i tol~ko tom sluqae, kogda suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty β_l, l = 1, . . . , k, takie qto

β_1u^{(1)} = . . . = β_ku^{(k)}, β^{−1}_1 v^{(1)} = . . . = β^{−1}_k v^{(k)} (2.29) i ime¸t mesto sootnoxeniØ u^{(l)} ∘ v^{(l)} = c, l = 1, . . . , k. (2.30) V fftom sluqae ravenstvo (2.28) prinimaet vid ρ (_k ∑ l=1 A^{(l)} ) = k∑ l=1 ρ(A^{(l)} ). (2.31)

Dokazatel~stvo. Pust~ x – ffto (poloßitel~nyæ) pravyæ per-

ronovskiæ vektor neprivodimoæ matricy F = k∑ l=1 A^{(l)}. (2.32)

64 L. ı. KOLOTILINA Opredelim poloßitel~nyæ vektor y posredstvom sootnoxeniØ x ∘ y = c. (2.33) Togda, vvidu (2.27) i (2.33), my imeem:

ρ(F ) = ρ(F )y^T x = y^T F x = k∑ l=1 y^T A^{(l)}x. (2.34)

Opredelim matricy D^{(l)} = diag (ξ^{(l)}_1 , . . . , ξ^{(l)}n ) i E^{(l)} = diag (η^{(l)}_1 , . . . , η^{(l)}_n ) s pomow~¸ ravenstv E^{(l)}u^{(l)} = x, D^{(l)}v^{(l)} = y, l = 1, . . . , k. (2.35) Analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano pri dokazatel~stve teoremy 4, ispol~zuØ lemmy 1 i 2, a takße (2.35) i (2.26), my vyvodim:

y^T A^{(l)}x = v^{(l)T} D^{(l)}A^{(l)}E^{(l)}u^{(l)}

> ρ(A^{(l)} )^{n∏}_{i=1}(ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i )^{u(l)}i^{v(l)}i , l = 1, . . . , k. (2.36)

Iz sootnoxeniæ (2.34) i (2.36) oqevidnym obrazom vytekaet trebuemoe neravenstvo (2.28), esli prinØt~ vo vnimanie, qto, v silu (2.35) i (2.33), ξ^{(l)}_i η^{(l)}_i = c_i u^{(l)}_i v^{(l)}_i , i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , k. Rassmotrim teper~ sluqaæ ravenstva. Neravenstvo (2.28) prevrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda ravenstvami ØvlØ¸tsØ vse neravenstva (2.36), a znaqit, v silu lemmy 2, naædutsØ α_l > 0, takie qto

y_ia^{(l)}_{ij} x_j = α_lv^{(l)}_i a^{(l)}_{ij} u^{(l)}_j , i, j = 1, . . . , n, l = 1, . . . , k, (2.37) gde my ispol~zuem ranee prinØtye oboznaqeniØ A^{(l)} = (a^{(l)}_{ij} )^n_{i,j=1}, l = 1, . . . , k. Ravenstva (2.37) mogut byt~ perepisany kak v vide D^{(l)}A^{(l)}E^{(l)} = α_lA^{(l)}, l = 1, . . . , k, (2.38) tak i v ffkvivalentnom vide A^{(l)} = α_lD^{(l)} �1 A^{(l)}E^{(l)} �1 , l = 1, . . . , k. (2.39)

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 65 Predpoloßim teper~, qto matrica A^{(l)T} A^{(l)} neprivodima. Ispol~zuØ (2.38) i (2.39), netrudno ubedit~sØ, qto A^{(l)T} A^{(l)} = E^{(l)} �1 A^{(l)T} A^{(l)}E^{(l)}, otkuda sleduet (sm. dokazatel~stvo teoremy 4), qto E^{(l)} = β_lI_n, (2.40) gde β_l > 0 – nekotoraØ konstanta.

SootnoxeniØ (2.40) i (2.35) pokazyva¸t, qto x = β_lu^{(l)}, (2.41) t.e. matricy A^{(l)} i F ime¸t obwiæ pravyæ perronovskiæ vektor.

Teper~ iz (2.40) i (2.38) my vyvodim ravenstvo β_l D^{(l)}A^{(l)} = α_lA^{(l)}, umnoßaØ kotoroe na u^{(l)}, my prihodim k vyvodu, qto D^{(l)} = α_lβ^{−1}_l I_n. (2.42) Iz sootnoxeniæ (2.42) i (2.35) sleduet ravenstvo y = α_lβ^{−1}_l v^{(l)}. (2.43) DlØ teh l, dlØ kotoryh neprivodimoæ ØvlØetsØ matrica A^{(l)}A^{(l)T} , sootnoxeniØ (2.40)–(2.43) vyvodØtsØ analogiqno.

Dalee, poskol~ku v silu (2.27), (2.33) i (2.26) my imeem x^T y = v^{(l)T} y^{(l)} = 1, l = 1, . . . , k, to iz (2.41) i (2.43) nemedlenno sleduet, qto α_l = 1, l = 1, . . . , k. (2.44) Vvidu ße (2.44) sootnoxeniØ (2.29) i (2.30) trivial~no sledu¸t iz (2.41) i (2.43).

Obratno, dopustim, qto vypolneny usloviØ (2.29) i (2.30). V fftom sluqae, v silu (2.30), neravenstvo (2.28) oqevidnym obrazom svoditsØ k vidu ρ (_k ∑ l=1 A^{(l)} )

>^{k∑}_{l=1} ρ(A^{(l)} ), (2.45)

66 L. ı. KOLOTILINA a poskol~ku, v silu (2.29), matricy A^{(l)} vse ime¸t obwiæ pravyæ perronovskiæ vektor, to neravenstvo (2.45) na samom dele ØvlØetsØ ravenstvom.

Teorema 5 dokazana polnost~¸. �

Zameqanie 3. V predpoloßeniØh teoremy 5 oba nabora ravenstv

(2.29) neobhodimy dlØ togo, qtoby (2.28) ØvlØlos~ ravenstvom, togda kak ravenstvo (2.31), k kotoromu svoditsØ (2.28), oqevidno spravedlivo, esli matricy A^{(l)}, l = 1, . . . , k, ime¸t obwiæ pravyæ ili levyæ perronovskiæ vektor.

Teper~ my privedem prostoe dokazatel~stvo, osnovannoe na obobwennom neravenstve meßdu srednim arifmetiqeskim i srednim geometriqeskim, sledu¸wego tehniqeski poleznogo rezul~- tata, ustanovlennogo M. Fidlerom v stat~e [5] (sm. takße [1]).

Lemma 5. Pust~ A – neotricatel~naØ n × n matrica i pust~

u i v – poloßitel~nye vektory razmernosti n. Esli vypolneno sootnoxenie (Au) ∘ v = (A^T v) ∘ u, (2.46)

to dlØ vseh poloßitel~nyh vektorov x i y, udovletvorØ¸wih uslovi¸ x ∘ y = u ∘ v, (2.47) spravedlivo neravenstvo

y^T Ax > v^T Au. (2.48)

Krome togo^2, esli matrica A neprivodima, to neravenstvo (2.48) obrawaetsØ v ravenstvo v tom i tol~ko tom sluqae, kogda pri nekotorom γ > 0 ime¸t mesto sootnoxeniØ x = γu i y = γ^{−1}v. Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ lemmu 2, my vyvodim: y^T Ax = n∑ i,j=1 y_ia_{ij}x_j = ∑ i,j:a_{ij} ≠0 y_ia_{ij} x_j

2�ta qast~ utverßdeniØ lemmy 5 otsutstvuet v original~noæ formulirovke, privodimoæ v [5], i byla dobavlena v [1]. Otmetim, qto v [1] oxiboqno trebovalos~, qtoby matrica A byla nediagonal~na, togda kak neobhodimo potrebovat~, qtoby A byla neprivodimoæ.

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 67

>^∑_{i,j:aij ≠0} viaijuj^∏_{r,s:ars≠0}^{( yr}_{vr}^{xs}_{us}^{)vr arsus}

/ P_{p,q:apq 6=0 vpapq uq}

= v^T Au n∏ r,s=1 ( y_r v_r x_s u_s )_{vrarsus/v}T_{Au} . S drugoæ storony, predpoloßenie (2.46) pozvolØet nam primenit~ lemmu 1, v rezul~tate qego my prihodim k ravenstvu n∏ r,s=1 ( y_r v_r x_s u_s )_{vrarsus} = n∏ i=1 ( y_ix_i v_iu_i )_{(Au)ivi} . PrinimaØ vo vnimanie sootnoxeniØ x_iy_i u_iv_i = 1, i = 1, . . . , n, garantiruemye (2.47), my poluqaem trebuemoe neravenstvo y^T Ax > v^T Au. Predpoloßim teper~, qto matrica A neprivodima, i rassmotrim sluqaæ ravenstva v (2.48). Po lemme 2, ravenstvo v (2.48) vozmoßno togda i tol~ko togda, kogda y_ia_{ij} x_j = αv_ia_{ij}u_j, α > 0, i, j = 1, . . . , n. (2.49) Iz sootnoxeniæ (2.49) sleduet, qto y^T Ax = αv^T Au, a pofftomu ravenstvo v (2.48) vozmoßno tol~ko pri uslovii, qto sootnoxeniØ (2.49) vypolnØ¸tsØ s α = 1.

Opredelim diagonal~nu¸ matricu D s pomow~¸ ravenstva Au = Du. Poskol~ku vektor u poloßitelen, a matrica A neprivodima, to matrica D imeet poloßitel~nye diagonal~nye fflementy, tak qto my moßem perepisat~ poslednee sootnoxenie v vide D^{−1}Au = u. (2.50) Takim obrazom, vektor u ØvlØetsØ pravym perronovskim vektorom neprivodimoæ matricy D^{−1}A.

68 L. ı. KOLOTILINA

Pust~ teper~ D = diag (d_1, . . . , d_n).

UmnoßaØ ravenstva (2.49) s α = 1 na d^{−1}_i i summiruØ ih po j = 1, . . . , n, my poluqaem:

y_i(D^{−1}Ax)_i = v_i(D^{−1}Au)_i^{(2.50)}= v_iu_i, i = 1, . . . , n.

Poluqennye sootnoxeniØ vmeste s usloviem (2.47) pokazyva¸t, qto D^{−1}Ax = x, (2.51)

t.e. x, narØdu s u, ØvlØetsØ pravym perronovskim vektorom neprivodimoæ matricy D^{−1}A. Sledovatel~no, x = γu, γ > 0, i, vvidu (2.47), y = γ^{−1}v. Teper~ dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy 5 ostaetsØ lix~ zametit~, qto esli x = γu, y = γ^{−1}v, gde γ > 0, to ravenstvo y^T Ax = v^T Au oqevidno. �

Uslovie (2.46) (sm. takße (2.7)), vstreqa¸weesØ v formulirovke lemmy 5, moßet byt~ takße ispol~zovano pri dokazatel~- stve razloßimosti privodimoæ neotricatel~noæ matricy. Toqnee, imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 6. Pust~ A – privodimaØ neotricatel~naØ matrica bez

nulevyh strok i stolbcov i pust~ poloßitel~nye vektory u i v udovletvorØ¸t uslovi¸

(Au) ∘ v = (A^T v) ∘ u. (2.52)

Togda matrica A razloßima.

Dokazatel~stvo. Kak bylo ustanovleno v hode dokazatel~stva

lemmy 5, vektor u ØvlØetsØ pravym perronovskim vektorom matricy D^{−1}A, gde diagonal~naØ matrica D opredelØetsØ ravenstvom Au = Du (2.53)

i imeet poloßitel~nye diagonal~nye fflementy. Krome togo, iz (2.52) i (2.53) sleduet, qto (D^{−1}A)^T Dv = A^T v = Dv.

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 69 Poslednee sootnoxenie pokazyvaet, qto Dv – ffto poloßitel~- nyæ levyæ perronovskiæ vektor matricy D^{−1}A. Takim obrazom, privodimaØ neotricatel~naØ matrica D^{−1}A imeet poloßitel~- nye pravyæ i levyæ perronovskie vektory. Sledovatel~no, matrica D^{−1}A razloßima v silu lemmy 4, no togda i matrica A toße razloßima. �

Zameqanie 4. Poskol~ku dlØ perronovskih vektorov matricy A

sootnoxenie (2.52) vypolnØetsØ trivial~nym obrazom, lemma 6 moßet rassmatrivat~sØ kak obobwenie lemmy 4.

V zakl¸qenie fftoæ raboty my privedem obobwenie lemmy 5 na privodimyæ sluqaæ.

Lemma 7. Esli v usloviØh lemmy 5 matrica A privodima, no ne

soderßit ni nulevyh strok, ni nulevyh stolbcov, a A[J_j ], j = 1, . . . , r, r > 2, gde ⋃_r j=1 J_j = {1, 2, . . . , n}, – ffto ee neprivodimye komponenty, to ravenstvo

y^T Ax = v^T Au (2.54)

vypolnØetsØ v tom i tol~ko tom sluqae, kogda spravedlivy sootnoxeniØ

x[J_j] = γ_j u[J_j], y[J_j ] = γ^{−1}_j v[J_j], γ_j > 0, j = 1, . . . , r. (2.55)

Dokazatel~stvo. PrimenØØ lemmu 6, my ubeßdaemsØ, qto ma-

trica A v deæstvitel~nosti razloßima. Pri fftom, esli diagonal~naØ matrica D opredelØetsØ sootnoxeniem Au = Du, to D poloßitel~no opredelena, i vektor u ØvlØetsØ pravym perronovskim vektorom matricy D^{−1}A, kotoraØ razloßima, poskol~ku razloßima A. S drugoæ storony, rassußdenie, ispol~- zovannoe pri dokazatel~stve lemmy 5 (sm. (2.51)), pokazyvaet, qto i vektor x takße ØvlØetsØ pravym perronovskim vektorom dlØ D^{−1}A. Sledovatel~no, podvektory u[J_j] i x[J_j]odnovremenno ØvlØ¸tsØ pravymi perronovskimi vektorami dlØ neprivodimyh komponent (D^{−1}A)[J_j ], j = 1, . . . , r, a pofftomu oni neobhodimo kollinearny, t.e. vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ x[J_j] = γ_j u[J_j], γ_j > 0, j = 1, . . . , r.

70 L. ı. KOLOTILINA Teper~ sootnoxeniØ y[J_j ] = γ^{−1}_j v[J_j ], j = 1, . . . , r, trivial~no sledu¸t iz (2.47).

Nakonec, poskol~ku matrica A ØvlØetsØ razloßimoæ, ravenstvo (2.54) nemedlenno sleduet iz sootnoxeniæ (2.55). �

Literatura

1. Yu. A. Alpin, L. Yu. Kolotilina, Inequalities for the Perron root related to Levinger’s theorem. Linear Algebra Appl., 283 (1998), 99–113.

2. R. B. Bapat, Two inequalities for the Perron root. Linear Algebra Appl., 85 (1987), 241–248.

3. A. Berman, R. Plemmons, Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences.

Academic Press, New York, 1979.

4. L. Elsner, C. R. Johnson, Nonnegative marices, zero patterns, and spectral inequalities. Linear Algebra Appl., 120 (1989), 225–236.

5. M. Fiedler, Numerical range of matrices and Levinger’s theorem. Linear Algebra Appl., 220 (1995), 171–180.

6. S. Friedland, S. Karlin, Some inequalities for the spectral radius of nonnegative matrices and applications. Duke Math. J., 42 (1975), 459–490.

7. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M., 1953.

8. B. W. Levinger, An inequality for nonnegative matrices. Notices Amer. Math.

Soc., 17 (1970), 260.

Kolotilina L. Yu. Lower bounds for the Perron root of a sum of nonnegative matrices.

Let A^{(l)} (l = 1, . . . , k) be n × n nonnegative matrices with right and left Perron vectors u^{(l)} and v^{(l)} , respectively, and let D^{(l)} and E^{(l)} (l = 1, . . . , k) be positive-definite diagonal matrices of the same order. Extending known results, under the assumption that

u^{(1)} ∘ v^{(1)} = . . . = u^{(k)} ∘ v^{(k)} ≠ 0

(where “∘” denotes the componentwise, i.e., the Hadamard product of vectors) but without requiring that the matrices A^{(l)} be irreducible, for the Perron root of the sum ∑_k l=1 D^{(l)}A^{(l)}E^{(l)} we derive a lower bound of the form ρ (_k ∑ l=1 D^{(l)} A^{(l)}E^{(l)} )

>^{k∑}_{l=1} βlρ(A^{(l)} ), βl > 0.

NIȷNIE OCENKI PERRONOVSKOGO KORN˚ 71 Also we prove that, for arbitrary irreducible nonnegative matrices A^{(l)} (l = 1, . . . , k), ρ (_k ∑ l=1 A^{(l)} )

>^{k∑}_{l=1} αlρ(A^{(l)} ),

where the coefficients α_l > 0 are specified using an arbitrarily chosen normalized positive vector. The cases of equality in both estimates are analyzed, and some other related results are established.

Postupilo 20 ØnvarØ 2000 g. Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova