Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 267, 2000 g.

K. �. Fel~dman

�KVIVARIANTNY` ANALOG TEOREMY PUANKARE–HOPFA

§1. Vvedenie

Odnoæ iz vaßneæxih problem algebraiqeskoæ topologii ØvlØetsØ zadaqa o vyqislenii invariantov gladkih mnogoobraziæ v terminah lokal~nyh invariantov special~nyh podmnogoobraziæ takih, kak podmnogoobraziØ nuleæ kasatel~nyh vektornyh poleæ, podmnogoobraziØ nepodvißnyh toqek gladkih deæstviæ grupp i dr. Klassiqeskiæ primer daet nam teorema Puankare–Hopfa [1], vyraßa¸waØ ffælerovu harakteristiku gladkogo mnogoobraziØ qerez algebraiqeskoe qislo nuleæ nevyroßdennogo kasatel~nogo vektornogo polØ na nem. Bolee netrivial~nymi primerami ØvlØ- ¸tsØ teorema At~i–Botta [2] o nepodvißnyh toqkah deæstviØ okrußnosti na mnogoobrazii i uravneniØ Konnera–Floæda [3] dlØ mnogoobraziæ, nesuwih deæstviØ cikliqeskih grupp prostogo porØdka. Oba primera da¸t vozmoßnost~ vyraßat~ harakteristiqeskie qisla mnogoobraziØ qerez harakteristiqeskie qisla podmnogoobraziæ nepodvißnyh toqek deæstviØ gruppy.

V nastoØweæ rabote my predlagaem novyæ podhod dlØ izuqeniØ mnogoobraziæ, nesuwih deæstviØ kompaktnyh grupp Li. My dokazyvaem obobwennoe svoæstvo lokalizacii gomomorfizma Gizina. Poluqennyæ rezul~tat pozvolØet vyqislØt~ razliqnye harakteristiki mnogoobraziØ v terminah podmnogoobraziæ nuleæ invariantnogo kasatel~nogo vektornogo polØ na nem. S fftoæ toqki zreniØ svoæstvo lokalizacii gomomorfizma Gizina moßet rassmatrivat~sØ kak ffkvivariantnyæ analog klassiqeskoæ teoremy Puankare–Hopfa. V kaqestve sledstviØ my provodim Øvnoe postroenie isqisleniØ Xuberta [4] na mnogoobrazii flagov v kompleksnyh kobordizmah. Induktivnoe postroenie isqisleniØ Xuberta v kompleksnyh kobordizmah bylo vpervye

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant nomer 99- 01-00090). 303

304 K. �. FEL^DMAN provedeno v [5]. V predlagaemoæ zametke naædeny Øvnye formuly, vyqislØ¸wie gomomorfizm Gizina rassloeniØ flagov, associirovannogo s kompleksnym vektornym rassloeniem dlØ proizvol~noæ kompleksno-orientirovannoæ teorii kogomologiæ. Poluqennye rezul~taty pozvolØ¸t postroit~ estestvennye deformacii additivnogo bazisa simmetriqeskih funkciæ, zadannogo polinomami Xura ot n-peremennyh, v kol~ce Ω_U [[σ_1, . . . , σ_n]]. Interes k takim deformaciØm vyzvan, v qastnosti, voprosom o realizacii rexeniæ kvantovyh uravneniæ Kalodßero–Mozera v kogomologiØh mnogoobraziæ flagov (sm., naprimer, [6]).

Kratko izloßim soderßanie nastoØweæ raboty. V §2 my daem svodku osnovnyh neobhodimyh nam rezul~tatov iz raboty [7]. V §3 my dokazyvaem ffkvivariantnyæ analog teoremy Puankare– Hopfa i ustanavlivaem ee svØz~ s ranee poluqennymi rezul~tatami rabot [2, 3, 8, 9]. V §4 my primenØem rezul~taty §3 dlØ postroeniØ isqisleniØ Xuberta v proizvol~noæ kompleksno-ori-entiruemoæ teorii kogomologiæ.

Avtor vyraßaet gluboku¸ priznatel~nost~ V. M. Buhxtaberu za vnimanie k rabote i stimuliru¸wie obsußdeniØ.

§2. Indeks ffkvivariantnogo vektornogo polØ

V osnove predlagaemogo v zametke ffkvivariantnogo analoga teoremy Puankare–Hopfa leßit ponØtie indeksa ffkvivariantnogo vektornogo polØ [7]. V fftom paragrafe my privedem nußnye nam opredeleniØ iz raboty [7] i dadim formulirovku osnovnogo tehniqeskogo sredstva nastoØweæ raboty – svoæstva lokalizacii transfera [7].

Nam potrebuetsØ ponØtie kasatel~nogo vektornogo polØ Morsa–Botta, qastnym sluqaem kotorogo ØvlØ¸tsØ morsovskie vektornye polØ.

Opredelenie 2.1. Kasatel~noe vektornoe pole s na gladkom mno-

goobrazii F nazyvaetsØ polem Morsa–Botta, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie dva usloviØ:

1) nuli polØ s obrazu¸t koneqnyæ nabor svØznyh kompaktnyh zamknutyh podmnogoobraziæ v F ;

2) v toqkah podmnogoobraziØ nuleæ Ødro matricy ˚kobi polØ s sovpadaet s kasatel~nym prostranstvom k podmnogoobrazi¸ nuleæ.

ANALOG TEOREMY PUANKARE�HOPFA 305 Rassmotrim komponentu svØznosti F_l nuleæ vektornogo polØ Morsa–Botta s. Oboznaqim qerez ν_l normal~noe rassloenie vloßeniØ F_l ⊂ F . Otmetim, qto prostranstvo rassloeniØ ν_l moßet byt~ otoßdestvleno posredstvom ffksponencial~nogo otobraßeniØ s trubqatoæ okrestnost~¸ U podmnogoobraziØ F_l v F . Ograniqenie polØ s na U zadaet vektornoe pole na prostranstve ν_l. V silu usloviØ 2) poslednee vektornoe pole obØzano imet~ vs¸du nenulevu¸ proekci¸ na kasatel~noe prostranstvo vdol~ sloev rassloeniØ ν_l v dostatoqno maloæ okrestnosti nulevogo seqeniØ. Pofftomu bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto postroennoe na prostranstve ν_l vektornoe pole vs¸du ØvlØetsØ kasatel~nym vdol~ sloev rassloeniØ ν_l. Oboznaqim ffto vektornoe pole qerez s_l : s_l : ν_l → ^τ(ν_l), gde ^τ (ν_l) – kasatel~noe rassloenie vdol~ sloev. Pust~ p – proekciØ v rassloenii ν_l. Togda ^τ (ν_l) ∼= p^∗ν_l. Takim obrazom, vektornoe pole s_l pozvolØet nam postroit~ otobraßenie

ψ^s_l : ν_l → ν_l

po pravilu ψ^s_l (v) = ^ps(v), gde ^p – otobraßenie rassloeniæ ^p : p^∗ν_l → ν_l.

Rassmotrim gladkoe kompaktnoe zamknutoe mnogoobrazie F i nekotoroe vektornoe pole Morsa–Botta s na nem. Pust~

F_1, . . . , F_m – nabor svØznyh kompaktnyh zamknutyh podmnogoob-

raziæ nuleæ polØ s na F . Fiksiruem vloßenie mnogoobraziØ F v n-mernoe evklidovo prostranstvo: F_1, . . . , F_m ⊂ F ⊂ R^n. Sopostavim pri pomowi vektornogo polØ s kaßdomu podmnogoobrazi¸ F_l otobraßenie

j_l : S^n ∧ F^+_l → S^n ∧ F^+_l

sledu¸wim obrazom. Vloßenie podmnogoobraziæ F_l ⊂ F ⊂ R^n induciruet razloßenie trivial~nogo n-mernogo vektornogo rassloeniØ nad F_l v prØmu¸ summu kasatel~nogo rassloeniØ τ_l k F_l,

306 K. �. FEL^DMAN normal~nogo rassloeniØ ν_l vloßeniØ F_l ⊂ F i sußeniØ na F_l normal~nogo rassloeniØ ν vloßeniØ F ⊂ R^n. Pole s zadaet otobraßenie ψ^s_l : ν_l → ν_l. Opredelim otobraßenie j_l na podrassloeniØh ν i τ_l toßdestvennym, a na ν_l – ravnym ψ^s_l .

Kak i vyxe, oboznaqim qerez π proekci¸ S^n ∧ F^+_l → S^n na pervyæ somnoßitel~.

Opredelenie 2.2 [7]. �lement {π ∘ jl} ∈ π^0_S (F^+_l ) budem nazyvat~

indeksom Ind_s(F_l) vektornogo polØ s v okrestnosti podmnogoobraziØ nuleæ F_l.

DlØ l¸boæ mul~tiplikativnoæ teorii kogomologiæ h^∗( · ) s ediniceæ suwestvuet kanoniqeskoe preobrazovanie spektrov

μ_h : π^∗_S ( · ) → h^∗( · ), kotoroe pozvolØet opredelit~ ponØtie indek-

sa nulØ vektornogo polØ v teorii kogomologiæ h^∗( · ). V dal~neæxem pod indeksom nulØ vektornogo polØ v teorii h^∗( · ) my budem ponimat~ obraz fflementa Ind_s(F ) ∈ π^0_S (F^+) v gruppe h^0(F^+) pri preobrazovanii μ_h. V sluqae, kogda nado podqerknut~, o kakoæ imenno teorii kogomologiæ idet req~, my budem oboznaqat~ fftot indeks qerez (Ind_s(F ))_h.

Indeksy vektornyh poleæ predstavlØ¸t soboæ kofffficienty, s kotorymi transfer Bekkera–Gottliba gladkogo rassloeniØ [10] moßet byt~ predstavlen v vide lineænoæ kombinacii transferov podrassloeniæ nuleæ posloænogo vektornogo polØ [7]. PoØsnim ffto utverßdenie bolee podrobno.

Rassmotrim gladkoe glavnoe G-rassloenie (E, G, B, p), baza kotorogo – kompaktnoe svØznoe mnogoobrazie, a G – kompaktnaØ gruppa Li. Pust~ F – kompaktnoe zamknutoe svØznoe mnogoobrazie s gladkim deæstviem gruppy G. Predpoloßim, qto na mnogoobrazii F zadano G-invariantnoe kasatel~noe vektornoe pole Morsa–Botta s. Nuli polØ s predstavlØ¸t soboæ ob¨edinenie neprivodimyh invariantnyh podmnogoobraziæ F_1, . . . ,F_m mnogoobraziØ F . Zametim, qto iz neprivodimosti sleduet svØznost~ gladkih mnogoobraziæ

E_l = E ×_G F_l.

VsØkoe G-invariantnoe kasatel~noe vektornoe pole Morsa– Botta s na F pozvolØet nam postroit~ vektornoe pole na E =

E ×_G F , kotoroe budet kasatel~nym vdol~ sloev rassloeniØ E.

Budem oboznaqat~ ego takße qerez s. Imeem

s : E → τ_F (E) = E ×_G τ (F ).

ANALOG TEOREMY PUANKARE�HOPFA 307 Bolee togo, vektornoe pole s na E takße ØvlØetsØ polem Morsa– Botta. Nuli polØ s na E predstavlØ¸t soboæ podrassloeniØ

E_l = E ×_G F_l, l = 1, . . . , m, rassloeniØ E. Pust~ τ (p) – transfer

rassloeniØ E. Oboznaqim qerez τ (p_l) transfer rassloeniØ E_l.

Teorema 2.1 (svoæstvo lokalizacii transfera [7]). V opisannyh

vyxe usloviØh v l¸boæ mul~tiplikativnoæ teorii kogomologiæ h^∗( · ) imeet mesto sootnoxenie:

τ (p)^∗x = m∑ i=1 τ (p_l)^∗((Ind_s(E_l))_h · i^∗_l x),

gde x ∈ h^∗(E^+) i i_l : E_l ⊂ E – vloßenie rassloeniæ, l = 1, . . . , m.

§3. �kvivariantnaØ teorema Puankare–Hopfa

V fftom paragrafe my dokaßem ffkvivariantnyæ analog teoremy Puankare–Hopfa. Poluqennye rezul~taty da¸t vyraßenie dlØ gomomorfizma Gizina rassloeniØ E s gladkim sloem qerez gomomorfizmy Gizina sußeniæ rassloeniØ E na komponenty mnoßestva nuleæ vektornogo polØ, kasatel~nogo vdol~ sloev ishodnogo rassloeniØ E (ili, qto ffkvivalentno, v terminah nepodvißnyh toqek posloænogo deæstviØ prØmoæ na prostranstve rassloeniØ).

Rassmotrim lokal~no trivial~noe rassloenie (E, F, B, p), sloæ kotorogo est~ gladkoe kompaktnoe zamknutoe mnogoobrazie F . Predpoloßim, qto na rassloenii E zadano posloænoe deæstvie poloßitel~noæ poluprØmoæ R_+: g : R+ × E → E. �tomu deæstvi¸ sootvetstvuet vektornoe pole s, kasatel~noe vdol~ sloev rassloeniØ E, zadavaemoe po formule s(x) = dg dt | | | |_{t=0} ∈ τ^F (E),

gde τ_F (E) – kasatel~noe k E rassloenie vdol~ sloev. Predpoloßim, qto vektornoe pole s ØvlØetsØ polem Morsa–Botta. Oboznaqim qerez E_1, . . . , E_m svØznye komponenty mnoßestva nuleæ polØ s. Zametim, qto E_j – podrassloenie rassloeniØ E. Pust~ p_j – proekciØ v rassloenii E_j , a i_j : E_j → E – vloßenie rassloeniØ

E_j v rassloenie E.

308 K. �. FEL^DMAN

Predpoloßim, qto rassloeniØ E, E_1, . . . , E_m – h-orientiruemy. Rassmotrim proizvol~nyæ fflement w ∈ h^∗(E). Oboznaqim qerez

e(τ_F (E)) ffælerov klass rassloeniØ τ_F (E). Predpoloßim, qto v

kol~ce h^∗(B) suwestvuet fflement Δ takoæ, qto p^∗Δ·w = e(τ_F (E))·x dlØ nekotorogo fflementa x ∈ h^∗(E). Pust~ p_!, p_{1!}, . . ., p_{m!} – gomomorfizmy Gizina dlØ rassloeniæ E, E_1, . . . , E_m sootvetstvenno.

Teorema 3.1 (ffkvivariantnyæ analog teoremy Puankare–Hop-

fa). V opisannyh vyxe predpoloßeniØh imeet mesto formula:

Δ · p_!(w) = k∑ j=1 p_{j!} ( Ind_s(E_j)e(τ_F (E_j))i^∗_j x ) . (3.1)

Dokazatel~stvo. Zametim, qto gomomorfizm Gizina p! proiz-

vol~nogo h-orientiruemogo rassloeniØ E i transfer Bekkera– Gottliba τ (p) fftogo rassloeniØ svØzany sootnoxeniem:

τ (p)^∗(w) = p_!(e(τ_F (E)) · w) (3.2)

dlØ proizvol~nogo fflementa w ∈ h^∗(E) [10]. Pofftomu

Δ · p_!(w) = p_!(p^∗(Δ) · w) = p_!(e(τ_F (E)) · x) = τ (p)^∗x. (3.3)

V silu svoæstva lokalizacii transfera

τ (p)^∗x = k∑ j=1 τ (p_j)^∗(Ind_s(E_j )i^∗_j x), (3.4)

gde τ (p_j ) – transfer rassloeniØ p : E_j → B. Iz (3.2) i (3.4) poluqaem okonqatel~nyæ rezul~tat (3.1). �

Sledstvie 3.1. DlØ zamknutogo kompaktnogo orientiruemogo

gladkogo mnogoobraziØ M i vektornogo polØ Morsa–Botta s na nem imeet mesto formula:

χ(M ) = k∑ j=1 Ind_s(M_j )χ(M_j ),

gde M_1, . . . , M_k – svØznye komponenty podmnogoobraziØ nuleæ polØ s, vse podmnogoobraziØ nuleæ predpolaga¸tsØ orientirovannymi,

ANALOG TEOREMY PUANKARE�HOPFA 309

χ – ffælerova harakteristika, a indeksy prinima¸t znaqeniØ v gruppe celyh qisel.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ teoremu 3.1 v sluqae,

kogda G est~ odnoparametriqeskaØ gruppa diffeomorfizmov M , poroßdennaØ s, fflement w est~ ffælerov klass kasatel~nogo rassloeniØ k M v celoqislennyh kogomologiØh, Δ = 1, a baza B vseh rassmatrivaemyh rassloeniæ est~ toqka. �

Primer 3.1. Pust~ kompaktnaØ gruppa Li G deæstvuet na za-

mknutom kompaktnom mnogoobrazii M polusvobodno (t.e. stabilizator l¸boæ toqki iz M est~ libo vsØ gruppa G, libo tol~- ko ediniqnyæ fflement gruppy G). Oboznaqim qerez M_1, . . . ,M_k svØznye komponenty podmnogoobraziæ nepodvißnyh toqek deæstviØ gruppy G. Budem predpolagat~, qto M_1, . . . ,M_k – zamknutye kompaktnye podmnogoobraziØ.

Teorema 3.2. Na mnogoobrazii M suwestvuet G-invariantnoe

kasatel~noe vektornoe pole s, nuli kotorogo sut~ vse nepodvißnye toqki deæstviØ gruppy G i nabor izolirovannyh podmnogoobraziæ nuleæ, na kaßdom iz kotoryh G deæstvuet svobodno. Indeksy nuleæ fftogo polØ v nepodvißnyh toqkah deæstviØ ravny +1.

Dokazatel~stvo. Pust~ N (Mj), j = 1, . . . , k, – G-invariantnye

trubqatye okrestnosti podmnogoobraziæ M_j v mnogoobrazii M . Na mnogoobrazii M^0 = M \ ⋃_k j=1 N (M_j ) gruppa G deæstvuet svo-

bodno. Sledovatel~no, M^0/G est~ gladkoe mnogoobrazie s kraem. Postroim proizvol~noe nevyroßdennoe kasatel~noe vektornoe pole s na M^0/G, kotoroe na granice ∂M^0/G budet napravleno vnutr~ mnogoobraziØ M^0/G. PodnØtie fftogo vektornogo polØ na mnogoobrazie M^0 po proekcii p : M^0 → M^0/G moßet byt~ prodolßeno do kasatel~nogo vektornogo polØ na vsem mnogoobrazii M . DlØ prodolßeniØ dostatoqno zametit~, qto N (M_j ) ØvlØetsØ G-deformacionnym retraktom podmnogoobraziØ M_j , j = 1, . . ., k. Pust~ ϕ^j_t – sootvetstvu¸waØ deformaciØ. Togda vektornoe pole

p^∗(s) prodolßaetsØ na kaßdu¸ trubku N (M_j ) po formule ^s(x, u) = |u|ϕ^j_{|u|∗}(p^∗(s(x, u/|u|))). Netrudno proverit~, qto postroennoe vektornoe pole udovletvorØet usloviØm teoremy. �

310 K. �. FEL^DMAN

Pust~ π : EG → BG – universal~noe G-rassloenie. Oboznaqim qerez E rassloenie EG×_G M , pust~ p – proekciØ v fftom rassloenii. Predpoloßim, qto rassloenie E i mnogoobraziØ M_1, . . . , M_k orientiruemy v teorii kogomologiæ h^∗( · ). Dopustim, qto suwestvuet takoæ nedelitel~ nulØ Δ ∈ h^∗(BG), qto p^∗Δ = e(τ_F (E)) · x, dlØ podhodØwego x ∈ h^∗(E). Pust~ normal~nye rassloeniØ ν_j podmnogoobraziæ M_j ⊂ M takße h-orientiruemy, i deæstvie gruppy G sohranØet h-orientaci¸ v ν_j. Oboznaqim qerez ν^G_j rassloenie π_j : EG ×_G ν_j → BG × M_j, qerez E_j oboznaqim rassloeniØ p_j : M_j × BG → BG, j = 1, . . . , k. Krome togo, pust~ h^∗(BG)_S ,

h^∗(E_j)_S – kol~ca h^∗(BG), h^∗(E_j), lokalizovannye po mnoßestvu

vseh nedeliteleæ nulØ. Rassmotrim proizvol~nyæ harakteristiqeskiæ klass h-orientirovannyh vektornyh rassloeniæ w(ζ).

Teorema 3.3 (obobwennye uravneniØ Konnera–Floæda). DlØ po-

lusvobodnogo deæstviØ kompaktnoæ gruppy Li G na kompaktnom mnogoobrazii M v sformulirovannyh vyxe usloviØh v kol~ce h^0(BG)_S imeet mesto ravenstvo:

p_!(w(τ_F (E))) = k∑ j=1 w(τ (M_j ) ⊕ ν^G_j )

e(ν^G_j ) ∩ [M_j](modI(EG)), gde [M_j ] – fundamental~nyæ klass mnogoobraziØ M_j , I(EG) = τ (π)^∗1.

Dokazatel~stvo. Postroennoe v teoreme 3.2 vektornoe pole na

mnogoobrazii s polusvobodnym deæstviem gruppy G pozvolØet primenit~ teoremu 3.1 dlØ rassloeniØ E ∼= EG ×_G M . Nuli vektornogo polØ, ne ØvlØ¸wiesØ nepodvißnymi toqkami deæstviØ G, razbiva¸tsØ na mnoßestva, v kaßdoe iz kotoryh vhodØt toqki odnoæ orbity. Sootvetstvu¸wie podrassloeniØ nuleæ v prostranstve EG ×_G M ØvlØ¸tsØ izolirovannymi ffkzemplØrami prostranstva EG ⊂ EG ×_G M . Poskol~ku prostranstvo EG stØgivaemo, to ograniqenie na nego l¸bogo klassa kogomologiæ iz h^∗(EG ×_G M ) razmernosti > 0 ØvlØetsØ nulem. Pofftomu nenulevoæ po modul¸ I(EG) vklad v formulu (3.1) vnosØt tol~- ko slagaemye, sootvetstvu¸wie nepodvißnym podmnogoobraziØm deæstviØ gruppy G. Zametim, qto fflement e(ν^G_j ) obratim v kol~- ce h^∗(E_j)_S (sm. [8]). Pust~ i_j : E_j ⊂ E – vloßenie rassloeniæ,

j = 1, . . ., k. Netrudno proverit~, qto p^∗_j (Δ) = e(τ_F (E_j))e(ν^G_j )x.

ANALOG TEOREMY PUANKARE�HOPFA 311 DelØ levu¸ i pravu¸ qasti ravenstva (3.1) na Δ, poluqaem

p_!(w(τ_F (E))) = k∑ j=1 p_{j!} ( w(τ_F (E_j ) ⊕ ν^G_j )

e(ν^G_j ) ) . DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto

p_{j!}(x) = x ∩ [M_j], j = 1, . . ., k. �

Sledstvie 3.2 (sr. [9]). DlØ polusvobodnogo deæstviØ kompakt-

noæ gruppy Li G na zamknutom kompaktnom orientiruemom mnogoobrazii M s orientiruemymi zamknutymi kompaktnymi podmnogoobraziØmi nepodvißnyh toqek imeet mesto toßdestvo χ(M ) ≡ k∑ j=1 χ(M_j) (modχ(G)).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno primenit~ teoremu 3.3 v sluqae,

kogda w est~ ffælerov klass. �

Zameqanie 3.1. Netrudno proverit~, qto sledstvie 3.2 nepos-

redstvenno vytekaet iz teoremy 3.2 i klassiqeskoæ teoremy Puankare–Hopfa daße bez predpoloßeniØ orientiruemosti. Pofftomu dokazatel~stvo sledstviØ 3.2, obobwa¸wego rezul~tat raboty [9], ne trebuet privleqeniØ sloßnoæ tehniki iz raboty [9].

Primer 3.2. DlØ l¸bogo gladkogo deæstviØ tora na kompaktnom

mnogoobrazii suwestvuet invariantnoe vektornoe pole, nulØmi kotorogo ØvlØ¸tsØ vse nepodvißnye toqki deæstviØ. �to vektornoe pole zadaetsØ odnoparametriqeskoæ podgruppoæ tora, poroßda¸weæ plotnu¸ obmotku. Analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3.3 moßet byt~ poluqena teorema At~i–Botta o nepodvißnyh toqkah deæstviØ okrußnosti i ee obobwenie dlØ torov.

Zameqanie 3.2. Primery 3.1 i 3.2 pokazyva¸t, qto teorema 3.1

predstavlØet soboæ obobwenie klassiqeskih rezul~tatov – uravneniæ Konnera–Floæda i teoremy At~i–Botta – na sluqaæ deæstviØ proizvol~nyh kompaktnyh grupp Li. Kak vidno iz formulirovki teoremy 3.1, korrektnoe obobwenie (sr. [8]) fftih rezul~tatov trebuet uqeta dopolnitel~nyh slagaemyh, ne svodimyh k podmnogoobraziØm nepodvißnyh toqek.

312 K. �. FEL^DMAN

§4. Isqislenie Xuberta

V fftom paragrafe na osnovanii rezul~tatov §3 budet postroeno isqislenie Xuberta v proizvol~noæ kompleksno-orientir-ovannoæ teorii kogomologiæ. My vospol~zuemsØ rezul~tatami [11], gde byli issledovany standartnye funkcii vysoty na matriqnyh gruppah Li. Pri naliqii dopolnitel~noæ simmetrii u takih funkciæ ih povedenie v okrestnosti kritiqeskih toqek opredelØet strukturu kol~ca kogomologiæ invariantnyh (otnositel~no prisoedinennogo deæstviØ) podmnogoobraziiæ gruppy Li. Zafiksiruem kompleksno-orientiruemu¸ teori¸ kogomologiæ h^∗( · ). Oboznaqim kol~co kofffficientov fftoæ teorii qerez

Λ^∗ = ∑ Λ^n, gde Λ^n = h^n(pt). Pust~ f(u, v) – formal~naØ gruppa v h^∗( · ): f(u, v) = u + v + ∑ i,j¿1^{αiju} iv^j , gde α_{ij} ∈ Λ^{−i−j+2}. Pust~

g(u) = u + ∑ i>1 β_iu^i, β_i ∈ Λ^{−i+1} – logarifm formal~noæ gruppy f(u, v).

Pust~ λ = (μ_1, μ_2, . . .) – koneqnaØ posledovatel~nost~ neotricatel~nyh celyh qisel.

Teorema 4.1. �lement kol~ca qastnyh Λ^∗([[x1, . . . , xn]])

s^h_λ(x_1, . . ., x_n) = ∑ σ∈S_n

n∏ i=1 x^{μi}_{σ(i)} ∏ i<j g^{−1}(g(x_{σ(j)}) − g(x_{σ(i)}))

ØvlØetsØ formal~nym rØdom iz kol~ca Λ^∗[[x_1, . . . , x_n]], simmetriqnym po peremennym x_i.

Dokazatel~stvo. Simmetriqnost~ funkciæ s^h_λ(x1, . . . , xn) po pe-

remennym x_i oqevidna. Dokaßem, qto ffti funkcii ØvlØ¸tsØ formal~nymi rØdami. Zametim, qto

g^{−1}(g(x_j ) − g(x_j )) = f(x_j , x̄_i) = f(x_j , x̄_i) − f(x_i, x̄_i)

ANALOG TEOREMY PUANKARE�HOPFA 313

= (x_j − x_i) 1 + ∑ k,l¿1^{αkl} ( x^k_j − x^k_i x_j − x_i ) x̄^l_i = (x_j − x_i)ϕ(x_j , x_i). RØd ϕ(x_j, x_i) obratim, poskol~ku naqinaetsØ s edinicy. Oboznaqim rØd 1/ϕ(x_j, x_i) qerez ψ(x_j , x_i). Nam dostatoqno pokazat~, qto rØd ∑ σ∈S_n sgn(σ) n∏ i=1 x^{μi}_{σ(i)} ∏ i<j ψ(x_{σ(j)} − x_{σ(i)}) delitsØ na ∏ i<j (x_j − x_i). Poslednee utverßdenie dostatoqno pro-

verit~ dlØ sluqaØ dvuh peremennyh. Imeem

s^h_{(μ1,μ2)}(x_1, x_2) = x^{μ1}_1 x^{μ2}_2 (x_2 − x_1)ϕ(x_2, x_1) + x^{μ1}_2 x^{μ2}_1 (x_1 − x_2)ϕ(x_1, x_2) , otkuda

(x_2 − x_1)s^h_{(μ1,μ2)}(x_1, x_2) = x^{μ1}_1 x^{μ2}_2 ϕ(x_2, x_1) − x^{μ1}_2 x^{μ2}_1 ϕ(x_1, x_2) . Poskol~ku pri x_1 = x_2 pravaØ qast~ poslednego ravenstva ravna 0, to ona delitsØ na x_1 − x_2. Ots¸da sleduet trebuemoe. � Oboznaqim qerez Δ^h(x_1, . . . , x_n) formal~nyæ rØd ∏ i<j g^{−1}(g(x_j ) − g(x_i)).

Opredelenie 4.1. Obobwennym polinomom Xura s indeksom λ v

kompleksno-orientiruemoæ teorii kogomologiæ h^∗( · ) nazyvaetsØ simmetriqeskiæ formal~nyæ rØd

s^h_λ(x_1, . . ., x_n) = ∑ σ∈S_n

n∏ i=1 x^{μi}_{σ(i)} Δ^h(x_{σ(1)}, . . . , x_{σ(n)}) . Zameqanie 4.1. V teorii celoqislennyh kogomologiæ formal~-

naØ gruppa trivial~na. Pofftomu obobwennye polinomy Xura v

H^∗(·, Z) sovpada¸t s obyknovennymi polinomami Xura

s_λ(x_1, . . . , x_n) = det(x^{μi+n−i}_j )/ det(x^{n−i}_j ).

314 K. �. FEL^DMAN

Primer 4.1. Vyqislim obobwennye polinomy Xura v kompleks-

noæ K-teorii. Formal~naØ gruppa imeet vid f(u, v) = u + v + βuv, gde β – fflement Botta. Obratnym k fflementu u v fftoæ formal~- noæ gruppe budet fflement (−u)(1 + βu)^{−1}. Pofftomu

s^K_λ (x_1, . . . , x_n) = ∑ σ∈S_n

n∏ i=1 x^{μi}_{σ(i)} Δ^K(x_{σ(1)}, . . . , x_{σ(n)})

= ∑ σ∈S_n

n∏ i=1 x^{μi}_{σ(i)} ∏ i<j (x_{σ(j)} − x_{σ(i)}) n∏ i=1 (1 + βx_{σ(i)})^{n−i}

= n(n−1) 2∑ k=0 β^k ∑ γ6δ;|γ|=k (_n ∏ i=1 ( n − i γ_i )) s_{λ+γ−δ} (x_1, . . . , x_n), gde δ = (n − 1, n − 2, . . . , 0), pod γ 6 δ my ponimaem, qto γ_i 6 i dlØ vseh i = 1, . . . , n.

Zametim, qto poskol~ku obobwennye polinomy Xura predstavlØ¸t soboæ simmetriqeskie funkcii kol~ca Λ^∗[[x_1, . . . , x_n]], oni mogut byt~ zapisany kak rØdy ot fflementarnyh simmetriqeskih mnogoqlenov. Pust~ P^h_λ (σ_1, . . . , σ_n) – sootvetstvu¸wie rØdy:

s^h_λ(x_1, . . . , x_n) = P^h_λ (σ_1(x_1, . . . , x_n), . . . , σ_n(x_1, . . ., x_n)),

gde σ_k(x_1, . . . , x_n) – k-æ fflementarnyæ simmetriqeskiæ mnogoqlen ot x_1, . . . , x_n.

Rassmotrim kompleksnoe n-mernoe vektornoe rassloenie η nad bazoæ B. Budem oboznaqat~ qerez s^h_λ(η) harakteristiqeskiæ klass rassloeniØ η, ravnyæ P^h_λ (c_1(η), . . . , c_n(η)), gde c_k(η) – k-æ klass QßenØ rassloeniØ η v teorii h^∗( · ).

Pust~ F_ω – mnogoobrazie kompleksnyh flagov, sootvetstvu¸- wee uporØdoqennomu razbieni¸ ω = (n_1, . . . , n_k) qisla n. Pust~

F_ω(η) – rassloenie so sloem F_ω, associirovannoe s rassloeniem

η. Oboznaqim qerez p_ω proekci¸ v fftom rassloenii, a qerez p_{ω!} – gomomorfizm Gizina. Pust~ η(n_i) – i-e tavtologiqeskoe rassloenie nad F_ω(η), i = 1, . . . , k.

ANALOG TEOREMY PUANKARE�HOPFA 315

Teorema 4.2. DlØ l¸byh obobwennyh polinomov Xura s^h_{λ1} , . . . , s^h_{λk}

v kompleksno-orientirovannoæ teorii kogomologiæ h^∗( · ) imeet mesto formula p_{ω!} (_k ∏ i=1 s^h_{λi} (η(n_i)) ) = s^h_{λ1∪···∪λk} (η), gde pod ∪ ponimaetsØ uporØdoqennoe ob¨edinenie.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto “flagizaciØ” kompleksnogo vek-

tornogo rassloeniØ moßet byt~ poluqena posledovatel~nym vypolneniem “grassmanizaciæ” ishodnogo rassloeniØ, a zatem voznika¸wih tavtologiqeskih rassloeniæ nad sootvetstvu¸wimi “grassmanizaciØmi”. Pofftomu utverßdenie teoremy dostatoqno dokazat~ dlØ sluqaØ prosteæxego mnogoobraziØ flagov – mnogoobraziØ Grassmana. V silu principa raswepleniØ moßno sqitat~, qto baza ishodnogo rassloeniØ est~ BT^n = C P^∞ ×· · ·×C P^∞ , a ishodnoe rassloenie est~ dekartovo proizvedenie ζ ∼= η_1 × · · ·×

η_n tavtologiqeskih odnomernyh kompleksnyh vektornyh rasslo-

eniæ nad C P^∞ . Oboznaqim qerez x_i pervyæ klass QßenØ rassloeniØ η_i v teorii kogomologiæ h^∗( · ).

V rabote [11] postroena minimal~naØ funkciØ Morsa na mnogoobrazii Grassmana. Ona imeet vid

f(X) = ReTr(AX), X ∈ C G^n_k ,

gde A – diagonal~naØ matrica s poparno razliqnymi vewestvennymi poloßitel~nymi sobstvennymi znaqeniØmi, a X – operator otraßeniØ otnositel~no k-mernogo podprostranstva X. �ta funkciØ invariantna otnositel~no deæstviØ strukturnoæ gruppy T^n rassloeniØ ζ. Pofftomu gradientnyæ potok funkcii f daet nam vektornoe pole s na C G^n_k (ζ), kasatel~noe vdol~ sloev. NulØmi polØ s budut podrassloeniØ C G^n_k^{(∏}_{i∈I} ηi^) , gde I – proizvol~noe podmnoßestvo iz k razliqnyh fflementov mnoßestva {1, . . ., n}. Poskol~ku otricatel~noe podprostranstvo matricy Hes(f) v kritiqeskoæ toqke funkcii f nadeleno kanoniqeskoæ kompleksnoæ strukturoæ [11], to indeksy vseh nu-

316 K. �. FEL^DMAN leæ vektornogo polØ s ravny +1. Krome togo, kasatel~noe rassloenie vdol~ sloev rassloeniØ C G^n_k (ζ) izomorfno rassloeni¸ η̄(k) ⊗ η(n − k). Zametim, qto h^∗(BT^n) ne soderßit deliteleæ nulØ. Postroim takoæ fflement Δ ∈ h^∗(BT^n), qto p^∗_k(Δ) delitsØ na ffælerov klass e(η̄(k) ⊗ η(n − k)). Predstavim e(η̄(k) ⊗ η(n − k)) v vide rØda P (e_1, . . . , e_k) ot obrazu¸wih Vu rassloeniØ η(k). Pust~

e_{k+1}, e_{k+2}, . . . , e_n – obrazu¸wie Vu rassloeniØ η(n − k). Rassmo-

trim rØd G(e_1, . . . , e_n) = ∏ {i1,...,i_k}⊂{1,...,n} P (e_{i1} , . . . , e_{ik} ). �tot rØd delitsØ na e(η̄(k)⊗η(n−k)). Poskol~ku vsØ sovokupnost~

(e_1, . . . , e_n) ØvlØetsØ sovokupnost~¸ obrazu¸wih Vu rassloeniØ p^∗_k(ζ) ∼= η(k) ⊕ η(n − k), a rØd G simmetriqen po e_j, to G(e_1, . . . , e_n)

leßit v p^∗_k(h^∗(BT^n)) i, sledovatel~no, iskomyæ Δ suwestvuet.

Primenim teoremu 3.1 k postroennomu vektornomu pol¸ s. DelØ na Δ, poluqaem

p_{k!}(s^h_{λ1} (η(k))s^h_{λ2} (η(n − k))) = ∑ I⊂{1,...,n}, #I=k

s^h_{λ1} ( ∏ i∈I η_i)s^h_{λ2} ( ∏ j /∈I η_j) ∏ i∈I,j /∈I f(η_j , η̄_i) =

= ∑ I⊂{1,...,n}, #I=k s^h_{λ1} (x_I )s^h_{λ2} (x¯_I ) ∏ i∈I,j /∈I g^{−1}(g(x_j ) − g(x_i)) = s^h_{λ1∪λ2} (ζ), qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 4.2. �

Zameqanie 4.2. Teorema 4.2 moßet byt~ dokazana tol~ko s is-

pol~zovaniem teoremy At~i–Botta o nepodvißnoæ toqke. Odnako, privedennoe vyxe dokazatel~stvo moßet byt~ obobweno na xirokiæ klass simmetriqeskih prostranstv, issledovannyh v [11]. �to pozvolØet vyqislØt~ mul~tiplikativnu¸ strukturu kolec kogomologiæ nekotoryh odnorodnyh prostranstv, dlØ kotoryh teorema At~i–Botta ne primenima.

Zameqanie 4.3. V silu zameqaniØ 4.1 v teorii celoqislennyh

kogomologiæ rezul~tat teoremy 4.2 sovpadaet s analogiqnym rezul~tatom [12].

ANALOG TEOREMY PUANKARE�HOPFA 317 V zakl¸qenie sformuliruem teoremu, v kotoroæ vyqislØetsØ transfer Bekkera–Gottliba dlØ grassmanizacii kompleksnogo vektornogo rassloeniØ. Pust~ λ = (μ_1, μ_2, . . . , μ_n) – nevozrasta- ¸waØ posledovatel~nost~ neotricatel~nyh celyh qisel dliny

l(λ) = n, λ(i) – qislo fflementov v λ, ravnyh i, i = 0, 1, 2, . . .

Oboznaqim qerez m_λ(x_1, . . . , x_n) simmetriqeskiæ polinom, rav-

nyæ summe vsevozmoßnyh razliqnyh monomov vida^n ∏ i=1 x^{μi}_{σ(i)}, gde

σ ∈ S_n. Pust~ τ (p_{(k,n−k)}) – transfer rassloeniØ C G^n_k (η), a m_λ(η) –

harakteristiqeskiæ klass rassloeniØ η, sootvetstvu¸wiæ simmetriqeskomu polinomu m_λ (dimC η = l(λ)).

Teorema 4.3. V proizvol~noæ kompleksno-orientiruemoæ teorii

kogomologiæ imeet mesto formula

τ (p_{(k,n−k)})^∗(m_{λ1} (η(k))m_{λ2} (η(n − k))) = (_∞ ∏ i=0 ( λ_1(i) + λ_2(i) λ_1(i) )) m_{λ1∪λ2} (η), gde l(λ_1) = k, l(λ_2) = n − k.

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy polnost~¸ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 4.2. �

§5. Zakl¸qenie

Postroennye v rabote obobwennye polinomy Xura zavisØt ot kofffficientov formal~noæ gruppy sootvetstvu¸weæ teorii kogomologiæ h^∗( · ). �ti kofffficienty moßno rassmatrivat~ kak parametry deformacii additivnogo bazisa prostranstva simmetriqeskih rØdov s kofffficientami v h^∗(pt), zadannogo obyknovennymi polinomami Xura. Esli formal~naØ gruppa teorii

h^∗( · ) trivial~na, to sootvetstvu¸wie obobwennye polinomy

Xura sovpada¸t s obyknovennymi. �to sootvetstvuet ravenstvu nul¸ vseh parametrov deformacii. Interesno vyØsnit~, kakie parametriqeskie semeæstva simmetriqeskih funkciæ moßno poluqit~ iz obobwennyh polinomov Xura pri proizvol~nom vybore znaqeniæ parametrov deformacii.

Literatura

1. Dß. Milnor, A. Uolles, Differencial~naØ topologiØ. Naqal~nyæ kurs.

M., Mir, 1972.

318 K. �. FEL^DMAN

2. M. At~Ø, R. Bott, Zametki o teoreme Lefxeca o nepodvißnoæ toqke.

— Sb. perev. “Matematika” 10:4 (1966), 101–139.

3. P. Konner, �. Floæd, Gladkie periodiqeskie otobraßeniØ. M., Mir, 1969.

4. V. Fulton, TeoriØ pereseqeniæ. M., Mir, 1989.

5. P. Bressler, S. Evens, Shubert calculus in complex cobordism. — Trans. Am. Math.

Soc. 331 no. 2 (1992), 799–811.

6. H. Nakajima, Jack polynomials and Hilbert schemes of points on surfaces.

preprint.

7. V. M. Buhxtaber, K. �. Fel~dman, Indeks ffkvivariantnogo vektornogo polØ i teoremy sloßeniØ dlØ harakteristiqeskih klassov PontrØgina. — Izv. RAN, ser. matem. 64, ˝ 2 (2000), 3–28.

8. I. M. Kriqever, Formal~nye gruppy i nepodvißnye podmnogoobraziØ deæstviæ kompaktnyh grupp Li. DissertaciØ na soiskanie uqenoæ stepeni kandidata fiziko-matematiqeskih nauk, M., MGU, 1974.

9. T. E. Panov, Vyqislenie rodov Hircebruha mnogoobraziæ, nesuwih deæstvie gruppy Zp, qerez invarianty deæstviØ. — Izv. RAN, ser. matem. 62, ˝ 3 (1998), 87–120.

10. J. C. Becker, D. H. Gottlieb, The transfer map and fiber bundles. — Topology

14 (1975), 1–12.

11. A. P. Veselov, I. A. Dynnikov, Integriruemye gradientnye potoki i teoriØ Morsa. — Algebra i analiz 8, ˝ 3 (1996), 78–103.

12. T. Jozefiak, A. Lascoux, P. Pragacz, Klassy determinantnyh mnogoobraziæ,

associirovannyh s simmetriqeskoæ i kososimmetriqeskoæ matricami. — Izv. AN SSSR, ser. matem. 45, ˝ 3 (1981), 662–674.

Fel’dman K. E. An equivariant analog of the Poincaré–Hopf theorem.

A new method for localization of algebro-topological invariants of smooth manifolds is given in terms of equivariant tangent vector fields. Main realizations of direct image constructions – the Gysin map and the Becker–Gottlieb transfer map – are calculated for Grassmannizations of complex vector bundles and for a complex-oriented cohomology theory.

Postupilo 17 oktØbrØ 1999 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M. V. Lomonosova

email kot@feb.uupc.chg.ru