Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 267, 2000 g.

P. V. Svetlov

ZACEPLENI˚ NA T -POLI�DRAH: PRIMERY KUBIKOVYH PROSTRANSTV GUSAROVA

Vvedenie

Cel~¸ raboty ØvlØetsØ postroenie teorii invariantov koneqnogo tipa dlØ zacepleniæ na T -poliffdrah. “Koneqnost~ tipa” opredelØetsØ v smysle teorii kubikovyh prostranstv, sozdannoæ M. N. Gusarovym [2].

S T -poliffdrami avtor poznakomilsØ v 1996 g. blagodarØ svoemu nauqnomu rukovoditel¸ professoru S. V. BuØlo. �tot ob¨- ekt, i toße v svØzi s teorieæ uzlov, izuqalsØ takße I. Dynnikovym, raboty kotorogo, odnako, iznaqal~no napravleny na izuqenie uzlov v R^3, v to vremØ kak nas interesovala imenno specifika poliffdra.

Struktura raboty. V §1 opredelØ¸tsØ interesu¸wie nas geo-

metriqeskie ob¨ekty: kanoniqeskiæ T -poliffdr T i mnoßestva L i LL zacepleniæ i dvuhcvetnyh zacepleniæ na nem. V §2 opisyvaetsØ kodirovka zacepleniæ w : LL → Γ, prinima¸waØ znaqeniØ v nekotoroæ svobodnoæ gruppe Γ. V §3 opisyva¸tsØ dve razliqnye kubikovye struktury na LL i inducirovannye kodirovkoæ w struktury na Γ. V §4 stroitsØ semeæstvo izotopiqeskih invariantov {ω_n}_{n≥0} dvuhcvetnyh zacepleniæ na T , prinima¸wih znaqeniØ v nekotoroæ algebre Li. V §5 ustanavlivaetsØ opredelØemaØ po inducirovannoæ kubikovoæ strukture na Γ koneqnost~ tipa fftih invariantov. Nakonec, §6 soderßit svodku nußnyh nam opredeleniæ iz teorii M. N. Gusarova.

§1. Ob¨ekty 1.1. Poliffdr T i krivye na T . L¸boæ poliffdr, gomeomorfnyæ

poliffdru, poluqennomu skleivaniem treh poluploskosteæ vdol~ ih kraevyh liniæ, nazyvaetsØ T -poliffdrom. S fftogo momenta

Rabota qastiqno podderßana RFFI (grant podderßki nauqnyh xkol

No. 00-15-96024). 260

ZACEPLENI˚ NA T –POLI�DRAH 261 my fiksiruem nekotoryæ T -poliffdr T , orientaci¸ ego suwestvennogo rebra l, i porØdok svØznyh komponent T_i mnoßestva

T \ l = T_1 ⊔ T_2 ⊔ T_3.

Opredelenie 1.1. Obraz vloßeniØ f : S^1 ⊔ · · · ⊔ S^1 → T takogo,

qto pereseqenie f(S^1 ⊔· · ·⊔S^1)∩l koneqno, nazyvaetsØ krivoæ na T .

1.2. ZacepleniØ. Krivye na T estestvenno rassmatrivat~ s toq-

nost~¸ do podhodØwego otnoxeniØ ffkvivalentnosti.

Opredelenie 1.2. GovorØt qto krivaØ c^′ ⊂ T poluqena iz krivoæ

c ⊂ T s pomow~¸ fflementarnoæ deformacii, esli naædetsØ takoæ nomer i = 1, 2, 3 i takaØ okrestnost~ O ⊂ T mnoßestva c ∩ T_i, qto c ∩ T_i = c^′ ∩ T_i i c ∩ (T \ T_i) izotopno c^′ ∩ (T \ T_i) v T \ T_i ∼= R^2 posredstvom nekotoroæ izotopii, svØzannoæ na mnoßestve T \ (T_i ∪ O).

Opredelenie 1.3. Klass krivyh, poluqennyh iz krivoæ c posred-

stvom proizvol~noæ posledovatel~nosti fflementarnyh deformaciæ, nazyvaetsØ zacepleniem na T i oboznaqaetsØ |c|. Mnoßestvo takih klassov my budem oboznaqat~ qerez L.

Zameqanie. Pust~ ι : T → R^3 – takoe vloßenie, qto suwestvu¸t

ploskosti P_1, P_2, P_3 ⊂ R^3 takie, qto ι(T_i) ⊂ P_i. Fiksiruem nekotoru¸ ploskost~ P ⊂ R^3 obwego poloßeniØ otnositel~no ι(T ). V fftom sluqae l¸boæ krivoæ c ⊂ T sootvetstvuet diagramma

π(c) zacepleniØ ι(c) poluqennaØ proekcieæ na ploskost~ P . My

utverßdaem, qto c^′ ∈ |c| v tom i tol~ko v tom sluqae, esli vozmoßno pereæti ot diagrammy π(c) k diagramme π(c^′) posredstvom pervogo i vtorogo preobrazovaniæ Raædemaæstera (sm. [6]).

Opredelenie 1.4. Rassmotrim mnoßestvo uporØdoqennyh par

(c_1, c_2) diz¨¸nktnyh orientirovannyh krivyh na T . DlØ takih ob¨- ektov oqevidnym obrazom opredeleny fflementarnye deformacii, a znaqit i klassy ffkvivalentnosti. Klass, sootvetstvu¸wiæ (c_1, c_2), oboznaqaetsØ qerez |c_1, c_2| i nazyvaetsØ dvuhcvetnym zacepleniem. Mnoßestvo dvuhcvetnyh zacepleniæ oboznaqaetsØ qerez LL.

§2. Kodirovka dvuhcvetnyh zacepleniæ 2.1. OtobraßeniØ ŵ, w̄. Rassmotrim paru (c1, c2) orientirovan-

nyh krivyh iz predyduwego opredeleniØ. Kaßdoæ toqke pereseqeniØ c_j ∩ l sopostavim bukvu iz alfavita A_j = {a^{±1}_{ji} }^3_{i=1} soglasno sledu¸wemu pravilu. Pust~ x ∈ c_j ∩ l. Voz~mem stol~

262 P. V. SVETLOV malu¸ okrestnost~ O(x) fftoæ toqki, qto naædetsØ nomer i = 1, 2, 3, dlØ kotorogo O(x) ∩ T_i ∩ c_j = ∅ i O(x) ∩ l ∩ c_j = {x}. OrientaciØ krivoæ c_j induciruet porØdok na dvuh drugih listah T_m i T_k ({i, k, m} = {1, 2, 3}). Pust~ v rassmatrivaemoæ toqke krivaØ perehodit s lista T_m na list T_k. Poloßim po opredeleni¸ ŵ(x) = a^{s(i,m,k)}_{ji} , gde s(i, m, k) – znak perestanovki

(1, 2, 3) → (i, m, k). Dalee, pust~ {x_1, . . . , x_n} – toqki mnoßestva (c_1 ∪ c_2) ∩ l, pronumerovannye v sootvetstvii s lineænym porØd-

kom, inducirovannym orientacieæ suwestvennogo rebra l. Po opredeleni¸ polagaem

w̄(c_1, c_2) = ŵ(x_1) . . . ŵ(x_n).

PravaØ qast~ poslednego ravenstva ØvlØetsØ slovom v alfavite A = A_1 ∪ A_2. Primer deæstviØ otobraßeniØ w̄ izobraßen na ris. 1.

Ris. 1. w̄(c1, c2) = a12a�123 a11a�122 a13a�121 .

2.2. Otobraßenie w. Pust~ G – gruppa s kopredstavleniem

G = ⟨A | a_{i1}a_{i2} = a_{i2}a_{i1}, a_{i1}a_{i2}a_{i3} = e; i = 1, 2⟩ ∼= Z^2 ∗ Z^2

(gde, kak obyqno, zvezdoqka oboznaqaet svobodnoe proizvedenie) i φ : ⟨A⟩ → G – estestvennaØ proekciØ.

Lemma [6]. Esli (c^′_1, c^′_2) ∈ |c1, c2|, to φ ∘ w̄(c^′_1, c^′_2) = φ ∘ w̄(c1, c2).

Poloßim po opredeleni¸ w = φ ∘ w̄ : LL → G i Γ = w(LL). Gruppa Γ ØvlØetsØ normal~noæ podgruppoæ kommutanta (G, G).

V 1997 g. M. N. Gusarov vyskazal predpoloßenie, qto Γ ØvlØetsØ normal~nym zamykaniem v G fflementa, sootvetvu¸wego izobraßennomu na ris. 1 dvuhcvetnomu zacepleni¸.

ZACEPLENI˚ NA T –POLI�DRAH 263

§3. Kubikovye struktury na LL

KratkaØ svodka opredeleniæ teorii kubikovyh prostranstv dana v §6, oboznaqeniØ i terminologiØ kotorogo ispol~zu¸tsØ dalee bez poØsneniæ.

3.1. Variacionnye shemy. Sledu¸wie dva opredeleniØ vzØty

mutatis mutandis iz raboty [1].

Opredelenie 3.1. Pust~ (c1, c2) – uporØdoqennaØ para orientiro-

vannyh krivyh na T . Modifikacieæ v pary (c_1, c_2) v oblasti V ⊂ T nazyvaetsØ zamena (c_1, c_2) ∩ V na drugoæ fragment (nabor nepereseka¸wihsØ prostyh dug v V , soedinØ¸wih toqki ∂V ∩ c_i drug s drugom), dostavlØ¸waØ novu¸ paru (c̃_1, c̃_2).

Opredelenie 3.2. Variacionnoæ shemoæ S(vi, Vi; 1 6 i 6 r) raz-

mernosti r nazyvaetsØ para (c_1, c_2) kak vyxe vmeste so mnoßestvom ee modifikaciæ {v_i}^r_{i=1} v diz¨¸nktnyh oblastØh {V_i}^r_{i=1}. Para (c_1, c_2) nazyvaetsØ pri fftom bazovym fflementom variacionnoæ shemy S.

3.2. Kubikovye struktury. Teper~ my opredelim dve kubiko-

vyh struktury na mnoßestve LL.

Opredelenie 3.3 (∘-kubikovaØ struktura). L¸boæ n-mernyæ ku-

bik c opredelØetsØ paroæ ( r-mernaØ variacionnaØ shema S(v_i, V_i; 1 6 i 6 r), otobraßenie k : {1, . . ., r} → {1, . . ., n} ) . V fftom sluqae dlØ vsØkogo σ ∈ 2^n imeem c(σ) = |c^σ_1 , c^σ_2 |, gde para (c^σ_1 , c^σ_2 ) poluqena iz bazovogo fflementa (c_1, c_2) shemy S kak rezul~- tat provedeniØ modifikaciæ {v_i}_{i∈Iσ} , gde I_σ = {i ∈ {1, . . ., r} | σ_{k(i)} = 1}. Mnoßestvo vseh n-kubikov oboznaqaetsØ LL^∘_n.

Opredelenie 3.4 (⋆-kubikovaØ struktura). Opredelim LL^⋆_n ⊂

LL^∘_n kak podmnoßestvo takih kubikov, qto oblasti V_i v ih shemah ime¸t svØznye pereseqeniØ s suwestvennym rebrom l.

Dokazatel~stvo vypolneniØ aksiom KP1–3 opuskaetsØ.

3.3. Inducirovannye struktury.

264 P. V. SVETLOV

Lemma 3.5. 1. Pust~ U – kubikovoe prostranstvo i f : U → V –

otobraßenie “na”. Togda semeæstvo mnoßestv V_n = {f ∘ c ∈ V_n | c ∈ U_n} opredelØet kubikovu¸ strukturu na mnoßestve V .

2. Esli u – invariant koneqnogo tipa na V (po otnoxeni¸ k kubikovoæ strukture, opredelennoæ v p. 1), to f^∗u ≡ u ∘ f – toße invariant koneqnogo tipa (i toæ ße stepeni) na U .

Dokazatel~stvo poluqaetsØ prØmoæ proverkoæ: dlØ vsØkogo ku-

bika c ∈ U_n inducirovannoe otobraßenie f_∗c ≡ f ∘ c takße ØvlØetsØ n-kubikom na V . Analogiqno, Alt_n f^∗u(c) = Alt_n u(f_∗c) = 0. � Kubikovye struktury, poluqennye opisannym v lemme putem, nazyva¸tsØ inducirovannymi. Ispol~zuØ lemmu 3.5 i otobraßenie w : LL → Γ, my poluqaem inducirovannye kubikovye struktury na mnoßestve fflementov gruppy Γ. �tot punkt my zakonqim tem, qto dadim ih opisanie.

∘-Kubiki: L¸boæ n-kubik c opredelØetsØ paroæ ( {g_i, h_i}^r_{i=1} ⊂ G; k : {1, . . ., r} → {1, . . ., n} ) , gde dlØ vsØkogo σ ∈ 2^n

c(σ) = g^{σk(1)}_1 h_1 . . . g^{σk(r)}r h_r ∈ Γ.

⋆-Kubiki: Zdes~ n-kubiki opredeleny tak ße, i imeetsØ lix~ odno dopolnitel~noe uslovie: g_1, g_2, . . . , g_r ∈ Γ.

§4. Postroenie invariantov ωn

Algebraiqeskie konstrukcii sledu¸wih dvuh punktov moßno naæti v [5].

4.1. Kol~co Li gruppy. Pust~ G – ta ße gruppa, qto i vyxe.

Rassmotrim ee nißniæ central~nyæ rØd: G^0 = G ⊃ G^1 = (G, G) ⊃ · · · ⊃ G^n = (G, G^{n−1}) ⊃ . . . Zdes~ (·, ·) – kommutator v G. Oboznaqim abelev faktor G^n/G^{n+1} qerez gr_n G i rassmotrim prØmu¸ summu ⨁ n≥0 gr_n G. �tot Z-

modul~ imeet estestvennu¸ struktur kol~ca Li. A imenno, otobraßeniØ

ϕ_{nm} : gr_n G × gr_m G → gr_{n+m} G, (xG^{n+1}, yG^{m+1}) → (x, y)G^{m+n+1}

ZACEPLENI˚ NA T –POLI�DRAH 265 bilineæny i kososimmetriqny. Qerez [·, ·] oboznaqim bilineænu¸ kososimmetriqesku¸ operaci¸ na ⨁ n≥0 gr_n G taku¸, qto

ee sußenie na gr_n G × gr_m G – ϕ_{nm}. �ta operaciØ i daet iskomu¸ strukturu kol~ca Li. Podmodul~ gr_0 G ∼= Z^4 poroßdaet ffto kol~co. Zametim, qto dlØ rangov svobodnyh moduleæ gr_n G imeetsØ formula, analogiqnaØ formule Vitta dlØ sluqaØ, kogda

G = Z∗ Z– svobodnaØ gruppa.

4.2. Gruppa Magnusa G. Poloßim po opredeleni¸ G = ∏ n≥0 (gr_n G ⊗ZQ) .

�to mnoßestvo ØvlØetsØ Q-algebroæ Li. Na nem imeetsØ ewe odna gruppovaØ struktura – umnoßenie Magnusa. A imenno, proizvedenie fflementov x, y ∈ G daetsØ formuloæ Kffmpbella– Hausdorfa: x ∘ y = x + y + [x, y] 2 + [ x, [x, y] ] + [ y, [y, x] ] 12 + . . . . Legko videt~, qto x ∘ 0 = x, x ∘ (−x) = 0. Qerez (G, ∘) oboznaqim gruppu Magnusa algebry G.

4.3. Gomomorfizm Ω. Opredelim otobraßenie Ω: G → (G, ∘)

tak, qtoby ego sußenie na mnoßestvo obrazu¸wih {a_{ij}} (sm. p. 2.2) sovpadalo s sußeniem na to ße mnoßestvo estestvennogo gomomorfizma π : G → gr_0 G ⊂ G, i prodolßim ego na vs¸ gruppu G soglasno formule

Ω(g_1g_2) = Ω(g_1) ∘ Ω(g_2).

Oqevidno, Ω ØvlØetsØ gomomorfizmom, tak kak sohranØet opredelØ¸wie sootnoxeniØ gruppy G.

4.4. Razloßenie gomomorfizma Ω. Vvidu estestvennoæ gradu-

irovki na G, korrektno opredeleno razloßenie Ω = ∏ n≥0 ϖ_n n! , ϖ_n : G → gr_n G ⊗ZQ.

Iz formuly Kffmpbella–Hausdorfa moßno poluqit~ sledu¸wie toßdestva:

ϖ_0(g_1 · . . . · g_s) = ∑ i ϖ_0(g_i),

266 P. V. SVETLOV

ϖ_1(g_1 · . . . · g_s) = ∑ i ϖ_1(g_i) + 1 2 ∑ i<j [ϖ_0(g_i), ϖ_0(g_j)],

ϖ_2(g_1 · . . . · g_s) = ∑ i ϖ_2(g_i)

+ ∑ i<j ( [ϖ_0(g_i), ϖ_1(g_j)] + [ϖ_1(g_i), ϖ_0(g_j )] )

+ 1 3 ∑ i<j<k ([ ϖ_0(g_i), [ϖ_0(g_j), ϖ_0(g_k)] ] + [ [ϖ_0(g_i), ϖ_0(g_j )], ϖ_0(g_k) ])

+ 1 6 ∑ i,j [ ϖ_0(g_i), [ϖ_0(g_i), ϖ_0(g_j)] ] ,

ϖ_1(w_la^k_{ij} a^m_{ls} w_r) − ϖ_1(w_la^m_{ls} a^k_{ij}w_r) = km[ϖ_0(a_{ij}), ϖ_0(a_{ls})] ,

ϖ_2(w_la^k_{ij}a^m_{ls} w_r) − ϖ_2(w_la^m_{ls} a^k_{ij}w_r) = km [ [ϖ_0(a_{ij}), ϖ_0(a_{ls})], ϖ_0(w_r ) − ϖ_0(w_l) ] . Zdes~ g_i, w_r, w_l – proizvol~nye fflementy gruppy G i a_{ij} – ee obrazu¸wie (sm. p. 2.2).

Poloßim po opredeleni¸

ω_n = ϖ_n ∘ w : LL → gr_n G ⊗ZQ.

4.5. Geometriqeskiæ smysl otobraßeniæ ωn. V fftom punkte

my opixem interesnye svoæstva otobraßeniæ ω_1 i ω_2. Dokazatel~stva sm. v [6].

4.5.1. Kofffficient zacepleniØ. Pust~ ι : T → R^3, π i P ⊂ R^3

– te ße, qto i v zameqanii iz §1. Esli c – obraz nekotorogo pogrußeniØ f : S^1 ⊔ · · · ⊔ S^1 → T i c ∩ l – koneqnoe mnoßestvo, to c nazyvaetsØ s-krivoæ na T . Rassmotrim uporØdoqennu¸ paru

(c_1, c_2) orientirovannyh s-krivyh na T . Legko videt~, qto ffle-

ment φ ∘ w̄(c_1, c_2) ∈ G moßno opredelit~ tak ße, kak v p. 2.2 ffto sdelano dlØ obyqnyh krivyh. Diagramma π(c_1, c_2) pary s-krivyh ØvlØetsØ uße virtual~nym zacepleniem.

ZACEPLENI˚ NA T –POLI�DRAH 267

Predloßenie 4.1. 1. Suwestvuet razloßenie modulØ gr_1 G^∼= Z^4

v prØmu¸ summu ⟨ξ_{1/2}⟩ ⊕ ⟨ξ_{2/1}⟩ ⊕ Ξ takoe, qto

ϖ_1 ( φ ∘ w̄(c_1, c_2) ) = lk_{1/2} ( π(c_1, c_2) ) ξ_{1/2} + lk_{2/1} ( π(c_1, c_2) ) ξ_{2/1} mod Ξ,

gde lk_{1/2} i lk_{2/1} – dva nezavisimyh varianta kofffficienta zacepleniØ (sm. [3]).

2. Pust~ (c_1, c_2) – predstavitel~ zacepleniØ |c_1, c_2| na T . Togda

ω_1(|c_1, c_2|) = lk ( ι(c_1), ι(c_2) ) ξ_1.

Zdes~ ξ_1 = ξ_{1/2} + ξ_{2/1}, a lk – obyqnyæ kofffficient zacepleniØ v R^3.

4.5.2. Invariant Θ. Pust~ c – orientirovannaØ krivaØ na T , a

O(c) – ee dostatoqno malaØ okrestnost~. Poloßim po opredele-

ni¸ T_c = T \ O(c).

Lemma 4.2. Otobraßenie wc = ϕ∘w̄(c, ·): H1(Tc; Z) → Γ korrektno

opredeleno.

Netrudno videt~, qto l¸baØ krivaØ c ⊂ T ograniqivaet vloßennu¸ kompaktnu¸ poverhnost~ M_c ⊂ T . �ta poverhnost~ edinstvenna i moßet okazat~sØ neorientiruemoæ.

Predloßenie 4.3. 1. Suwestvuet takoæ fflement ξ2 ∈ gr_2 G, qto

dlØ l¸boæ pary diz¨¸nktnyh krivyh (c_1, c_2)

ω_2(|c_1, 2c_2|) − 2ω_2(|c_1, c_2|) = 2Q_{c1} (c_2) · ξ_2 mod [gr_0 G, ξ_1], Q_{c1} (c_2) ∈ Z.

2. Q_c : H_1(M_c; Z) → Z– korrektno opredelennaØ kvadratiqnaØ forma.

Poloßim po opredeleni¸ Θ(c) = 1, esli M_c gomeomorfna disku, i Θ(c) = | det Q_c| – v ostal~nyh sluqaØh.

Predloßenie 4.4. Esli c^′ ∈ |c|, to Θ(c) = Θ(c^′). To est~ kor-

rektno opredelen celoqislennyæ invariant Θ: L → N zacepleniæ na poliffdre T .

Osnovnym rezul~tatom raboty [6] ØvlØetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema [6]. Suwestvu¸t dve krivyh c1, c2 na T takie, qto dlØ

proizvol~nogo vloßeniØ ι : T → R^3 (opisannogo v zameqanii k §1) obyqnye uzly ι(c_1), ι(c_2) izotopny, no Θ(c_1) ≠ Θ(c_2).

Zameqanie. Kak zametil I. Dynnikov, na odnotoqeqnoæ kompak-

tifikacii poliffdra T proizvol~naØ krivaØ c ⊂ T ograniqivaet qetyre razliqnyh poverhnosti. Poslednie dva predloßeniØ

268 P. V. SVETLOV osta¸tsØ vernymi i dlØ fftih poverhnosteæ, takim obrazom my imeem qetyre invarianta zacepleniæ na T .

§5. Koneqnost~ invariantov ω_n 5.1. Voz~mem proizvol~nyæ n-kubik c na Γ (po otnoxeni¸ k ∘-

ili ⋆-kubikovoæ strukture). Rassmotrim vyraßenie ϖ_n ( c(σ) ) = ϖ_n ( ∏ i g^{σk(i)}_i h_i ) . Ego pravaØ qast~, s toqnost~¸ do qislovyh kofffficientov, – summa qlenov vida { ϖ_{n1} (g^{σk(i1 )}_{i1} ), . . . , ϖ_{nd} (g^{σk(id )}_{id} ), ϖ_{nd+1} (h_{id+1} ), . . . , ϖ_{nd+s} (h_{id+s} ) } , (∗) gde ∑_{d+s} i=1 (n_i +1) = n +1 i {a, . . . , b} oboznaqaet nekotoru¸ rassta-

novku skobok Li meßdu fflementami a, . . . , b ∈ G. Takim obrazom ϖ_n ( c(σ) ) ØvlØetsØ polinomom po σ, i qlen (∗) imeet stepen~ ≤ d.

Esli c ØvlØetsØ ∘-kubikom, to stepen~ vyraßeniØ ϖ_n ( c(σ) ) po σ ne prevoshodit n+1. �to tak, poskol~ku starxie kofffficienty fftogo vyraßeniØ ime¸t vid n+1∏ j=1 σ_{k(ij)} · { ϖ_0(g_{i1} ), . . . , ϖ_0(g_{in+1} ) } . Esli ße c ØvlØetsØ ⋆-kubikom, to stepen~ vyraßeniØ ϖ_n ( c(σ) ) po σ ne prevoshodit

[_{n+1} 2 ] (celaØ qast~^{n+1}_2 ). �to tak, poskol~ku starxie kofffficienty fftogo vyraßeniØ ime¸t vid k∏ j=1 σ_{k(ij )} · { ϖ_1(g_{i1} ), . . . , ϖ_1(g_{ik} ) } , esli n = 2k − 1, i k∏ j=1 σ_{k(ij)} · { ϖ_1(g_{i1} ), . . . , ϖ_1(g_{ik} ), ϖ_0(h_{ik+1} ) }

ili_k ∏ j=1 σ_{k(ij )} · { ϖ_1(g_{i1} ), . . . , ϖ_1(g_{ik}�_1 ), ϖ_2(g_{ik} ) } ,

ZACEPLENI˚ NA T –POLI�DRAH 269 esli n = 2k.

Stepen~ invarianta u koneqnogo tipa (sm. p. 6.3) na LL^x oboznaqim qerez deg^x u; x ∈ {∘, ⋆}.

Predloßenie 5.1. deg^∘ ωn ≤ n + 1, deg^⋆ ωn ≤^{[ n+1}_2^]. Dokazatel~stvo. Vo-pervyh, zametim qto AltN F = 0 (oboznaqe-

niØ sm. v p. 6.3) dlØ vsØkoæ polinomial~noæ po σ funkcii F s

deg F < N . Takim obrazom dlØ vsØkogo N > n+1 (sootvetstvenno, N > [_{n+1} 2 ] ) i dlØ vsØkogo N -kubika c ∈ w_∗(LL^∘_N ) (sootvetstvenno, c ∈ w_∗(LL^⋆_N ) ) imeem Alt_N ϖ_n(c) = 0. Teper~ vtoraØ qast~ lemmy 3.5 zaverxaet dokazatel~stvo. �

Poloßim po opredeleni¸

[ω_n, ω_m](c_1, c_2) = [ω_n(c_1, c_2), ω_m(c_1, c_2)].

Iz predloßeniØ 6.3 sleduet, qto

deg^x[ω_n, ω_m] ≤ deg^x ω_n + deg^x ω_m, x ∈ {∘, ⋆}.

Takim obrazom semeæstvo {ω_n} poroßdaet kol~co Li invariantov na LL, a rassmotrennye vyxe kubikovye struktury na LL zada¸t na fftom kol~ce dve razliqnyh graduirovki.

5.2. Neravenstva predloßeniØ 5.1 na samom dele ØvlØ¸tsØ ra-

venstvami. Qtoby ffto dokazat~, nam ponadobitsØ sledu¸waØ teorema iz [4]:

Lemma 5.2. Pust~ h – proizvol~nyæ fflement gruppy H. Togda h ∈

H^n (n-æ kommutant gruppy H) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli suwestvu¸t ego predstavlenie v vide proizvedeniØ h = h_1 · . . . · h_N i takaØ funkciØ k : {1, . . ., N } → {1, . . ., n + 1}, qto h^σ = h^{σk(1)}_1 · . . . · h^{σk(N)}_N ØvlØetsØ ediniceæ gruppy H dlØ vseh σ ∈ 2^{n+1}_− .

Nakonec, dokaßem

Predloßenie 5.3. deg^∘ ωn = n + 1, deg^⋆ ωn =^{[ n+1}_2^]. Dokazatel~stvo. Vo-pervyh zametim, qto sußenie ϖn|_Gn+1 –

trivial~noe otobraßenie (toßdestvennyæ nul~). �to dokazyvaetsØ indukcieæ po n:

Baza. Ispol~zuØ ravenstva p. 4.4, legko pokazat~, qto sußeniØ

ϖ_0|_G1 i ϖ_1|_G2 trivial~ny.

270 P. V. SVETLOV

Xag. Predpoloßim, qto ϖk|_Gk+1 trivial~no dlØ vseh k ≤ n, i

pust~ g_n ∈ G^n i g ∈ G. Togda

Ω(g^{−1}_n g^{−1}g_ng) = Ω(g^{−1}_n ) ∘ Ω(g^{−1}g_ng) = ( −Ω(g_n) ) ∘ ( Ω(g_n) + [Ω(g_n), Ω(g)] + . . . ) = −Ω(g_n) + Ω(g_n) + [Ω(g_n), Ω(g)] + . . . = [Ω(g_n), Ω(g)] + . . .

Ots¸da sleduet, qto

ϖ_n(g^{−1}_n g^{−1}g_ng) = ∑ k+l=n−1 n! k! l! [ϖ_k(g_n), ϖ_l(g)]

= n−1∑ k=0 n! k! (n − 1 − k)! [ϖ_k(g_n), ϖ_{n−1−k}(g)] = 0

po predpoloßeni¸ indukcii.

Vo-vtoryh, pokaßem, qto sußenie ϖ_n|_Gn_{∩Γ} ne trivial~no. Deæstvuem analogiqno:

Baza. ϖ1|_G1_{∩Γ} netrivial~no.

Xag. Pust~ ϖn−1|_Gn�1_{∩Γ} netrivial~no, gn−1 ∈ G^{n−1} ∩ Γ i g ∈

G \ G^1. Togda

ϖ_n(g^{−1}_{n−1}g^{−1}g_{n−1}g) = n[ϖ_{n−1}(g_{n−1}), ϖ_0(g)] ≢ 0.

Dalee, ispol~zuØ predyduwu¸ lemmu, voz~mem fflement h ∈ G^n ∩ Γ, ∘-kubik c : 2^{n+1} → Γ takoæ, qto sußenie c|_2n+1� trivial~no (otobraßenie v edinicu gruppy), c(1_{n+1}) = h i h ∉ ker ϖ_n. Takim obrazom, Alt_{n+1} ϖ_n(c) = (−1)^{n+1}ϖ_n(h) ≠ 0, qto dokazyvaet pervoe ravenstvo. Vtoroe ravenstvo dokazyvaetsØ analogiqno. �

§6. TeoriØ Gusarova: kratkiæ obzor Vse opredeleniØ i utverßdeniØ fftogo paragrafa vzØty iz [2].

6.1. Bazovym ob¨ektom ØvlØetsØ dvuhtoqeqnoe mnoßestvo, obo-

znaqaemoe 2 = {0, 1}. Takim obrazom 2^n – mnoßestvo n-strok nuleæ i edinic. Stroki (0, . . ., 0) i (1, . . . , 1) oboznaqa¸tsØ 0_n i 1_n sootvetstvenno. Nakonec, poloßim 2^n_− = 2^n \ 1_n. Otobraßenie

ZACEPLENI˚ NA T –POLI�DRAH 271 φ : 2^m → 2^n nazyvaetsØ affinnym, esli ono induciruetsØ affinnym otobraßeniem R^m → R^n. Affinnoe otobraßenie φ : 2^m → 2^n nazyvaetsØ izometrieæ, esli ∑ i∈1,m |σ_i − μ_i| = ∑ i∈1,n |φ(σ)_i − φ(μ)_i| dlØ vseh (σ_1, . . ., σ_m), (μ_1, . . . , μ_m) ∈ 2^m.

6.2. Pust~ U – proizvol~noe mnoßestvo i U n – mnoßestvo vseh

otobraßeniæ 2^n → U, n ≥ 0. Semeæstvo {U_n}_{n≥0} podmnoßestv

U_n ⊂ U_n nazyvaetsØ kubikovoæ strukturoæ na mnoßestve U , esli

vypolnØ¸tsØ sledu¸wie aksiomy:

KP1. U0 = U 0^∼= U .

KP2. Esli c ∈ Un i φ : 2^m → 2^n – proizvol~noe affinnoe oto-

braßenie, to c ∘ φ ∈ U_m.

KP3. Esli ĉ : 2^n_− → U i ĉ ∘ φ ∈ Un−1 dlØ vseh izometriæ

φ : 2^{n−1} → 2^n takih, qto φ(2^{n−1}) ∩ 1_n = ∅, to suwestvuet fflement c ∈ U_n takoæ, qto c|_2n� = ĉ.

Mnoßestvo snabßennoe kubikovoæ strukturoæ, nazyvaetsØ kubikovym prostranstvom. �lementy c ∈ U_n nazyva¸tsØ nkubikami.

6.3. Invarianty koneqnogo tipa. Pust~ U – kubikovoe pro-

stranstvo i A – modul~.

Opredelenie 6.1. FunkciØ u : U → A nazyvaetsØ invariantom ko-

neqnogo tipa na U , esli dlØ nekotorogo n i vsØkogo m > n

Alt_m u(c) ≡ ∑ σ∈2^m (−1)^{σ1+···+σm} u ( c(σ) ) = 0 dlØ vseh c ∈ U_m.

Esli poslednee ravenstvo ne imeet mesta pri m = n, to celoe qislo n nazyvaetsØ stepen~¸ invarianta u.

Predloßenie 6.2. Esli u1, u2 – invarianty koneqnogo tipa,

prinima¸wie svoi znaqeniØ v modulØh A_1, A_2, sootvetstvenno, to dlØ vsØkogo bilineænogo otobraßeniØ b : A_1 × A_2 → A v nekotoryæ modul~ A inducirovannaØ funkciØ b(u_1, u_2): U → A takße ØvlØetsØ invariantom koneqnogo tipa, stepen~ kotorogo ne prevoshodit summy stepeneæ invariantov u_1 i u_2.

272 P. V. SVETLOV

Literatura

1. M. Goussarov, Interdependent modifications of links and invariants of finite degree. U.U.D.M. Report 1995:26.

2. M. N. Gusarov, AksiomatiqeskaØ teoriØ kubikovyh prostranstv. neopublikovano.

3. M. Goussarov, M. Poliak, O. Viro, Finite type invariants of classical and virtual knots. preprint.

4. Ka Yi Ng, T. Stanford, On Gusarov’s groups of knots. preprint. 5. J.-P. Serre, Lie Algebras and Lie Groups. New York, Benjamin, 1965.

6. P. V. Svetlov, Invarianty uzlov i zacepleniæ na T -poliffdrah. — Zap.

nauqn. semin. POMI 252 (1998), 231–246.

Svetlov P. V. Links on T -polyhedra: examples of Gusarov’s cubic spaces.

Any link in R^3 is isotopic to a link lying on the union T of three half-planes with common boundary line. In an earlier paper, the author developed a nontrivial theory of links and knots on T . In the present paper, the results are interpreted in the context of M. Gusarov’s theory of invariants of finite degree (the theory of “cubic spaces”).

Postupilo 31 oktØbrØ 1999 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet im. A. I. Gercena

email svetlov@svetlov.pdmi.ras.ru