Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 267, 2000 g.

M. A. Ovqinnikov

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO–TURAEVA GRUPPY GOMEOTOPI` TORA

§1. Predvaritel~nye svedeniØ

1.1. Vvedenie. V samyh obwih slovah topologiqesku¸ kvantovu¸ teori¸ polØ (KTP) moßno oharakterizovat~ kak funktor iz kategorii n + 1-mernyh kobordizmov meßdu orientiruemymi nmernymi mnogoobraziØmi s nekotoroæ dopolnitel~noæ strukturoæ v kategori¸ lineænyh otobraßeniæ meßdu lineænymi prostranstvami, nekotorym obrazom poroßdennyh fftimi strukturami. V qastnosti, l¸boe zamknutoe trehmernoe mnogoobrazie rassmatrivaetsØ kak kobordizm meßdu “pustymi poverhnostØmi”, i emu sopostavlØetsØ lineænoe otobraßenie v sebØ odnomernogo prostranstva – umnoßenie na qislo – invariant dannogo trehmernogo mnogoobraziØ.

Lineænoe predstavlenie gruppy gomeomorfizmov poverhnosti poluqaetsØ kak obraz kobordizmov poverhnosti, realizuemyh na prØmom proizvedenii poverhnosti na otrezok. Tor, s odnoæ storony, ØvlØetsØ prosteæxeæ netrivial~noæ zamknutoæ orientiruemoæ poverhnost~¸, s drugoæ – l¸boe zamknutoe trehmernoe mnogoobrazie moßno poluqit~ iz trehmernoæ sfery S^3 podhodØweæ perekleækoæ polnotoriæ. Soqetanie fftih svoæstv tora v znaqitel~noæ stepeni ob¨ØsnØet osoboe znaqenie issledovaniæ svoæstv kvantovyh predstavleniæ gruppy klassov otobraßeniæ tora dlØ izuqeniØ topologiqeskih KTP, hotØ predstavleniØ takogo sorta postroeny i izuqa¸tsØ dlØ proizvol~nyh poverhnosteæ [1–5].

Znaqitel~nym sobytiem v issledovaniØh topologiqeskih KTP Øvilos~ postroenie v 1991 g. Viro i Turaevym [6, 7] invariantov trehmernyh mnogoobraziæ i tesno svØzannyh s nimi predstavleniæ grupp klassov otobraßeniæ poverhnosteæ, osnovannoe, s odnoæ storony, na q-analoge primenØemogo v kvantovoæ

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI, grant No. 99-01-00813. 220

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 221

mehanike isqisleniØ 6j-simvolov, s drugoæ – na predstavlenii trehmernyh mnogoobraziæ prostymi poliffdrami bez kraØ (prostymi spaænami), a otobraßeniæ poverhnosti na sebØ – nekotorym sposobom – prostymi poliffdrami s kraem. Sleduet otmetit~, qto invarianty Viro–Turaeva strogo slabee invariantov Rexetihina–Turaeva [8]. Odnako, dlØ predstavleniæ grupp poverhnosteæ podobnoe “perekrytie” neizvestno.

V dannoæ rabote opisyvaetsØ matriqnaØ realizaciØ predstavleniØ Viro–Turaeva gruppy gomeotopiæ tora, kotoraØ, s odnoæ storony, imeet svoæstva, svidetel~stvu¸wie o ee estestvennosti, s drugoæ – ne ØvlØetsØ prØmym analogom izvestnyh predstavleniæ, svØzannyh s invariantom Rexetihina–Turaeva [2, 3, 5]. V sledu¸wih dvuh paragrafah izlaga¸tsØ konstrukcii invariantov Viro–Turaeva i predstavleniæ Viro–Turaeva grupp gomeotopiæ poverhnosteæ. Dalee opisyvaetsØ predstavlenie gomeotopiæ tora prostymi poliffdrami, razrabotannoe avtorom v [9], i ØvlØ¸weesØ osnovoæ matriqnoæ realizacii predstavleniØ Viro–Turaeva gruppy tora.

Vtoroæ razdel posvØwen fundamental~nym svoæstvam postroennogo matriqnogo predstavleniØ. V qastnosti, matricy predstavleniØ ØvlØ¸tsØ ortogonal~nymi i poroßda¸tsØ vsego tremØ invol¸tivnymi matricami, dve iz kotoryh ØvlØ¸tsØ matricami perestanovok, a fflementami tret~eæ ØvlØ¸tsØ neposredstvenno sami q-6j-simvoly. V §3 privodØtsØ nekotorye rezul~taty vyqisleniæ, iz kotoryh sleduet koneqnost~ postroennyh matriqnyh predstavleniæ gruppy tora urovneæ 3, 4, 5 i 6.

Napomnim neobhodimye opredeleniØ.

1.2. Prostye poliffdry i prostye spaæny. Graf G nazyvaetsØ

prostym grafom, esli vse ego verxiny – valentnosti 3. Komponenty svØznosti dopolneniØ v G k mnoßestvu vseh ego verxin nazyva¸tsØ 1-komponentami grafa G.

˚sno, qto kaßdaØ 1-komponenta prostogo grafa ØvlØetsØ libo intervalom, libo okrußnost~¸, kotoraØ togda ØvlØetsØ komponentoæ svØznosti samogo grafa.

Poliffdr P nazyvaetsØ prostym poliffdrom (s kraem), esli u kaßdoæ ego singulØrnoæ toqki link ØvlØetsØ grafom vida 1) okrußnost~ s diametrom, libo 2) odnomernyæ ostov tetraffdra, libo 3) otrezok, libo 4) triod (graf s odnoæ verxinoæ valent-

222 M. A. OVQINNIKOV

nosti tri, tremØ verxinami valentnosti odin i tremØ rebrami). Mnoßestvo toqek tipov 3) i 4) nazyvaetsØ kraem poliffdra P i oboznaqaetsØ ∂P .

Komponenty svØznosti mnoßestva nesingulØrnyh toqek nazyva¸tsØ 2-komponentami poliffdra P . Komponenty svØznosti mnoßestva toqek tipa 1) nazyva¸tsØ rebrami ili 1-komponentami poliffdra P . Toqki tipa 2) nazyva¸tsØ verxinami poliffdra P . Mnoßestvo toqek tipov 3) i 4) nazyvaetsØ kraem poliffdra P i oboznaqaetsØ ∂P . Esli vse 2-komponenty P diski, ∂P = ∅ i mnoßestvo vseh singulØrnyh toqek svØzno i ne okrußnost~, to P nazyvaetsØ special~nym poliffdrom.

Oqevidno, kraæ prostogo poliffdra ØvlØetsØ prostym grafom. Pust~ M svØznoe kompaktnoe trehmernoe mnogoobrazie i P – 2-poliffdr. GovorØt, qto P ØvlØetsØ spaænom mnogoobraziØ M , esli suwestvuet vloßenie i : P → M takoe, qto dopolnenie k i(P ) v M gomeomorfno ∂M × [0, 1), esli kraæ ne pust, i gomeomorfno otkrytomu trehmernomu xaru, esli M zamknuto.

DlØ nesvØznyh trehmernyh mnogoobraziæ ponØtie obobwaetsØ oqevidnym obrazom. Imenno, v fftom sluqae spaæn – prosto nesvØznoe ob¨edinenie spaænov komponent svØznosti mnogoobraziØ.

Spaæn P trehmernogo mnogoobraziØ M nazyvaetsØ ego prostym spaænom, esli P ØvlØetsØ prostym poliffdrom bez kraØ.

PonØtie prostogo spaæna sovpadaet ili poqti sovpadaet s ponØtiØmi standartnogo spaæna i special~nogo spaæna. Imenno pod pervym nazvaniem oni byli vpervye opredeleny Kaslerom [10], a pod vtorym issledovalis~ S. V. Matveevym, q~i rezul~- taty o special~nyh spaænah [11, 12] byli ispol~zovany v rabote Viro i Turaeva [6].

1.3. Invarianty Viro–Turaeva trehmernyh mnogoobraziæ. Viro i Turaev v [6] postroili beskoneqnyæ nabor vewestvennoznaqnyh funkciæ, parametrizovannyæ kompleksnymi kornØmi celoæ stepeni r > 2 iz 1, na mnoßestve prostyh poliffdrov. DlØ fftih funkciæ ispol~zuem oboznaqenie T V_q , gde q =^r √ 1 ∈ C . Ka-

ßdaØ funkciØ T V_q okazyvaetsØ invariantom trehmernogo mnogoobraziØ, poskol~ku na prostyh spaænah l¸bogo mnogoobraziØ znaqeniØ funkcii sovpada¸t.

Privedem formuly dlØ vyqisleniØ invariantov Viro–Turaeva.

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 223

Pust~ P – prostoæ poliffdr, G – prostoæ graf, F_1, . . . , F_s – 2-komponenty poliffdra P i E_1, . . ., E_b – 1-komponenty grafa G.

Oboznaqim qerez I mnoßestvo iz r − 1 polucelyh 0, 1/2, 1, 3/2,

. . . , (r − 2)/2, nazyvaemyh cvetami.

Troæka (i, j, k) ∈ I^3 nazyvaetsØ dopustimoæ, esli i + j + k celoe i i 6 j + k, j 6 i + k, k 6 i + j, i + j + k 6 r − 2. FunkciØ φ : {F_1, . . . , F_s} → I nazyvaetsØ raskraskoæ poliffdra P . Cvet φ(F_i), sopostavlennyæ 2-komponente F_i, nazyvaetsØ cvetom 2-komponenty F_i. Analogiqno, funkciØ α :

{E_1, . . . , E_b} → I nazyvaetsØ raskraskoæ grafa G, i ee znaqenie α(E_j) nazyvaetsØ cvetom 1-komponenty E_j. Raskraska grafa na-

zyvaetsØ dopustimoæ, esli dlØ kaßdoæ ego verxiny cveta 1- komponent, incidentnyh verxine, obrazu¸t dopustimu¸ troæku cvetov. Raskraska poliffdra nazyvaetsØ dopustimoæ,esli dlØ kaßdogo ego rebra cveta 2-komponent, incidentnyh rebru, obrazu- ¸t dopustimu¸ troæku. Mnoßestva vseh dopustimyh raskrasok grafa G i poliffdra P oboznaqa¸tsØ adm G i adm P sootvetstvenno. My pixem α = ∂φ, esli G = ∂P i α|_{∂P ∩∂F} = φ(F ) dlØ kaßdoæ 2-komponenty F poliffdra P , incidentnoæ kra¸ ∂P . My pixem φ = α ⊔ β, esli φ, α, β raskraski grafov G, G_1, G_2 sootvetstvenno takie, qto G = G_1 ⊔ G_2, φ|_{G1} = α i φ|_{G2} = β.

Raskraska φ poliffdra P opredelØet raskraxennyæ link T^φ_x dlØ kaßdoæ verxiny x poliffdra P . Raskraska 1-ostova tetraffdra opisyvaetsØ xesterkoæ cvetov (i, j, k, l, m, n), gde pary i i l, j i m, k i n – cveta protivopoloßnyh reber i l, m, n cveta treugol~nika v raskraxennom linke T^φ_x .

Fiksiruem kompleksnoe qislo q_0 takoe, qto q^2_0 = q. DlØ celogo

n > 1 poloßim

[n] = q^n_0 − q^{−n}_0

q_0 − q^{−1}_0

∈ R, [n]! = [n][n − 1] . . .[2][1], [0]! = [0] = 1.

Pust~ poliffdr P raskraxen posredstvom φ, x ego verxina, i raskraska φ_x linka T_x verxiny x opisyvaetsØ xesterkoæ

(i, j, k, l, m, n). Togda verxine x sopostavlØetsØ vewestvennoe qi-

224 M. A. OVQINNIKOV

slo |T^φ_x | po formule |T^φ_x | = | | | | i j k l m n | | | | = = ( √ −1)^{2(i+j+k+l+m+n)} Δ(i, j, k) Δ(i, m, n) Δ(j, l, n) Δ(k, l, m) × ∑ z (−1)^z[z + 1]! { [z − i − j − k]! [z − i − m − n]! [z − j − l − n]! ×[z − k − l − m]![i + j + l + m − z]! [i + k + l + n − z]! ×[j + k + m + n − z]! }_{−1} , gde z probegaet celye takie, qto

z > max(i + j + k, i + m + n, j + l + n, k + l + m), z 6 min(i + j + l + m, i + k + l + n, j + k + m + n),

i gde Δ(i, j, k) = ( [i + j − k]! [i + k − j]! [j + k − i]!

[i + j + k + 1]! )_{1/2} . Vewestvennoe qislo |P |_φ sopostavlØetsØ poliffdru P , raskraxennomu posredstvom raskraski φ ∈ adm P , po formule |P |_φ = w^{−2χ(P )+χ(∂P )} s∏ r=1 w^{2χ(Fr)} φ(F_r) b∏ s=1 w^{χ(Es)}_{φ(Es)} d∏ t=1 | T^φ_{xt} |, gde w_i = ( √ −1)^{2i}[2i + 1]^{1/2}, w = √ 2r/|q_0 − q^{−1}_0 |.

Formuloæ

Ω_P (α) = { ∑_{φ : ∂(φ)=α} |P |_φ , esli {φ : ∂(φ) = α} ≠ ∅, 0 v protivnom sluqae poliffdru P sopostavlØetsØ qislo, zavisØwee tol~ko ot raskraski kraØ.

Esli P – spaæn nekotorogo mnogoobraziØ M , togda kraæ ∂P pust i mnoßestvo adm ∂P trivial~no. Kl¸qevym faktom ØvlØetsØ to, qto v fftom sluqae qislo Ω_P opredelØetsØ tol~ko mnogoobraziem M , t.e. dlØ l¸bogo drugogo spaæna P^′ mnogoobraziØ M imeet mesto ravenstvo Ω_P 0 = Ω_P . Invariant T V_q(M ) mnogoobraziØ opredelØetsØ kak Ω_P .

Sledu¸waØ lemma, dokazannaØ v [6], pozvolØet dlØ vyqisleniØ invariantov ispol~zovat~ skleæku spaæna iz poliffdrov.

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 225

Lemma 1 [6]. Pust~ prostoæ 2-poliffdr X ØvlØetsØ ob¨edineniem

prostyh 2-poliffdrov Y i Z i pust~ kaßdaØ komponenta pereseqeniØ T = Y ∩ Z ØvlØetsØ komponentoæ kraØ ∂Y i kraØ ∂Z. Togda dlØ l¸boæ dopustimoæ raskraski β kraØ ∂X

Ω_X (β) = ∑ α∈adm T Ω_Y (α ∪ (β|_{Y ∩∂X} ))Ω_Z (α ∪ (β|_{Z∩∂X} )), gde α ∪ (β|_{Y ∩∂X} ) i α ∪ (β|_{Z∩∂X} ) – raskraski kraev ∂Y i ∂Z, inducirovanye raskraskami α i β.

1.4 Matriqnye predstavleniØ kobordizmov prostyh grafov. V [6] pod kobordizmami meßdu prostymi grafami Γ i Δ ponima¸tsØ troæki vida (X, i, j), gde X prostoæ 2-poliffdr,

i : Γ → ∂X, j : Δ → ∂X – vloßeniØ takie, qto i(Γ) ∩ j(Δ) = ∅, i(Γ) ∪ j(Δ) = ∂X. KompoziciØ kobordizmov (X, i, j) : Γ → Δ

i (Y, k, l) : Δ → Σ estestvenno opredelØetsØ kak kobordizm

(X ∪_{kj}�1_{:j(Δ)→k(Δ)} Y ; i, l). Prostye grafy ØvlØ¸tsØ ob¨ektami, a

ih kobordizmy – morfizmami kategorii, nazyvaemoæ kategorieæ prostyh 2-poliffdrov i oboznaqaemoæ S.

Predpoloßim, qto dlØ kaßdogo prostogo grafa Γ mnoßestvo

adm Γ kak-to uporØdoqeno. Togda opredelØem otobraßenie Φ kak

sopostavlØ¸wee kaßdomu kobordizmu U = (X; i, j) : Γ → Δ matricu Φ_U s fflementami Ω(i(α) ∪ j(β)), pervyæ i vtoroæ indeks kotoryh – dopustimye raskraski pervogo i vtorogo grafov kraØ

α ∈ adm Γ i β ∈ adm Δ sootvetstvenno. Matriqnoe ravenstvo Φ_U Φ_V = Φ_{UV} , gde U V oboznaqaet kompozici¸ kobordizmov U i

V , sleduet neposredstveno iz lemmy 1.

V [6] dokazano, qto qislo Ω_{P1} (α) ravnØetsØ Ω_{P2} (α) dlØ kaßdogo poliffdra P_2, kotoryæ moßet byt~ poluqen iz poliffdra P_1 tak nazyvaemymi preobrazovaniem Matveeva, lunnym preobrazovaniem i puzyr~kovym preobrazovaniem, primenennymi k Int P_1. Sledovatel~no, otobraßenie Φ korrektno opredeleno dlØ kategorii Q, ØvlØ¸weæsØ faktorkategorieæ kategorii S otnositel~- no fftih preobrazovaniæ.

Iz treh nazvannyh preobrazovaniæ v dannoæ rabote igraet rol~ tol~ko lunnoe preobrazovanie. Privedem ego opisanie.

Pust~ P – prostoæ poliffdr. Predpoloßim, qto D – 2-komponenta poliffdra P , gomeomorfnaØ otkrytomu disku i incidentnaØ rovno dvum verxinam poliffdra P , i qto zamknutaØ regulØrnaØ

226 M. A. OVQINNIKOV

okrestnost~ N diska D v poliffdre P takova, qto N − D gomeomorfno kol~cu s dvumØ polukrugami, prikleennymi svoimi diametrami. Graf ∂N predstavlØet soboæ zamknutu¸ cepoqku iz dvuh dvoænyh i dvuh prostyh reber. Oboznaqim qerez H poliffdr, gomeomorfnyæ prØmomu proizvedeni¸ otrezka i grafa gomeomorfnogo bol~xoæ bukve H. On imeet takoæ ße kraæ, qto i poliffdr N . Poloßim P^′ = cl (P − N ) ∪_{∂N =∂H} H. Togda govorim, qto poliffdr P^′ poluqen iz poliffdra P lunnym preobrazovaniem. “ObratnaØ” zamena podpoliffdra, gomeomorfnogo poliffdru H, poliffdrom, gomeomorfnym poliffdru N , takße nazyvaetsØ lunnym preobrazovaniem.

Invariantnost~ qisla Ω_P (α) otnositel~no lunnogo preobrazovaniØ dlØ l¸bogo prostogo poliffdra P s raskraxennym kraem sleduet iz sledu¸wih sootnoxeniæ ortogonal~nosti q-6jsimvolov.

Lemma 2 (svoæstvo ortogonal~nosti [6]). ∑ n { i j k l m n } { i^′ j n l^′ m n^′ } = δ_{k,n}0, gde n probegaet vse cveta takie, qto xesterki (i, j, k, l, m, n) i (i^′, j, n, l^′, m, n^′) dopustimy. Zdes~ δ simvol Kronekera.

1.5. Predstavlenie gomeotopiæ tora prostymi poliffdrami s kraem. Opisyvaemoe zdes~ predstavlenie razrabotano avtorom v [9].

Tffta-krivoæ nazyvaetsØ graf, gomeomorfnyæ okrußnosti s diametrom. Tffta-krivu¸ θ nazyvaem razmeqennoæ, esli ee verxiny i rebra pronumerovany. Vmesto numeracii ispol~zuetsØ pometka simvolami v_1, v_2 i e_1, e_2, e_3 sootvetstvenno. Rebra sqita¸tsØ orientirovannymi ot v_1 k v_2.

Poliffdr P s kraem, sostoØwim iz dvuh tffta-krivyh, nazyvaem orientirovannym, esli odna iz tffta-krivyh kraØ sqitaetsØ pervoæ, drugaØ – vtoroæ. Ispol~zuem oboznaqeniØ: θ_1, θ_2.

Poliffdr P nazyvaem razmeqennym, esli ego kraæ sostoit iz tffta-krivyh i tffta-krivye snabßeny razmetkami (simvoliqeski oboznaqaemymi m_1 i m_2, esli tffta-krivyh dve). Qtoby izbeßat~ gromozdkosti v oboznaqeniØh, dlØ reber i verxin vseh upominaemyh tffta-krivyh ispol~zuem odin i tot ße nabor metok: e_1, e_2,

e_3, v_1, v_2 – pri neobhodimosti ogovarivaØ, o kakoæ tffta-krivoæ

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 227

idet req~. Razmeqennyæ orientirovannyæ poliffdr P nazyvaem proizvedeniem razmeqennyh orientirovannyh poliffdrov P_1, P_2, esli ego moßno poluqit~ skleivaniem kopiæ poliffdrov P_1 i P_2 putem otoßdestvleniØ vtoroæ tffta-krivoæ iz ∂P_1 s pervoæ iz ∂P_2 v sootvetstvii s razmetkoæ. Voobwe govorØ, svoæstva byt~ orientirovannym i byt~ razmeqennym dlØ poliffdra nezavisimy. V dannoæ rabote razmetka poliffdrov ispol~zuetsØ tol~ko vmeste s orientacieæ. Pofftomu dlØ kratkosti dalee pod razmeqennost~¸ poliffdra budem podrazumevat~ takße i ego orientirovannost~, t. e. pomeqennost~ ego tffta-krivyh kraØ simvolami θ_1 i θ_2 .

PonØtiØ razmeqennyh poliffdrov i ih proizvedeniØ ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi ponØtiæ kobordizmov i kompozicii kobordizmov. Otmetim, qto razmetka tffta-krivoæ kraØ zadaet vloßenie tffta-krivoæ v kraæ prostogo poliffdra ne neposredstvenno, a s toqnost~¸ do izotopii – ffto, v qastnosti, otliqaet dannu¸ konstrukci¸ ot primenennoæ v [6].

Rassmatrivaem lix~ poliffdry, poluqa¸wiesØ iz sledu¸wego fflementarnogo prostogo poliffdra.

Opredelenie. Pust~ θ1 i θ2 dve razmeqennye tffta-krivye, a ∨

b – buket orientirovannyh okrußnosteæ a i b s verxinoæ ∗, i kletoqnoe otobraßenie f : θ_1 ⊔ θ_2 → a ∨ b deæstvuet po pravilu:

f|_{θ1} : e_1 → a, e_2 → b, e_3 → ∗; f|_{θ2} : e_1 → a, e_2 → −b, e_3 → ∗. Cilindr Cyl (f) otobraßeniØ f, rassmatrivaemyæ vmeste s razmetkoæ tffta-krivyh, nazyvaem poliffdrom J.

Oboznaqenie bukvoæ J ob¨ØsnØetsØ slovom join – “soedinenie” (angl).

Qerez ⟨J⟩ oboznaqaem monoid, poroßdennyæ poliffdrom J i razmeqennymi poliffdrami, gomeomorfnymi prØmomu proizvedeni¸ tffta-krivoæ na otrezok θ ×I. Ediniceæ v nem ØvlØetsØ θ ×I s razmetkoæ, podqinennoæ prØmomu proizvedeni¸. Netrudno ubedit~sØ, qto poliffdr J prostoæ i, znaqit, vse poliffdry v ⟨J⟩ toße prostye.

Razmeqennye poliffdry, gomeomorfnye θ×I, obrazu¸t gruppu, izomorfnu¸ prØmomu proizvedeni¸ S_3 × Z_2, i ime¸t estestvennoe otoßdestvlenie s ee fflementami. �tu gruppu poroßda¸t 4 invol¸tivnyh razmeqennyh poliffdra, v silu otoßdestvleniØ

228 M. A. OVQINNIKOV

oboznaqaemye −1, (12), (23), (13). Tak qto obrazu¸wimi monoida ØvlØ¸tsØ ffti 4 poliffdra i poliffdr J.

Nesloßno ubedit~sØ, qto lunnym preobrazovaniem kvadrat razmeqennogo (kanoniqeski) poliffdra J prevrawaetsØ v toßdestvennyæ poliffdr, oboznaqaemyæ 1.

V [9] dokazano, qto faktormonoid ⟨J | J^2⟩ ØvlØetsØ gruppoæ, izomorfnoæ gruppe gomeotopiæ tora. Priqem fftot izomorfizm soglasuetsØ s gomologiØmi v sledu¸wem smysle. Kaßdyæ razmeqennyæ poliffdr P iz ⟨J⟩ opredelØet avtomorfizm P^∗ gruppy gomologiæ razmeqennoæ tffta-krivoæ. Pod soglasovannost~¸ ponimaetsØ vypolnenie ravenstva P_1P_2 = P^∗_1 P^∗_2 dlØ l¸byh P_1, P_2 ∈ ⟨J⟩. Primeqanie. Oboznaqenie ⟨J | J^2⟩ vvedeno kak edinyæ simvol. Ono tol~ko vnexne napominaet oboznaqeniØ, primenØemye dlØ kopredstavleniæ grupp, poskol~ku po samomu opredeleni¸ dannaØ algebraiqeskaØ konstrukciØ zadaetsØ ne tol~ko obrazu¸wimi i sootnoxeniØmi, no suwestvennu¸ rol~ igraet i topologiØ obrazu¸wih poliffdrov. Ne oqevidno, voobwe govorØ, kakie poliffdry dostatoqno vzØt~ obrazu¸wimi, i kakie dostatoqno vypisat~ sootnoxeniØ, dlØ nih vypolnØ¸wiesØ, qtoby moßno bylo “zabyt~” o topologii uqastvu¸wih poliffdrov.

2. Matriqnoe J-predstavlenie Viro–Turaeva gruppy tora i ego svoæstva

Troækoæ (i, j, k) budem oboznaqat~ raskrasku razmeqennoæ tffta-krivoæ, soglasno kotoroæ i, j, k sootvetstvenno cveta 1- komponent e_1, e_2, e_3 tffta-krivoæ.

Oboznaqim 2-komponenty poliffdra J sledu¸wim obrazom. Qerez E_1, E_2, E_3, E_4 oboznaqim 2-komponenty, incidentnye sootvetstvenno oboim rebram s metkoæ e_1 kraØ ∂J, oboim rebram s metkoæ e_2 kraØ ∂J, rebru e_3 ∈ θ_1 ⊂ ∂J, rebru e_3 ∈ θ_2 ⊂ ∂J. Raskraska poliffdra J opisyvaetsØ qetverkoæ cvetov (i, j, k, n), gde i, j, k, n – cveta 2-komponent E_1, E_2, E_3, E_4 sootvetstvenno.

Oboznaqim qerez E_1, E_2, E_3 2-komponenty poliffdra θ × I, incidentnye rebram e_1, e_2, e_3 pervoæ tffta-krivoæ θ_1 kraØ sootvetstvenno. Togda kaßdaØ troæka cvetov (i, j, k) opisyvaet raskrasku razmeqennogo poliffdra θ × I. Napomnim, qto kaßdyæ razmeqennyæ poliffdr, gomeomorfnyæ θ × I, my oboznaqaem kak

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 229

proizvedenie vida εσ, gde ε ∈ {1, −1} ∼= Z_2, σ ∈ S_3 – perestanovka stepeni 3. Oqevidno, esli (i, j, k) raskraska tffta-krivoæ

θ_1 ⊂ ∂(εσ), gde εσ ∈ ⟨θ × I⟩_m ∼= Z_2 × S_3, to raskraska tffta-krivoæ θ_2 ⊂ ∂(εσ) ravna σ(i, j, k), t. e. rezul~tatu deæstviØ perestanovki

σ na uporØdoqennom mnoßestve (i, j, k).

Predloßenie 1. Pust~ P = εσ – razmeqennyæ poliffdr, gomeo-

morfnyæ θ × I, ε ∈ {1, −1}, σ ∈ S_3, i (i, j, k) – raskraska poliffdra P . Togda raskraska (i, j, k) ∈ adm P togda i tol~ko togda, kogda troæka (i, j, k) – dopustimaØ. Esli (i, j, k) ∈ adm P , to |P |_{(i,j,k)} = 1. Ω_P ((i, j, k) ⊔ (l, m, n)) = { 1, esli (l, m, n) = σ(i, j, k), 0 v protivnom sluqae.

Raskraska (i, j, k, n) ∈ adm J togda i tol~ko togda, kogda troæki (i, j, k), (i, j, n) – dopustimye. |J|_{(i,j,k,n)} = { i j k i j n } .

Ω_J ((i, j, k) ⊔ (l, m, n)) = { i j k i j n } , esli (i, j) = (l, m), 0 v protivnom sluqae.

Predpoloßim, qto mnoßestvo vseh uporØdoqennyh dopustimyh troek cvetov (i, j, k) v svo¸ oqered~ toße kak-to uporØdoqeno. Sostavim vewestvennoznaqnu¸ simmetriqnu¸ matricu Φ_J s fflementami Ω_J ((i, j, k) ⊔ (l, m, n)) = |J|_{(i,j,k,n)}, ispol~zuØ raskraski (i, j, k) pervoæ tffta-krivoæ θ_1 kak pervyæ indeks i raskraski (l, m, n) vtoroæ tffta-krivoæ θ_2 kak vtoroæ indeks fflementov matricy. Zametim, qto iz predloßeniØ 1 sleduet, qto kaßdyæ fflement Ω_J ((i, j, k) ⊔ (l, m, n)) matricy Φ_J nulevoæ, esli (i, j) ≠ (l, m). Sledovatel~no, Φ_J imeet estestvennu¸ strukturu prØmoæ summy podmatric, sootvetstvu¸wih uporØdoqennym param cvetov (i, j). Predloßenie 2. J^2 i 1, rassmatrivaemye kak poliffdral~nye ko-

bordizmy kategorii S, ffkvivalentny otnositel~no lunnogo preobrazovaniØ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim 2-komponenty: E4 – pervoæ kopii J v J^2 i E_3 – vtoroæ kopii J. Oqevidno, E_4 ∩ ∂J = e_3 ⊂ θ_2 i

E_3 ∩ ∂J_d = e_3 ⊂ θ_1, znaqit, ob¨edinenie fftih komponent ØvlØetsØ

230 M. A. OVQINNIKOV

diskom – oboznaqim ego D – leßawim v Int J^2 i incidentnym obeim verxinam poliffdra J^2. Oboznaqim N zamknutu¸ okrestnost~ diska D v poliffdre J^2. N −D ØvlØetsØ kol~com, k kotoromu dva polukruga prikleeny svoimi diametrami. Sledovatel~no, k

J^2 primenimo lunnoe preobrazovanie vdol~ N , i ono prevrawa-

et J^2 v tot razmeqennyæ poliffdr vida θ × I, kotoryæ ØvlØetsØ ediniceæ 1 monoida ⟨J⟩. •

Kak sledstvie, gruppu ⟨J | J^2⟩ moßno rassmatrivat~ kak podkategori¸ kategorii Q.

Predloßenie 3. Φ^2_J = E.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim “skalØrnoe proizvedenie” stroki, sootvetstvu¸weæ raskraske (i, j, k) razmeqennoæ tffta-krivoæ, i stolbec, sootvetstvu¸wiæ raskraske (l, m, n) razmeqennoæ tffta-krivoæ. Kak bylo zameqeno, nenulevye fflementy v takom proizvedenii vstreqa¸tsØ tol~ko esli i = l, j = m. PrimenØØ “svoæstvo ortogonal~nosti”, poluqaem trebuemoe ravenstvo. •

Kak sledstvie, imeem, qto poluqennoe matriqnoe predstavlenie monoida ⟨J⟩ ØvlØetsØ takße predstavleniem gruppy ⟨J | J^2⟩, izomorfnoæ gruppe gomeotopiæ tora, a znaqit i predstavleniem samoæ gruppy gomeotopiæ tora. Budem nazyvat~ postroennoe matriqnoe predstavlenie J-predstavleniem gruppy gomeotopiæ tora i gruppu matric – obraz fftogo predstavleniØ – oboznaqat~ Φ(Homeot (T^2)).

Predloßenie 4. Matriqnyæ obraz monoida ⟨J⟩ poroßdaetsØ

tremØ invol¸tivnymi matricami

Φ_J , Φ_{(12)}, Φ_{(23)}.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie nemedlenno sleduet iz togo, qto obrazu¸wimi monoida ⟨J⟩ ØvlØ¸tsØ razmeqennye poliffdry J,

(12), (23), −1, i qto Φ_{−1} = E. •

Matriqnyæ obraz monoida ØvlØetsØ obrazom gruppy ⟨J | J^2⟩, izomorfnoæ gruppe gomeotopiæ tora, i pofftomu s naxeæ storony korrektnym budet oboznaqat~ fftot obraz Φ(Homeot (T^2)).

Pust~ A – kvadratnaØ matrica razmera n > 1 i I_b = {i_1, . . . ,i_k},

I_c = {i_{k+1}, . . . ,i_n} – podmnoßestva v {1, . . . ,n}, 0 < k < n. Obo-

znaqim qerez B i C podmatricy matricy A, q~i fflementy sootvetstvenno a_{ij}, i ∈ I_b, j ∈ I_b i a_{ij}, i ∈ I_c, j ∈ I_c. Predpoloßim, qto

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 231

a_{ij} = 0 dlØ kaßdogo i ∈ I_b, j ∈ I_c i dlØ kaßdogo i ∈ I_c, j ∈ I_b. Togda

my govorim, qto matrica A ØvlØetsØ prØmoæ summoæ matric B i C, i simvoliqeski vyraßaem ffto ravenstvom A = B u C.

Oboznaqim qerez I_{01} podmnoßestvo mnoßestva vseh uporØdoqennyh dopustimyh troek, sostoØwee iz edinstvennoæ troæki

(0, 0, 0). Qerez I_{02} oboznaqim podmnoßestvo, sostoØwee iz 3 upo-

rØdoqennyh troek s cvetami 0,^{r−2}_2 ,^{r−2}_2 . Qerez I_1 oboznaqim podmnoßestvo, sostoØwee iz troek, soderßawih tol~ko celye cveta i ne vhodØwih v podmnoßestva I_{01}, I_{02}. Qerez I_2 oboznaqim podmnoßestvo, sostoØwee iz troek, soderßawih dva istinno polucelyh cveta.

Predloßenie 5. KaßdaØ matrica gruppy Φ(Homeot (T^2)) ØvlØ-

etsØ prØmoæ summoæ matric otnositel~no razbieniØ mnoßestva dopustimyh troek na podmnoßestva I_{01}, I_{02}, I_1, I_2.

Dokazatel~stvo. Horoxo izvestno, qto esli dve matricy ØvlØ- ¸tsØ prØmoæ summoæ svoih podmatric otnositel~no odinakovogo razbieniØ indeksov fflementov, to ih proizvedenie ØvlØetsØ prØmoæ summoæ podmatric togo ße sorta. Sledovatel~no, utverßdenie spravedlivo, poskol~ku, kak legko ubedit~sØ, ono spravedlivo dlØ obrazu¸wih matric obraza predstavleniØ: Φ_{(12)}, Φ_{(23)},

Φ_J . •

Predloßenie 6. Podgruppa H gruppy ⟨J | J^2⟩, poroßdennaØ po-

liffdrami −1, J, (23)J(23), (13)J(13), imeet indeks 6.

�to sleduet iz togo, qto faktorgruppa gruppy ⟨J | J^2⟩ po H izomorfna simmetriqeskoæ gruppe S_3. •

Sledstvie 1. Esli gruppa matric Φ(H) koneqna, to i gruppa ma-

tric Φ(Homeot (T^2)) koneqna.

Oboznaqim I_0 ob¨edinenie mnoßestv I_{01} ∪ I_{02}. Oboznaqim I_{21},

I_{22}, I_{23} podmnoßestva mnoßestva I_2, q~i troæki soderßat celyæ

cvet na pervoæ, vtoroæ i tret~eæ pozicii sootvetstvenno.

Predloßenie 7. Vosem~ podprostranstv, sootvetstvu¸wih qe-

tyrem fflementam mnoßestva I_0 i qetyrem mnoßestvam I_1, I_{21}, I_{22}, I_{23}, invariantny otnositel~no deæstviØ fflementov podgruppy H.

232 M. A. OVQINNIKOV

Sledstvie 2. KaßdaØ matrica gruppy matric Φ(H) ØvlØet-

sØ prØmoæ summoæ vos~mi matric, sootvetstvu¸wih podmnoßestvam {0 0 0}, { 0 r − 2 2 r − 2 2 } , { r − 2 2 0 r − 2 2 } , { r − 2 2 r − 2 2 0 } , I_1, I_{21}, I_{22}, I_{23}

mnoßestva vseh uporØdoqennyh dopustimyh troek. PervaØ matrica (1), vtoraØ, tret~Ø i qetvertaØ matricy ime¸t vid (±1). MatriqnaØ gruppa, poroßdennaØ pervym matriqnym slagaemym, trivial~na. VtoraØ, tret~Ø i qetvertaØ gruppy izomorfny drug drugu i trivial~noæ gruppe, libo gruppe Z_2. XestaØ, sed~maØ i vos~maØ gruppy izomorfny meßdu soboæ.

Sleduet otmetit~, qto ideØ razliqeniØ raskrasok, soderßawih i ne soderßawih polucelye cveta, zaimstvovana iz raboty Sokolova [13] o razloßenii invarianta Viro–Turaeva v summu treh invariantov.

§3. Koneqnost~ J-predstavleniæ gruppy tora urovneæ r 6 6

Sluqai r = 3, 4, 5, 6 rassmatriva¸tsØ posledovatel~no. Po suti, ffto rassmotrenie svoditsØ k mehaniqeskomu primeneni¸ formul p. 1.3, konstrukcii matriqnoæ gruppy Φ(Homeot (T^2)) iz §2 i ispol~zovani¸ svoæstv fftoæ konstrukcii, vyvedennyh v §3. Rezul~taty vyqisleniæ privedeny lix~ dlØ odnogo znaqeniØ

q =^r √ 1 dlØ kaßdogo r. Matriqnye gruppy, poluqaemye dlØ raznyh q pri fiksirovannom r, okazyva¸tsØ izomorfnymi. Moßno ewe zametit~, qto u fflementa −1 ∈ ⟨J⟩ matriqnyæ obraz vsegda trivialen, i sledovatel~no, predstavlenie moßet rassmatrivat~sØ kak predstavlenie gruppy P SL(2, Z) = SL(2, Z)/{E, −E}. Vo vseh sluqaeh koneqnost~ gruppy Φ(Homeot (T^2)) vyvoditsØ iz koneqnosti gruppy Φ(H).

3.1. Sluqaæ r = 3. Dannye dlØ vyqisleniæ:

[1] = 1, w^2_0 = 1, w^21_2 = −1, | | | | 1 2 1 2 0 1 2 1 2 0 | | | | = −1.

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 233

UporØdoqennoe mnoßestvo uporØdoqennyh dopustimyh troek raspadaetsØ na sledu¸wie invariantnye podmnoßestva:

I_0 = { 000, 0 1 2 1 2 , 1 2 0 1 2 , 1 2 1 2 0 } , I_1 = I_{21} = I_{22} = I_{23} = ∅.

Matricy, poroßda¸wie gruppu Φ(Homeot (T^2)):

Φ_J =

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −1

, Φ(13) =

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 ,

Φ_{(23)} =

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 . Matricy, poroßda¸wie vmeste s Φ_J podgruppu Φ(H):

Φ_{(13)J (13)} =

1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

, Φ(23)J (23) =

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 1 .

˚sno, qto Φ(H) ∼= Z^3_2.

3.2. Sluqaæ r = 4. Dannye dlØ vyqisleniæ:

[1] = [3] = 1, [2] = √ 2, w^2_0 = w^2_1 = 1, w_1w_0 = −1, w^21_2 = −1, | | | | 1 1 0 1 1 0 | | | | = 1, | | | | 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 | | | | = − | | | | 1 2 1 2 0 1 2 1 2 0 | | | | = − | | | | 1 2 1 2 1 1 2 1 2 0 | | | | = 1 √ 2 . UporØdoqennoe mnoßestvo uporØdoqennyh dopustimyh troek cvetov raspadaetsØ na sledu¸wie invariantnye podmnoßestva:

I_0 = {000, 011, 101, 110}; I_1 = ∅;

I_{21} = { 0 1 2 1 2 , 1 1 2 1 2 }; I_{22} = { 1 2 0 1 2 , 1 2 1 1 2 } ; I_{23} = { 1 2 1 2 0, 1 2 1 2 1 } . Φ_J = E u A u A u B,

234 M. A. OVQINNIKOV Φ_{(13)J (13)} = E u B u A u A,

Φ_{(23)J (23)} = E u A u B u A, gde E = (1) u (1) u (1) u (1), A = ( 1 0 0 −1 ) , B = ( −^{1√}_2^{1√}_2 1√ 2 1√ 2 ) . Oqevidno, gruppa Φ(H) izomorfna podgruppe v prØmom proizvedenii treh kopiæ matriqnoæ gruppy G, poroßdennoæ dvumØ matricami A i B. Legko ubedit~sØ, qto gruppa G izomorfna diffdral~noæ gruppe D_8. Sledovatel~no, Φ(H) koneqna. 3.3. Sluqaæ r = 5. Dannye dlØ vyqisleniæ:

[1] = [4] = 1, [2] = [3] = ε = 1 + √ 5 2 , w^2_0 = 1, w_1w_0 = −ε^{12} , w^2_1 = ε, w^21_2 = −ε, w^23_2 = −1, w 1_2 w 3_2 = ε^{12} , | | | 1 1 1 1 1 1 | | | = −ε^{−2} , | | | 1 1 0 1 1 0 | | | = | | | 1 1 1 1 1 0 | | | = ε^{−1}, | | | | 3 2 3 2 0 3 2 3 2 0 | | | | = −1, | | | | 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 | | | | = ε^{−2}, | | | | 1 2 1 2 1 1 2 3 2 1 | | | | = ε^{−1}, | | | 1 2 1 2 0 1 2 1 2 0 | | | = | | | 1 2 1 2 1 1 2 1 2 0 | | | = | | | 3 2 1 2 1 3 2 1 2 1 | | | = −ε^{−1}. UporØdoqennoe mnoßestvo uporØdoqennyh troek cvetov raspadaetsØ na sledu¸wie 5 invariantnyh podmnoßestv:

I_0 = { 000, 0 3 2 3 2 , 3 2 0 3 2 , 3 2 3 2 0 } ; I_1 = {011, 101, 110, 111};

I_{21} = { 0 1 2 1 2 , 1 1 2 3 2 , 1 1 2 1 2 , 1 3 2 1 2 } ; I_{22} = { 1 2 0 1 2 , 3 2 1 1 2 , 1 2 1 1 2 , 1 2 1 3 2 } ; I_{23} = { 1 2 1 2 0, 3 2 1 2 1, 1 2 1 2 1, 1 2 3 2 1 } . Φ_J = E_4 u A_1 u B_2 u B_3 u B_1,

Φ_{(13)J (13)} = E_2 u A_2 u B_1 u B_2 u B_2,

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 235 Φ_{(23)J (23)} = E_3 u A_3 u B_3 u B_1 u B_3, gde E_2 = (1) u (−1) u (1) u (1),

E_3 = (1) u (1) u (−1) u (1),

E_4 = (1) u (1) u (1) u (−1),

A_1, A_2, A_3, B_1, B_2, B_3 sootvetstvenno sledu¸wie matricy

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ε^{−1} −ε^{−1/2} 0 0 −ε^{−1/2} −ε^{−1} , ε^{−1} 0 0 −ε^{−1/2} 0 1 0 0 0 0 1 0 −ε^{−1/2} 0 0 −ε^{−1} ,

1 0 0 0 0 ε^{−1} 0 −ε^{−1/2} 0 0 1 0 0 −ε^{−1/2} 0 −ε^{−1} , −ε^{−1} 0 ε^{−1/2} 0 0 −1 0 0 ε^{−1/2} 0 ε^{−1} 0 0 0 0 −1 ,

1 0 0 0 0 ε^{−1} ε^{−1/2} 0 0 ε^{−1/2} −ε^{−1} 0 0 0 0 1 , 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −ε^{−1} ε^{−1/2} 0 0 ε^{−1/2} ε^{−1} .

Φ(H) – podgruppa v prØmom proizvedenii pØti koneqnyh matriq-

nyh grupp. PervaØ gruppa izomorfna gruppe Z^3_2. VtoraØ gruppa izomorfna binarnoæ gruppe ikosaffdra. 3-Ø, 4-Ø i 5-Ø gruppy poroßda¸tsØ odinakovymi matricami s toqnost~¸ do soprØßeniØ, i izomorfny prØmomu proizvedeni¸ binarnoæ gruppy ikosaffdra i gruppy Z_2. Sledovatel~no, gruppa Φ(H) koneqna. 3.4. Sluqaæ r = 6. Dannye dlØ vyqisleniæ:

[1] = [5] = 1, [2] = [4] = √ 3, [3] = 2,

w^2_0 = w_0w_2 = w^2 = 1, w^2_1 = 2, w_0w_1 = w_1w_2 = − √ 2, w^21_2 = w^23_2 = − √ 3, w 1_2 w 3_2 = √ 3, | | | | 1 1 0 1 1 0 | | | | = | | | | 1 1 1 1 1 0 | | | | = | | | | 1 1 2 1 1 0 | | | |

236 M. A. OVQINNIKOV = − | | | | 1 1 2 1 1 2 | | | | = − | | | | 1 1 1 1 1 2 | | | | = 1 2 , | | | | 1 1 1 1 1 1 | | | | = 0, | | | | 2 2 0 2 2 0 | | | | = 1, | | | | 1 2 1 2 0 1 2 1 2 0 | | | | = | | | | 1 2 1 2 1 1 2 1 2 0 | | | | = | | | | 3 2 3 2 0 3 2 3 2 0 | | | | = | | | | 3 2 3 2 1 3 2 3 2 0 | | | | = | | | | 3 2 3 2 2 3 2 3 2 1 | | | | = − 1 √ 3 , | | | | 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 | | | | = | | | | 3 2 3 2 1 3 2 3 2 1 | | | | = − | | | | 1 2 3 2 1 1 2 3 2 1 | | | | = 1 2 √ 3 , | | | | 1 2 3 2 1 1 2 1 2 1 | | | | = − | | | | 3 2 1 2 1 3 2 3 2 1 | | | | = 1 2 . UporØdoqennoe mnoßestvo uporØdoqennyh dopustimyh troek raspadaetsØ na sledu¸wie invariantnye podmnoßestva:

I_0 = {000, 022, 202, 220}; I_1 = {011, 101, 110, 111, 211, 121, 112};

I_{21} = { 2 1 2 3 2 , 2 3 2 1 2 , 1 1 2 3 2 , 1 3 2 1 2 , 1 1 2 1 2 , 1 3 2 3 2 , 0 1 2 1 2 , 0 3 2 3 2 } ;

I_{22} = { 1 2 2 3 2 , 3 2 2 1 2 , 1 2 1 3 2 , 3 2 1 1 2 , 1 2 1 1 2 , 3 2 1 3 2 , 1 2 0 1 2 , 3 2 0 3 2 } ;

I_{23} = { 1 2 3 2 2, 3 2 1 2 2, 1 2 3 2 1, 3 2 1 2 1, 1 2 1 2 1, 3 2 3 2 1, 1 2 1 2 0, 3 2 3 2 0 } . Φ_J = E u A_0 u A_1 u A_2 u A_3,

Φ_{(13)J (13)} = E u B_0 u B_1 u B_2 u B_3,

Φ_{(23)J (23)} = E u C_0 u C_1 u C_2 u C_3,

gde E =

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 ,

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 237

A_0 =

1 2 0 0 −^{1√}_2 0 0^1_2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −^{1√}_2 0 0 0 0 0^{1√}_2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 2 0 0^{1√}_2 0 0^1_2

,

B_0 =

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0^1_2 −^{1√}_2^1_2 0 0 0 0 −^{1√}_2 0^{1√}_2 0 0 0 0^1_2^{1√}_2^1_2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

,

C_0 =

1 0 0 0 0 0 0 0^1_2 0 −^{1√}_2 0^1_2 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −^{1√}_2 0 0 0^{1√}_2 0 0 0 0 0 1 0 0 0^1_2 0^{1√}_2 0^1_2 0 0 0 0 0 0 0 1

,

A_1 = A_2 = C_3

= ( −1 0 0 −1 )

u

1 2 0 −^{√3}_2 0 0^1_2 0 −^{√3}_2 −^{√3}_2 0 −^1_2 0 0 −^{√3}_2 0 −^1_2

u^{( 1 0}_{0 1}^) ,

B_2 = B_3 = C_1

= ( −1 0 0 −1 )

u

1 2 0 0 −^{√3}_2 0^1_2 −^{√3}_2 0 0 −^{√3}_2 −^1_2 0 −^{√3}_2 0 0 −^1_2

u^{( 1 0}_{0 1}^) ,

238 M. A. OVQINNIKOV

A_3 = B_1 = C_2

= 1√ 3 0 √_2 3 0 0^{1√}_3 0

√_2 3 √_2

3 0 −^{1√}_3 0 0 √_2

3 0 −^{1√}_3

u

1√ 3 0 √_2 3 0 0^{1√}_3 0

√_2 3 √_2 3 0 −^{1√}_3 0 0 √_2 3 0 −^{1√}_3 ,

A_3 = B_1 = C_2

= 1√ 3 0 √_2 3 0 0^{1√}_3 0

√_2 3 √_2

3 0 −^{1√}_3 0 0 √_2

3 0 −^{1√}_3

u

1√ 3 0 √_2 3 0 0^{1√}_3 0

√_2 3 √_2 3 0 −^{1√}_3 0 0 √_2 3 0 −^{1√}_3 .

Matricy A_i, B_i, C_i (i = 1, 2, 3) predstavleny kak prØmye summy matric sugubo dlØ kratkosti.

IssleduemaØ podgruppa matric ØvlØetsØ podgruppoæ v prØmom proizvedenii 5 matriqnyh grupp. PervaØ gruppa – trivial~na.

VtoraØ gruppa. Zamenim bazis e_{011}, e_{101}, e_{110}, e_{111}, e_{211}, e_{121},

e_{121} na e_{211} − e_{011} √ 2 , e_{121} − e_{101} √ 2 , e_{112} − e_{110} √ 2 , e_{111},

e_{211} + e_{011} √ 2 , e_{121} + e_{101} √ 2 , e_{112} + e_{110} √ 2 . V kaßdoæ matrice Φ(J), Φ((13)J(13)), Φ((23)J(23)) vtoroe matriqnoe slagaemoe prevrawaetsØ v matricu, kotoraØ perestavlØet vektor e_{111} i odin iz pervyh treh novyh bazisnyh vektorov. Tak qto vtoraØ gruppa izomorfna simmetriqeskoæ gruppe S_4.

˚sno, qto poslednie tri matriqnye gruppy izomorfny matriqnoæ gruppe ⟨A_2, B_2, C_2⟩, poroßdennoæ tremØ matricami. Issleduem fftu gruppu.

Udobnym okazyvaetsØ zamenit~ bazis

e 1_{2 2} 3_2 , e 3_{2 2} 1_2 , e 1_{2 1} 3_2 , e 3_{2 1} 1_2 , e 1_{2 1} 1_2 , e 3_{2 1} 3_2 , e 1_{2 0} 1_2 , e 3_{2 0} 3_2

SVO`STVA PREDSTAVLENI` VIRO�TURAEVA 239 na e 1_{2 2} 3_2 + e 3_{2 2} 1_2 √ 2 , e 1_{2 2} 3_2 − e 3_{2 2} 1_2 √ 2 , e 1_{2 1} 3_2 + e 3_{2 1} 1_2 √ 2 , e 1_{2 1} 3_2 − e 3_{2 1} 1_2 √ 2 , e 1_{2 2} 3_2 + e 3_{2 2} 1_2 √ 2 , e 1_{2 2} 3_2 − e 3_{2 2} 1_2 √ 2 , e 1_{2 1} 3_2 + e 3_{2 1} 1_2 √ 2 , e 1_{2 1} 3_2 − e 3_{2 1} 1_2 √ 2 , e 1_{2 1} 1_2 + e 3_{2 1} 3_2 √ 2 , e 1_{2 1} 1_2 − e 3_{2 1} 3_2 √ 2 , e 1_{2 0} 1_2 + e 3_{2 0} 3_2 √ 2 , e 1_{2 0} 1_2 − e 3_{2 0} 3_2 √ 2 . Togda my poluqaem, qto matrica A_2 prinimaet vid prØmoæ summy matric A_{21} u A_{22}, matrica B_2 prinimaet vid B_{21} u B_{22}, C_2 – vid C_{21} u C_{22}, gde A_{21} = B_{21} = A_{22}, C_{21} = C_{22},

A_{22} = ( −1 ) u

(_1

2 −^{√3}_2

−^{√3}_2 −^1_2 )

u ( 1 ) ,

B_{22} = ( −1 ) u

(_1 2 √ 3 2 √ 3 2 −^1_2 )

u ( 1 ) ,

C_{22} =

√_1 3 √_2 3 √_2 3 − √_1 3 u √_1 3 √_2 3 √_2 3 − √_1 3 . MatriqnaØ gruppa ⟨A_2, B_2, C_2⟩ ØvlØetsØ podgruppoæ v prØmom proizvedenii ⟨A_{21}, C_{21}⟩ × ⟨A_{22}, B_{22}, C_{22}⟩. PervaØ gruppa izomorfna podgruppe vo vtoroæ gruppe. Oboznaqim qerez F vtoru¸ gruppu. Netrudno ubedit~sØ, qto orbita pervogo i qetvertogo bazisnyh vektorov prostranstva R^4 otnositel~no deæstviØ gruppy F

na R^4 obwaØ i sostoit iz 16 vektorov. Analogiqno, obwaØ orbita

vtorogo i tret~ego vektorov sostoit iz 48 vektorov.

Sledovatel~no, gruppa F koneqna, i gruppa ⟨A_2, B_2, C_2⟩ koneqna, i znaqit gruppa Φ(H) koneqna.

Avtor blagodarit S. V. Matveeva za postanovku zadaq i podderßku v rabote.

Literatura

1. M. At~Ø, GeometriØ i fizika uzlov. Mir. M., 1995.

2. G. Wright, The Reshetikhin–Turaev representation of the mapping class group.

— J. Knot Theory and Its Ramification 3 (1994), 547–574.

240 M. A. OVQINNIKOV

3. G. Wright, The Reshetikhin–Turaev representation of the mapping class groups at sixth root of unity. — J. Knot Theory and Its Ramification 5 (1996), 721–741.

4. T. Kohno, Topological invariants of 3-manifolds using representations of mapping class group. — Topology 31 (1992), 203–230.

5. L. C. Jeffrey, Chern–Simons–Witten invariants of lens spaces and torus bundles, and the semiclassical approximation. — Commun. Math. Phys. 147 (1992), 563–604.

6. V. G. Turaev, O. Y. Viro, State sum invariants of 3-manifolds and quantum 6j-symbols. — Topology 31 (1992), 865–902.

7. V. G. Turaev, Quantum invariants of knots and 3-manifolds. vol. 18, de Gruyter Studies in Math., 1994.

8. J. Roberts, Skein-theory and the Turaev–Viro invariants. preprint.

9. M. A. Ovqinnikov, Predstavlenie gomeotopiæ tora prostymi poliffdrami s kraem. — Mat. zametki 66, ˝ 4 (1999), 593–540.

10. B. G. Casler, An embedding theorem for connected 3-manifolds with boundary. — Proc. Am. Math. Soc. 16 (1965), 559–566.

11. S. V. Matveev, Special~nye ostovy kusoqno lineænyh mnogoobraziæ. — Mat. sb. 92 (134), ˝ 2 (1973), 282–293.

12. S. V. Matveev, PreobrazovaniØ special~nyh spaænov i gipoteza Zimana.

— Izv. AN SSSR 51, ˝ 5 (1987), 1104–1115.

13. M. V. Sokolov, The Turaev–Viro invariant for 3-manifold is a sum of three invariants. — Canad. Math. Bull. 39 no. 4 (1996), 468–475.

Ovchinnikov M. A. On properties of Viro–Turaev representations of a mapping class group of a torus.

Matrix realizations for the Viro–Turaev representations of the mapping class group of a torus are constructed. Each of the representations is generated by three involutive matrices. For the levels r = 3, 4, 5, 6, the finiteness of the representations is proved.

Postupilo 19 i¸nØ 2000 g. QelØbinskiæ gosudarstvennyæ universitet

ovch@cgu.chel.su