Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 2000 g.

A. L. Qistov

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ ALGEBRAIQESKOGO MNOGOOBRAZI˚ V NULEVO` HARAKTERISTIKE I EË PRILOȷENI˚ Vvedenie

Pust~ k – pole nulevoæ harakteristiki, i P^n(k) – n-mernoe proektivnoe prostranstvo nad algebraiqeskim zamykaniem k polØ k, ime¸wee odnorodnye koordinaty X_0, . . . , X_n. Rassmotrim proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie V , zadannoe kak mnoßestvo vseh obwih nuleæ semeæstva odnorodnyh mnogoqlenov stepeni men~xe, qem d otnositel~no n + 1 peremennyh X_0, . . . , X_n s kofffficientami iz polØ k.

Opredelenie 1. Gladkoe pokrytie algebraiqeskogo mnogoobraziØ

V est~ koneqnoe semeæstvo V_α, α ∈ A, (1) gladkih kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ V_α ⊂ P^n(k), α ∈ A, takoe qto V predstavlØetsØ kak ob¨edinenie V = ∪_{α∈A}V_α. Dalee my trebuem, qtoby vse neprivodimye komponenty V_α imeli odnu i tu ße razmernost~ (kotoraØ zavisit tol~ko ot α). GladkaØ stratifikaciØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V – ffto gladkoe pokrytie V_α, α ∈ A, mnogoobraziØ V , takoe qto dopolnitel~no dlØ vsØkih dvuh indeksov α_1, α_2 ∈ A, esli α_1 ≠ α_2, to V_{α1} ∩ V_{α1} = ∅.

Zameqanie 1. Pust~ l1 i l2 – dve razliqnye prØmye v P^2. Togda

semeæstvo kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ l_1 i

l_2 \ l_1 opredelØet gladku¸ stratifikaci¸ mnogoobraziØ l_1 ∪ l_2.

�tot primer pokazyvaet, qto nekotorye mnogoobraziØ V_α mogut soderßat~ gladkie toqki i osobye toqki V odnovremenno.

V fftoæ stat~e my vvedëm novoe predstavlenie kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ udobnoe s algoritmiqeskoæ toqki zreniØ. Ispol~zuØ ffto predstavlenie, my dokazyvaem suwestvovanie gladkogo pokrytiØ i gladkoæ stratifikacii (1), 254

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 255 takih qto dlØ vsØkogo α ∈ A stepen~ zamykaniØ v topologii Zarisskogo deg V_α ograniqena sverhu veliqinoæ 2^{2nC} d^n, gde C > 0 – absol¸tnaØ konstanta. Krome togo, qislo fflementov #A ograniqeno sverhu veliqinoæ 2^{2nC} d^n dlØ sluqaØ gladkogo pokrytiØ i 2^{2nC} d^{n(n+1)/2} dlØ sluqaØ gladkoæ stratifikacii. Podrobnye formulirovki sm. v Teoreme 2 i Teoreme 4 iz Razdela 2. Konstanta C (a takße drugie konstanty niße) moßet byt~ vyqislena Øvno pri pomowi dokazatel~stv iz stat~i i iz [5].

Ispol~zuØ rezul~taty nastoØweæ stat~i, [4, 6], moßno predloßit~ v sluqae nulevoæ harakteristiki algoritmy dlØ postroeniØ gladkogo pokrytiØ (sootvetstvenno gladkoæ stratifikacii) V za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i

2^{2nC} d^n (sootvetstvenno 2^{2nC} d^{n(n+1)/2}) dlØ absol¸tnoæ konstanty C > 0, sm. Zameqanie 3 niße. V dal~neæxem, esli budet interes

k fftoæ tematike, my nadeemsØ opisat~ ffti algoritmy v odnoæ iz sledu¸wih stateæ. Zdes~ sleduet ispol~zovat~ rezul~taty [4]. Metod [4] ØvlØetsØ po-suwestvu klassiqeskim. Algoritm iz [4] imeet polinomial~nu¸ sloßnost~ i soderßit interesnye idei s toqki zreniØ teorii vyqisleniæ.

V algoritmiqeskoæ qasti stat~i v sluqae nulevoæ harakteristiki i, kogda pole k ØvlØetsØ koneqnoporoßdënnym rasxireni-

em Q, my opisyvaem algoritm dlØ postroeniØ posledovatel~no-

steæ lokal~nyh parametrov dlØ komponent algebraiqeskih mnogoobraziæ za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i 2^{2nC} d^n, gde C > 0 ØvlØetsØ absol¸tnoæ konstantoæ, sm. Teoremu 1. V sluqae, kogda k ØvlØetsØ podpolem R, suwestvovanie gladkogo pokrytiØ, dokazannoe v Teoreme 2, pozvolØet postroit~ algoritm dlØ vyqisleniØ razmernosti vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ V (R) za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i 2^{2nC} d^n, sm. Teoremu 3.

V nastoØweæ stat~e dokazatel~stva osnovyva¸tsØ na [5, 7]. V [5] opisana ffffektivnaØ konstrukciØ (v matematiqeskom smysle, bez algoritmov) regulØrnyh posledovatel~nosteæ i posledovatel~nosteæ lokal~nyh parametrov v lokal~nyh kol~cah komponent algebraiqeskih mnogoobraziæ. Ispol~zuØ ffffektivnye ocenki dlØ stepeneæ lokal~nyh parametrov iz [5] i rezul~taty iz [7], my predlagaem algoritm dlØ postroeniØ regulØrnyh posledovatel~nosteæ i posledovatel~nosteæ lokal~nyh parame-

256 A. L. QISTOV trov v lokal~nom kol~ce komponenty razmernosti n − s algebraiqeskogo mnogoobraziØ V za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i n^{2sC} d^n.

Sdelaem ewë odno ispravlenie. K usloviØm Lemmy 14 iz [7] sleduet dobavit~ “z – gladkaØ toqka”.

Pereædëm k toqnym formulirovkam. Pust~ dany odnorodnye mnogoqleny f_1, . . . , f_m ∈ k[X_0, . . . , X_n] Rassmotrim zamknutoe algebraiqeskoe mnoßestvo ili algebraiqeskoe mnogoobrazie (v fftoæ stat~e my ne razliqaem ffti ponØtiØ)

V = {(x_0 : . . . : x_n) ∈ P^n(k) : f_i(x_0, . . . , x_n) = 0, x_i ∈ k, ∀1 6 i 6 m}.

�to mnoßestvo vseh obwih nuleæ mnogoqlenov f_1, . . . , f_m v P^n(k). V dal~neæxem my budem oboznaqat~ dlØ kratkosti ffto mnoßestvo qerez Z(f_1, . . . , f_m). Analogiqnye oboznaqeniØ budut takße ispol~zovat~sØ dlØ mnoßestv vseh obwih nuleæ (v affinnyh ili proektivnyh prostranstvah, kak ffto budet vidno iz konteksta) drugih mnogoqlenov. Sledovatel~no, V = Z(f_1 , . . . , f_m).

Pust~ teper~ k = Q(t_1, . . . , t_l, θ), gde t_1, . . . , t_l algebraiqeski nezavisimy nad Q, i θ – algebraiqeskiæ nad Q fflement s minimal~nym mnogoqlenom F ∈ Q[t_1, . . . , t_l, Z]. Starxiæ kofffficient

lc_ZF mnogoqlena F raven 1. Kaßdyæ mnogoqlen f = f_i budem

predstavlØt~ v forme f = 1 a_0 ∑ i_0,... ,i_n ∑ 0≤j<deg_Z F a_{i0,... ,in,j} θ^j X^{i0}_0 · · · X^{in}_n , gde a_0, a_{i0,... ,in,j} ∈ Z[t_1, . . . , t_l], gcd_{i0,... ,in,j}(a_0, a_{i0,... ,in,j} ) = 1. Opre- delim dlinu zapisi l(a) celogo qisla a formuloæ l(a) = min{s ∈

Z: |a| < 2^{s−1}}. Dlina zapisi kofffficientov l(f) mnogoqlena f

opredelØetsØ kak maksimum dlin zapisi celyh kofffficientov mnogoqlenov a_0, a_{i0,... ,in,j}, i stepen~ deg_{tα} (f) = max_{i0,... ,in,j}{deg_{tα} (a_0), deg_{tα} (a_{i0,... ,in,j})} , gde 1 ≤ α ≤ l. Analogiqnym obrazom opredelØetsØ deg_{tα} F i l(F ). My budem predpolagat~, qto ime¸tsØ sledu¸wie ocenki deg_{X0 ,... ,Xn} (f_i) < d, deg_{tα} (f_i) < d_2, l(f_i) < M, deg_Z(F ) < d_1, deg_{tα} (F ) < d_1, l(F ) < M_1 .

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 257 Razmer (ili dlina zapisi) L(f) mnogoqlena f opredelØetsØ kak proizvedenie l(f) na qislo vseh celyh kofffficientov mnogoqlena f v plotnom predstavlenii. Imeem L(f_i) < (( d + n n ) d_1 + 1 ) d^l_2M. Analogiqno L(F ) < d^{l+1}_1 M_1. V dal~neæxem, esli ne ogovoreno protivnoe, my budem sqitat~, qto l fiksirovano.

Zameqanie 2. V dal~neæxem my budem predpolagat~ bez ogra-

niqeniØ obwnosti, qto mnogoqleny f_1, . . . , f_m ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi nad k. Sledovatel~no, dim V 6 n − 1.

Pust~ W – opredellatënnoe nad k i neprivodimoe nad k proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie v P^n(k), i razmernost~

dim W = n − s. Pust~ P = I(W ) ⊂ k[X_0, . . . , X_n] – odnorodnyæ

prostoæ ideal, sootvetstvu¸wiæ W . Napomnim, qto v [5] vvede-

ny P-posledovatel~nosti. Imenno, rassmotrim posledovatel~-

nost~ odnorodnyh mnogoqlenov g_1, . . . , g_j ∈ P, 1 6 j 6 s. Pust~

0 6 u < j – celoe qislo. Oboznaqim qerez W = W(P, u) mno-

ßestvo vseh opredelënnyh nad k i neprivodimyh nad k komponent W^′ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(g_1, . . . , g_u), takih qto

W^′ ⊃ V . Predpoloßim, qto dlØ vsØkogo celogo qisla 0 6 u < j,

mnogoqlen g_{u+1} ∈ P ØvlØetsØ mnogoqlenom g naimen~xeæ stepeni, takim qto dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty W^′ ∈ W vypolneno W^′ ⊄ Z(g). Togda vsØkaØ takaØ posledovatel~nost~ g_1, . . . , g_j nazyvaetsØ P-posledovatel~nost~¸ (dliny j).

Otmetim, qto esli g_1, . . . , g_j ØvlØetsØ P-posledovatel~nost~¸, to dlØ vsØkogo 0 6 u 6 j vsØkaØ neprivodimaØ komponenta algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(g_1, . . . , g_u) soderßawaØ V imeet razmernost~ n−u. V qastnosti, kogda j = s, algebraiqeskoe mnogoobrazie V ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ Z(g_1, . . . , g_s).

Napomnim, qto g_1, . . . , g_s – ØvlØetsØ sistemoæ lokal~nyh parametrov algebraiqeskogo mnogoobraziØ W v gladkoæ toqke x_0 ∈ W v tom i tol~ko v tom sluqae, esli g_1, . . . , g_s poroßda¸t ideal mnogoobraziØ W v lokal~nom kol~ce O_{x0,}Pn_{(k)} toqki x_0 v P^n(k). Dalee, g_1, . . . , g_s ØvlØetsØ posledovatel~nost~¸ lokal~nyh parametrov algebraiqeskogo mnogoobraziØ W togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet gladkaØ toqka x_0 ∈ W , takaØ qto g_1, . . . , g_s – sistema lokal~nyh parametrov algebraiqeskogo mnogoobraziØ W v toqke x_0.

258 A. L. QISTOV

Teorema 1. Pust~ dana gladkaØ toqka x0 ∈ V (to, qto x0 – glad-

kaØ toqka V moßet byt~ provereno pri pomowi algoritma iz [7]). �to oznaqaet, qto izvesten indeks 0 6 i_0 6 n, takoæ qto

X_{i0} (x_0) ≠ 0, i zadan izomorfizm poleæ

k(x_0) = k((X_1/X_{i0} )(x_0), . . . , (X_n/X_{i0} )(x_0)) = k[η] ≃ k[Z]/(Φ), (2)

gde η = ∑ 06i6n^ci^{(X}i^{/X}i0^{)(x}0^), kofffficienty^ci^∈ Z zadany, i

Φ ∈ k[Z] – minimal~nyæ mnogoqlen fflementa η nad k so starxim kofffficientom lc_ZΦ = 1 (tak qto toqka x_0 opredelena s toqnost~¸ do soprØßeniØ nad k). Pust~ W – odnoznaqno opredelënnaØ neprivodimaØ nad k komponenta mnogoobraziØ V , takaØ qto x_0 ∈ W . Pust~ P = I(W ) ⊂ k[X_0, . . . , X_n] – odnorodnyæ prostoæ ideal, sootvetstvu¸wiæ W . Pust~ dim W = n − s, gde

1 6 s 6 n. Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

(i) Moßno vyqislit~ s i postroit~ P-posledovatel~- nost~ g_1, . . . , g_s ∈ k[X_0, . . . , X_n]. Sledovatel~no, deg g_i

6 d dlØ vseh 1 6 i 6 s i soglasno [5]

deg g_1 · . . . · deg g_s 6 n^{2sC} deg W,

gde 0 < C ∈ R– absol¸tnaØ konstanta. VremØ raboty algoritma dlØ postroeniØ P-posledovatel~nosti polinomial~no ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i dliny zapisi toqki x_0.

(ii) Moßno postroit~ odnorodnye mnogoqleny h_1, . . . ,h_s ∈

k[X_0, . . . , X_n] i toqku x ∈ W , takie qto x ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ V , koordinata X_{i0} (x) ≠ 0, i h_1/X^{deg h1}_{i0} , . . . , h_s/X^{deg hs}_{i0} ØvlØetsØ sistemoæ lokal~- nyh parametrov W v toqke x, stepeni

deg_{X0,... ,Xn} h_i 6 n^{2sC} deg g_i 6 n^{2sC} d, 1 6 i 6 s,

dlØ absol¸tnoæ konstanty 0 < C ∈ R. VremØ raboty algoritma dlØ postroeniØ mnogoqlenov h_1, . . . , h_s polinomial~no ot n^{2sC} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m i dliny zapisi toqki x_0, gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstan- ta. Otmetim zdes~, qto ispol~zuØ algoritmy iz [7], moßno postroit~ mnoßestvo S, soderßawee sistemu predstaviteleæ se-

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 259 meæstva mnoßestv gladkih toqek vseh neprivodimyh komponent V , takoe qto dlina zapisi vsØkoæ toqki iz S ograniqena sverhu polinomom ot d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, i qislo toqek #S 6 d^n.

Pered tem, kak formulirovat~ nax sledu¸wiæ rezul~tat, nam potrebuetsØ opisat~, kak my budem predstavlØt~ kvaziproektivnye algebraiqeskie mnogoobraziØ v fftoæ stat~e. Pust~ W – kvaziproektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie v P^n(k), i W opredeleno nad k. Togda predstavim

W = W^{(1)} \ ∪_26_i6_aW^{(i)}, (3)

gde vse W^{(i)}, 1 6 i 6 a – ØvlØ¸tsØ proektivnymi algebraiqeskimi mnogoobraziØmi v P^n(k), opredelënnymi nad k. VsØkoe algebraiqeskoe mnogoobrazie W^{(i)}, 1 6 i 6 a, zadano kak ob¨edinenie nekotoryh neprivodimyh komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)}) ⊂ P^n(k), gde odnorodnye mnogoqleny f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)} ∈ k[X_0, . . . , X_n] zadany (zdes~ ne sleduet putat~ verhniæ indeks (i) s proizvodnoæ). DlØ vsØkogo

1 6 s 6 n oboznaqim qerez V^{(i)}s (sootvetstvenno W^{(i)}s ) ob¨edi-

nenie vseh neprivodimyh komponent razmernosti n − s mnogoobraziØ Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)}) (sootvetstvenno W^{(i)}). Sledovatel~no,

W^{(i)}s ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh neprivodimyh komponent V^{(i)}_s . DlØ vsØkogo 1 6 s 6 n zadano semeæstvo lineænyh form L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n} ∈ k[X_0, . . . , X_n] s celymi kofffficientami, takoe

qto qislo toqek #V^{(i)}_s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}) < +∞ (4) koneqno, vsØkaØ toqka ξ ∈ V^{(i)}s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1} , . . . , L^{(i)}s,n) ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)}), i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv v toqke ξ mnogoobraziØ V^{(i)}s i Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}s,n) transversal~no, t.e. T_{ξ,V} (i)_s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}) = {ξ}. (5) Zadano mnoßestvo toqek

Ξ^{(i)}_s = W^{(i)}_s ∩ Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}).

260 A. L. QISTOV Sledovatel~no, vypolneno sledu¸wee svoæstvo. Pust~ ξ ∈ V^{(i)}s ∩

Z(L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}_{s,n}), i V^′ – ØvlØetsØ odnoznaqno opredelënnoæ ne-

privodimoæ nad k komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ

V^{(i)}_s , takoæ qto ξ ∈ V^′. Togda ξ ∈ Ξ^{(i)}_s v tom i tol~ko v tom sluqae,

esli V^′ ØvlØetsØ komponentoæ mnogoobraziØ W^{(i)}.

Takim obrazom, formal~no prinØtoe v fftoæ stat~e predstavlenie W ØvlØetsØ troækoæ (f, L, Ξ), (6) gde f – semeæstvo mnogoqlenov

f^{(i)}_j , 1 6 j 6 m(i), 1 6 i 6 a, (7)

L – semeæstvo lineænyh form

L^{(i)}_{s,j}, s + 1 6 j 6 n, 1 6 s 6 n, 1 6 i 6 a, (8)

i Ξ – semeæstvo koneqnyh mnoßestv toqek

Ξ^{(i)}_s , 1 6 s 6 n, 1 6 i 6 a. (9)

Oboznaqim takße

Ξ^{(i)} = ⋃ 16s6n^Ξ (i) s . (10)

Otmetim, qto (4) i (5) mogut byt~ vsegda provereny, ispol~- zuØ algoritmy iz [7]. Zametim takße, qto dlØ zadannoæ toqki

y ∈ P^n(k) moßno rexit~, verno li, qto y ∈ W^{(i)}s , pri pomowi al-

goritmov iz [7] i [3]. Imenno, postroim lineæno nezavisimye lineænye formy M_{s+2}, . . . , M_n, kotorye ØvlØ¸tsØ lineænymi kombinaciØmi L^{(i)}_{s,s+1}, . . . , L^{(i)}s,n, takimi qto M_j (y) = 0, s+2 6 j 6 n. Postroim sistemu polinomial~nyh uravneniæ, zada¸wih vse krivye V^{′′}, kotorye ØvlØ¸tsØ neprivodimymi komponentami pereseqeniØ

Z(f^{(i)}_1 , . . . , f^{(i)}_{m(i)}) ∩ Z(M_{s+2} , . . . , M_n),

takimi qto V^{′′} ∩ Ξ^{(i)}s ≠ ∅. Togda y ∈ W^{(i)}s togda i tol~ko togda, kogda y ∈ V^{′′} dlØ nekotoroæ krivoæ V^{′′}.

Takim obrazom, dlØ zadannoæ toqki y ∈ P^n(k) moßno vyØsnit~ za polinomial~noe vremØ, verno li, qto y ∈ W^{(i)}, 1 6 i 6 a, i y ∈ W .

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 261 Krome togo, dlØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ W^′, kotoroe analogiqno W i zadano podobnym ße obrazom, moßno vyØsnit~ verno li, qto W^′ = W , za polinomial~noe vremØ. Dokaßem fftot fakt, kogda W i W^′ ØvlØ¸tsØ proektivnymi algebraiqeskimi mnogoobraziØmi. V fftom sluqae dostatoqno proverit~, qto

W \ W^′ = ∅ i W^′ \ W = ∅. Qtoby proverit~, qto, naprimer, W \ W^′ = ∅ dostatoqno dokazat~ ffto ravenstvo v okrestnosti ka-

ßdoæ toqki ξ ∈ Ξ^{(1)}. Snaqala vyØsnim, kak i vyxe, verno li, qto ξ ∈ W^′ i, esli ξ ∈ W^′, postroim toqku ξ_1 ∈ W^′ ∩ W , kotoraØ ØvlØetsØ beskoneqno blizkoæ k ξ, i ξ_1 ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ W^′, sm. vyxe. Teper~, esli W \ W^′ = ∅ v beskoneqno maloæ (otnositel~no polØ opredeleniØ toqki ξ_1) okrestnosti toqki ξ_1, to W \ W^′ = ∅ v beskoneqno maloæ okrestnosti toqki ξ. Ravenstvo W \ W^′ = ∅ v beskoneqno maloæ okrestnosti toqki ξ_1 moßet byt~ provereno pri pomowi rexeniØ sistemy polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s absol¸tnymi veliqinami, sm. [10, 11].

Zameqanie 3. OsnovyvaØs~ na [4], moßno predloßit~ polino-

mial~nyæ algoritm, dlØ togo qtoby vyØsnit~, prinadleßat li dve zadannye toqki iz W odnoæ i toæ ße neprivodimoæ komponente W , opredelënnoæ nad k ili k. V qastnosti moßno vyØsnit~, verno li, qto W ØvlØetsØ neprivodimym algebraiqeskim mnogoobraziem. Ispol~zuØ rezul~taty [4, 6], moßno postroit~ algoritmy dlØ vyØsneniØ togo, verno li, qto W_1 ⊂ W_2 dlØ dvuh kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ W_1 i W_2, zadannyh v opisannoæ zdes~ forme. My ne budem opisyvat~ ffti algoritmy v fftoæ stat~e. AnaliziruØ dokazatel~stvo Teoremy 2, sm. niße, moßno uvidet~, qto ffti algoritmy pozvolØ¸t postroit~ gladkoe pokrytie (sootvetstvenno gladku¸ stratifikaci¸) V za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i 2^{2nC} d^n (sootvetstvenno 2^{2nC} d^{n(n+1)/2}) dlØ absol¸tnoæ konstanty C > 0. Otmetim, qto esli gladkoe pokrytie V postroeno, to Teorema 3, sm. niße, ØvlØetsØ trivial~noæ.

Teorema 2. Suwestvuet gladkoe pokrytie (sootvetstvenno

gladkaØ stratifikaciØ) V_α, α ∈ A, algebraiqeskogo mnogoobraziØ V , takoe qto (sootvetstvenno takaØ qto) vsØkoe kvaziproektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie V_α opredeleno nad k, neprivodimo nad k i predstavleno v opisannom vyxe vide. Pust~ dim V_α = n−s,

262 A. L. QISTOV gde 1 6 s 6 n, i s = s(α) zavisit ot α. Pust~ (6) – postroennoe predstavlenie V_α. Oboznaqim h_{α,j} = f^{(1)}_j , 1 6 j 6 m(1), i Δ_α = f^{(2)}_1 , esli a ¿ 2, sm. (7). Togda postroennoe predstavlenie V_α udovletvorØet sledu¸wim svoæstvam.

(i) V sluqae gladkogo pokrytiØ a = 2, esli s < n, i a =

1, esli s = n. V sluqae gladkoæ stratifikacii a 6

2^{2nC} d^{n(n+1)/2}, gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta.

(ii) m(1) = s i, esli a ¿ 2, to m(2) = 1. Sledovatel~no, esli a ¿ 2, to V_α ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(h_{α,1}, . . . , h_{α,s}) \ Z(Δ_α) v sluqae gladkogo pokrytiØ (sootvetstvenno otkrytym v topologii Zarisskogo podmnoßestvom poslednego algebraiqeskogo mnogoobraziØ v sluqae gladkoæ stratifikacii).

(iii) Suwestvu¸t lineæno nezavisimye lineænye formy

Y_0, . . . , Y_n ∈ k[X_0, . . . , X_n], takie qto

X_i = ∑ 06j6n^{xi,jYj,} vse kofffficienty x_{i,j} ∈ k, vse x_{i,j} ØvlØ¸tsØ celymi qislami s dlinami zapisi O(2^{nC} + n log d), gde 0 < C ∈

R – absol¸tnaØ konstanta, i

Δ_α = det(∂h_{α,i}/∂Y_j )_16_{i,j}6_s =

= det ( ∑ 06v6n^{xv,j∂hα,i/∂Xv} ) 16i,j6s^. Sledovatel~no, V_α ØvlØetsØ gladkim algebraiqeskim mnogoobraziem po teoreme o neØvnoæ funkcii. Krome togo, v sluqae gladkogo pokrytiØ moßno vzØt~ Y_i = X_{σ(i)} dlØ nekotoroæ perestanovki σ mnoßestva 0, . . . , n.

(iv) Dliny zapisi celyh kofffficientov lineænyh form iz semeæstva L ravny O(2^{nC} + n log d), gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 263 (v) DlØ vseh α ∈ A, 1 6 j 6 s(α) stepeni deg_{X0,... ,Xn} h_{α,j}

men~xe, qem n^{2s(α)C} d dlØ absol¸tnoæ konstanty 0 <

C ∈ R. V sluqae gladkoæ stratifikacii dlØ vseh i > 2,

j stepeni deg_{X0 ,... ,Xn} f^{(i)}_j men~xe, qem 2^{2nC} d.

(vi) DlØ vseh α ∈ A, 1 6 j 6 s(α) dliny zapisi kofffficientov mnogoqlenov h_{α,j} ograniqeny sverhu polinomom

ot n^{2s(α)C} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta. V sluqae gladkoæ stratifikacii dlØ vseh i > 2, j dliny zapisi kofffficientov mnogo-

qlenov f^{(i)}_j ograniqeny sverhu polinomom ot 2^{2nC} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta.

(vii) Qislo fflementov #A mnoßestva A ograniqeno sverhu veliqinoæ 2^{2nC} d^n v sluqae gladkogo pokrytiØ (so-

otvetstvenno 2^{2nC} d^{n(n+1)/2} v sluqae gladkoæ stratifikacii) dlØ absol¸tnoæ konstanty 0 < C ∈ R.

Zameqanie 4. Otmetim, qto esli poluqeny ocenki (v nastoØwee

vremØ oni ne poluqeny) dlØ lokal~nyh parametrov nad soverxennymi polØmi nenulevoæ harakteristiki, analogiqnye ocenkam iz [5], to vse utverßdeniØ Teoremy 2 (za iskl¸qeniem utverßdeniæ o dlinah zapisi celyh kofffficientov) takße spravedlivy nad soverxennymi beskoneqnymi polØmi nenulevoæ harakteristiki. Dokazatel~stvo ostaëtsØ bez izmeneniæ dlØ takih beskoneqnyh poleæ. Sootvetstvenno dlØ koneqnyh poleæ trebu¸tsØ tol~ko neznaqitel~nye izmeneniØ v formulirovke i dokazatel~- stve Teoremy 2.

Otmetim, qto suwestvovanie trebuemyh lineænyh form iz predstavleniØ (6) v Teoreme 2 sleduet, sm. [7], avtomatiqeski iz suwestvovaniØ vseh drugih ob¨ektov iz formulirovki fftoæ teoremy.

Kl¸qom k dokazatel~stvu Teoremy 2 dlØ sluqaØ gladkogo pokrytiØ ØvlØetsØ Teorema 4, kotoraØ formuliruetsØ v Razdele 2. Sluqaæ gladkoæ stratifikacii trebuet uporØdoqivaniØ algebraiqeskih mnogoobraziæ. �to uporØdoqivanie opisano v Razdele 4. Teorema 2 dlØ sluqaØ gladkoæ stratifikacii dokazana v Razdele 5. Otmetim takße, qto vopros o tom, vozmoßno li po-

264 A. L. QISTOV

stroit~ gladku¸ stratifikaci¸ s #A 6 2^{2nC} d^n (v oboznaqeniØh Teoremy 2) ØvlØetsØ ne issledovannym.

Teper~ predpoloßim, qto k – vewestvennoe uporØdoqennoe pole. Pust~ k udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸.

(A) Pust~ koneqnoe rasxirenie K ⊃ k vewestvennyh uporØdoqennyh poleæ zadano primitivnym fflementom i ego minimal~nym mnogoqlenom. Togda dlØ fflementa a ∈ K moßno proverit~, verno li, qto a > 0 za polinomial~noe vremØ.

Zametim, qto, esli k = Q, to k udovletvorØet fftomu svoæstvu. Esli pole k udovletvorØet fftomu svoæstvu, to vsØkoe koneqnoe rasxirenie k_1, ØvlØ¸weesØ vewestvennym uporØdoqennym polem, takße udovletvorØet fftomu svoæstvu. Esli ε > 0 ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ otnositel~no polØ k, to vewestvennoe uporØdoqennoe pole k(ε) udovletvorØet fftomu svoæstvu.

Oboznaqim qerez R vewestvenno zamknutoe pole, ØvlØ¸weesØ rasxireniem k. DlØ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V , opredelënnogo nad k, oboznaqim qerez V (R) vewestvennoe algebraiqeskoe mnogoobrazie nad polem R, sootvetstvu¸wee V (t.e. mnoßestvo toqek V (R) ØvlØetsØ mnoßestvom toqek V s koordinatami iz R). VsØkoe vewestvennoe algebraiqeskoe mnogoobrazie moßet byt~ poluqeno takim obrazom. Opredelenie vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ sm. v [8]. Razmernost~ dim V (R) vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ V (R) opredelØetsØ estestvennym obrazom kak maksimum razmernosteæ ego gladkih toqek, sm. [8].

Teorema 3. Pust~ k – vewestvennoe uporØdoqennoe pole, udo-

vletvorØ¸wee uslovi¸ (A), i R – vewestvenno zamknutoe pole, soderßawee k. Togda razmernost~ dim V (R) mnoßestva R-toqek algebraiqeskogo mnogoobraziØ V moßno vyqislit~ za polinomial~noe vremØ ot 2^{2nC} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m, gde 0 < C ∈ R – absol¸tnaØ konstanta. Bolee togo, esli na vyhode algoritma dim V (R) = n − s, to faktiqeski vremØ raboty algoritma poli-

nomial~no ot n^{2sC} d^n, d_1, d_2, M , M_1, m.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 265

1. Algoritm dlØ postroeniØ regulØrnyh posledovatel~nosteæ i posledovatel~nosteæ lokal~nyh parametrov

Ispol~zuØ algoritm iz [7], razdel 3, postroim lineænye formy Y_0, Y_{s+1}, Y_{s+2}, . . . , Y_n ∈ k(x_0)[X_0, . . . , X_n], takie qto

Y_0(x_0) ≠ 0, toqka x_0 ØvlØetsØ izolirovannoæ v pereseqenii W ∩ Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n), i pereseqenie kasatel~nogo prostranstva

W v toqke x_0 i Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n) transversal~no, t.e. T_{x0 ,W} ∩ Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n) = {x_0}. Pust~ V^′ – proizvol~noe proektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie, opredelënnoe nad k, i V^′ = ∪_{j∈J} V^′_j – razloßenie V v ob¨edinenie neprivodimyh komponent nad k. Pust~ x ∈ V^′. Togda opredelena kratnost~ μ(x, V^′_j ) ¿ 0 toqki x algebraiqeskogo mnogoobraziØ V^′_j , sr. [7]. Udobno teper~ opredelit~ kratnost~ μ(x, V ) = ∑ j∈J μ(x, V^′_j ). Lemma 1. Pust~ vypolneny usloviØ Teoremy 1, pust~ 1 6 j 6 s

i ψ_1, . . . , ψ_j ∈ k[X_0, . . . , X_n] – odnorodnye mnogoqleny, takie qto Z(ψ_1, . . . , ψ_j) ⊃ W , razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty Z(ψ_1, . . . , ψ_j), soderßaweæ W , ravna n−j, i deg ψ_i 6 D dlØ vseh 1 6

i 6 j. Pust~ ψ ∈ k[X0, . . . , Xn] – odnorodnyæ mnogoqlen, i deg ψ 6

D. Togda moßno vyØsnit~, obrawaetsØ li v nul~ toßdestvenno ψ na W . Esli ψ ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W , to moßno postroit~ toqku x^′ ∈ W i lineænye formy L^′_{s+1}, . . . , L^′_n ∈ k(x_0)[X_0, . . . , X_n], udovletvorØ¸wie sledu¸wim usloviØm.

(i) x^′ – gladkaØ toqka mnogoobraziØ V (i, sledovatel~no, gladkaØ toqka W ).

(ii) Y_0(x^′) ≠ 0.

(iii) L^′_{s+1}, L^′_{s+2}, . . . , L^′_n – lineænye formy otnositel~no Y_0, Y_{s+1}, . . . , Y_n s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log(dD)).

(iv) Toqka x^′ ØvlØetsØ izolirovannoæ v pereseqenii W ∩ Z(L^′_{s+1} , . . . , L^′_n). (v) Pereseqenie kasatel~nogo prostranstva mnogoobraziØ W v toqke x^′ i Z(L^′_{s+1} , . . ., L^′_n) transversal~no, t.e. T_x0_{,W} ∩ Z(L^′_{s+1}, . . . , L^′_n) = {x^′}.

(vi) ψ(x^′) ≠ 0.

(vii) μ(x^′, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) = min_{x∈W} μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)).

VremØ raboty algoritma dlØ postroeniØ toqki x^′ i lineænyh

266 A. L. QISTOV form L^′_{s+1}, . . . , L^′_n polinomial~no ot dliny zapisi vhodnyh dannyh i (dD)^n.

Dokazatel~stvo. Postroim vewestvennu¸ strukturu na pole k,

sm. [10, 11]. Pust~ ε_1 > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k, i ε_2 > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ k(ε_1). Poloßim K = k(ε_1, ε_2). Tak qto K snabßeno vewestvennoæ strukturoæ, i moßno rassmatrivat~ sistemy algebraiqeskih uravneniæ i neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin nad K i rexat~ ih nad K, sm. [10, 11]. To ße samoe spravedlivo, esli zamenit~ K na k(ε_1). Pust~ x_0 = (x_{0,0} : . . . : x_{0,n}), gde vse x_{0,j} ∈ k(x_0), 0 6 j 6 n. Rassmotrim sistemu uravneniæ i neravenstv s kofffficientami iz K otnositel~no peremen- nyh X_0, . . . , X_n, Z ∑ 06i6n^{|Xi − x0,i|} 2 < ε_1,

f_i = 0, 1 6 i 6 m, ψZ − 1 = 0. (11)

Togda, sr. [11, 7], sistema (11) ne imeet rexeniæ v A^{n+2} (k(ε_1)), togda i tol~ko togda, kogda mnogoqlen ψ obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W . V dal~neæxem v dokazatel~stve fftoæ lemmy my budem predpolagat~, qto sistema (11) imeet rexenie.

Predpoloßim, qto x^{′′} ∈ W , i lineænye formy L^{′′}_{s+1}, . . . , L^{′′}_n ∈

k(x_0)[X_0, . . . , X_n] udovletvorØ¸t usloviØm, kotorye poluqeny iz (i)–(v) zamenoæ x^′ i L^′_{s+1}, . . . , L^′_n na x^{′′} i L^{′′}_{s+1}, . . . , L^{′′}_n. Sledova-

tel~no, μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) ¿ min_{x∈W} μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)). (12) Zametim, qto esli my znaem zaranee, qto x^{′′} ∈ W , to my moßem proverit~, udovletvorØ¸t li toqka x^{′′} i lineænye formy

L^{′′}_{s+1}, . . . , L^{′′}_n usloviØm (i)–(vi) (gde x^′ i lineænye formy L^′_j zame-

neny na x^{′′} i lineænye formy L^{′′}_j ), ispol~zuØ algoritmy iz [7]. My moßem vyqislit~ takße kratnost~ μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)).

Pokaßem, qto my moßem vyØsnit~, imeet li mesto ravenstvo v (12) i, esli (12) ØvlØetsØ strogim neravenstvom, my moßem postroit~ novu¸ toqku x^{′′′} i novye lineænye formy L^{′′′}_{s+1}, . . . , L^{′′′}_n analogiqnye x^{′′} i L^{′′}_{s+1}, . . . , L^{′′}_n i, takie qto ψ(x^{′′′}) ≠ 0, i μ(x^{′′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) < μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)).

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 267 V samom dele, pust~ x^{′′}_0 , . . . , x^{′′}_n ∈ k ØvlØ¸tsØ, takimi qto

x^{′′} = (x^{′′}_0 : . . . : x^{′′}_n). Vyqislim, ispol~zuØ algoritm iz [7], raz-

mernost~ r = dim_x00 Z(ψ_1, . . . , ψ_j) v toqke x^{′′}, t.e. maksimum razmernosteæ neprivodimyh komponent W_2 algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(ψ_1, . . . , ψ_j), takih qto x^{′′} ∈ W_2. Postroim, ispol~zuØ algoritm iz [7], lineænye formy M_0, M_{r+1}, M_{r+2} , . . . , M_n s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log D), takie qto Z(ψ_1 , . . . , ψ_j) ∩ Z(M_0, M_{r+1}, M_{r+2}, . . . , M_n) = ∅ v okrestnosti toqki x^{′′}.

Rassmotrim sistemu uravneniæ i neravenstv s kofffficientami iz polØ K otnositel~no peremennyh X_0, . . . , X_n, Z_0, . . . , Z_n, Z ∑ 06i6n^{|Xi − x} ′′ i |^2 6 ε_1, ∑ 06i6n^{|Zi − x} ′′ i |^2 6 ε_1, ∑ 06i6n^{|Xi − Zi|} 2 ¿ ε2,

M_i(X_0 − Z_0, . . . , X_n − Z_n) = 0, i = 0, r + 1, r + 2, . . . , n,

f_i = 0, 1 6 i 6 m,

ψ_i(Z_0, . . . , Z_n) = 0, 1 6 i 6 j, ψZ − 1 = 0.

(13)

Togda, sr. [11, 7], sistema (13) ne imeet rexeniæ v A^{2n+3} (K) togda i tol~ko togda, kogda (12) ØvlØetsØ ravenstvom.

Predpoloßim, qto sistema (13) imeet rexenie. Togda postroim ffto rexenie x^∗_0, . . . , x^∗_n, z^∗_0 , . . . , z^∗_n, z^∗. Predpoloßim, qto sistema (13) ne imeet rexeniæ, togda postroim rexenie x^∗_0, . . . , x^∗_n,

z^∗ sistemy (11).

Oboznaqim x^∗ = (x^∗_0 : . . . : x^∗_n) ∈ P^n(K). Togda ψ(x^∗) ≠ 0 i, sr. [7], μ(x^∗, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) < μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) v sluqae, kogda sistema (13) imeet rexenie, i μ(x^∗, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) = min_{x∈W} μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_j))

268 A. L. QISTOV v sluqae, kogda sistema (13) ne imeet rexeniæ. Poloßim L^∗_i =

L^{′′}_i − (L^{′′}_i /Y_0)(x^∗)Y_0 dlØ vseh s + 1 6 i 6 n. Togda toqka x^∗ i li-

neænye formy L^∗_{s+1}, . . . , L^∗_n udovletvorØ¸t svoæstvam, kotorye trebu¸tsØ dlØ toqki x^{′′′} i L^{′′′}_{s+1}, . . . , L^{′′′}_n , no x^∗ ∈ P^n(K) i sootvetstvu¸wie lineænye formy ime¸t kofffficienty iz polØ K.

Predstavim lineænye formy L^∗_i , s + 1 6 i 6 n kak lineænye kombinacii Y_0, Y_{s+1}, . . . , Y_n s kofffficientami l_{i,j} ∈ K, priqëm l_{i,j} – kofffficient pri Y_j lineænoæ formy L^∗_i . Dalee, sr. [11, 7], my moßem zamenit~ v lineænyh formah L^∗_i , s + 1 6 i 6 n odin proizvol~nyæ kofffficient l_{i,j} na celyæ kofffficient s dlinoæ zapisi

O(n log(dD)) i poluqit~ lineænye formy ~L_{s+1}, . . . , ~L_n i toqku ~x,

udovletvorØ¸wie tem ße samym svoæstvam, qto i lineænye formy L^∗_{s+1} , . . . , L^∗_n i toqka x^∗. Bolee toqno, predpoloßim, qto my hotim zamenit~ kofffficient l_{0,s+1} na celyæ kofffficient. My perebiraem vozmoßnye celye znaqeniØ fftogo zamenØemogo kofffficienta i proverØem kaßdyæ raz vypolnØ¸tsØ li trebuemye svoæstva. Pereseqenie V ∩ Z(L^∗_{s+2} , . . . , L^∗_n) imeet odnoznaqno opredelënnu¸ neprivodimu¸ komponentu Q, taku¸ qto x^∗ ∈ Q, i Q ØvlØetsØ krivoæ, soderßaweæsØ v W . �ta krivaØ Q moßet byt~ postroena pri pomowi algoritma iz [3]. My vyberem ~x ∈ Q. Takim obrazom, my imeem kriteriæ dlØ proverki togo, qto ~x ∈ W . Ispol~zuØ kriteriæ dlØ vyqisleniØ kratnosti toqki iz [7], my vidim takße, qto qislo toqek y ∈ Q, takih qto μ(x^∗, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) < μ(y, Z(ψ_1, . . . , ψ_j)) ograniqeno sverhu polinomom ot (Dd)^n. Analogiqnym obrazom moßno rassmotret~ sluqai, kogda ne udovletvorØetsØ odno iz svoæstv analogiqnyh (i)–(vi).

Sledovatel~no, zamenØØ posledovatel~no vse kofffficienty v lineænyh formah L^∗_{s+1}, . . . , L^∗_n na celye kofffficienty s dlinami zapisi O(n log(dD)), my poluqim v koneqnom sqëte trebuemye lineænye formy L^{′′′}_{s+1}, . . . , L^{′′′}_n i toqku x^{′′′}. Zametim takße, qto v sluqae, kogda sistema (13) ne imeet rexeniæ, i ψ(x^′) ≠ 0, my moßem vzØt~ prosto x^{′′′} = x^′ i L^{′′′}_j = L^′_j dlØ vseh j.

Teper~ voz~mëm v kaqestve bazy x^{′′} = x_0 i primenim opisannu¸ proceduru rekursivno, t.e. budem zamenØt~ kaßdyæ raz, kogda

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 269 postroena x^{′′′}, toqku x^{′′} na x^{′′′} i vozvrawat~sØ k naqalu. Takim obrazom, v koneqnom sqëte my pridëm k sluqa¸, kogda sistema (13) ne imeet rexeniæ. V fftom sluqae poloßim x^′ = x^{′′′} i

L^′_i = L^{′′′}_i , s + 1 6 i 6 n. Ocenka dlØ vremeni raboty opisanno-

go algoritma sleduet nemedlenno iz ocenok dlØ vremeni raboty ispol~zovannyh algoritmov. Lemma dokazana.

Zameqanie 5. Predpoloßim, qto v usloviØh Lemmy 1 celoe qi-

slo 1 6 j_1 6 j, i x_0 – gladkaØ toqka algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(ψ_1, . . . , ψ_{j1} ). Togda k svoæstvam (i)–(vii) v formulirovke Lemmy 1 moßno dobavit~ sledu¸wee.

(viii) Toqka x^′ ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ mnogoobraziØ Z(ψ_1 , . . . , ψ_{j1} ).

Dokazatel~stvo fftogo varianta lemmy analogiqno ishodnomu, tak kak soglasno [7] imeetsØ kriteriæ, qtoby vyØsnit~, ØvlØetsØ li toqka gladkoæ.

Naxa cel~ teper~ – dokazat~ Teoremu 1. Snaqala dokaßem utverßdenie (i). Poloßim δ^{(0)} = 1, j_0 = 0. Dalee rekursivno na xage a ¿ 1 my postroim sledu¸wie ob¨ekty.

• Celye qisla j_a ¿ 1 i δ^{(a)} ¿ 1.

• P-posledovatel~nost~ g1, g2, . . . , gj_a , taku¸ qto ste-

pen~ deg g_{ja} = δ^{(a)}.

• Toqku x_a ∈ W (kotoraØ zadana analogiqno toqke x_0), taku¸ qto x_a ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ V , Y_0(x_a) ≠ 0, i μ(x_a, Z(g_1, . . . , g_{ja} )) = min_{x∈W} μ(x, Z(g_1, . . . , g_{ja} )). • Lineænye formy L_{a,s+1}, L_{a,s+2}, . . . , L_{a,n} otnositel~- no Y_0, Y_{s+1}, . . . , Y_n s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log(dδ^{(a)})), takie qto Y_0(x_a) ≠ 0, toqka x_a ØvlØetsØ izolirovannoæ v pereseqenii W ∩

Z(L_{a,s+1} , . . . , L_{a,n}), i pereseqenie kasatel~nogo pro-

stranstva W v toqke x_a i Z(L_{a,s+1} , . . . , L_{a,n}) transversal~no, t.e. T_{x0,W} ∩ Z(L_{a,s+1}, . . . , L_{a,n}) = {x_a}.

Xag a ØvlØetsØ poslednim togda i tol~ko togda, kogda j_a = s =

n − dim W .

270 A. L. QISTOV

Predpoloßim, qto xag (a−1) ne ØvlØetsØ poslednim, ili a = 1. Opixem xag a rekursii. Pust~ x_{a−1,0}, . . . , x_{a−1,n} ∈ k ØvlØ¸tsØ, takimi qto x_{a−1} = (x_{a−1,0} : . . . : x_{a−1,n}).

Oboznaqim dlØ kratkosti j_{a−1} = r. Soglasno (14), s a zamenënnym na a − 1, dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty W_1 algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(g_1, . . . , g_r), takoæ qto x_{a−1} ∈

W_1, vypolneno W_1 ⊃ W , i razmernost~ dim W_1 = n − r. Po-

stroim, ispol~zuØ algoritm iz [7] Razdel 6 (zdes~ my ostavlØem prostoe upraßnenie dlØ qitatelØ), lineænye formy

M_0, M_{r+1}, M_{r+2}, . . . , M_n s celymi kofffficientami s dlinami za-

pisi O(n log(δ + 1)), takie qto x_{a−1} ØvlØetsØ izolirovannoæ toqkoæ pereseqeniØ Z(g_1, . . . , g_r) ∩ Z(M_{r+1} , M_{r+2}, . . . , M_n) v P^n(k), lineænaØ forma M0(xa−1) ≠ 0, i pereseqenie

Z(g_1, . . . , g_r) ∩ Z(M_{r+1} − ε_1M_0, M_{r+2}, M_{r+3} . . . , M_n) = T

soderßit μ(x_{a−1}, Z(g_1, . . . , g_r)) razliqnyh toqek v P^n(k(ε_1)), kotorye ØvlØ¸tsØ beskoneqno blizkimi k x_{a−1}. Vse toqki iz T ØvlØ¸tsØ gladkimi toqkami algebraiqeskogo mnogoobraziØ

Z(g_1, . . . , g_r), sm. [7].

Budem perebirat~ δ = δ^{(a−1)}, δ^{(a−1)} + 1, . . .. DlØ rassmatrivaemogo znaqeniØ δ postroim bazis vektornogo prostranstva odnorodnyh mnogoqlenov g ∈ k[X_0, . . . , X_n] stepeni δ, takih qto

g(x_i) = 0 dlØ vseh 0 6 i 6 a − 1. �to moßet byt~ sdelano pri

pomowi rexeniØ sistemy lineænyh uravneniæ nad k, ispol~zuØ predstavleniØ toqek x_i, analogiqnye (2), kotorye postroeny na predyduwih xagah rekursii. Oboznaqim qerez S mnoßestvo fflementov postroennogo bazisa.

Esli S pusto, to my perehodim k sledu¸wemu znaqeni¸ δ, t.e. k δ + 1. Predpoloßim, qto mnoßestvo S nepusto. Togda my perebiraem fflementy g ∈ S. DlØ g ∈ S primenim Lemmu 1 s

j = j_{a−1}, ψ_i = g_i, 1 6 i 6 j, ψ = g i vyØsnim, obrawaetsØ li g v

nul~ toßdestvenno na W .

Predpoloßim, qto g ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W . Togda, ispol~zuØ Lemmu 1, postroim toqku x^′ i lineænye formy L^′_{s+1}, . . . , L^′_n. Poloßim x_a = x^′ i L_{a,j} = L^′_j, s + 1 6 j 6 n. Ispol~zuØ algoritm iz [3], postroim predstavlenie analogiqnoe (2) dlØ toqki x_a. V fftom sluqae poloßim j_a = j_{a−1}, δ^{(a)} = δ^{(a−1)}.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 271 Predpoloßim, qto g obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W .

Pust~ z ∈ T . Pust~ z_0, . . . , z_n ∈ k(ε_1), i z = (z_0 : . . . : z_n). Rassmotrim sistemu uravneniæ i neravenstv s kofffficientami iz polØ K otnositel~no peremennyh X_0, . . . , X_n, Z ∑ 06i6n^{|Xi − zi|} 2 < ε_2,

g_i = 0, 1 6 i 6 r, gZ − 1 = 0. (15)

Sistema (15) ne imeet rexeniæ v A^{n+2} (k(ε_1, ε_2)) togda i tol~ko togda, kogda g obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na neprivodimoæ komponente W_1 mnogoobraziØ Z(g_1, . . . , g_r), takoæ qto z ∈ W_1, sr. [10, 11]. VyØsnim dlØ vsØkogo z ∈ T , imeet li sistema (15) rexenie v A^{n+2} (k(ε_1, ε_2)) i postroim podmnoßestvo T (g) ⊂ T , sostoØwee iz vseh toqek z ∈ T , takih qto sistema (15) imeet rexenie

v A^{n+2} (k(ε1, ε2)).

Zatem my perehodim k sledu¸wemu fflementu g ∈ S. Esli vse fflementy iz S perebrany, to postroim podmnoßestvo S_1 ⊂ S, sostoØwee iz vseh mnogoqlenov g, obrawa¸wihsØ v nul~ toßdestvenno na W , i vyØsnim, verno li, qto ∪_{g∈S1} T (g) = T . Esli

∪_{g∈S1} T (g) ≠ T , to suwestvuet neprivodimaØ komponenta W_1 mno-

goobraziØ Z(g_1, . . . , g_r), i z ∈ T , takie qto z ∈ W_1, i vse mnogoqleny iz S obrawa¸tsØ v nul~ toßdestvenno na W_1. Napomnim, qto

W_1 ⊃ W . Sledovatel~no, ne suwestvuet P-posledovatel~nosti g_1, . . . , g_{ja}�_1 , ~g, takoæ qto ~g prinadleßit lineænomu prostranstvu

s bazisom S. Tak qto my perehodim v fftom sluqae k sledu¸wemu znaqeni¸ δ, t.e. k δ + 1.

Predpoloßim, qto ∪_{g∈S1} T (g) = T . Togda postroim, sr. [11, 7], rassmatrivaØ sistemy analogiqnye (15), lineænu¸ kombinaci¸ q = ∑ g∈S_1 c_gg, gde c_g ØvlØ¸tsØ celymi qislami s dlinami zapisi O(r log(δ +1)), taku¸ qto q ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na vsØkoæ neprivodimoæ komponente W_1 mnogoobraziØ Z(g_1, . . . , g_r), dlØ kotoroæ

x_{a−1} ∈ W_1. Poloßim j_a = j_{a−1} + 1, δ^{(a)} = δ i g_{ja} = q. Prime-

nØØ Lemmu 1 (s ψ = 1), postroim trebuemye toqku x_a i lineænye formy L_{a,s+1}, . . . , L_{a,n}. Ispol~zuØ algoritm iz [3], postroim

272 A. L. QISTOV predstavlenie analogiqnoe (2) dlØ toqki x_a. �tim zakanqivaetsØ opisanie xaga a i vsego algoritma.

Zametim, qto a 6 δ^{(a)}

(_δ(a)_{+n} n ) . Teper~ ocenka dlØ vremeni raboty opisannogo algoritma sleduet nemedlenno iz [5] i ocenok dlØ vremeni raboty primenënnyh algoritmov. Utverßdenie (i) Teoremy 1 dokazano.

Teper~ naxa cel~ – dokazat~ utverßdenie (ii) Teoremy 1. Ispol~zuØ (i), postroim P-posledovatel~nost~ g_1, . . . , g_s. Pust~

0 6 r < s – celoe qislo. Predpoloßim, qto my uße postroili,

ispol~zuØ rekursi¸ po r, toqku x ∈ W , kotoraØ ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ Z(g_1, . . . , g_s), i odnorodnye mnogoqleny h_1, . . . , h_r, g_{r,r+1}, . . . , g_{r,s} ∈ k[X_0, . . . , X_n], takie qto

(a) x ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ Z(h_1, . . . , h_r),

(b) W ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ Z(h_1 , . . . , h_r, g_{r,r+1}, . . . , g_{r,s}), (c) x ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ Z(h_1, . . . ,h_r, g_{r,r+1}, . . . ,g_{r,s}),

(d) g_{r,j} = ∑ 16v6j^qr,j,v^gv, gde^qr,j,v^{∈ k[X}0^{, . . . , X}n^] ØvlØ¸t- sØ odnorodnymi mnogoqlenami, i deg q_{r,j,v} = deg g_j −

deg g_v dlØ vseh 1 6 v 6 j.

(tak qto v sluqae bazy rekursii r = 0 dana gladkaØ toqka

x = x_0 ∈ W , i my poloßim g_{0,j} = g_j dlØ vsØkogo 1 6 j 6 s). Na-

xa cel~ – postroit~ mnogoqlen h_{r+1} i odnorodnye mnogoqleny

g_{r+1,r+2}, . . . , g_{r+1,s}, takie qto svoæstva (a)–(d) budut udovletvo-

rØt~sØ, esli zamenit~ r na r +1 (moßet byt~ s drugoæ toqkoæ x).

Pust~ X_{i0} (x) ≠ 0. Sdelav pri neobhodimosti perestanovku koordinat mnogoobraziØ P^n(k), my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto i_0 = 0.

Oboznaqim

ψ_i = h_i/X^{deg hi}_0 , 1 6 i 6 r, i ρ_j = g_{r,j} /X^{deg gr,j}_0 , r + 1 6 j 6 s.

Oboznaqim qerez Z_i = X_i/X_0 − (X_i/X_0)(x), 1 6 i 6 n, koordinatnye funkcii affinnogo prostranstva A^n (k) = P^n(k) \ Z(X_0 ). Sledovatel~no, ψ_j, ρ_w ∈ k[Z_1, . . . , Z_n] dlØ vseh j, w.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 273 Postroim, ispol~zuØ algoritm iz [7], kasatel~noe prostranstvo T_{x,W} algebraiqeskogo mnogoobraziØ W v toqke x. Bolee toqno, postroim lineænye formy Y_1, . . . , Y_s ∈ k(x)[Z_1, . . . , Z_n] (napomnim, qto k(x) – pole, poroßdënnoe nad k affinnymi koordinatami (X_i/X_0)(x), 1 6 i 6 n, toqki x), takie qto T_{x,W} =

Z(Y_1, . . . , Y_s), i d_xψ_i = Y_i dlØ vsØkogo 1 6 i 6 r. Rassmotrim pro-

izvol~nye mnogoqleny φ_j ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], r + 1 6 j 6 s, i indeksy

1 6 is+1 < . . . < in 6 n, takie qto ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s ØvlØetsØ sistemoæ lokal~nyh parametrov algebraiqeskogo mnogoobraziØ W v toqke x, differencialy d_xφ_i = Y_i dlØ vsØkogo

r + 1 6 i 6 s, i ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{is+1} , . . . , Z_{in} ØvlØetsØ sistemoæ lokal~nyh parametrov algebraiqeskogo mnogoobraziØ {x}, sostoØwego iz odnoæ toqki x. My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto i_j = j dlØ vseh s + 1 6 j 6 n.

Sdelav pri neobhodimosti perestanovku koordinat Z_1, . . . , Z_s, my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto minor matricy ˚kobi v toqke x

det ((∂ψ_i/∂Z_j ) (x))_16_{i,j}6_r ≠ 0. (16)

Rassmotrim kol~co formal~nyh stepennyh rØdov

Ω = k [ [ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n] ] . (17)

�to kol~co sovpadaet s kol~com formal~nyh stepennyh rØdov ot Z_1, . . . , Z_n nad k. Sledovatel~no, ono soderßit kol~co

k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]. VsØkiæ fflement F kol~ca Ω moßet byt~

predstavlen v vide F = ∑ i_1,... ,i_n¿0 F_{i1,... ,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n , (18) gde vse F_{i1,... ,in} ∈ k. Oboznaqim qerez ~P = (ψ1, . . . , ψr, φr+1, . . . , φs) ideal kol~ca Ω, poroßdënnyæ fflementami ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s. Pust~ F ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]. Togda

F ∈ ~P togda i tol~ko togda, kogda Z(F ) ⊃ V \ Z(X_0 ). (19)

274 A. L. QISTOV DlØ proizvol~nogo formal~nogo stepennogo rØda F oboznaqim ordF = min{i_{r+1} + . . . + i_s : F_{0,... ,0,ir+1,... ,in} ≠ 0}. Sledovatel~no, ordF – neotricatel~noe celoe qislo ili +∞.

Pust~ dlØ formal~nogo stepennogo rØda F vypolneno (18). Poloßim

ν_0 = ν_0(x, F ) = min { i_{r+1} + . . . + i_n : F_{0,... ,0,ir+1,... ,in} ≠ 0 } , lf(x, F ) = ∑ i_{r+1}+...+i_n=ν_0 F_{0,... ,0,ir+1,... ,in} φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n . Sledovatel~no, lf(x, F ) ∈ k[φ_{r+1} , . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n]. Oboznaqim qerez Lf(x, F ) ∈ k[Y_{r+1} , . . . , Y_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n] mnogoqlen, takoæ qto Lf(x, F )(φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n) = lf(x, F ). Vvedëm operatory differencirovaniØ D_j , r + 1 6 j 6 s na kol~ce Ω formulami

D_j (F ) = det ∂ψ_1/∂Z_1 . . . ∂ψ_1/∂Z_r ∂ψ_1/∂Z_j . . . . . . . . ∂ψ_r/∂Z_1 . . . ∂ψ_r /∂Z_r ∂ψ_r /∂Z_j ∂F/∂Z_1 . . . ∂F/∂Z_r ∂F/∂Z_j .

Sledovatel~no, esli F ∈ k[Z_1, . . . , Z_n], to stepeni otnositel~- no Z_1, . . . , Z_n deg D_i(F ) 6 deg F + deg h_1 + . . . + deg h_r − r − 1. (20)

Esli F ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0], to D_i(F ) ∈ k[X_1/X_0, . . . , X_n/X_0]

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 275 dlØ vsØkogo r + 1 6 i 6 s. Po Teoremam 1, 2 i Lemme 18 iz [5] my imeem

ordρ_{r+1} 6 1 + deg h_1 · . . . · deg h_r deg g_{r+1} · . . . · deg g_s deg W 6 n^{2sC0} dlØ nekotoroæ absol¸tnyæ konstanty C_0 > 0.

Pust~ μ_0 = min{μ(z, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1})) : z ∈ W }. Postroim, ispol~zuØ Lemmu 1, toqku x^′ analogiqnu¸ x i, taku¸ qto μ(x^′, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1} )) = μ_0.

ZamenØØ toqku x na x^′, my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto x = x^′.

Lemma 2. Pust~ ν = ordρr+1 . Predstavim ρr+1 kak fflement kol~-

ca Ω

ρ_{r+1} = ∑ i_1,... ,i_n¿0 a_{i1,... ,in} ψ^{i1}_1 · . . . · ψ^{ir}_r φ^{ir+1}_{r+1} · . . . · φ^{is}_s Z^{is+1}_{s+1} · . . . · Z^{in}_n , gde vse a_{i1,... ,in} ∈ k. Togda ν = ν_0(x, ρ_{r+1}) ili, qto ffkvivalentno, lf(x, ρ_{r+1}) ∈ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s].

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez R lokal~noe kol~co algebra-

iqeskogo mnogoobraziØ Z(h_1, . . . , h_r)\Z(X_0) = Z(ψ_1, . . . , ψ_r) v toqke x. Tak qto R ØvlØetsØ regulØrnym lokal~nym kol~com i, sledovatel~no, faktorial~nym kol~com. ImeetsØ estestvennoe vloßenie

R −→ k [ [φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n] ] = Ω_1,

gde Ω_1 – kol~co formal~nyh stepennyh rØdov ot φ_{r+1} , . . . , φ_s,

Z_{s+1}, . . . , Z_n nad k. Suwestvuet estestvennyæ ffpimorfizm p : Ω → Ω_1. Pust~ z ∈ R, i ~z – fflement kol~ca Ω, takoæ qto p(~z) = z.

Poloßim ν_0(x, z) = ν_0(x, ~z) i lf(x, z) = p(lf(x, ~z)). Togda ν_0(x, z) i

lf(x, z) ne zavisØt ot vybora ~z. Pust~ ρ_{r+1} ∈ R – obraz ρ_{r+1} . Nam

neobhodimo dokazat~, qto lf(x, ρ_{r+1} ) ∈ k[φ_{r+1} , . . . , φ_s]. Predstavim

ρ_{r+1} = λ ∏ i∈I η^{ei}_i ,

276 A. L. QISTOV gde η_i – neprivodimye fflementy R, i λ ØvlØetsØ obratimym fflementom R. Vyberem fflementy ~η_i ∈ k(Z_1 , . . . , Z_n) ∩ Ω, takie qto

p(~η_i) = η_i dlØ vsØkogo i ∈ I. Togda Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1}) sovpada-

et s ∪_{i∈I} Z(~η_i, ψ_1, . . . , ψ_r) v okrestnosti otnositel~no topologii Zarisskogo toqki x. Dalee, kratnost~ μ(x, Z(~η_i, ψ_1, . . . , ψ_r)) = ν_0(x, η_i), kak ffto sleduet iz opredeleniØ kratnosti, ispol~zuØ mnogoqlen Gil~berta–Sam¸fflØ, sm. [2]. Sledovatel~no, μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1})) = ∑ i∈I ν_0(x, η_i). (21)

My imeem

lf(x, ρ_{r+1}) = lf(x, λ) ∏ i∈I lf(x, η_i)^{ei} . Sledovatel~no, dostatoqno dokazat~, qto lf(x, η_i) ∈ k [φ_{r+1} , . . . , φ_s] dlØ vsØkogo i ∈ I.

Predpoloßim, qto lf(x, ρ_{r+1}) ∉ k [φ_{r+1} , . . . , φ_s] . Togda suwestvuet i_0 ∈ I, takoe qto lf(x, η_{i0} ) ∈ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n] \ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s]. Pust~ ε_i – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ

k(ε_{s+1}, . . . , ε_{i−1}) dlØ vsØkogo s + 1 6 i 6 n. Oboznaqim qerez x^{′′} ∈ W (k(ε_{s+1}, . . . , ε_n)) toqku, ØvlØ¸wu¸sØ beskoneqno blizkoæ

k x, taku¸ qto Z_j (x^{′′}) = ε_j , s + 1 6 j 6 n. Oboznaqim qerez R^{′′} lokal~noe kol~co algebraiqeskogo mnogoobraziØ W v toqke x^{′′}. Sledovatel~no, ρ_{r+1}, η_i ∈ R^{′′}, i ∈ I, i λ – obratimyæ fflement kol~ca R^{′′}. Rassmotrim kol~co formal~nyh stepennyh rØdov Ω^{′′} = k [ [ψ_1, . . . , ψ_r, φ_{r+1}, . . . , φ_s, Z_{s+1} − Z_{s+1}(x^{′′}), . . . , Z_n − Z_n(x^{′′})] ] . (22) DlØ fflementa F ∈ Ω^{′′} opredelim ν_0(x^{′′}, F ) i lf(x^{′′}, F ), zamenØØ v opredelenii ν_0(x, F ) i lf(x, F ) kol~co Ω na Ω^{′′} i Z_{s+1}, . . . , Z_n na Z_{s+1} − Z_{s+1}(x^{′′}), . . . , Z_n − Z_n(x^{′′}).

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 277 Sledovatel~no, ν_0(x^{′′}, η_i) 6 ν_0(x, η_i), i ∈ I, i ν_0(x^{′′}, η_{i0} ) < ν_0(x, η_{i0} )

soglasno vyboru i_0 i toqki x^{′′}. S drugoæ storony, analogiqno (21) my imeem μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1})) 6 ∑ i∈I ν_0(x^{′′}, η_i). Takim obrazom, μ(x^{′′}, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1})) < μ(x, Z(ψ_1, . . . , ψ_r, ρ_{r+1})). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet lemmu.

Lemma 3. Pust~ F ∈ R – fflement, takoæ qto lf(x, F ) ∈ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s] i, sledovatel~no, Lf(x, F ) ∈ k[Y_{r+1}, . . . , Y_s]. Togda suwestvuet r +1 6 j 6 s, takoe qto ord(D_j (F )) = ord(F ) − 1, i lf(x, D_j(F )) = ∑ r+16i6s ∂Lf(x, F ) ∂Y_i (φ_{r+1} , . . . , φ_s)lf(x, D_j(φ_i)).

Sledovatel~no, lf(x, D_j(F )) ∈ k[φ_{r+1}, . . . , φ_s] dlØ fftogo j.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ operatorov Di, uslovi¸ (16)

i, tak kak vsØkaØ lineænaØ kombinaciØ fflementov ψ_{r+1}, . . . , ψ_s ØvlØetsØ lokal~nym parametrom v toqke x, vektory

(D_{r+1}(ψ_i)(x), . . . , D_s(ψ_i)(x)) ∈ (k)^{s−r} , r + 1 6 i 6 s,

lineæno nezavisimy nad k. Ots¸da utverßdenie lemmy sleduet nemedlenno.

KonstruiruØ pervye qleny razloßeniØ ρ_{r+1} v kol~ce formal~nyh stepennyh rØdov k(x)[[Y_1, . . . , Y_s, Z_{s+1}, . . . , Z_n]], vyqislim Lf(x, ρ_{r+1} ) i ν_0(x, ρ_{r+1} ). Predpoloßim, qto dlØ nekotorogo 0 6 α 6 ν_0(x, ρ_{r+1}) − 2 my uße postroili indeksy r + 1 6

j_1, . . . , j_α 6 s, takie qto ordD_{jα} . . . D_{j1} ρ_{r+1} = ν_0(x, ρ_{r+1}) − α,

278 A. L. QISTOV Lf(x, D_{jα} . . . D_{j1} ρ_{r+1} ) ∈ k(x)[Y_{r+1}, . . . , Y_s] (baza rekursii est~ α = 0). Na sledu¸wem xage rekursii primenim Lemmu 3 k F = D_{jα} . . . D_{j1} ρ_{r+1} i vyqislim indeks j_{α+1}, takoæ qto sformulirovannye svoæstva budut udovletvorØt~sØ dlØ

α +1. V koneqnom sqëte my poluqim indeksy r +1 6 j_1, . . . , j_β 6 s, β = ν_0(x, ρ_{r+1}) − 1. Zatem poloßim

ψ_{r+1} = D_{jβ} . . . D_{j1} ρ_{r+1} ∈ k(x)[Z_1, . . . , Z_n], h_{r+1} = ψ_{r+1}X^{degZ1,... ,Zn ψr+1} 0 ∈ k[X_0, . . . , X_n]. Takim obrazom, h_{r+1} obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W , i x ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ

Z(h_1, . . . , h_{r+1}).

Pokaßem, kak postroit~ vse mnogoqleny g_{r+1,j} i q_{r+1,j,v}, takie qto usloviØ (b) i (d) udovletvorØ¸tsØ s r, zamenënnym r + 1. Predpoloßim, qto my uße postroili odnorodnye mnogoqleny

g_{r+1,j}, q_{r+1,j,v} dlØ vseh α 6 j 6 s, 1 6 v 6 j dlØ nekotorogo

r+3 6 α 6 s+1, i razmernost~ kaßdoæ neprivodimoæ komponenty,

soderßaweæ toqku x, algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(h_1, . . . , h_{r+1}, g_{r+1,α}, . . . , g_{r+1,s}) = S_α est~ n − r − s + α − 2. Algebraiqeskoe mnogoobrazie W ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ Z(h_1, . . . , h_{r+1}, g_{r,r+1}, . . . , g_{r,s}) = Z(h_1, . . . , h_{r+1}, g_{r,r+1}, . . . , g_{r,α−1}, g_{r+1,α}, . . . , g_{r+1,s}) = S_α ∩ Z(g_{r,r+1} , . . . , g_{r,α−1}). Soglasno [7] my moßem vyqislit~ razmernost~ algebraiqeskogo mnogoobraziØ (kotoroe zadano sistemoæ polinomial~nyh uravneniæ) v toqke x, t.e. maksimum razmernosteæ neprivodimyh komponent rassmatrivaemogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ, soderßawih toqku x. Sledovatel~no, sr. [10, 11], my moßem postroit~ odnorodnye mnogoqleny g_{r+1,α−1}, q_{r+1,α−1,v}, 1 6 v 6 α − 1, takie qto deg q_{r+1,α−1,v} = deg g_{α−1} −deg g_v, i mnogoqlen g_{r+1,α−1}, ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na kaßdoæ neprivodimoæ komponente, soderßaweæ toqku x, algebraiqeskogo mnogoobraziØ S_α.

Sledovatel~no, razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty, soderßaweæ toqku x, algebraiqeskogo mnogoobraziØ S_{α−1} est~ n − r − s + α − 3.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 279 Takim obrazom, ispol~zuØ rekursi¸ po α, my postroim vse mnogoqleny g_{r+1,v} i q_{r+1,j,v}, takie qto usloviØ (b) i (d) udovletvorØ¸tsØ s r, zamenënnym na r + 1. Nakonec, primenØØ Lemmu 1 i Zameqanie 5, v sluqae, kogda ψ = 1, posledovatel~nost~ ψ_1, . . . ,

ψ_j est~ h_1, . . . , h_{r+1}, g_{r+1,r+2}, . . . , g_{r+1,s} (tak qto j = s) i j_1 = r +1,

postroim x^′ i zamenim x na x^′. Teper~ usloviØ (a)–(d) udovletvorØ¸tsØ s r, zamenënnym na r + 1.

Takim obrazom, my postroim v koneqnom sqëte trebuemye v utverßdenii (ii) Teoremy 1 odnorodnye mnogoqleny h_1, . . . , h_s. To, qto Lf(x, ρ_{r+1}) ∈ k[Y_{r+1}, . . . , Y_s], i neravenstvo ordρ_{r+1} 6 n^{2sC0} vaßno dlØ ocenok vremeni raboty opisannogo algoritma. Neravenstva deg h_i < n^{2sC} deg g_i, 1 6 i 6 s, sledu¸t iz ocenki dlØ

ordρ_{r+1} i (20), sr. Lemma 19 [5]. Ocenka dlØ vremeni raboty

opisannogo algoritma teper~ sleduet nemedlenno iz ocenok dlØ vremeni raboty ispol~zovannyh algoritmov. Teorema 1 polnost~¸ dokazana.

2. Izmel~qenie pokrytiØ

DlØ dokazatel~stva Teoremy 2 v sluqae gladkogo pokrytiØ my sformuliruem bolee toqnyæ rezul~tat. Pust~ V_α, α ∈ A_1 – semeæstvo opredelënnyh nad k i neprivodimyh nad k kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ P^n(k). Pust~ dim V_α = n − s gde 1 6 s = s(α) 6 n. DlØ vsØkogo α ∈ A_1 pust~ dany odnorodnye mnogoqleny h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n] i indeksy 0 6 i_1 < . . . <

i_s 6 n (ffti odnorodnye mnogoqleny i indeksy zavisØt ot α).

Oboznaqim

Δ_α = det(∂h_v/∂X_{iw} )_16_{v,w}6_s.

Pust~ V_α ØvlØetsØ opredelënnoæ nad k i neprivodimoæ nad k komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ

Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(Δ_α)

dlØ vsØkogo α ∈ A_1.

Teorema 4. Pust~ V – algebraiqeskoe mnogoobrazie iz VvedeniØ.

Pust~ W_β , β ∈ B – semeæstvo opredelënnyh nad k i neprivodimyh nad k proektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ. Pust~ dim W_β = n − s(β), gde 1 6 s(β) 6 n. Pust~ odnorodnye mnogoqleny g_{β,1}, . . . , g_{β,m(β)} ∈ k[X_0, . . . , X_n]. Oboznaqim Z(g_{β,1}, . . . , g_{β,m(β)} ) = S_β .

280 A. L. QISTOV Pust~ W_β ⊂ Z(g_{β,1} , . . . , g_{β,m(β)}) = S_β ⊂ V dlØ vsØkogo β ∈ B. Predpoloßim, qto V \ ⋃ β∈B W_β ⊂ ⋃ α∈A_1 V_α. (23)

Togda dlØ vsØkogo β ∈ B suwestvuet koneqnoe semeæstvo opredelënnyh nad k i neprivodimyh nad k proektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ W_{β,γ} , γ ∈ Γ_β, s dim W_{β,γ} = n − s(γ), 1 6 s(γ) 6 n, udovletvorØ¸wih sledu¸wim svoæstvam.

(a) DlØ vsØkih β ∈ B, γ ∈ Γ_β imeet mesto vkl¸qenie W_{β,γ} ⊂ W_β . (b) Imeet mesto vloßenie V \ ⋃ β∈B ⋃ γ∈Γ_β W_{β,γ} ⊂ ⋃ α∈A_1 V_α. (c) DlØ vsØkih β ∈ B, γ ∈ Γ_β suwestvu¸t indeksy α_1, . . . , α_r ∈ A_1 (zdes~ ffti indeksy i r zavisØt ot γ), takie qto dim W_{β,γ} < dim V_{αi} dlØ vseh 1 6 i 6 r, i W_{β,γ} ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(g_{β,1}, . . . , g_{β,m(β)} , Δ_{α1} , . . . , Δ_{αr} ). (d) Spravedlivo neravenstvo ( max 16i6r^{deg Δαi} )_{n−s(β)} deg W_β ¿

¿^∑_{γ∈Γβ}^( max_{16i6r} deg Δα_i^{)n−s(γ)} deg Wβ,γ .

(e) DlØ vsØkih β_1 , β_2 ∈ B, γ_1 ∈ Γ_{β1} , γ_2 ∈ Γ_{β2} , esli (β_1, γ_1) ≠ (β_2 , γ_2), to W_{β1,γ1} ⊄ W_{β2,γ2} .

(f) DlØ vsØkogo α ∈ A_1, dlØ vsØkih β ∈ B, γ ∈ Γ_β spravedlivo neravenstvo dim V_α ∩ W_{β,γ} < dim W_{β,γ} .

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 281

Dokazatel~stvo. My moßem poloßit~ pri neobhodimosti Γβ =

∅ dlØ nekotorogo β. Sledovatel~no, my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto W_{β1} ⊄ W_{β2} , esli β_1 ≠ β_2, i

W_{β1} ⊄ ∪_{α∈A1} V_α dlØ vseh β_1, β_2 ∈ B. Oboznaqim qerez F semeæ-

stvo vloßeniæ W_β ⊂ S_β , β ∈ B.

Teper~ my opixem obwiæ plan dokazatel~stva. Postroenie trebuemogo semeæstva W_{β,γ} , γ ∈ Γ_β, β ∈ B, osuwestvlØetsØ rekursivno za koneqnoe qislo (ffto budet dokazano) xagov, naqinaØ s pervogo xaga. Na i-om xage my postroim derevo T_i i semeæstvo

F_i vloßeniæ W_β ⊂ S_β , β ∈ B_i, priqëm F_i i B_i analogiqny F i B.

Derevo T_{i−1} ØvlØetsØ podderevom T_i dlØ vsØkogo i ¿ 1 (derevo T_0 budet opredeleno). My postroim takße podmnoßestvo E_i ⊂ B_i, takoe qto dlØ l¸byh dvuh β_1, β_2 ∈ B_i \ E_i my imeem W_{β1} ⊄ W_{β2} , esli β_1 ≠ β_2, i W_{β1} ⊄ ∪_{α∈A1} V_α. Mnoßestvo list~ev dereva T_i ravno B_i. DlØ vsØkogo β ∈ B_i vloßenie W_β ⊂ S_β sootvetstvuet listu β. Oboznaqim dim W_β = n − s(β), β ∈ B_i.

Budet dokazano vkl¸qenie V \ ⋃ β∈B_i \E_i W_β ⊂ ⋃ α∈A_1 V_α. (24)

DlØ vsØkogo β ∈ B oboznaqim qerez Γ_{i,β} mnoßestvo vseh γ ∈

B_i \ E_i, ØvlØ¸wihsØ potomkami β ili sovpada¸wih s β. DlØ

vsØkogo β ∈ B, dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_{i,β} budet ustanovleno vkl¸qenie

W_γ ⊂ W_β. (25)

My dokaßem, qto dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_{i,β} suwestvu¸t indeksy

α_1, . . . , α_r ∈ A_1 (zdes~ ffti indeksy i r zavisØt ot γ), takie qto dim W_γ < dim V_{αi} dlØ vseh 1 6 i 6 r, i S_γ = Z(g_{β,1}, . . . , g_{β,m(β)}, Δ_{α1} , . . . , Δ_{αr} ). (26) Budet ustanovleno takße neravenstvo ( max α∈A_1 deg Δ_α )_{n−s(β)} deg W_β ¿

¿^∑_{γ∈Γi,β}^(max_{α∈A1} deg Δα^{)n−s(γ)} deg Wβ,γ . (27)

Poloßim F_0 = F, B_0 = B i E_0 = ∅. Derevo T_0 imeet koren~

v^∗ (zdes~ my vvodim novyæ fflement). Vse list~Ø β ∈ B fftogo

282 A. L. QISTOV dereva ØvlØ¸tsØ synov~Ømi v^∗. Poloßim Γ_{0,β} = {β} dlØ vsØkogo

β ∈ B. DlØ i = 0 vkl¸qenie (24) sleduet iz (23). Vkl¸qenie

(25) trivial~no. Neravenstvo (26) spravedlivo v fftom sluqae. Neravenstvo (27) takße vypolneno s r = 0.

Pust~ i ¿ 0. Xag i ØvlØetsØ zakl¸qitel~nym (ili, esli i = 0, ne trebuetsØ nikakoæ konstrukcii) togda i tol~ko togda, kogda dlØ vsØkogo u ∈ B_i \E_i algebraiqeskoe mnogoobrazie W_u ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ S_u, i dlØ vsØkogo α ∈ A_1 spravedlivo neravenstvo dim V_α ∩ W_u < dim W_u. Pust~ N – nomer poslednego xaga rassmatrivaemoæ konstrukcii. Po opredeleni¸ poloßim

Γ_β = Γ_{N,β} dlØ vsØkogo β ∈ B i W_{β,γ} = W_γ dlØ vsØkih β ∈ B, γ ∈ Γ_β . Togda trebuemye utverßdeniØ (a)–(d) sledu¸t iz (25),

(24), (26) i (27) dlØ i = N . Utverßdenie (e) teoremy vypolneno, poskol~ku dlØ l¸byh dvuh razliqnyh β_1, β_2 ∈ B_N \ E_N my imeem

W_{β1} ⊄ W_{β2} . Poslednee utverßdenie (f) spravedlivo, tak kak dlØ

vsØkih α ∈ A_1, β ∈ B_N \E_N spravedlivo neravenstvo dim V_α∩W_β <

dim W_β .

My budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto naxa konstrukciØ soderßit po kraæneæ mere odin xag.

Pereædëm k podrobnostØm. Predpoloßim, qto (i − 1)-yæ xag ne ØvlØetsØ poslednim, ili i = 1. Opixem, kak vypolnit~ i-yæ xag. My predpolagaem, qto T_{i−1}, F_{i−1} i E_{i−1} uße postroeny, i (24), (25), (26), (27) dokazany dlØ i − 1, esli i > 1. V sluqae, kogda

i − 1 = 0 (24), (25), (26), (27) takße vypolnØ¸tsØ, kak my videli

vyxe.

Poskol~ku (i − 1)-yæ xag ne ØvlØetsØ poslednim ili i = 1, to vypolneno po kraæneæ mere odno iz sledu¸wih usloviæ:

(a) suwestvu¸t u ∈ B_{i−1} \ E_{i−1} i opredelënnaØ nad k i neprivodimaØ nad k komponenta W mnogoobraziØ S_u, takie qto W_u ⊂ W i W_u ≠ W .

(b) suwestvuet α ∈ A_1, takoe qto dim V_α ∩ W_u = dim W_u.

Esli vypolneno (a), to W ⊄ ⋃ β∈B_i�_1 \E_i�_1 Wβ . Sledovatel~no,

po (24) (dlØ i − 1) suwestvuet α ∈ A_1, takoe qto V_α ∩ W soderßit nepustoe otkrytoe v topologii Zarisskogo podmnoßestvo W . Sledovatel~no, zamykanie v topologii Zarisskogo V_α ⊃ W i V_α ⊃ W_u. (28)

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 283 Vtoroe uslovie dim V_α ∩W_u = dim W_u takße vleqët (28). Vyberem indeks α, takoæ qto spravedlivo (28), i, esli vypolneno (a), to

V_α ⊃ W . .

Predpoloßim, qto Z(Δ_α) ⊃ W_u (sledovatel~no, vypolneno uslovie (a)). Togda verxina u dereva T_i po opredeleni¸ imeet edinstvennogo syna u_1 (my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto fftot novyæ indeks u_1 ne ØvlØetsØ celym qislom i ne prinadleßit nikakomu mnoßestvu indeksov B_ι, vvedënnomu ranee). �tomu synu u_1 my pripisyvaem vloßenie

W_u ⊂ S_u∩Z(Δ_α). Tak qto W_{u1} = W_u i S_{u1} = S_u∩Z(Δ_α). Mnoßestvo

list~ev dereva T_i po opredeleni¸ B_{i−1} ∪ {u_1} \ {u} i E_i = E_{i−1}. Sledovatel~no, dlØ l¸byh dvuh razliqnyh β_1, β_2 ∈ B_i \ E_i my imeem W_{β1} ⊄ W_{β2} . Takim obrazom, derevo T_i postroeno v fftom sluqae. Trebuemye (24), (25), (26), (27) dlØ i sledu¸t iz teh ße samyh utverßdeniæ dlØ i − 1 v fftom sluqae. Otmetim zdes~, qto

W ⊄ S_{u1} v rassmatrivaemom sluqae.

Predpoloßim, qto Z(Δ_α) ⊅ W_u. Predstavim

Z(Δ_α) ∩ W_u = ⋃ β∈B_u W_β , gde W_β , β ∈ B_u, ØvlØetsØ semeæstvom vseh opredelënnyh nad k i neprivodimyh nad k komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ

Z(Δ_α) ∩ W_u (my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti,

qto vse indeksy B_u ne ØvlØ¸tsØ celymi qislami i ne prinadleßat nikakomu mnoßestvu indeksov B_ι, vvedënnomu ranee).

Oboznaqim qerez E_u podmnoßestvo vseh β ∈ B_u, takih qto suwestvuet β_1 ∈ B_{i−1} \ (E_{i−1} ∪ {u}) s W_β ⊂ W_{β1} ili W_β ⊂ ∪_{α∈A1} V_α.

Po opredeleni¸ mnoßestvo synoveæ u v dereve T_i est~ B_u. Kaßdomu β ∈ B_u sopostavim vloßenie W_β ⊂ S_u ∩ Z(Δ_α) = S_β . Po opredeleni¸ mnoßestvo list~ev dereva T_i est~ B_i = (B_{i−1} ∪ B_u) \ {u}. Poloßim po opredeleni¸ E_i = (E_{i−1} ∪ E_u) \ {u}. Sledovatel~no, dlØ l¸byh dvuh razliqnyh β_1, β_2 ∈ B_i \ E_i my imeem W_{β1} ⊄ W_{β2} . Takim obrazom, derevo T_i postroeno v fftom sluqae.

284 A. L. QISTOV

Zametim, qto B_i \ E_i = (B_{i−1} \ (E_{i−1} ∪ {u})) ∪ (B_u \ E_u). Sledovatel~no, W_u \ ⋃ β∈B_u \E_u W_β ∪ ⋃ β∈B_i�_1 \(E_i�_1 ∪{u}) W_β ⊂ W_u \ Z(Δ_α) ⊂ V_α v rassmatrivaemom sluqae. Sledovatel~no, (24) dlØ i sleduet iz togo ße samogo vkl¸qeniØ dlØ i − 1. Trebuemye (25), (26), (27) dlØ i sledu¸t iz teh ße samyh utverßdeniæ dlØ i − 1 i teoremy Bezu v fftom sluqae.

Qtoby dokazat~, qto naxa konstrukciØ sostoit tol~ko iz koneqnogo qisla xagov my vvedëm invariant a(F), sootvetstvu¸- wiæ semeæstvu F (ili analogiqnomu) vloßeniæ W_β ⊂ S_β , β ∈ B iz formulirovki teoremy (priqëm B ne ØvlØetsØ fiksirovannym dlØ fftogo invarianta).

Oboznaqim qerez Z_+ = {z ∈ Z : z ¿ 0} mnoßestvo vseh neotricatel~nyh celyh qisel. Poloßim Z(j) = Z^{j+2}_+ dlØ j ∈ Z_+. Rassmotrim leksikografiqeskiæ porØdok na Z(j). Imenno, pust~

x = (x_1, . . . , x_{j+2}), y = (y_1, . . . , y_{j+2}) – dva fflementa iz Z(j). Togda x > y, v tom i tol~ko v tom sluqae, esli suwestvuet i, takoe qto

1 6 i 6 j + 2 i

x_1 = y_1, . . . , x_{i−1} = y_{i−1} i x_i > y_i.

Po opredeleni¸ poloßim Z^∗ = Z(1) × Z(2) × . . . × Z(n). Rassmotrim leksikografiqeskiæ porØdok na mnoßestve Z^∗. Imenno, pust~ x = (x_1, . . . , x_n), y = (y_1, . . . , y_n) – dva fflementa iz Z^∗. Togda

x > y v tom i tol~ko v tom sluqae, esli suwestvuet i, takoe qto 1 6 i 6 n i_{x1 = y1, . . . , xi−1 = yi−1 i xi > yi.} Zametim, qto vsØkaØ strogo ubyva¸waØ posledovatel~nost~ fflementov mnoßestva Z^∗ ØvlØetsØ koneqnoæ, t.e. Z^∗ udovletvorØet uslovi¸ obryva ubyva¸wih cepeæ.

Oboznaqim qerez S_{β,i} ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent W mnogoobraziØ S_β , takih qto razmernost~ dim W = n − i, i W ⊃ W_β . Tak qto, esli S_{β,i} ≠ ∅, to 0 6 i 6 s(β). Poloßim

deg S_{β,i} = s_{β,i} i deg W_β = w_β

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 285 dlØ vseh i, β.

V dal~neæxem my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto B ∩ Z= ∅, vvodØ pri neobhodimosti novye indeksy. Oboznaqim qerez B^{(j)}, 1 6 j 6 n, mnoßestvo vseh β ∈ B, takih qto s(β) = j. Po opredeleni¸ poloßim

w_j = ∑ β∈B^{(j)} w_β, 1 6 j 6 n, s_{j,i} = ∑ β∈B^{(j)} s_{β,i}, 0 6 i 6 j, 1 6 j 6 n, a_j = (w_j, s_{j,0}, s_{j,1}, . . . , s_{j,j}) ∈ Z(j), 1 6 j 6 n, a(F) = (a_1, . . . , a_n) ∈ Z^∗ . Zametim, qto dlØ vsØkogo i ¿ 1, esli opisannaØ konstrukciØ semeæstva W_{β,γ} , γ ∈ Γ_β, β ∈ B, sostoit po kraæneæ mere iz i xagov, to a(F_{i−1}) > a(F_i). Sledovatel~no, po uslovi¸ obryva ubyva¸wih cepeæ suwestvuet tol~ko koneqnoe qislo N xagov. Teorema dokazana.

Zameqanie 6. Otmetim, qto esli v usloviØh Teoremy 4 do-

polnitel~no dlØ vseh α ∈ A_1, β ∈ B my imeem W_β ⊅ V_α, to dlØ vseh α ∈ A_1, β ∈ B, γ ∈ Γ_β spravedlivo neravenstvo

dim V_α ∩ W_{β,γ} < dim V_α.

3. Dokazatel~stvo Teoremy 2 dlØ sluqaØ gladkogo pokrytiØ

V usloviØh Teoremy 4 my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto dlØ vsØkih razliqnyh β_1, β_2 ∈ B pereseqenie

Γ_{β1} ∩ Γ_{β2} = ∅. Oboznaqim W_γ = W_{β,γ} dlØ vsØkih β ∈ B, γ ∈ Γ_β .

V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ novye oboznaqeniØ, otliqnye ot oboznaqeniæ iz dokazatel~stva Teorema 4. Pust~ i ¿ 1 – celoe qislo. Oboznaqim qerez A_i, B_i i Γ_i sootvetstvenno mnoßestva A_1, B i ∪_{β∈B} Γ_β v staryh oboznaqeniØh Teoremy 4. Togda v konstrukcii Teoremy 4 na vhode imeetsØ para semeæstv

V_α, : α ∈ A_i, W_β ⊂ S_β , : β ∈ B_i, (29)

a na vyhode para semeæstv

V_α, : α ∈ A_i, W_γ ⊂ S_γ , : γ ∈ Γ_i. (30)

286 A. L. QISTOV

KonstrukciØ trebuemogo gladkogo pokrytiØ V_α, α ∈ A osuwestvlØetsØ rekursivno za koneqnoe qislo xagov, naqinaØ s pervogo xaga. Oboznaqim qerez W_γ , γ ∈ Γ_0 semeæstvo vseh opredelënnyh nad k i neprivodimyh nad k komponent V i poloßim

S_γ = Z(f_1 , . . . , f_m) dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_0. Poloßim A_0 = ∅. My mo-

ßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto Γ_0 ≠ ∅.

Opixem i-yæ xag, i ¿ 1. V naqale fftogo xaga postroena para semeæstv (30) s i, zamenënnym na i − 1, i Γ_{i−1} ≠ ∅. Poloßim

B_i = Γ_{i−1}, A_i = A_{i−1} ∪ Γ_{i−1}

(my moßem zdes~ predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto

A_{i−1} ∩ Γ_{i−1} = ∅, vvodØ pri neobhodimosti novye indeksy). Pust~ dim W_β = n − s(β), gde 1 6 s(β) 6 n dlØ vsØkogo β ∈ B_i. PrimenØØ

Teoremu 1, dlØ vsØkogo β ∈ B_i postroim semeæstvo odnorodnyh mnogoqlenov h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n], indeksy 0 6 i_1 < . . . < i_s 6 n (ffti odnorodnye mnogoqleny i indeksy zavisØt ot β, s = s(β)) i mnogoqlen

Δ_β = det(∂h_v/∂X_{iw} )_16_{v,w}6_s,

takie qto W_β \ Z(Δ_β ) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(Δ_β). Sledovatel~no, W_β \ Z(Δ_β) ØvlØetsØ gladkim kvaziproektivnym algebraiqeskim mnogoobraziem. Poloßim V_β = W_β \ Z(Δ_β) dlØ vsØkogo β ∈ B_i.

Togda primenØØ Teoremu 4 k (29), my poluqaem paru semeæstv (30). Esli Γ_i = ∅, to V_α, α ∈ A_i ØvlØetsØ trebuemym gladkim pokrytiem. Esli Γ_i ≠ ∅, to my perehodim k (i + 1)-omu xagu.

Soglasno utverßdeni¸ (f) Teoremy 4 v rassmatrivaemoæ konstrukcii moßet byt~ samoe bol~xee n xagov. Trebuemye v Teoreme 2 ocenki dlØ stepeneæ i dlin zapisi sledu¸t nemedlenno iz Teoremy 1 i Teoremy 4, sm. takße zameqaniØ o predstavlenii (6) vo Vvedenii. Teorema 2 dlØ sluqaØ gladkogo pokrytiØ dokazana.

4. KonstrukciØ qastiqnogo porØdka na mnoßestve neprivodimyh algebraiqeskih mnogoobraziæ

Pust~ W_β , β ∈ B, – semeæstvo opredelënnyh nad k i neprivodimyh nad k algebraiqeskih mnogoobraziæ, kaßdoe iz kotoryh zadano v vide (6) iz VvedeniØ. Tak qto dim W_β = n − s(β),

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 287

1 6 s(β) 6 n. Pust~ Wβ_1 ≠ Wβ_2 dlØ vsØkih β1 ≠ β2. V fftom raz-

dele my postroim qastiqnyæ porØdok i lineænyæ porØdok na mnoßestve {W_β : β ∈ B} ili, qto ffkvivalentno, na B.

Oboznaqim qerez B_s podmnoßestvo vseh β ∈ B, takih qto

dim W_β = n − s, 1 6 s 6 n. DlØ vsØkih 1 6 s_1 < s_2 6 n, dlØ

vsØkih β_1 ∈ B_{s1} , β_2 ∈ B_{s2} poloßim β_1 < β_2 . Takim obrazom, my poluqaem qastiqnyæ porØdok na B, kotoryæ my nazovëm predvaritel~nym. Teper~ dostatoqno postroit~ qastiqnyæ porØdok i lineænyæ porØdok na kaßdom mnoßestve B_s, 1 6 s 6 n. Tak qto v dal~neæxem my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto s fiksirovano.

DlØ vsØkogo β ∈ B_s rassmotrim, sm. Teoremu 1, semeæstvo odnorodnyh mnogoqlenov h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n], indeksy 0 6

i_1 < . . . < i_s 6 n (ffti odnorodnye mnogoqleny i indeksy zavisØt

ot β) i mnogoqlen

Δ_β = det(∂h_v/∂X_{iw} )_16_{v,w}6_s,

takie qto W_β \ Z(Δ_β ) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(Δ_β). Sledovatel~no, W_β \ Z(Δ_β) ØvlØetsØ gladkim kvaziproektivnym algebraiqeskim mnogoobraziem. My budem oboznaqat~ takße

h_i = h_{β,i}, 1 6 i 6 s, kogda zavisimost~ ot β budet suwestven-

na. Opredelim semeæstvo H = {h_{β,i}}_{β∈Bs, 1}6_i6_s. Pust~ δ_s = max_{β∈Bs ,1}6_i6_s deg h_{β,i}. Budem sqitat~, ne umalØØ obwnosti, qto deg h_{β,i} = δ_s dlØ vseh β ∈ B_s, 1 6 i 6 s, domnoßaØ pri neobhodimosti kaßdyæ h_{β,i} na nekotoryæ monom, ne obrawa- ¸wiæsØ v nul~ toßdestvenno na W_β. Opredelim funkci¸ σ(H) : B_s × B_s −→ {0, 1} sledu¸wim obrazom. Oboznaqim dlØ kratkosti σ = σ(H). Poloßim σ(β, β^′) = 1 (sootvetstvenno σ(β, β^′) = 0) togda i tol~ko togda, kogda mnogoqleny h_{β,1}, . . . , h_{β,s} obrawa¸tsØ (sootvetstvenno po kraæneæ mere odin iz mnogoqlenov h_{β,1}, . . . , h_{β,s} ne obrawaetsØ) v nul~ toßdestvenno na algebraiqeskom mnogoobrazii W_β0. DlØ vsØkogo (β, β^′) ∈ B_s × B_s, takogo qto σ(β, β^′) = 0 opredelim

288 A. L. QISTOV takße indeks i_0 = i_0(β, β^′), dlØ kotorogo h_{β,i0} ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W_β0.

DlØ vsØkogo τ ∈ B_s opredelim mnoßestva

B^′_τ = B^′_τ (H) = { (β^′, β) ∈ B_s × B_s : σ(β^′, τ ) = 1 &

σ(τ, β) = 1 & σ(β^′, β) = 0 } , B_τ = B_τ (H) = { β : ∃β^′( (β^′, β) ∈ B^′_τ ) } . Dokaßem, qto my moßem postroit~ semeæstvo ~H = {~h_{β,i}}_{β∈Bs, 1}6_i6_s, analogiqnoe H, takoe qto, zamenØØ H na ~H, my poluqaem novoe semeæstvo H, dlØ kotorogo dopolnitel~no vypolneno (35), sm. niße. Pust~ τ ∈ B_s. Snaqala pokaßem, kak postroit~ novoe semeæstvo ~H i funkci¸ σ( ~H) analogiqnye H i σ(H), takie qto dlØ vsØkogo τ ∈ B_s, dlØ vsØkogo β ∈ B_τ (H)

σ( ~H)(τ, β) = 0, (31)

i dlØ vsØkih τ, β ∈ B_s σ( ~H)(τ, β) 6 σ(H)(τ, β). (32) Poloßim

~h_{τ,i} = h_{τ,i} dlØ vseh τ ∈ B_s, 1 6 i 6 s − 1. (33)

OstaëtsØ opredelit~ ~h_{τ,s} dlØ vseh τ .

Postroim funkci¸ ρ : B_τ → B_s, udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸, qto (ρ(β), β) ∈ B^′_τ dlØ vsØkogo β ∈ B_τ . My budem oboznaqat~ takße ρ = ρ(τ, H).

Poloßim dlØ vseh τ ∈ B_s ~h_{τ,s} = h_{τ,s} + ∑ β∈B_τ c_β h_{ρ(β),i0(ρ(β),β)}, (34) gde c_β , β ∈ B_τ , – nekotorye fflementy polØ k (kotorye sleduet vybrat~), takie qto vypolneny trebuemye svoæstva (31), (32), i funkciØ

~Δ_τ = det(∂~h_u/∂X_{iv} )_16_{u,v}6_s

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 289 ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W_τ (zdes~ indeksy 0 6

i_1 < . . . < i_s 6 n – te ße samye, kotorye byli v opredelenii Δ_τ ). Krome togo, my vyberem c_β ∈ Zs dlinami zapisi l(c_β ) = O(log(2 + #B_s)) dlØ vseh β ∈ B_τ .

DlØ vsØkogo τ ∈ B_s opredelim mnoßestva B^′_τ ( ~H), B_τ ( ~H) i funkci¸ ρ(τ, ~H), zamenØØ v opredeleniØh B^′_τ (H), B_τ (H) i ρ(H) semeæstvo H na ~H.

Lemma 4. DlØ vsØkogo τ ∈ Bs mnoßestvo Bτ (^~H) = ∅. Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto esli β^′ ∉ Bτ (H), to σ(H)(τ, β^′) =

σ( ~H)(τ, β^′). V samom dele, my imeem σ(H)(τ, β^′ ) ¿ σ( ~H)(τ, β^′) dlØ

vseh τ , β^′. Sledovatel~no, dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda

σ(H)(τ, β^′) = 1. Uslovie β^′ ∉ B_τ (H) vleqët, qto dlØ vsØkogo β ∈ B_τ (H) mnogoqlen h_{ρ(β),i0(ρ(β),β)} obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno

na W_β0. Sledovatel~no, soglasno (33) i (34) σ( ~H)(τ, β^′) = 1, qto dokazyvaet naxe utverßdenie.

Teper~ predpoloßim, qto β ∈ B_τ ( ~H) ≠ ∅ dlØ nekotorogo τ . Poloßim β_1 = ρ(τ, ~H)(β). Togda σ(H)(β_1 , β) = 1, poskol~ku, inaqe, σ( ~H)(τ, β) = 0. Esli β ∉ B_{β1} (H), to, kak bylo dokazano, σ( ~H)(β_1 , β) = 1. �to privodit k protivoreqi¸.

Sledovatel~no, β ∈ B_{β1} (H). Poloßim β_2 = ρ(β_1 , H)(β). Tak qto

σ(H)(β_2 , β) = 0 i σ(H)(β_2 , β_1) = 1. S drugoæ storony,

σ(H)(β_1 , τ ) = σ( ~H)(β_1 , τ ) = 1.

Sledovatel~no, σ(H)(β_2 , τ ) = 1. Napomnim, qto σ(H)(τ, β) = σ( ~H)(τ, β) = 1. Sledovatel~no, σ(H)(β_2 , β) = 1. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet lemmu.

Teper~ zamenØØ semeæstvo H na ~H, my budem predpolagat~ v dal~neæxem, qto

B_τ (H) = ∅ dlØ vseh τ ∈ B_s. (35)

Opredelim otnoxenie ffkvivalentnosti na mnoßestve B_s sledu¸wim obrazom. Dva fflementa β, τ ∈ B_s ffkvivalentny togda i tol~ko togda, kogda σ(β, τ ) = 1 i σ(τ, β) = 1 (tranzitivnost~ fftogo

290 A. L. QISTOV otnoxeniØ sleduet iz (35)). Postroim faktormnoßestvo B_s mnoßestva B_s otnositel~no fftoæ ffkvivalentnosti. Oboznaqim qerez

π : B_s −→ B_s, π(β) = β, estestvennu¸ proekci¸. Soglasno (35)

funkciØ σ moßet byt~ predstavlena v vide σ = σ ∘ (π × π) dlØ odnoznaqno opredelënnoæ funkcii σ : B_s × B_s −→ {0, 1}.

Vvedëm qastiqnyæ porØdok na mnoßestve B_s sledu¸wim obrazom. Pust~ u, v ∈ B_s. Togda u ¿ v togda i tol~ko togda, kogda

σ(u, v) = 1 (tranzitivnost~ fftogo qastiqnogo porØdka sleduet iz

(35)).

DlØ vsØkih u, v ∈ B_s, β ∈ u, τ ∈ v, takih qto u > v poloßim po opredeleni¸ β > τ . Takim obrazom, my poluqaem qastiqnyæ porØdok na B_s. Trebuemyæ qastiqnyæ porØdok na B po opredeleni¸ ØvlØetsØ minimal~nym qastiqnym porØdkom (ffto podmnoßestvo B × B), soderßawim vse postroennye porØdki na

B_s, 1 6 s 6 n, i predvaritel~nyæ qastiqnyæ porØdok na B, opi-

sannyæ v naqale razdela.

Izvestno, qto vsØkiæ qastiqnyæ porØdok na koneqnom mnoßestve moßet byt~ prodolßen do lineænogo porØdka. Tak qto my prodolßaem postroennyæ qastiqnyæ porØdok na B do lineænogo porØdka. Poluqennyæ lineænyæ porØdok ØvlØetsØ trebuemym lineænym porØdkom na B.

Rassmotrim semeæstvo lineæno nezavisimyh lineænyh form

Y_i = ∑ 06j6n^{yi,jXj , 0} 6 i 6 n, (36)

gde y_{i,j} ∈ k dlØ vseh i, j. Predstavim takße

X_i = ∑ 06j6n^{xi,jYj , 0} 6 i 6 n, (37)

gde x_{i,j} ∈ k dlØ vseh i, j. DlØ vsØkogo u ∈ B_s rassmotrim odnorodnye mnogoqleny h_{u,i} = ∑ β∈u c_{β,i}h_{β,i}, 1 6 i 6 s, (38) gde c_{β,i} ∈ k dlØ vseh β, i. Poloßim

Δ_u = det (∂h_{u,i}/∂Y_j)_16_{i,j}6_s =

= det ( ∑ 06v6n^{xv,j∂hu,i/∂Xv} ) 16i,j6s^.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 291 My nemedlenno poluqaem (rassmatrivaØ snaqala vse x_{i,j} i c_{β,i}, kak peremennye), qto suwestvu¸t lineænye formy (36) i odnorodnye mnogoqleny (38), takie qto

• dlØ vsØkogo τ ∈ B_s algebraiqeskoe mnogoobrazie

W_τ ⊂ Z(h_{u,1}, . . . , h_{u,s}) togda i tol~ko togda, kogda

u ¿ τ otnositel~no postroennogo qastiqnogo porØd-

ka na B_s.

• dlØ vsØkogo τ ∈ u mnogoqlen Δ_u ne obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W_τ (i, sledovatel~- no, W_τ \ Z(Δ_u) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ Z(h_{u,1}, . . . , h_{u,s}) \ Z(Δ_u)). Krome togo, moßno vybrat~ dopolnitel~no vse x_{i,j}, c_{β,i} ∈ Zs dlinami zapisi O(n + log(1 + #B_s)).

5. Dokazatel~stvo Teoremy 2 dlØ sluqaØ gladkoæ stratifikacii

My dokaßem Teoremu 2 v neskol~ko bolee obweæ situacii. Imenno, pust~ proektivnye algebraiqeskie mnogoobraziØ V^{(i)},

1 6 i 6 b, analogiqny W^{(i)}, 1 6 i 6 a, iz VvedeniØ. Pust~ odno-

rodnye mnogoqleny g^{(i)}_j , 1 6 i 6 b, 1 6 j 6 μ(i), analogiqny mnogoqlenam f^{(i)}_j , 1 6 i 6 a, 1 6 j 6 m(i) iz VvedeniØ. Sledovatel~no,

V^{(i)}, 1 6 i 6 b, ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh neprivodimyh

komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(g^{(i)}_1 , . . . , g^{(i)}_{μ(i)}). Pred-

poloßim, qto V^{(1)} = V i g^{(1)}_j = f_j , 1 6 j 6 m = μ(1). Poloßim

V^′ = V^{(1)} \ ⋃ 26i6b^V (i). Pust~ stepeni i dliny zapisi celyh kofffficientov odnorodnyh mnogoqlenov g^{(i)}_j , 1 6 i 6 b, 1 6 j 6 μ(i), udovletvorØ¸t tem ße samym ocenkam, qto i stepeni i dliny zapisi celyh kofffficientov mnogoqlenov f_1, . . . , f_m. ZamenØØ v Opredelenii 1 V na V^′, my poluqaem opredelenie gladkogo pokrytiØ i gladkoæ stratifikacii kvaziproektivnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ. Zamenim v formulirovke Teoremy 2 algebraiqeskoe mnogoobrazie V na

V^′. My dokaßem Teoremu 2 v sluqae gladkoæ stratifikacii v

292 A. L. QISTOV fftoæ novoæ formulirovke dlØ kvaziproektivnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ V^′.

Koneqno, novaØ formulirovka Teoremy 2 ØvlØetsØ sledstviem ishodnoæ (dlØ V ), odnako imeetsØ nekotoraØ raznica. Imenno, moßet sluqit~sØ, qto dim V^′ < dim V , i v fftom sluqae novaØ formulirovka Teoremy 2 ØvlØetsØ vaßnoæ dlØ primeneniØ indukcionnogo predpoloßeniØ, sm. niße.

My budem oboznaqat~ v fftom razdele trebuemu¸ gladku¸ stratifikaci¸ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V^′ qerez V^′_α, α ∈ A. Pust~ dim V^′_α = n − s(α), gde 1 6 s(α) 6 n dlØ vsØkogo α ∈ A. My dokaßem, qto suwestvuet absol¸tnaØ konstanta C_1 > 0, takaØ qto, esli dim V^′ 6 n − s, gde 1 6 s 6 n, to ∑ α∈A d^{n−s(α)} deg V^′_α 6 n^{2(n(n}

�s+1))^C1 d^{(n+s)(n−s+1)/2}, (39)

gde V^′_α ØvlØetsØ zamykaniem v topologii Zarisskogo mnogoobraziØ V^′_α.

V naxeæ konstrukcii my ispol~zuem indukci¸ po dim V^′. Baza

dim V^′ = −1, t.e. V^′ = ∅, trivial~na.

KonstrukciØ gladkoæ stratifikacii V^′_α, α ∈ A, osuwestvlØetsØ rekursivno za neskol~ko xagov, naqinaØ s pervogo (ffta rekursiØ ne ØvlØetsØ indukcieæ po dim V^′).

Oboznaqim qerez W_γ , γ ∈ Γ_0, semeæstvo vseh opredelënnyh nad k i neprivodimyh nad k komponent V (qtoby izbeßat~ dvusmyslennosti my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto vse fflementy Γ_0 ne ØvlØ¸tsØ celymi qislami). Zamenim v Razdele 4 semeæstvo W_β , β ∈ B, na W_γ , γ ∈ Γ_0, i postroim lineænyæ porØdok na Γ_0, ispol~zuØ metod iz fftogo razdela. DlØ vsØkogo γ ∈ Γ_0 postroim takße odnorodnye mnogoqleny h_j = h_{γ,j} ∈ k[X_0, . . . , X_n], 1 6 j 6 s i mnogoqlen Δ_γ , gde

γ ∈ (Γ_0)_s, sm. Razdel 4. My budem oboznaqat~ takße h_{γ,j} = h_{γ,j} ,

1 6 j 6 s = s(γ), kogda zavisimost~ ot γ budet suwestvenna.

Oboznaqim Δ_γ = Δ_γ dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_0. Poloßim

W^′_{0,γ} = W_γ \ ⋃ τ<γ, τ∈Γ_0 W_τ ∪ ⋃ 26j6b^V (j) dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_0 (zdes~ i niße v analogiqnyh situaciØh τ < γ oznaqaet po otnoxeni¸ k vvedënnomu lineænomu porØdku na

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 293

Γ_0). Poloßim A_0 = ∅. My moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ

obwnosti, qto Γ_0 ≠ ∅.

Opixem ob¨ekty izvestnye v naqale i-ogo xaga, i ¿ 1.

• Postroeno semeæstvo V_α, α ∈ A_{i−1}, opredelënnyh nad k i neprivodimyh k kvaziproektivnyh algebraiqeskih mnogoobraziæ v P^n(k). Pust~ dim V_α = n − s, gde

1 6 s = s(α) 6 n. DlØ vsØkogo α ∈ Ai−1 dany odno-

rodnye mnogoqleny

h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n] (40)

i lineænye formy Y_0, . . . , Y_n ∈ k[X_0, . . . , X_n] (ffti odnorodnye mnogoqleny zavisØt ot α, s = s(α), i my budem oboznaqat~ takße

h_j = h_{α,j}, kogda zavisimost~ ot α budet suwestvenna). Spraved-

livy neravenstva

deg h_{α,j} 6 n^{2s(α)C2} d, 1 6 j 6 s(α), (41)

dlØ vsØkogo α ∈ A_{i−1}, gde C_2 > 0 – absol¸tnaØ konstanta. My budem predpolagat~, qto vypolneny (36) i (37), Razdel 4. Oboznaqim

Δ_α = det (∂h_v/∂Y_w)_16_{v,w}6_s =

= det ( ∑ 06u6n^{xu,w∂hv/∂Xu} ) 16v,w6s^. Algebraiqeskoe mnogoobrazie V_α ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(h_{α,1}, . . . , h_{α,s}) \ Z(Δ_α) dlØ vsØkogo α ∈ A_{i−1}. DlØ vsØkogo α ∈ A_{i−1} oboznaqim W_α = V_α, gde V_α ØvlØetsØ zamykaniem v topologii Zarisskogo mnogoobraziØ V_α.

• DlØ vsØkogo α ∈ A_{i−1} postroeno opredelënnoe nad k i neprivodimoe nad k kvaziproektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie V^′_α ⊂ V_α \ ⋃ 26j6b^V (j),

294 A. L. QISTOV

takoe qto V^′_α ØvlØetsØ nepustym otkrytym v topologii Zarisskogo podmnoßestvom V_α (sledovatel~no, V^′_α – gladkoe i V_α ⊄ ⋃ 26j6b^{V (j)}).

• Postroeno podmnoßestvo Γ_{i−1} ⊂ Γ_0, takoe qto qislo fflementov #Γ_{i−1} 6 1−i+#Γ_0 , i dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_{i−1}, dlØ vsØkogo γ_1 ∈ Γ_0 \ Γ_{i−1} spravedlivo neravenstvo

γ > γ_1, t.e. dlØ vsØkogo j > 0 mnoßestvo Γ_j soderßit-

sØ v mnoßestve, kotoroe poluqeno iz Γ_{j−1} udaleniem minimal~nogo fflementa.

• DlØ vsØkogo γ ∈ Γ_{i−1} postroeno opredelënnoe nad k i neprivodimoe nad k kvaziproektivnoe algebraiqeskoe mnogoobrazie W^′_{i−1,γ} ⊂ W_γ \ ⋃ 26j6b^V (j), takoe qto W^′_{i−1,γ} ØvlØetsØ nepustym otkrytym v topologii Zarisskogo podmnoßestvom W_γ (v qastnosti, W^′_{i−1,γ} ⊄ ⋃ 26j6b^{V (j)}).

Sledu¸wie svoæstva udovletvorØ¸tsØ v naqale i-ogo xaga: ⋃ α∈A_i�_1 V^′_α ∪ ⋃ γ∈Γ_i�_1

W^′_{i−1,γ} = V^′, (42)

W_τ \ ⋃ 26j6b^V (j) ⊂ ⋃ α∈A_i�_1 V^′_α dlØ vsØkogo τ ∈ A_{i−1}, (43)

V^′_{α1} ∩ V^′_{α2} = ∅ dlØ vsØkih razliqnyh α_1, α_2 ∈ A_{i−1}, (44)

W_α ∩ W^′_{i−1,γ} = ∅ dlØ vsØkih α ∈ A_{i−1}, γ ∈ Γ_{i−1}, (45) W_γ \ ⋃ 26j6b^V (j) ⊂ ⋃ τ6γ, τ∈Γi�1^W ′ i−1,τ ∪ ⋃ α∈A_i�_1 V^′_α dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_{i−1}. (46)

Oqevidno, qto ffti svoæstva vypolneny dlØ i − 1 = 0.

Opixem i-yæ xag, i ¿ 1. V dal~neæxem my budem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto vse vvodimye indeksy (sootvetstvenno mnoßestva indeksov) otliqny ot vseh indeksov (sootvetstvenno ne pereseka¸tsØ so vsemi mnoßestvami indeksov), rassmatrivaemyh (sootvetstvenno rassmatrivaemymi) ranee.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 295 Pust~ γ_i – naimen~xiæ fflement mnoßestva Γ_{i−1}. Oboznaqim qerez W^′_τ , τ ∈ D_i, semeæstvo vseh opredelënnyh nad k, i neprivodimyh nad k komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ

W^′_{i−1,γi} ∩ Z(Δ_{γi} ). Sledovatel~no, W^′_{i−1,γi} ∩ Z(Δ_{γi} ) = ⋃ τ∈D_i W^′_τ . DlØ vseh τ ∈ D_i poloßim

W_τ = W^′_τ ,

gde W^′_τ oboznaqaet zamykanie v topologii Zarisskogo mnogoobraziØ W^′_τ .

Lemma 5. Pust~ τ ∈ Di. Togda W^′_τ ØvlØetsØ opredelënnoæ nad k i

neprivodimoæ nad k komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(f_1, . . . , f_m, h_{γi,1}, . . . , h_{γi,s(γi )}, Δ_{γi} )\

\ ⋃ α∈A_i�_1 W_α ∪ ⋃ 26j6b^V (j) . (47) Krome togo, razmernost~ algebraiqeskogo mnogoobraziØ (47) ravna samoe bol~xee −1 + dim W_{γi} .

Dokazatel~stvo. Soglasno (45), (46) my imeem W^′_{i−1,γi} = W_{γi} \ ⋃ α∈A_i�_1 W_α ∪ ⋃ 26j6b^V (j) . Sledovatel~no,

W^′_τ = W_τ \ ⋃ α∈A_i�_1 W_α ∪ ⋃ 26j6b^V (j) . Sledovatel~no, dostatoqno dokazat~ poslednee utverßdenie lemmy.

Dostatoqno dokazat~, qto dlØ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty W algebraiqeskogo mnogoobraziØ (47) dim W < dim W_{γi} . Soglasno (42), (44) dlØ vsØkogo γ < γ_i, γ ∈ Γ_0, suwestvuet

296 A. L. QISTOV

α ∈ A_{i−1}, takoe qto W_α = W_γ . Sledovatel~no, dlØ vsØkoæ ne-

privodimoæ komponenty W algebraiqeskogo mnogoobraziØ (47) suwestvuet γ ¿ γ_i, takoe qto W ⊂ W_γ . Esli dim W_γ < dim W_{γi} , to lemma dokazana. Predpoloßim, qto dim W_γ ¿ dim W_{γi} . Togda

dim W_γ = dim W_{γi} , i W_γ ⊄ Z(h_{γi ,1}, . . . , h_{γi,s(γi)}, Δ_{γi} ) po postroeni¸ lineænogo porØdka na Γ_0. Sledovatel~no, W_γ ≠ W i dim W_{γi} = dim W_γ > dim W.

Lemma dokazana.

Oboznaqim qerez S_{γi} algebraiqeskoe mnogoobrazie (47). Ispol~zuØ indukcionnoe predpoloßenie, postroim gladku¸ stratifikaci¸ V^′_α, α ∈ A_{γi} , kvaziproektivnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ S_{γi} (my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto (A_{i−1} ∪ Γ_{i−1}) ∩ A_{γi} = ∅). My takße predpoloßim, qto postroeny sootvetstvu¸wie V_α, Δ_α i odnorodnye mnogoqleny (40) (zavisØwie ot α) dlØ vsØkogo α ∈ A_{γi} .

DlØ vsØkogo γ ∈ Γ_{i−1} \ {γ_i} poloßim W^′_{i,γ} = W^′_{i−1,γ} \ S_{γi} , gde S_{γi} ØvlØetsØ zamykaniem v topologii Zarisskogo mnogoobraziØ S_{γi} . Poskol~ku W^′_{i−1,γ} ∩ ⋃ α∈A_i�_1 W_α ∪ ⋃ 26j6b^V (j) = ∅, my imeem W^′_{i,γ} = W^′_{i−1,γ} \ S_{γi} dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_{i−1} \ {γ_i}.

Poloßim V^′_{γi} = W^′_{i−1,γi} \ Z(Δ_{γi} ) = W^′_{i−1,γi} \ S_{γi} i V_{γi} = W_{γi} \ Z(Δ_{γi} ). Napomnim, qto uße postroeny odnorodnye mnogoqleny h_{γi,1}, . . . , . . . , h_{γi,s(γi)}.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 297 Po opredeleni¸ poloßim

Γ_i = {γ ∈ Γ_{i−1} : W^′_{i,γ} ≠ ∅ & γ ≠ γ_i}, A_i = A_{i−1} ∪ A_{γi} ∪ {γ_i}. Dokaßem svoæstva (42)–(46) s i − 1, zamenënnym na i. Deæstvitel~no, ffti novye svoæstva sledu¸t nemedlenno iz svoæstv (42)–(46) (dlØ i − 1) i opredeleniæ.

Dokaßem neravenstvo (41) dlØ vseh α ∈ A_i. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda α ∈ A_{γi} ∪ {γ_i}. Esli α = γ_i, to (41) sleduet iz Teoremy 1 (ii), primenënnoæ k algebraiqeskomu mnogoobrazi¸ W_{γi} , kotoroe ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ V . Pust~ α ∈ A_γ . Togda W_α ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ (47). Ocenki dlØ deg h_{γi ,j}, deg Δ_{γi} sledu¸t analogiqnym obrazom iz Teoremy 1 (ii), primenënnoæ k algebraiqeskomu mnogoobrazi¸ W_{γi} . Pust~ C – konstanta iz formulirovki Teoremy 1 (ii). Pust~ C_2 > C. Togda stepeni vseh mnogoqlenov, kotorye opredelØ¸t algebraiqeskoe mnogoobrazie (47), ograniqeny sverhu veliqinoæ

(s(α) − 1)n^{2(s(α)}

�1)^C2

d. (48)

Sledovatel~no, dlØ α ∈ A_{γi} neravenstvo (41) (s podhodØwim

C_2, zavisØwim ot C) sleduet iz Teoremy 1 (ii).

Teper~, esli Γ_i ≠ ∅, my perehodim k sledu¸wemu (i + 1)-omu xagu. Esli Γ_i = ∅ poloßim A = A_i. Togda V^′_α, α ∈ A ØvlØetsØ gladkoæ stratifikacieæ V soglasno (42), (44).

OstaëtsØ dokazat~ neravenstvo (39).

Lemma 6. Spravedlivo neravenstvo ∑ γ∈Γ_0 d^{n−s(γ)} deg W_γ 6 d^n.

Dokazatel~stvo. V dokazatel~stve fftoæ lemmy my budem pred-

polagat~, qto deg f_i = d dlØ vsØkogo 1 6 i 6 m, zamenØØ semeæstvo

f_i, 1 6 i 6 m na f_iX^{d−deg fi} j , 1 6 i 6 m, 0 6 j 6 n.

Dalee, suwestvu¸t lineænye kombinacii h_j = c_{j,1}f_1 +. . .+c_{j,m}f_m,

1 6 j 6 n, so vsemi kofffficientami cj,i ∈ k, takimi qto dlØ vsØ-

kogo 1 6 s 6 n, dlØ vsØkogo γ ∈ Γ_0, esli s(γ) 6 s, to W_γ ØvlØetsØ

298 A. L. QISTOV neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ

Z(h_1, . . . , h_s). (49)

Oboznaqim qerez W_γ , γ ∈ H_s, semeæstvo vseh opredelënnyh nad k i neprivodimyh nad k komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ (49). Ispol~zuØ indukci¸ po s i teoremu Bezu, my poluqim neravenstvo ∑ γ∈H_s d^{s−s(γ)} deg W_γ 6 d^s.

Teper~ utverßdenie lemmy sleduet iz poslednogo neravenstva dlØ s = n. Lemma dokazana.

Pust~ N – qislo xagov opisannoæ konstrukcii. Tak qto N 6

#Γ_0. Zametim, qto dlØ vsØkogo α ∈ A my imeem W_α = W_{γi} , ili α ∈ A_{γi} dlØ nekotorogo γ_i ∈ Γ_0.

Oboznaqim dlØ kratkosti s(γ_i) = s_i. Po indukcionnomu predpoloßeni¸, primenënnomu k S_{γi} , i, poskol~ku stepeni vseh mnogoqlenov, kotorye zada¸t algebraiqeskoe mnogoobrazie (47), ograniqeny sverhu veliqinoæ (48), spravedlivo neravenstvo ∑ α∈A_{γi} (s_in^{2s} C2 i d)^{n−s(α)} deg W_α 6 n^{2(n(n}

�s_i ))^C1 (s_in^{2s} C2 i d)^{(n+si+1)(n−si)/2} dlØ vsØkogo 1 6 i 6 N . Sledovatel~no, po Lemme 6 (i eë dokazatel~stvu) ∑ α∈A d^{n−s(α)} deg W_α 6 ∑ 16i6N d^{n−s}i deg W_{γi} + ∑ α∈A_{γi} (s_in^{2s} C2 i d)^{n−s(α)} deg W_α 6 ∑ 16i6N ( d^{n−si} deg W_{γi} + n^{2(n(n} �s_i ))^C1 (s_in^{2s} C2 i d)^{(n+si+1)(n−si)/2} ) 6 d^n + ∑ 16i6N^n 2(n(n�si )) C1 (s_in^{2s} C2 i d)^{(n+si+1)(n−si)/2} 6 d^n + n^{2(n(n}

�s))^C1 ∑ s6j6n^{(nn} 2n C2 d)^{(n+j+1)(n−j)/2}d^j 6 n^{2(n(n} �s+1))^C1 d^{(n+s)(n−s+1)/2}.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 299 dlØ absol¸tnoæ konstanty C_1 > 0. Takim obrazom, neravenstvo (39) dokazano. Trebuemye v Teoreme 2 ocenki dlØ stepeneæ i dlin zapisi sledu¸t nemedlenno iz Teoremy 1, sm. takße zameqaniØ o predstavlenii (6) vo Vvedenii. Teorema 2 dlØ sluqaØ gladkoæ stratifikacii dokazana.

6. Vyqislenie razmernosti vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ

Pust~ k – vewestvennoe uporØdoqennoe pole s vewestvennym zamykaniem R, i V – algebraiqeskoe mnogoobrazie iz VvedeniØ. Sledovatel~no, V (R) ØvlØetsØ mnoßestvom toqek vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ. Naxa cel~ – vyqislit~ razmernost~ V (R) i dokazat~ Teoremu 3. Dostatoqno naæti razmernost~

(n+1)-ogo affinnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ V (R)\Z(X_i ),

0 6 i 6 n. My pokaßem, kak vyqislit~ dim V (R) \ Z(X0). Razmer-

nosti drugih rassmatrivaemyh affinnyh mnogoobraziæ vyqislØ¸tsØ analogiqnym obrazom. DlØ proizvol~nogo podmnoßestva S ⊂ P^n(R), oboznaqim qerez S zamykanie S v topologii Zarisskogo v P^n(R). Oboznaqim V_0 = V (R) \ Z(X_0 ). My imeem

dim V_0 = dim V (R) \ Z(X_0 ), i V_0 ØvlØetsØ proektivnym algebrai-

qeskim mnogoobraziem. Tak qto dostatoqno vyqislit~ dim V_0.

Pust~ dim V_0(R) = n − r, gde 1 6 r 6 n. Togda suwestvuet gladkaØ toqka ξ = (1 : ξ_1 : . . . : ξ_n) vewestvennogo mnogoobraziØ

V_0(R) razmernosti n − r, sm. [7].

Teper~ rassmotrim gladkoe pokrytie V_α, α ∈ A mnogoobraziØ V iz Teoremy 2. Oboznaqim qerez A^′ podmnoßestvo vseh α ∈ A, takih qto V_α(R) \ Z(X_0) ≠ ∅. My imeem V_α = V_α(R), tak kak V_α ØvlØetsØ gladkim dlØ vsØkogo α ∈ A^′. Sledovatel~no, ⋃ α∈A0 V_α = ⋃ α∈A0 V_α(R) = (V \ Z(X_0))(R) = V_0.

Sledovatel~no, V_0 opredeleno nad k i suwestvuet edinstvennaØ opredelënnaØ nad k, i neprivodimaØ nad k komponenta W^′ mnogoobraziØ V_0, takaØ qto ξ ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ W^′. Krome togo,

dim W^′ = n−r. Dalee, suwestvuet α ∈ A^′, takoe qto V_α = W^′. Sle-

dovatel~no, po Teoreme 2 suwestvu¸t odnorodnye mnogoqleny

h_1, . . . , h_r ∈ k[X_0, . . . , X_n] i indeksy 1 6 i_1 < . . . < i_r 6 n (moßno

vzØt~ i_1 ¿ 1, poskol~ku suwestvu¸t gladkie toqki v W^′ \ Z(X_0 )),

300 A. L. QISTOV udovletvorØ¸wie sledu¸wemu uslovi¸. Oboznaqim

Δ = det(∂h_v /∂X_{iw} )_16_{v,w}6_r. (50)

Togda W^′ \ Z(Δ) ØvlØetsØ nepustym i sovpadaet s neprivodimoæ komponentoæ kvaziproektivnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(h_1, . . . , h_r) \ Z(Δ). Stepen~ deg h_i < n^{2rC} d, 1 6 i 6 r, gde C > 0 – absol¸tnaØ konstanta.

Suwestvuet perestanovka τ mnoßestva {1, . . . , n}, takaØ qto ξ ØvlØetsØ izolirovannoæ toqkoæ vewestvennogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ

V_0(R) ∩ Z(X_{τ (r+1)} − ξ_{τ (r+1)} X_0, . . . , X_{τ (n)} − ξ_{τ (n)}X_0), (51)

i pereseqenie kasatel~nyh prostranstv v toqke ξ

T_{ξ,V0(R)} ∩ Z(X_{τ (r+1)} − ξ_{τ (r+1)} X_0, . . . , X_{τ (n)} − ξ_{τ (n)}X_0) = {ξ} (52)

transversal~no. Budem sqitat~, ne umalØØ obwnosti, kak v dokazatel~stve Lemmy 6, qto deg f_j = d dlØ vseh j. Pust~ X_{n+1} – novaØ peremennaØ. Poloßim

h = X^3_0 ∑ 16j6m^f 2 j − X_{n+1} ∑ 06i6n^X 2d+2 i . Pust~ 1 6 s 6 n – celoe qislo, i σ – perestanovka {1, . . . , n}. Rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravneniæ otnositel~no X_0, . . . , X_n, X_{n+1} { h = 0, ∂h/∂X_{σ(j)} = 0, 2 6 j 6 s, (53)

kotoraØ opredelØet algebraiqeskoe mnogoobrazie S_{σ,s} ⊂ P^{n+1}(k), priqëm P^{n+1} imeet koordinaty (X_0 : . . . : X_n : X_{n+1}). My budem otoßdestvlØt~ Z(X_{n+1} ) s P^n. Oboznaqim qerez V_{σ,s} ob¨edinenie vseh neprivodimyh komponent S_{σ,s}, kotorye ne soderßatsØ ni v kakom koneqnom ob¨edinenii giperploskosteæ Z(X_{n+1} −vX_0 ), gde

v ∈ k, i ne soderßatsØ v Z(X_0 ). Togda razmernost~ kaßdoæ ne-

privodimoæ komponenty algebraiqeskogo mnogoobraziØ V_{σ,s} ravna n − s + 1, sr. [3]. Poloßim W_{σ,s} = V_{σ,s} ∩ Z(X_{n+1} ).

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 301 Pust~ ξ^∗_{s+1}, . . . , ξ^∗_n ∈ k. Oboznaqim qerez C_{σ,s}(ξ^∗_{s+1} , . . . , ξ^∗_n) ob¨- edinenie vseh neprivodimyh komponent mnogoobraziØ S_{σ,s} ∩ Z(X_{σ(s+1)} − ξ^∗_{σ(s+1)}X_0, . . . , X_{σ(n)} − ξ^∗_{σ(n)}X_0), kotorye ne soderßatsØ ni v kakom koneqnom ob¨edinenii giperploskosteæ Z(X_{n+1} − vX_0 ), gde v ∈ k i ne soderßatsØ v

Z(X_0 ). Togda, sr. [3], po tem ße soobraßeniØm, qto i vyxe dlØ V_{σ,s}, razmernost~ vsØkoæ neprivodimoæ komponenty mnogoobra-

ziØ C_{σ,s}(ξ^∗_{s+1}, . . . , ξ^∗_n) ravna 1, t.e. C_{σ,s}(ξ^∗_{s+1}, . . . , ξ^∗_n) ØvlØetsØ krivoæ. Sledovatel~no, ffta krivaØ ØvlØetsØ ob¨edineniem nekotoryh komponent pereseqeniØ

V_{σ,s} ∩ Z(X_{σ(s+1)} − ξ^∗_{σ(s+1)}X_0, . . . , X_{σ(n)} − ξ^∗_{σ(n)}X_0). (54) No V_{σ,s} ∩ Z(X_0) = Z ( X_0, X_{σ(2)}, . . . , X_{σ(s)}, ∑ 06i6n^X 2d+2 i ) . Sledovatel~no, V_{σ,s} ∩ Z ( X_{σ(s+1)} − ξ^∗_{σ(s+1)}X_0, . . . , X_{σ(n)}− −ξ^∗_{σ(n)}X_0 ) ∩ Z(X_0 ) = {(0 : . . . : 0 : 1)}.

Sledovatel~no, pereseqenie (54) ØvlØetsØ krivoæ, i vsØkaØ neprivodimaØ komponenta (54) ne soderßitsØ ni v kakom koneqnom ob¨edinenii giperploskosteæ Z(X_{n+1} − vX_0), gde v ∈ k, i ne soderßitsØ v Z(X_0 ). Takim obrazom, C_{σ,s}(ξ^∗_{s+1}, . . . , ξ^∗_n) = V_{σ,s} ∩ Z(X_{σ(s+1)} − ξ^∗_{σ(s+1)}X_0, . . . , X_{σ(n)} − ξ^∗_{σ(n)}X_0) dlØ vsØkih ξ^∗_{s+1}, . . . , ξ^∗_n ∈ k.

Rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravneniæ h = 0, ∂h/∂X_{τ (j)} = 0, 2 6 j 6 r, X_{τ (j)} − ξ_{τ (j)}X_0 = 0, r + 1 6 j 6 n,

X_0 − 1 = 0.

(55)

Napomnim, qto ξ ØvlØetsØ izolirovannoæ toqkoæ pereseqeniØ (51). Sledovatel~no, rassmatrivaØ sistemu (55), sr. [14, 10], my poluqaem, qto toqka ξ ∈ C_{τ,r}(ξ_{r+1} , . . . , ξ_n). Sledovatel~no,

302 A. L. QISTOV

C_{τ,r}(ξ_{r+1} , . . . , ξ_n) ∩ Z(X_{n+1}) sovpadaet s {ξ} v nekotoroæ okrest-

nosti ξ v topologii vewestvennogo polØ R. Soglasno teoreme o neØvnoæ funkcii i tem ße samym soobraßeniØm W_{τ,r} sovpadaet s

W^′ v nekotoroæ okrestnosti toqki ξ v topologii vewestvennogo

polØ R. Sledovatel~no, W^′ ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ mnogoobraziØ W_{τ,r}, sr. [15].

Pust~ ε_i > 0 – ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ otnositel~no polØ k(ε_1, . . . , ε_{i−1}) dlØ vsØkogo 1 6 i 6 3. Oboznaqim qerez ~W_{σ,s} algebraiqeskoe mnogoobrazie

V_{σ,s} ∩ Z(X_{n+1} − ε_3X_0),

rassmatrivaemoe kak podmnogoobrazie v P^{n+1}(k(ε_3)).

Pokaßem, kak postroit~ lineænye formy Y_{s+1}, . . . , Y_n ∈

∈ k[X_0, . . . , X_n] s celymi kofffficientami s dlinami zapi-

si O(n log d), takie qto

W_{σ,s} ∩ Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n) \ Z(X_0 ) (56)

sostoit iz deg W_{σ,s} toqek. Sledovatel~no, sr., naprimer, [7], vse toqki pereseqeniØ (56) ØvlØ¸tsØ gladkimi toqkami mnogoobraziØ W_{σ,s} i pereseqenie (56) transversal~no v fftih toqkah.

Umnoßim vse uravneniØ sistemy (53) na X_0X_{n+1} i, ispol~zuØ algoritm iz [11], postroim dlØ vseh s + 1 6 i 6 n + 1 lineænye formy L_i ∈ k[X_0, . . . , X_n] s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log d) i celye qisla λ_i s dlinami zapisi O(n log d), takie qto qislo fflementov pereseqeniØ

V_{σ,s} ∩ Z(L_{s+1} − λ_{s+1}X_{n+1}, . . . , L_{n+1} − λ_{n+1}X_{n+1})

koneqno i V_{σ,s} ∩ Z ( L_{s+1} − λ_{s+1}X_{n+1}, . . . , L_{n+1}− −λ_{n+1}X_{n+1} ) ∩ Z(X_0 X_{n+1}) = ∅. (57)

Esli vsØkoe λ_i = 0, s+1 6 i 6 n, to poloßim D_i = L_i, s+1 6 i 6 n. Predpoloßim, qto suwestvuet s + 1 6 i_0 6 n, takoe qto λ_{i0} ≠ 0. Skaßem, naprimer, λ_{n+1} ≠ 0. Togda poloßim D_i = λ_{n+1}L_i −λ_iL_{n+1} dlØ vseh s + 1 6 i 6 n.

VsØkaØ neprivodimaØ komponenta pereseqeniØ V_{σ,s} ∩ Z(D_{s+1}, . . . , D_n)

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 303 ØvlØetsØ krivoæ, kotoraØ ne soderßitsØ Z(X_0X_{n+1}) po (57). Sledovatel~no, pereseqenie W_{σ,s} ∩ Z(D_{s+1} , . . . , D_n) (58) sostoit iz koneqnogo qisla toqek.

Ispol~zuØ algoritm iz [3], postroim vse toqki

ξ^{(i)} = (ξ^{(i)}_0 : . . . : ξ^{(i)}_n : ε_3), 1 6 i 6 N_1,

pereseqeniØ ~W_{σ,s} ∩ Z(D_{s+1} , . . . , D_n). Togda, sm. [11] Predloßenie 2, ili [7] Predloßenie 1, vsØkaØ toqka pereseqeniØ (58) imeet vid st_{ε3} (ξ^{(i)}) dlØ nekotorogo 1 6

i 6 N1, gde standartnaØ qast~ stε_3 imeet tot ße samyæ smysl,

qto i v [11, 7] (standartnaØ qast~ fflementa z ∈ P^{n+1}(k(ε_3)) est~ fflement z^′ ∈ P^{n+1}(k), kotoryæ beskoneqno blizok k z). Tak qto my stroim, ispol~zuØ razloßeniØ N~¸tona-P¸ize, sm. [10, 11, 12], vse fflementy η^{(i)}, 1 6 i 6 N_2, pereseqeniØ (58). Pust~ η^{(i)} =

(η^{(i)}_0 : . . . : η^{(i)}n ), gde η^{(i)}_j ∈ k i, esli η^{(i)}_0 ≠ 0, to η^{(i)}_0 = 1 dlØ vsØkogo

1 6 i 6 N2.

Pokaßem, qto my moßem predpolagat~ bez ograniqeniØ obwnosti, qto

η^{(i)} ∉ Z(X_0) dlØ vseh 1 6 i 6 N_2, (59)

zamenØØ pri neobhodimosti lineænye formy D_{s+1}, . . . , D_n na novye. V samom dele, oboznaqim qerez N_3 qislo toqek pereseqeniØ (58), kotorye ne leßat v Z(X_0). Predpoloßim, qto N_3 < N_2 i, naprimer, η^{(1)} = (0 : η^{(1)}_1 : . . . : η^{(1)}n ) ∈ Z(X_0) i η^{(1)} = st_{ε3} (ξ^{(1)}), gde

ξ^{(1)} = (ξ^{(1)}_0 : . . . : ξ^{(1)}_n : ε_3ξ^{(1)}_0 ), vsØkoe ξ^{(1)}_j , 1 6 j 6 n ne ØvlØetsØ bes-

koneqno bol~xim otnositel~no polØ k, i suwestvuet 1 6 j_0 6 n, takoe qto ξ^{(1)}_{j0} ne ØvlØetsØ beskoneqno maloæ veliqinoæ otnositel~no polØ k. RexaØ sistemu polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv s kvadratami absol¸tnyh veliqin, postroim toqku

x^∗ ∈ ~W_{σ,s}, taku¸ qto x^∗ = (x^∗_0 : . . . : x^∗_n : ε_3x^∗_0), vse x^∗_j ∈ k(ε_1, ε_2, ε_3),

0 6 j 6 n, i

|x^∗_0|^2 + ∑ 16j6n^{|x} ∗ j − ξ^{(1)}_j |^2 < ε_1,

|x^∗_0|^2 > ε_2.

304 A. L. QISTOV Zatem postroim x^′_i = st_{ε3} (x^∗_i ) dlØ vseh 0 6 i 6 n. Poloßim

x^′ = (x^′_0 : x^′_1 : . . . : x^′_n) ∈ P^n(k(ε_1, ε_2)), ~D_j = D_j − (D_j /X_0)(x^′)X_0, s + 1 6 j 6 n.

Togda, sr. [10, 11], qislo fflementov #W_{σ,s} ∩ Z( ~D_{s+1} , . . . , ~D_n) \ Z(X_0 ) > N_3, priqëm vse ffti fflementy prinadleßat P^n(k(ε_1, ε_2)). Sledovatel~- no, sr. [10, 11, 7] i takße Razdel 1, zamenØØ posledovatel~no vse kofffficienty lineænyh form ~D_{s+1}, . . . , ~D_n na celye kofffficienty s dlinami zapisi O(n log d), my poluqaem novye lineænye formy D^′_{s+1}, . . . , D^′_n, analogiqnye D_{s+1}, . . . , D_n, takie qto #W_{σ,s} ∩ Z(D^′_{s+1} , . . . , D^′_n) \ Z(X_0 ) > N_3. Teper~ zamenim lineænye formy D_{s+1}, . . . , D_n na D^′_{s+1}, . . . , D^′_n i proiteriruem opisannu¸ konstrukci¸ do teh por, poka ne vypolnØetsØ (59). Qislo iteraciæ ograniqeno sverhu stepen~¸

deg W_{σ,s} po teoreme Bezu. Trebuemoe utverßdenie dokazano.

Teper~ dlØ vsØkogo 1 6 j 6 N_2 rassmotrim sistemu polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv otnositel~no X_0, . . . , X_{n+1},

Z_0, . . . , Z_{n+1} s kvadratami absol¸tnyh veliqin h = 0, ∂h/∂X_{σ(i)} = 0, 2 6 i 6 s, h(Z_0, . . . , Z_{n+1}) = 0, ∂h(Z_0 , . . . , Z_{n+1})/∂Z_{σ(i)} = 0, 2 6 i 6 s, X_{n+1} − ε_3 = 0, Z_{n+1} − ε_3 = 0, D_j (X_0 − Z_0, . . . , X_n − Z_n) = 0, j ∈ {0, s + 1, s + 2, . . . , n}, ∑ 06i6n^{|Zi − η} (j) i |^2 6 ε_1, ∑ 06i6n^{|Zi − Xi|} 2 ¿ ε2,

X_0 − 1 = 0, Z_0 − 1 = 0.

(60)

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 305 Predpoloßim, qto dlØ vsØkogo 1 6 j 6 N_2 sistema (60) ne imeet rexeniæ. Togda, sr. [7], pereseqenie (56) sostoit iz deg W_{σ,s} toqek. V fftom sluqae poloßim Y_j = D_j dlØ vsØkogo j ∈ {0, s + 1, s + 2, . . . , n}. Predpoloßim, qto suwestvuet 1 6 j 6 N_2, takoe qto sistema (60) imeet rexenie

(1, x^∗_1, . . . , x^∗_n, ε_3, 1, z^∗_1 , . . . , z^∗_n, ε_3) ∈ (k(ε_1, ε_2, ε_3))^{2n+4}.

Togda postroim x^′_i = st_{ε3} (x^∗_i ) i z^′_i = st_{ε3} (z^∗_i ) dlØ vseh 1 6 i 6 n. Poloßim

x^′ = (1 : x^′_1 : . . . : x^′_n) ∈ P^n(k(ε_1 , ε_2)),

~D_j = D_j − (D_j /X_0)(x^′)X_0, s + 1 6 j 6 n.

Togda, sr. [7], qislo fflementov mnoßestva #W_{σ,s} ∩ Z( ~D_{s+1} , . . . , ~D_n) \ Z(X_0 ) > N_2, priqëm poslednee mnoßestvo ØvlØetsØ podmnoßestvom

P^n(k(ε1, ε2)). Sledovatel~no, sr. [10, 11, 7] i takße Razdel 1,

zamenØØ posledovatel~no vse kofffficienty lineænyh form

~D_{s+1}, . . . , ~D_n na celye kofffficienty s dlinami zapisi O(n log d),

my poluqaem novye lineænye formy D^′_{s+1}, . . . ,D^′_n, analogiqnye

D_{s+1}, . . . ,D_n, takie qto #W_{σ,s} ∩ Z(D^′_{s+1} , . . . , D^′_n) \ Z(X_0 ) > N_2. Zatem my zamenØem lineænye formy D_{s+1}, . . . , D_n na D^′_{s+1}, . . . , D^′_n i iteriruem opisannu¸ konstrukci¸ do teh por, poka suwestvuet 1 6 j 6 N_2, takoe qto sistema (60) imeet rexenie. Qislo iteraciæ ograniqeno sverhu deg W_{σ,s} po teoreme Bezu. Takim obrazom, my postroim v koneqnom sqëte trebuemye lineænye formy Y_{s+1}, . . . , Y_n. VernëmsØ k opisani¸ algoritma dlØ vyqisleniØ dim V_0. Budem perebirat~ s = 1, . . . , n (zdes~ n ØvlØetsØ maksimal~no vozmoßnym znaqeniem s, esli tol~ko opisyvaemyæ algoritm ne ostanovitsØ dlØ nekotorogo s < n). My budem predpolagat~ (ffto indukcionnoe predpoloßenie), qto kogda my rassmatrivaem tekuwee znaqenie s, to uße dokazano, qto

dim V_0 < n − s + 1. (61)

306 A. L. QISTOV DlØ rassmatrivaemogo s my budem perebirat~ σ, opredelënnye vyxe. DlØ rassmatrivaemyh s i σ postroim lineænye formy

Y_{s+1}, . . . , Y_n i vse toqki iz (56) (analogiqnym obrazom tomu, kak

byli postroeny toqki iz (58)). My budem perebirat~ toqki pereseqeniØ (56). Oboznaqim qerez x_0, rassmatrivaemu¸ toqku pereseqeniØ (56). Oboznaqim qerez W odnoznaqno opredelënnu¸ neprivodimu¸ nad k komponentu mnogoobraziØ W_{σ,s}, taku¸ qto

x_0 ∈ W . Oboznaqim qerez P ⊂ k[X_0, . . . , X_n] odnorodnyæ prostoæ

ideal mnogoobraziØ W . My uvidim, qto pri rassmotrenii s, σ i x_0 algoritm prihodit k odnomu iz dvuh sluqaev. V pervom sluqae W^′ ≠ W , a vo vtorom dim V_0 = n − s.

Teper~ my hotim modificirovat~ algoritm dlØ postroeniØ regulØrnyh posledovatel~nosteæ iz Razdela 1. Imenno, my zamenim tam algebraiqeskoe mnogoobrazie V na W_{σ,s}. Naxa cel~ – vyØsnit~, suwestvuet li P-posledovatel~nost~ g_1, . . . , g_s so stepenØmi deg g_j 6 n^{2sC} d, 1 6 j 6 s, gde C > 0 – konstanta iz formulirovki Teoremy 2. Dalee, esli takaØ P-posledovatel~nost~ suwestvuet, to my postroim eë, a takße drugie sootvetstvu¸wie eæ ob¨ekty, v qastnosti, gladku¸ toqku x_a ∈ W i lineænye formy L_{a,s+1}, . . . , L_{a,n}, gde xag a ØvlØetsØ poslednim, sm. Razdel 1. Dopolnitel~no my uvidim, qto x_a ∉ Z(X_0 ) (ffto budet sledovat~ iz modifikacii Lemmy 1). Raznica s Razdelom 1 zdes~ sostoit v tom, qto algebraiqeskoe mnogoobrazie W_{σ,s} ne zadano Øvno sistemoæ polinomial~nyh uravneniæ.

�ta modifikaciØ algoritma iz Razdela 1 budet opisana pozße. Seæqas predpoloßim, qto my uße primenili eë i vyØsnili, qto ne suwestvuet trebuemyh P-posledovatel~nosteæ. Togda, esli ne vse toqki pereseqeniØ (56) perebrany, my perehodim k sledu¸weæ toqke iz (56). Esli vse toqki iz (56) perebrany, no ne vse σ perebrany, to my perehodim k sledu¸wemu σ. Esli vse toqki iz (56) perebrany i vse σ perebrany, i s < n, to my perehodim k sledu¸wemu znaqeni¸ s, t.e. k s + 1. V fftom sluqae

W^′ ≠ W dlØ vseh σ i vseh toqek iz (56) (my uvidim ffto v dal~-

neæxem iz opisaniØ algoritma), i, sledovatel~no, dim V_0 < n−s. Sledovatel~no, (61) dokazano s s, zamenënnym na s + 1. Esli vse toqki iz (56), vse σ perebrany, i s = n, to W^′ ne ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ mnogoobraziØ W_{σ,s} dlØ vseh σ i 1 6 s 6 n. Sledovatel~no, kak ffto vytekaet iz dokazannogo vyxe, V_0 = ∅, i

dim V_0 = −1 v fftom sluqae.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 307 Predpoloßim, qto my uße primenili modifikaci¸ algoritma iz Razdela 1 i postroili P-posledovatel~nost~ g_1, . . . , g_s. Togda W ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Z(g_1, . . . , g_s). Poloßim x = x_a, gde xag a – posledniæ v modifikacii algoritma iz Razdela 1. Togda my primenim algoritm iz vtoroæ qasti Razdela 1 (na vhode fftogo algoritma trebu¸tsØ tol~ko mnogoqleny g_1, . . . , g_s, toqka x, i sootvetstvu¸wie lineænye formy) i postroim odnorodnye mnogoqleny

h_1, . . . , h_s ∈ k[X_0, . . . , X_n], indeksy 1 6 i_1 < . . . < i_s 6 n, mnogoqlen

Δ opredelënnyæ (50) s r, zamenënnym na s, i toqku z ∈ W \ Z(X_0), takie qto

• z ∈ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(Δ) i, sledovatel~no, po teoreme

o neØvnoæ funkcii z ØvlØetsØ gladkoæ toqkoæ fftogo kvaziproektivnogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ,

• W \ Z(Δ) ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ mno-

goobraziØ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(Δ).

Oboznaqim qerez V_1 algebraiqeskoe mnogoobrazie Z(h_1, . . . , h_s)\

\Z(X_0Δ). Vse toqki algebraiqeskogo mnogoobraziØ V_1 ØvlØ¸t-

sØ gladkimi. Sledovatel~no, W (R) \ Z(X_0 Δ) ØvlØetsØ ob¨edineniem (moßet byt~ pustym) nekotoryh svØznyh komponent mnogoobraziØ V_1(R) (svØznye komponenty mogut byt~ opredeleny, ispol~zuØ, naprimer, princip perenosa, podrobnosti sm. v [8]). Primenim algoritm iz [14] i postroim koneqnoe podmnoßestvo S v V_1(R), kotoroe imeet nepustoe pereseqenie s kaßdoæ svØznoæ komponentoæ mnogoobraziØ V_1(R), s qislom fflementov #S, ograniqennym sverhu polinomom ot d^n. Postroim podmnoßestvo S_1 mnoßestva S, sostoØwee iz vseh fflementov S, kotorye prinadleßat W_{σ,s} (toqka prinadleßit W_{σ,s} togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet beskoneqno blizkaØ k neæ toqka iz ~W_{σ,s}).

Dalee, dlØ vsØkoæ toqki z ∈ S_1 my vyØsnim, suwestvuet li beskoneqno blizkaØ k z toqka z^′ ∈ Z(h_1, . . . , h_s) \ Z(f_1, . . . , f_m). V sluqae, kogda dlØ vsØkoæ toqki z ∈ S_1 takaØ toqka z^′ suwestvuet, W ≠ W^′ soglasno predyduwim rassmotreniØm, i my perehodim k sledu¸weæ toqke iz (56), ili sledu¸wemu σ, ili sledu¸- wemu s, ili vyØsnØem, qto dim V_0 = −1, kak ffto opisano vyxe. V

308 A. L. QISTOV fftom sluqae, kogda ne suwestvuet z^′ dlØ nekotorogo z, suwestvuet beskoneqno malaØ okrestnost~ U toqki z v algebraiqeskom mnogoobrazii V_1, takaØ qto U ⊂ V , sr. [10, 11]. Sledovatel~no,

dim V_0 ¿ n − s. S drugoæ storony, soglasno (61) dim V_0 < n − s + 1.

Takim obrazom, dim V_0 = n − s.

OstaëtsØ opisat~ modifikaci¸ algoritma iz Razdela 1. Postroim lineænu¸ formu Y_0 ∈ k[X_0, . . . , X_n] s celymi kofffficientami s dlinami zapisi O(n log d), taku¸ qto W_{σ,s} ∩ Z(Y_0, Y_{s+1}, Y_{s+2}, . . . , Y_n) = ∅ v P^n(k). Napomnim, qto my zamenili V na Wσ,s. My imeem takße

tekuwu¸ toqku x_0 ∈ W_{σ,s} ∩ Z(Y_{s+1}, . . . , Y_n) i opredelënnu¸ nad k i neprivodimu¸ nad k komponentu W mnogoobraziØ W_{σ,s}, taku¸ qto x ∈ W .

Preßde vsego, napomnim, qto my stroim P-posledovatel~nost~ s deg g_i 6 n^{2sC} d, 1 6 i 6 s, esli ona suwestvuet, gde C – konstanta iz Teoremy 2. Tak qto, perebiraØ δ, sm. Razdel 1, my ostanavlivaemsØ na znaqenii n^{2sC} d.

V Lemme 1 svoæstvo (v) zamenØetsØ na sledu¸wee.

(v) Mnoßestvo W_{σ,s} ∩ Z(L^′_{s+1}, . . . , L^′_n) sostoit iz deg W_{σ,s} toqek (sledovatel~no, vse ffti toqki ØvlØ¸tsØ gladkimi toqkami W_{σ,s}). Dalee, dlØ vsØkoæ toqki z iz fftogo mnoßestvo X_0(z) ≠ 0, i pereseqenie kasatel~- nyh prostranstv W_{σ,s} i Z(L^′_{s+1}, . . . , L^′_n) v toqke z transversal~no, t.e. T_{z,Wσ,s} ∩ Z(L^′_{s+1} , . . . , L^′_n) = {z}. Sistema (11) zamenØetsØ na sledu¸wu¸. ∑ 06i6n^{|Xi − xr,i|} 2 < ε_1, h = 0, ∂h/∂X_{σ(j)} = 0, 2 6 j 6 s, X_{n+1} − ε_3 = 0,

X_0 − 1 = 0, |ψ|^2 > ε_2.

(62)

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 309 Togda, sr. [10, 11], sistema (62) ne imeet rexeniæ v

A^{n+2} (k(ε1, ε2, ε3)) togda i tol~ko togda, kogda mnogoqlen ψ ne

obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na W . Sistema (13) zamenØetsØ na sledu¸wu¸. ∑ 06i6n^{|Xi − x} ′′ i |^2 6 ε_1, ∑ 06i6n^{|Zi − x} ′′ i |^2 6 ε_1, ∑ 06i6n^{|Xi − Zi|} 2 ¿ ε2,

M_i(X_0 − Z_0, . . . , X_n − Z_n) = 0, i = 0, r + 1, r + 2, . . . , n, h = 0, 1 6 i 6 m, ∂h/∂X_{σ(j)} = 0, 2 6 j 6 s, X_{n+1} − ε_3 = 0, X_0 − 1 = 0, ψ_i(Z_0, . . . , Z_n) = 0, 1 6 i 6 j, |ψ|^2 > ε_2.

(63)

Togda, sr. [10,11], sistema (63) ne imeet rexeniæ v

A^{2n+3} (k(ε1, ε2, ε3)) togda i tol~ko togda, kogda (12) ØvlØetsØ ra-

venstvom.

Predpoloßim, qto sistema (63) imeet rexenie. Togda postroim rexenie ξ^∗_0 , . . ., ξ^∗_n, z^∗_0 , . . . , z^∗_n, z^∗ sistemy (63). Predpoloßim, qto sistema (63) ne imeet rexeniæ. Togda postroim rexenie

ξ^∗_0 , . . . , ξ^∗_n, z^∗ sistemy (62) (napomnim, qto my predpolagaem, qto

ffta sistema imeet rexenie, sm. Razdel 1).

DlØ vsØkogo 0 6 i 6 n vyqislim st_{ε3} ξ^{(i)} = x^∗_i . Poloßim

x^∗ = (x^∗_0 : . . . : x^∗_n).

Togda my opredelim lineænye formy L^∗_j , s + 1 6 j 6 n, temi ße samymi formulami, qto i v Razdele 1.

PoslednØØ modifikaciØ otnositsØ k konstrukcii krivoæ Q. V naxem sluqae Q ØvlØetsØ neprivodimoæ nad K komponentoæ pereseqeniØ W_{σ,s} ∩ Z(L^∗_{s+2}, . . . , L^∗_n),

310 A. L. QISTOV takoæ qto x^∗ ∈ Q. Sledovatel~no, Q odnoznaqno opredelena. Pust~ ε_4 > 0 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no polØ

K = k(ε_1, ε_2), i ε_3 – beskoneqno malaØ veliqina otnositel~no po-

lØ K(ε_4 ). Postroim, rexaØ sistemu polinomial~nyh uravneniæ i neravenstv, toqku z^′ ∈ ~W_{σ,s} ∩ Z(L^∗_{s+2} , . . . , L^∗_n), taku¸ qto |z^′ − x^∗|^2 = ε_4. Vyqislim

st_{ε3} (z^′) = z ∈ P^n(K(ε_4)).

Togda z ØvlØetsØ obweæ toqkoæ algebraiqeskogo mnogoobraziØ Q. Tak kak Q opredeleno nad K, my moßem postroit~, sm. [3], sistemu polinomial~nyh uravneniæ s kofffficientami iz K, kotoraØ zadaët Q. �tim zaverxaetsØ opisanie vseh modifikaciæ algoritma iz Razdela 1 dlØ postroeniØ regulØrnyh posledovatel~nosteæ. Teorema 3 dokazana.

Literatura

1. ı. V. Nesterenko, Ocenki harakteristiqeskoæ funkcii prostogo ideala.

— Matem. sb. 123 (1984), 11–34.

2. R. Hartshorn, AlgebraiqeskaØ geometriØ. Mir, M. (1981). 3. A. L. Qistov, Algoritm polinomial~noæ sloßnosti dlØ razloßeniØ mnogoqlenov na neprivodimye mnoßiteli i nahoßdenie komponent mnogoobraziØ v subffksponencial~noe vremØ. — Zap. nauqn. seminarov LOMI, 137 (1984), 124–188.

4. A. L. Qistov, Vyqislenie gruppy Galua nad funkcional~nym polem harakteristiki nul~ s algebraiqeski zamknutym polem konstant za polinomial~noe vremØ. — V kn.: Matematiqeskie metody postroeniØ i analiza algoritmov. Nauka, L., (1990) s. 200–232.

5. A. L. Qistov, �ffektivnaØ konstrukciØ lokal~nyh parametrov neprivodimyh komponent algebraiqeskogo mnogoobraziØ. — Trudy Sankt–Peterburgskogo matematiqeskogo obwestva 7 (1999), 230–266.

6. A. L. Qistov, Sil~naØ versiØ osnovnogo razrexa¸wego algoritma dlØ ffkzistencional~noæ teoriØ pervogo porØdka vewestvenno zamknutyh poleæ. — Zap. nauqn. seminarov POMI 256 (1998), 168–211.

7. A. L. Qistov, Vyqislenie stepeneæ algebraiqeskih mnogoobraziæ nad polem nulevoæ harakteristiki za polinomial~noe vremØ i ego priloßeniØ. — Zap. nauqn. seminarov POMI 258 (1999), 7–59.

8. J. Bochnak, M. Coste, M.-F. Roy, Géométrie algébrique réelle. Springer–Verlag, Berlin, Heidelberg, New York (1987).

9. M. Chardin, Une majoration de la function de Hilbert et ses conséquences pour l’interpolation algébrique. — Bull. Soc. Math. France 117 (1989), 305–318.

�FFEKTIVNA˚ GLADKA˚ STRATIFIKACI˚ 311

10. A. L. Chistov, Polynomial-time computation of the dimension of algebraic varieties in zero-characteristic. — J. of Symb. Comp. 22, No. 1 (1996), 1–25.

11. A. L. Chistov, Polynomial-time computation of the dimensions of components of algebraic varieties in zero-characteristic. — J. of Pure and Appl. Algebra 117 & 118 (1997), 145–175.

12. A. L. Chistov, Polynomial complexity of the Newton–Puiseux algorithm. in: Lecture Notes in Computer Science. Vol. 233, Springer, New York, Berlin, Heidelberg (1986), pp. 247–255.

13. D. Lazard, Résolution des systèmes d’équations algébrique. — Theoretical Computer Science 15 (1981), 77–110.

14. J. Renegar, A faster PSPACE algorithm for deciding the existential theory of reals. in: Proc. 29th Annual Symp. on Foundations of Computer Sci. (1988), pp. 291–295.

15. M.-F. Roy, N. Vorobjov, Computing the Complexification of a Semi-algebraic Set.

in: Proc. of ISSAC’96 conference (1996), pp. 26–34.

Chistov A. L. Efficient smooth stratification of an algebraic variety in zero characteristic and its applications.

Let V be an algebraic variety given by a system of homogeneous polynomials equations with degrees less than d in n + 1 variables. In zerocharacteristic we prove that there is a smooth cover (smooth stratification) of V with the number of strata at most C(n)d^n (respectively C(n)d^{n(n+1)/2}) and degrees of strata at most C(n)d^n where C(n) > 0 depends only on n. Algorithms are suggested for constructing regular sequences and sequences of local parameters of irreducible components of V , computing dimension of a real algebraic variety with the complexity polynomial in C(n)d^n and the size of input.

Postupilo 1 fevralØ 1999 g. Sankt-Peterburgskiæ institut informatiki i avtomatizacii Rossiæskoæ Akademii nauk