Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

V. V. Doncov

SISTOLY NIL^MNOGOOBRAZI` S METRIKAMI KARNO––KARATEODORI

Vvedenie

Sredi metriqeskih prostranstv osoboe mesto zanima¸t prostranstva s vnutrenneæ metrikoæ [1]. Vaßneæximi predstavitelØmi fftogo klassa ØvlØ¸tsØ rimanovy mnogoobraziØ. Drugoæ ne menee interesnyæ primer takogo roda prostranstv predstavlØ¸t nil~mnogoobraziØ [2] s metrikami Karno–Karateodori ([3]). Vaßnoæ harakteristikoæ prostranstv s vnutrenneæ metrikoæ ØvlØetsØ sistoliqeskaØ konstanta (sm. niße), kotoraØ predstavlØet soboæ gomotopiqeskiæ invariant [4].

DannaØ stat~Ø posvØwena opisani¸ sistoliqeskih konstant rØda vaßnyh primerov metriqeskih prostranstv s vnutrenneæ metrikoæ.

Pereædem k bolee toqnym opredeleniØm i formulirovkam. Pust~ (X, ρ) – metriqeskoe prostranstvo s vnutrenneæ metrikoæ ρ, klass kotoryh budem oboznaqat~ Int. Esli hausdorfova razmernost~ X ravna m, to na X opredelena nenulevaØ m-mernaØ mera Hausdorfa H^m_ρ , poroßdennaØ vnutrenneæ metrikoæ ρ. Opredelim sistoliqesku¸ konstantu σ sledu¸wim obrazom:

σ(X) = inf_{ρ∈Int} H^m_ρ (X, ρ) (sys(X, ρ))^m

, (1)

gde sys(X, ρ) est~, po opredeleni¸, minimal~naØ dlina negomotopnoæ nul¸ zamknutoæ petli na X. Poskol~ku v rimanovyh prostranstvah mera Hausdorfa sovpadaet s meroæ Lebega [5], to dlØ fftih prostranstv opredelenie (1) v toqnosti sovpadaet s opredeleniem Berße [6] sistoliqeskoæ konstanty kompaktnogo m-mernogo rimanova mnogoobraziØ (M, g):

σ(M ) = inf_g Vol(M, g) (sys(M, g))^m

, (2)

gde sys(M, g) est~, po opredeleni¸, minimal~naØ dlina negomotopnoæ nul¸ zamknutoæ geodeziqeskoæ. 64

SISTOLY NIL^MNOGOOBRAZI` S METRIKAMI 65 Vyqislenie sistoliqeskoæ konstanty dlØ proizvol~nogo rimanova mnogoobraziØ ØvlØetsØ sloßnoæ zadaqeæ, no dlØ nekotoryh klassiqeskih mnogoobraziæ takie rezul~taty uße poluqeny [6].

1. Sistoly dvumernyh zamknutyh mnogoobraziæ V fftom paragrafe ukaßem bez dokazatel~stva tri teoremy, pozvolØ¸wie naæti sistoliqeskie konstanty proektivnoæ ploskosti RP^2, tora T^2, butylki Kleæna K^2.

Teorema 1 (P. Pu [11]). Pust~ na RP^2 zadana rimanova metrika

g. Togda Vol(RP^2, g) (sys(RP^2, g))^2 ¿ 2 π , priqem ravenstvo dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda g – metrika postoØnnoæ krivizny.

Teorema 2 (Levner, 1949, ne opublikovannaØ). Pust~ T^2 – tor

s rimanovoæ metrikoæ g. Togda

Vol(T^2, g) (sys(T^{c2}, g))^2 ¿ √ 3 2 , priqem ravenstvo dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda (T^2, g) – ploskiæ ffkvatorial~nyæ tor, to est~ T^2 = R^2/G, gde G – geksogonal~naØ rexetka v R.

Dokazatel~stvo fftih teorem moßno naæti v [7].

Teorema 3 (C. Bavard [10]). Pust~ K^2 – butylka Kleæna s rima-

novoæ metrikoæ g. Togda

Vol(K^2, g) (sys(K^2, g))^2 ¿ 2 √ 2 π . Takim obrazom, σ(RP^2) =^2_π , σ(T^2) =^{√3}_2 , σ(K^2) =^{2√2}_π . Na fftom toqnye rezul~taty zakanqiva¸tsØ. HoroxaØ ocenka snizu dlØ σ(S^2_k), gde S^2_k – sfera s k ruqkami, poluqena M. Gromovym [8]. Emu ße prinadleßit bolee obwiæ rezul~tat, pozvolØ¸wiæ vydelit~ mnogoobraziØ s poloßitel~noæ sistoliqeskoæ konstantoæ [9].

66 V. V. DONCOV

2. Suwestvennye mnogoobraziØ

Pust~ (M, g) – zamknutoe m-mernoe mnogoobrazie s rimanovoæ metrikoæ g i nenulevoæ fundamental~noæ gruppoæ. Rassmotrim otobraßenie

F : M → K(π_1(M ), 1),

induciru¸wee izomorfizm fundamental~nyh grupp. Pust~ F_∗ – inducirovannoe otobraßenie m-mernyh gomologiæ,

F_∗ : H_m(M, k) → H_m(K(π_1(M ), 1), k),

gde k = Z, esli M orientiruemo, i k = Z_2, esli M neorientiruemo.

Opredelenie 1 (M. Gromov). Mnogoobrazie M nazyvaetsØ su-

westvennym, esli F_∗([M ]) ≠ 0, gde [M ] – fundamental~nyæ klass M . Primerami suwestvennyh mnogoobraziæ ØvlØ¸tsØ T^2, RP^2,

K^2, S^2_k, RP^2_{n−1} (proektivnaØ ploskost~ s n − 1 plenkami Mebi-

usa), RP^n, T^n, zamknutye mnogoobraziØ, dopuska¸wie metriku nepoloßitel~noæ krivizny^1.

Teorema 4 (M. Gromov [9]). Esli M – suwestvennoe mnogoobra-

zie, to σ(M ) > 0. V sluqae, kogda M orientiruemo, verno i obratnoe utverßdenie.

SistoliqeskaØ konstanta ØvlØetsØ gomotopiqeskim invariantom mnogoobraziØ, a imenno:

Teorema 5 (I. Babenko [4]). Esli M1 i M2 gomotopiqeski ffkvi-

valentny, to σ(M_1) = σ(M_2).

3. Sistoly nil~mnogoobraziæ s metrikami Karno–Karateodori

3.1 (Vysxie) gruppy Geæzenberga.

1Posledniæ primer sleduet iz teoremy Adamara–Kartana, poskol~ku v fftom sluqae mnogoobrazie imeet gomotopiqeskiæ tip K(π, 1).

SISTOLY NIL^MNOGOOBRAZI` S METRIKAMI 67 Rassmotrim algebru Li L, poroßdennu¸ 2n + 1 matricami:

ē_i = 0 . . . 1 . . . 0 . . 0 0 . . 0 , ē_{n+i} = 0 . . . 0 . . . 0 . . 0 1 . . 0 ,

ē_{2n+1} = 0 . . . 0 . . . 1 . . 0 0 . . 0 , i = 1, . . . , n, (3)

s sootnoxeniØmi: [ē_i, ē_{n+i}] = ē_{2n+1}, [ē_k, ē_j ] = ¯0, |k − j| ≠ n, gde

[·, ·] – kommutator v algebre matric.

Pust~ (x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_n, z) – koordinaty na L ≃ R^{2n+1}. SleduØ Mal~cevu [2], po formule Kffmpbfflla–Hausdorfa, vvedem gruppovu¸ operaci¸ na algebre L: h · g = (x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_n, z)(x̄_1, . . . , x̄_n, ȳ_n, . . . , ȳ_n, z̄) =

= ( x_1 + x̄_1, . . . , x_n + x̄_n, y_1 + ȳ_1, . . . , y_n + ȳ_n, z + z̄ + 1 2 n∑ i=1 | | | | x_i y_i x̄_i ȳ_i | | | | )

(4) Gruppa s operacieæ (4) nazyvaetsØ (vysxeæ) gruppoæ Geæzenberga i oboznaqaetsØ H_{2n+1}. Ona izomorfna gruppe verhnetreugol~nyh matric vida

H_{2n+1} =

1 a_1 . . . a_n c 0 1 . . . 0 b_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 1 b_n 0 0 . . . 0 1 , a_i, b_i, c ∈ R, i = 1, . . ., n ,

odnako umnoßenie (4) ne sovpadaet s umnoßeniem matric.

Napomnim, qto podgruppa G v gruppe Li H nazyvaetsØ ravnomernoæ, esli faktorprostranstvo po ee zamykani¸ H/Ḡ kompaktno.

68 V. V. DONCOV

Predloßenie 1. Vse ravnomernye diskretnye podgruppy H2n+1 c

toqnost~¸ do avtomorfizma H_{2n+1} opisyva¸tsØ nekotorym uporØdoqennym naborom (k_1, . . . , k_n) natural~nyh parametrov k_i:

G(k_1, . . . , k_n) = 1 k_1a_1 . . . k_na_n c 1 0 b_1 ... . . 0 1 b_n 1 ,

a_i, b_i, c ∈ Z, i = 1, . . . , n} . Osnovnu¸ ide¸ dokazatel~stva fftogo utverßdeniØ moßno naæti v rabote Mal~ceva [2].

Opredelenie 2 [2]. Mnogoobrazie, na kotorom tranzitivno deæstvuet svØznaØ odnosvØznaØ nil~potentnaØ gruppa Li, nazyvaetsØ nil~mnogoobraziem.

Takim obrazom, my poluqaem nil~mnogoobraziØ N (k_1, . . . , k_n) = H_{2n+1}/G(k_1, . . . , k_n), zavisØwie ot harakteristiqeskogo nabora (k_1, . . . , k_n). 3.2 Metriki Karno–Karateodori na H2n+1.

Neqetnomernye prostranstva R^{2n+1} (n ¿ 1) ime¸t estestvennye kontaktnye struktury, poroßdennye gruppovoæ strukturoæ sootvetstvu¸weæ gruppy Geæzenberga H_{2n+1} ≃ R^{2n+1}. Taku¸ strukturu, s toqnost~¸ do avtomorfizma H_{2n+1}, zadaet nevyroßdennaØ, levoinvariantnaØ 1-forma ω_h na H_{2n+1}, ne obrawa- ¸waØsØ v nol~ na centre Z_{2n+1} ≃ R gruppy H_{2n+1}:

w_h = 1 2 y_1dx_1 − 1 2 x_1dy_1 + · · · + 1 2 y_ndx_n − 1 2 x_ndy_n + dz, gde h = (x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_n, z) ∈ H_{2n+1}.

Uslovie nevyroßdennosti imeet vid dω_h ∧ · · · ∧ dω_h n raz ∧ω_h ≠ 0, ∀h ∈ H_{2n+1}. AnnulØtor V_h 1-formy ω_h poroßdaet levoinvariantnoe negolonomnoe raspredelenie 2n-mernyh ploskosteæ. V V_h ≃ R^{2n} opredelen klass standartnyh ffvklidovyh metrik g_{ij}(h), kotoryæ v V_e

SISTOLY NIL^MNOGOOBRAZI` S METRIKAMI 69 imeet vid g_{ij}(e) = h∑ i=1 (dx^2_i + dy^2_i ),

gde e = (0, . . . , 0, 0, . . ., 0, 0) – edinica gruppy H_{2n+1}.

Pust~ γ(t) : [0; 1] → H_{2n+1} kusoqno-differenciruemyæ put~, soedinØ¸wiæ edinicu gruppy s nekotorym fflementom h = (x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_n, z) ∈ H_{2n+1} : γ(0) = e; γ(1) = h.

Opredelenie 3. KrivaØ γ(t) nazyvaetsØ dopustimoæ v (H2n+1, ω) esli v kaßdyæ moment vremeni t ona kasaetsØ kontaktnoæ giperploskosti V_{γ(t)}, t.e. γ̇(t) ∈ V_{γ(t)}.

Po teoreme Raxevskogo–Qßou [13, 14] v (H_{2n+1}, ω_h) l¸bye dve toqki soedinimy dopustimoæ krivoæ.

Opredelim dlinu dopustimoæ krivoæ γ(t) |γ| := 1∫ 0 √ g_{ij}(γ(t))γ̇^i (t)γ̇^j (t)dt i novu¸ levoinvariantnu¸ metriku v (H_{2n+1}, ω) ρ = ρ(e, h) := inf_{γ∈D(e,h)} |γ| , gde D(e, h) – klass dopustimyh krivyh, soedinØ¸wih toqki e i h v H_{2n+1}.

Opredelenie 4. Metrika ρ nazyvaetsØ metrikoæ Karno–Karateodori (K–K) na (H_{2n+1}, ω_h).

Zameqanie 1. Metrika ρ svØzana s gij(e), t. e. pri vybore drugoæ poloßitel~no opredelennoæ kvadratiqnoæ formy g_{ij} v edinice gruppy metrika takße izmenitsØ. V fftoæ rabote budet rassmatrivat~sØ tol~ko metrika K–K ρ.

Metrika ρ imeet prozraqnyæ geometriqeskiæ smysl. RasstoØnie ot edinicy gruppy e do nekotorogo fflementa h =

(x^0_1, . . . , x^0_n, y^0_1, . . . , y^0_n, z), est~ dlina T = ρ(e, h) dugi krugovogo sek-

tora s hordoæ l = √ (x^0_1)^2 + (y^0_1 )^2 + · · · + (x^0_n)^2 + (y^0_n)^2

70 V. V. DONCOV i plowadi z v R^2. Esli h = (x^0_1, . . . , x^0_n, y^0_1, . . . , y^0_n, 0), to ρ(e, h) = l. �to sleduet iz rexeniØ variacionnoæ zadaqi T∫ 0 √ ẋ^2_1(t) + ẏ^2_1(t) + · · · + ẋ^2_n(t) + ẏ^2_n(t)dt → inf T∫ 0 1 2 n∑ i=1 | | | | ẋ_i(t) ẏ_i(t) x_i(t) y_i(t) | | | | dt = z x_i(0) = y_i(0) = 0

x_i(T ) = x^0_i ; y_i(T ) = y^0_i , i = 1, . . . , n.

Zameqanie 2. Faktorizacieæ ρ po G my induciruem metriku K–K na nil~mnogoobrazii N . Takim obrazom, kaßdoe nil~mnogoobrazie s metrikoæ K–K harakterizuetsØ naborom (k_1, . . . , k_n), s toqnost~¸ do avtomorfizma H_{2n+1}. 3.3 Mera Hausdorfa na H2n+1.

Pust~ X ⊂ H_{2n+1} ≃ R^{2n+1} nekotoroe mnoßestvo. Rassmotrim vsevozmoßnye pokrytiØ P_δ(X) mnoßestva X sqetnymi semeæstvami {U^δ}_α ⊂ P_δ(A) : diam_ρ(U^δ_α) 6 δ > 0 nepustyh podmnoßestv prostranstva H_{2n+1} s metrikoæ K–K ρ.

SleduØ Federeru [5], opredelim levoinvariantnu¸ m-mernu¸ meru Hausdorfa H^m_ρ :

H^m_ρ (X) := lim_{δ→0} inf_{P(X)} ∑ α V_m 2^m

(diam_ρ(U^δ )_α)^m, (5)

gde V_m – ob¨em xara ediniqnogo radiusa v R^m.

Analogiqno opredelØetsØ m-mernaØ sferiqeskaØ mera R^m_ρ , esli v kaqestve semeæstv {U^δ}_α : diam_ρ(U^δ_α) 6 δ > 0, pokryva¸wih nekotoroe mnoßestvo X, berutsØ semeæstva vseh zamknutyh xarov v H_{2n+1}, a dalee primenØetsØ konstrukciØ (5).

Mera Hausdorfa i sferiqeskaØ mera svØzany sootnoxeniØmi 1 2^m

R^m_ρ 6 H^m_ρ 6 R^m_ρ , (6)

kotorye vpolne oqevidny, poskol~ku semeæstvo vseh nepustyh podmnoßestv soderßit semeæstvo vseh zamknutyh xarov. S drugoæ storony, vsØkoe mnoßestvo koneqnogo diametra d soderßitsØ v xare diametra 2d. Sleduet zametit~, qto ocenka snizu ne

SISTOLY NIL^MNOGOOBRAZI` S METRIKAMI 71 ØvlØetsØ nailuqxeæ. Naprimer, v R^n, bolee toqnu¸ ocenku dostavlØet neravenstvo Xvarca (sm. [5]). AnalogiqnaØ ocenka dlØ geometrii K–K poka neizvestna.

Pust~ ϕ ≠ X ⊂ (H_{2n+1}, ρ), togda H^{2n+2}_ρ (X) ≠ 0 i L^{2n+1}(X) ≠ 0. Poskol~ku i mera Hausdorfa i mera Lebega ØvlØ¸tsØ merami Haara na H_{2n+1}, to oni otliqa¸tsØ drug ot druga na nekotoru¸ mul~tiplikativnu¸ konstantu μ_n:

H^{2n+2}_ρ = μ_n · L^{2n+1}.

DlØ ocenki konstanty μ_n sosqitaem lebegovu meru xara B_ε(e) radiusa ε v kanoniqeskoæ metrike ρ v H_{2n+1}, s centrom v edinice gruppy

L^{2n+1}(B_ε) := V_{2n} 2π∫ 0 ( 2ε s sin s 2 )_{2n} · ε^2 ·

2 sin s − s − s cos s 2s^3 ds =

= ε^{2n+2} · V_{2n} · 2π∫ 0 (1 − cos s)^{n−1} s^{2n−2} · 2 sin s(1 − cos s) − s sin^2 s 2s^5 ds =

= ε^{2n+2} · V_{2n} · 1 2 π∫ 0 sin^{2n} t · cos t t^{2n} · sin t − t cos t t^3 dt.

Oboznaqim θ_n :=^1_2^π ∫ 0 sin^{2n} t·cos t t^{2n} · sin t−t cos t t^3 dt. Poskol~ku funkciØ

g(t) =^{sin t−t cos t}_{t3} monotonna na intervale 0 6 t 6 π, to max_06_t6_π g(t) =

g(0) =^1_3 ; min_06_t6_π g(t) = g(π) =^1_{π2} i θ_n dopuskaet ocenku: 1 2π^2 π∫ 0 sin^{2n} t cos t t^{2n} dt < θ_n < 1 6 π∫ 0 sin^{2n} t · cos t t^{2n} dt. (7) Okonqatel~no: L^{2n+1}(B_ε) = ε^{2n+2}·V_{2n} ·θ_n, gde θ_n dopuskaet ocenki (7).

Naædem sootnoxenie meßdu lebegovoæ i sferiqeskoæ merami na H_{2n+1}. DlØ fftogo pokroem B_1(e) xarami K–K radiusov ε_i <

ε < 1 sledu¸wim obrazom: zafiksiruem ε_1 < ε i zamostim B_1(e)

nepereseka¸wimisØ xarami radiusa ε_1, poluqennymi iz xara

72 V. V. DONCOV B_{ε1} (e) levymi sdvigami. Dalee zafiksiruem ε_2 < ε_1 i zamostim

ostavxu¸sØ svobodnoæ qast~ B_1(e) nepereseka¸wimisØ xarami radiusa ε_2, poluqennymi iz xara B_{ε2} (e) levymi sdvigami, i t.d. Togda:

R^{2n+2}_ρ (B_1(e)) = lim_{ε→0} inf_{εi} ∑ V_{2n+2} 2^{2n+2}

(2ε_i)^{2n+2}

Tak kak L^{2n+1}(B_{εi} ) = ε^{2n+2}_i V_{2n} · θ_n, to

R^{2n+2}_ρ (B_1(e)) =

V_{2n+2}2^{2n+2} V_{2n}θ_n2^{2n+2} lim_{ε→0} ∑ L^{2n+1}(B_{εi} ) =

V_{2n+2} V_{2n}θ_n L^{2n+1}(B_1(e)),

gde summy berutsØ po vsem xaram.

Takim obrazom, R^{2n+2}_ρ =^π_{(n+1)θn} L^{2n+1}. Vospol~zovavxis~ neravenstvami (6), poluqim ocenki: 1 2^{2n+2} π (n + 1)θ_n 6 μ_n 6 π (n + 1)θ_n

, (8) gde θ_n = 1 2 π∫ 0 ( sin t t )_{2n} · cos t t · sin t − t cos t

t^2 dt i dopuskaet ocenku (7).

3.4 SistoliqeskaØ zadaqa na H2n+1.

Pust~ G ⊂ H_{2n+1} – ravnomernaØ rexetka. Poloßim H^{2n+2}_ρ (G):=

h^{2n+2}_ρ (V_G), gde V_G – fundamental~naØ oblast~ rexetki G = (f_1, . . . , f_{2n+1}).

Opredelim sistolu rexetki:

sys(G, ρ) := inf_g2_{G,} g6=e ρ(e, g). (9) Rassmotrim nil~mnogoobrazie N^{2n+1} = H_{2n+1}/G. Metrika K– K ρ na H_{2n+1} faktorizacieæ po G induciruet metriku na N^{2n+1}. L¸boæ zamknutoæ krivoæ na N^{2n+1} budet sootvetstvovat~ nekotoraØ krivaØ na H_{2n+1}. V silu levoinvariantnosti metriki ρ, naqalo fftoæ krivoæ moßno perenesti v edinicu gruppy e ∈ G, togda konec fftoæ krivoæ popadaet na rexetku G. Takim obrazom, opredelenie sistoly rexetki (9) sovpadaet s opredeleniem (1) sistoly mnogoobraziØ.

SISTOLY NIL^MNOGOOBRAZI` S METRIKAMI 73 Opredelim sistoliqesku¸ konstantu rexetki G:

σ(G) := inf_ρ h^{2n+2}_ρ (G) (sys(G, ρ))^{2n+2} , kotoraØ sovpadaet s sistoliqeskoæ konstantoæ (1) nil~mnogoobraziØ σ(N^{2n+1}) s inducirovannoæ metrikoæ.

Poskol~ku σ(G) = σ(δ_tG), gde δ_t : (x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_n, z) → (tx_1, . . . , tx_n, ty_1, . . . , ty_n, t^2z), t ∈ R_+, to dostatoqno rassmatrivat~ rexetki ediniqnogo, po mere Lebega, ob¨ema.

Tablica 1

k_1 ε(k_1) =^{tk1 /2}_{sin tk1 /2} t_{k1} – koren~ uravneniØ^{k1}p_3 =^1�^{cos tk1}_{tk1} �_{sin tk1}

2 1.23 2.18 3 1.11 1.59 4 1.07 1.23 5 1.04 1.00 6 1.03 085 7 1.02 0.73 8 1.02 064 9 1.01 0.57 10 1.01 0.52

Teorema 6. V klasse rexetok G(k1, . . . , kn) ediniqnogo ob¨ema ime-

¸t mesto ocenki:

(1) max (1,1,k_3,...,k_n) sys G(1, 1, k_3, . . . , k_n) = sys G(1, 1, . . ., 1), priqem 2 √ [4]3 < sys G(1, . . . , 1) < √ π. (10)

(2) max (1,k2,...,kn), k2>1 sys G(1, k_2, . . . , k_n) = sys G(1, 2, . . ., 2) = ε_0 · 2^{− n}

�1_{2n+2} , gde ε_0 = 1,78 s toqnost~¸ do vtorogo znaka posle zapØtoæ.

(3) max (k1 ,...,kn) k1>1 sys G(k_1, . . . , k_n) = sys G(k_1, . . ., k_1) = ε_{k1} ·^{√2k1}√_{[4]3} · k^{− n2n+2} 1 , gde k_1 = 2, . . ., 10, a znaqeniØ ε_{k1} privedeny v tablice 1.

(4) max (k1 ,...,kn) k1>10 sys G(k_1, . . . , k_n) = 2 √ π · 11^{− n2n+2} .

74 V. V. DONCOV

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy nosit qisto tehniqeskiæ harakter i pofftomu budet opublikovano v drugoæ stat~e.

Tablica 2 k = k_1 . . . kn σ(k_1, . . . , kn)/μn t_{k1} min_{(k1 ,... ,kn )}(σ/μn) k ¿ 1, k1 = k2 = 1^k_{πn+1} <^{σ(k)}_{μn} <^( p_{34} )n_k �^1_{πn+1} <^{σ(k)}_{μn} <^( p_{34} )n k ¿ 2^n�^1, k1 = 1 W (tk_1 )k �^1_4 (0.63)^{n+1} k ¿ 2^n, k1 = 2^( p_{34} )_{n+1 W (tk1 )k 2.18 12 (0.57)n+1} k ¿ 3^n, k1 = 3^( p_{36} )_{n+1 W (tk1 )k 1.58 13 (0.70)n+1} k ¿ 4^n, k1 = 4^( p_{38} )n+1_{W (tk1 )k 1.23 14 (0.76)n+1} k ¿ 5^n, k1 = 5^( p_{310} )n+1_{W (tk1 )k 1.00 15 (0.80)n+1} k ¿ 6^n, k1 = 6^( p_{312} )_{n+1 W (tk1 )k 0.85 16 (0.82)n+1} k ¿ 7^n, k1 = 7^( p_{314} )n+1_{W (tk1 )k 0.73 15 (0.83)n+1} k ¿ 8^n, k1 = 8^( p_{316} )_{n+1 W (tk1 )k 0.64 18 (0.83)n+1} k ¿ 9^n, k1 = 9^( p_{318} )n+1_{W (tk1 )k 0.57 19 (0.85)n+1} k ¿ 10^n, k1 = 10^( p_{320} )_{n+1 W (tk1 )k 0.52 110 (0.85)n+1} k ¿ 11^n, k1 = 11^{( 1}_{4π}^{)n+1} k �^1_{11} (0.88)^{n+1}

Teorema 7. SistoliqeskaØ konstanta nil~mnogoobraziØ N^{2n+1} =

H_{2n+1}/G s metrikoæ K–K ρ dopuskaet ocenki:

1) n = 1 : σ(N_3) = 11 16π^2 · μ_1, 2) n > 1 : μ_n (π)^{n+1} < σ(N_{2n+1}, ρ) < μ_n (4/ √ 3)^{n+1} , (11)

gde μ_n dopuskaet ocenki (8).

Dokazatel~stvo. Vospol~zovavxis~ rezul~tatami predyduweæ teoremy, naædem minimal~noe znaqenie sistoliqeskoæ konstanty v metrike ρ po vsem znaqeniØm k = k_1 · . . . · k_n. �ti dannye privedeny v tablice 2. Vybrav dlØ kaßdogo n minimal~noe znaqenie, poluqim ocenki (11). Literatura

1. A. D. Aleksandrov, V. N. Berestovskiæ, I. G. Nikolaev, Obobwennye rimanovy prostranstva. — Uspehi mat. nauk. 41, ˝ 3 (1986), 8–11.

SISTOLY NIL^MNOGOOBRAZI` S METRIKAMI 75

2. A. I. Mal~cev, Ob odnom klasse odnorodnyh prostranstv. — Izv. AN SSSR. Ser. mat. 13, ˝ 1 (1949), 9–32.

3. A. M. Verxik, V. ˚. Gerxkoviq, Negolonomnye dinamiqeskie sistemy.

GeometriØ raspredeleniæ i variacionnye zadaqi. — Itogi nauki i tehn. Ser: Sovremennye problemy matematiki. Fundamental~nye napravleniØ. 16 (1987), 5–221, M., VINITI.

4. I. K. Babenko, Asimptotiqeskie invarianty gladkih mnogoobraziæ. — Izv. AN SSSR. Ser. mat. 56, ˝ 4 (1992), 707–751.

5. G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery. M., Nauka, 1987.

6. M. Berger, Systoles et applications selon Gromov. — Exposé 771. Seminaire N. Bourbaki. Asterisque 216, 279–310, Sociétè Mathématiques de France.

7. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Geometriqeskie neravenstva. L., Nauka, 1980.

8. M. Gromov, Systoles and intersystolic inequalities. — Preprint IHES (1992). 9. M. Gromov, Filling riemannian manifolds. — J. Diff. Geom. 18 (1983), 1–17. 10. C. Bavard, Inégalités isosystoliques conformes pour la bouteille de Klein. — Geometriae Dedicata (1988), 146–166, Preprint IHES (1992).

11. P. Pu, Some inequalities in certain nonorientable manifolds. — Pacific J. Math.

2 (1952), 55–71.

12. V. I. Arnol~d, Matematiqeskie metody klassiqeskoæ mehaniki. M., Nauka, 1979.

13. P. K. Raxevskiæ, O soedinimosti l¸byh dvuh toqek vpolne negolonomnogo prostranstva dopustimoæ linieæ. — Uq. zap. ped. in-ta. im. Libknehta. Ser. fiz. mat. nauk. ˝ 2 (1938), 83–94.

14. W. L. Chow, Systeme von linearen partiellen differential gleichungen erster ordnung. — Math. Ann. 117 (1939), 98–105.

Dontsov V. V. Nilmanifolds with Carnot–Carathéodory metrics. We describe systolic constants for some important examples of metric spaces with inner metric.

Postupilo 17 oktØbrØ 1999 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ universitet nefti i gaza im. I. M. Gubkina