Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

V. M. Buhxtaber, T. E. Panov

DE`STVI˚ TORA, �KVIVARIANTNYE MOMENT-UGOL-KOMPLEKSY I KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV

1. Vvedenie

V dannoæ rabote my primenØem rezul~taty naxeæ predyduweæ stat~i [6] dlØ opisaniØ topologii dopolneniæ konfiguraciæ kompleksnyh koordinatnyh podprostranstv. KonfiguraciØ koordinatnyh podprostranstv A (ili prosto koordinatnaØ konfiguraciØ) – ffto nekotoroe mnoßestvo koordinatnyh podprostranstv L kompleksnogo prostranstva C^m , a ee dopolnenie – ffto mnoßestvo U (A) = C^m \ ⋃ L∈A L. Dopolnenie U (A) vsegda predstavlØetsØ v vide U (A) = U (A^′) × (C^∗ )^k, gde A^′ – koordinatnaØ konfiguraciØ v C^{m−k} , ne soderßawaØ giperploskosteæ. ImeetsØ vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu konfiguraciØmi koordinatnyh podprostranstv v C^m bez giperploskosteæ i simplicial~nymi kompleksami na m verxinah v_1, . . . , v_m: kaßdaØ konfiguraciØ A opredelØet simplicial~nyæ kompleks K(A) i naoborot. A imenno, pust~ |A| oboznaqaet nositel~ ⋃ L∈A L koordinatnoæ konfiguracii A; togda podmnoßestvo v_I = {v_{i1} , . . . , v_{ik} } ØvlØetsØ (k − 1)-simpleksom kompleksa K(A) togda i tol~ko togda, kogda (m − k)-mernoe koordinatnoe podprostranstvo L_I ⊂ C^m , zadavaemoe uravneniØmi z_{i1} = · · · = z_{ik} = 0, ne prinadleßit |A|. KonfiguraciØ A oqevidnym obrazom vosstanavlivaetsØ iz ee simplicial~nogo kompleksa K(A); pofftomu v naxeæ rabote my ispol~zuem oboznaqenie U (K) vmesto U ( A(K) ) (bolee podrobnaØ informaciØ o svØzi koordinatnyh konfiguraciæ i simplicial~nyh kompleksov privoditsØ v naqale razdela 2).

Konfiguracii podprostranstv i ih dopolneniØ igra¸t kl¸- qevu¸ rol~ vo mnogih konstrukciØh kombinatoriki, algebraiqeskoæ i simplektiqeskoæ geometrii, mehaniki i t.d.; oni takße voznika¸t kak konfiguracionnye prostranstva razliqnyh klas-

Rabota podderßana RFFI, grant 99-01-00090, i INTAS, grant 96-0770. 29

30 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV siqeskih sistem. V svØzi s fftim topologiØ dopolneniæ konfiguraciæ privlekala mnogih matematikov na protØßenii poslednih dvuh desØtiletiæ. Pervye vaßnye rezul~taty zdes~ svØzany s konfiguraciØmi giperploskosteæ (ne obØzatel~no koordinatnyh) v C^m . Arnol~dom [1] i Briskornom [4] bylo pokazano, qto algebra kogomologiæ sootvetstvu¸wego dopolneniØ U (A) izomorfna algebre differencial~nyh form, poroßdennoæ zamknutymi formami^1_{2πi}^{dFA}_{FA} , gde F_A – lineænaØ forma, zada¸- waØ giperploskost~ A, prinadleßawu¸ konfiguracii. Orlik i Solomon [18] dokazali, qto algebra kogomologiæ dopolneniØ konfiguracii giperploskosteæ zavisit tol~ko ot kombinatoriki pereseqeniæ giperploskosteæ, i predstavili H^∗ ( U (A) ) v vide obrazu¸wih i sootnoxeniæ. V obweæ situacii imeetsØ teorema Goreski–Makfersona [15, Qast~ III], vyraßa¸waØ gruppy kogomologiæ H^i ( U (A) ) (bez kol~cevoæ struktury) kak summu grupp gomologiæ podkompleksov nekotorogo simplicial~nogo kompleksa. �tot kompleks, nazyvaemyæ porØdkovym (ili flagovym) kompleksom, opredelØetsØ v terminah kombinatoriki pereseqeniæ podprostranstv iz A. Dokazatel~stvo fftogo rezul~tata ispol~- zuet metody stratificirovannoæ teorii Morsa, razvitye v [15]. Drugoæ sposob opisaniØ algebry kogomologiæ dopolneniØ konfiguracii podprostranstv byl nedavno predloßen de Konqini i Proqezi [12]. Oni dokazali, qto racional~noe kol~co kogomologiæ dopolneniØ U (A) takße opredelØetsØ kombinatorikoæ pereseqeniæ. �ti rezul~taty byli razvity ızvinskim v [23]. V sluqae konfiguraciæ koordinatnyh podprostranstv porØdkovyæ kompleks ØvlØetsØ baricentriqeskim podrazdeleniem nekotorogo simplicial~nogo kompleksa ~K, a slagaemye v formule Goreski–Makfersona ØvlØ¸tsØ gruppami gomologiæ linkov simpleksov iz ~K. Kompleks ~K imeet to ße mnoßestvo verxin v_1, . . . , v_m, qto i nax simplicial~nyæ kompleks K, i “dvoæstvenen” poslednemu v sledu¸wem smysle: mnoßestvo v_I = {v_{i1} , . . . , v_{ik} } poroßdaet simpleks kompleksa ~K esli i tol~ko esli dopolnenie {v_1, . . . , v_m} \ v_I ne poroßdaet simpleks K. OperaciØ umnoßeniØ klassov kogomologiæ dopolneniØ konfiguracii koordinatnyh podprostranstv byla opisana v [13] v kombinatornyh terminah pri pomowi kompleksa ~K i opisannoæ vyxe interpretacii formuly Goreski–Makfersona.

V naxeæ rabote my predpoqitaem ispol~zovat~ dlØ opisaniØ

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 31 koordinatnoæ konfiguracii simplicial~nyæ kompleks K vmesto ~K, tak kak takoæ podhod raskryvaet novye vzaimosvØzi topologii dopolneniæ konfiguraciæ podprostranstv s kommutativnoæ algebroæ i geometrieæ toriqeskih mnogoobraziæ. My pokazyvaem, qto dopolnenie U (K) gomotopiqeski ffkvivalentno tak nazyvaemomu moment-ugol-kompleksu Z_K , opredelØemomu simplicial~nym kompleksom K. Kompleks Z_K predstavlØet soboæ kompaktnoe podmnoßestvo ediniqnogo poli-diska (D^2)^m ⊂ C^m , invariantnoe otnositel~no standartnogo deæstviØ tora T^m na (D^2)^m. V to ße vremØ, Z_K ØvlØetsØ gomotopiqeskim sloem kletoqnogo vloßeniØ i : ]B_T K → BT^m, gde BT^m – klassificiru¸wee prostranstvo dlØ tora T^m so standartnoæ kletoqnoæ strukturoæ, a ]B_T K – kletoqnyæ podkompleks, kogomologii kotorogo izomorfny kol~cu Stffnli–Raæsnera (takße izvestnomu kak kol~co graneæ) k(K) simplicial~nogo kompleksa K. Zatem my vyqislØem algebru kogomologiæ Z_K (ili U (K)) pri pomowi spektral~noæ posledovatel~nosti �ælenberga–Mura. V kaqestve rezul~tata my poluqaem algebraiqeskoe opisanie algebry kogomologiæ U (K) kak bigraduirovannoæ algebry kogomolo- giæ Tork_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) kol~ca graneæ k(K). Pri pomowi standartnoæ rezol~venty KoxulØ poslednØØ algebra moßet byt~ vyraßena kak algebra kogomologiæ differencial~noæ bigraduirovannoæ algebry k(K) ⊗ Λ[u_1, . . ., u_m], gde Λ[u_1, . . . , u_m] – vnexnØØ algebra, a differencial otobraßaet vnexn¸¸ obrazu¸wu¸ u_i v v_i ∈ k(K) = k[v_1, . . . , v_m]/I. Racional~nye modeli de Konqini i Proqezi [12] i ızvinskogo [23] moßno takße interpretirovat~ kak priloßenie rezol~venty KoxulØ k kogomologiØm dopolneniæ konfiguraciæ podprostranstv, odnako rol~ kol~ca graneæ stala Øsna lix~ posle naxeæ raboty [6].

V sluqae, kogda K ØvlØetsØ (n − 1)-mernoæ simplicial~- noæ sferoæ (naprimer, esli K ØvlØetsØ graniqnym kompleksom n-mernogo vypuklogo simplicial~nogo mnogogrannika), nax moment-ugol-kompleks Z_K okazyvaetsØ gladkim (m + n)-mernym mnogoobraziem (takim obrazom, U (K) imeet gomotopiqeskiæ tip gladkogo mnogoobraziØ). �tot vaßnyæ qastnyæ sluqaæ naxih konstrukciæ byl podrobno izuqen v rabotah [5, 6]. Topologiqeskie svoæstva takih mnogoobraziæ Z_K predstavlØ¸t bol~xoæ interes blagodarØ ih vzaimosvØzØm s kombinatorikoæ mnogogrannikov, simplektiqeskoæ geometrieæ i geometrieæ toriqe-

32 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV skih mnogoobraziæ; posledniæ moment byl otpravnoæ toqkoæ v naxem izuqenii konfiguraciæ koordinatnyh podprostranstv. Klassiqeskoe opredelenie toriqeskih mnogoobraziæ (sm. [10, 14]) osnovano na kombinatornom ponØtii veera. Odnako, kak nedavno bylo pokazano neskol~kimi avtorami (sm., naprimer, [2, 3, 9]), v sluqae kogda veer, opredelØ¸wiæ toriqeskoe mnogoobrazie M , ØvlØetsØ simplicial~nym, M moßno takße opredelØt~ kak geometriqeskiæ faktor dopolneniØ U (K) otnositel~no nekotorogo deæstviØ algebraiqeskogo tora (C^∗ )^{m−n} (zdes~ K – simplicial~nyæ kompleks, opredelØemyæ veerom). Naxe momentugol-mnogoobrazie Z_K predstavlØet soboæ proobraz regulØrnoæ toqki v obraze otobraßeniØ momentov U (K) → R^{m−n} dlØ gamil~- tonova deæstviØ kompaktnogo tora T^{m−n} ⊂ (C^∗ )^{m−n}.

V rabote [11] Dffvisom i ˚nuxkeviqem bylo vvedeno ponØtie kvazitoriqeskogo mnogoobraziØ (takße izvestnogo kak unitarnoe toriqeskoe mnogoobrazie), kotoroe moßno rassmatrivat~ kak estestvennoe topologiqeskoe obobwenie ponØtiØ gladkogo toriqeskogo mnogoobraziØ. Kvazitoriqeskoe mnogoobrazie M^{2n} dopuskaet gladkoe deæstvie tora T^n, kotoroe lokal~no vyglØdit kak standartnoe deæstvie T^n na C^n ; pri fftom trebuetsØ, qtoby prostranstvo orbit ØvlØlos~ n-mernym xarom, snabßennym kombinatornoæ strukturoæ prostogo vypuklogo mnogogrannika pri pomowi mnoßestv nepodvißnyh toqek sootvetstvu¸wih podtorov. Kvazitoriqeskie mnogoobraziØ oblada¸t zameqatel~nymi topologiqeskimi, geometriqeskimi i kombinatornymi svoæstvami; posle pionerskoæ raboty [11] mnogoqislennye novye vzaimosvØzi byli obnarußeny razliqnymi avtorami (sm. [7, 8, 5, 6, 19, 20], i dopolnitel~nye ssylki v fftih rabotah). Kompleks, dvoæstvennyæ k graniqnomu kompleksu prostogo mnogogrannika v prostranstve orbit kvazitoriqeskogo mnogoobraziØ, ØvlØetsØ simplicial~noæ sferoæ. Pofftomu mnogie rezul~taty nasto- Øweæ raboty moßno rassmatrivat~ kak obobwenie naxih predyduwih konstrukciæ s simplicial~nymi sferami na sluqaæ obwih simplicial~nyh kompleksov. Otmetim takße, qto nekotorye naxi opredeleniØ i konstrukcii (naprimer, konstrukciØ BorelØ B_T P ) vpervye poØvilis~ v rabote [11] v tom ili inom vide; v takih sluqaØh my staralis~ sohranit~ iznaqal~nye oboznaqeniØ.

Avtory vyraßa¸t osobu¸ blagodarnost~ Naædßelu Rff¸ za

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 33 stimuliru¸wie obsußdeniØ i plodotvornoe sotrudniqestvo, kotorye vdohnovili nekotorye idei i konstrukcii iz naxeæ raboty. My takße blagodarny Natal~e Dobrinskoæ, kotoraØ obratila naxe vnimanie na rabotu [3], otkryva¸wu¸ nekotorye vzaimosvØzi meßdu toriqeskimi mnogoobraziØmi i konfiguraciØmi koordinatnyh podprostranstv, i Serge¸ ızvinskomu, kotoryæ ukazal nam na rezul~taty preprinta [13].

2. GomotopiqeskaØ realizaciØ dopolneniØ konfiguracii koordinatnyh podprostranstv

Pust~ C^m – kompleksnoe m-mernoe prostranstvo s koordinatami z_1, . . . , z_m. DlØ l¸bogo podmnoßestva indeksov I = {i_1, . . ., i_k} oboznaqim qerez L_I (m − k)-mernoe koordinatnoe podprostranstvo, zadavaemoe uravneniØmi z_{i1} = · · · = z_{ik} = 0. Zametim, qto L_{{1,...,m}} = {0} i L? = C^m .

Opredelenie 2.1. Konfiguracieæ koordinatnyh podprostranstv

(ili koordinatnoæ konfiguracieæ) A nazyvaetsØ proizvol~noe mnoßestvo koordinatnyh podprostranstv L_I . Dopolneniem konfiguracii A nazyvaetsØ podmnoßestvo

U (A) = C^m \ ⋃ L_I ∈A L_I ⊂ C^m .

V dal~neæxem my budem razliqat~ koordinatnu¸ konfiguraci¸ A, rassmatrivaemu¸ kak abstraktnoe mnoßestvo podprostranstv, i ee nositel~ |A| – podmnoßestvo ⋃ L_I ∈A LI ⊂ C m . Esli I ⊂ J i L_I ⊂ |A|, to L_J ⊂ |A|. Esli koordinatnaØ konfiguraciØ A soderßit giperploskost~ z_i = 0, to ee dopolnenie U (A) predstavlØetsØ v vide U (A_0) × C^∗ , gde A_0 – konfiguraciØ koordinatnyh podprostranstv v giperploskosti {z_i = 0} i C^∗ = C \ {0}. Takim obrazom, dlØ l¸boæ koordinatnoæ konfiguracii A ee dopolnenie U (A) predstavlØetsØ v vide

U (A) = U (A^′) × (C^∗ )^k,

gde A^′ – koordinatnaØ konfiguraciØ v C^{m−k} , ne soderßawaØ giperploskosteæ. S uqetom fftogo zameqaniØ, my ograniqimsØ rassmotreniem koordinatnyh konfiguraciæ, ne soderßawih giperploskosteæ.

34 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV

KonfiguraciØ koordinatnyh podprostranstv A v C^m (bez giperploskosteæ) opredelØet simplicial~nyæ kompleks K(A) s m verxinami v_1, . . . , v_m sledu¸wim obrazom: skaßem, qto podmnoßestvo v_I = {v_{i1} , . . . , v_{ik} } ØvlØetsØ (k − 1)-simpleksom kompleksa K(A), esli i tol~ko esli L_I ⊄ |A|.

Primer 2.2. 1) Pust~ A = ?; togda K(A) predstavlØet soboæ

(m − 1)-mernyæ simpleks Δ^{m−1}.

2) Pust~ A = {0}; togda K(A) = ∂Δ^{m−1} – granica (m − 1)- simpleksa.

S drugoæ storony, simplicial~nyæ kompleks K na mnoßestve verxin {v_1, . . ., v_m} opredelØet koordinatnu¸ konfiguraci¸ A(K), taku¸ qto L_I ⊂ |A| esli i tol~ko esli v_I = {v_{i1} , . . . , v_{ik} } ne ØvlØetsØ simpleksom K. Zametim, qto esli K^′ ⊂ K – podkompleks, to A(K) ⊂ A(K^′). Itak, my imeem obrawa¸wee porØdok vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu simplicial~- nymi kompleksami na m verxinah i konfiguraciØmi koordinatnyh podprostranstv v C^m bez giperploskosteæ.

Oboznaqim teper~ qerez U (K) = C^m \ |A(K)| dopolnenie koordinatnoæ konfiguracii A(K).

Primer 2.3. 1) Pust~ K = Δ^{m−1} est~ (m − 1)-simpleks; togda

U (K) = C^m .

2) Pust~ K = ∂Δ^{m−1}; togda U (K) = C^m \ {0}.

3) Pust~ K predstavlØet soboæ nesvØznoe ob¨edinenie m verxin; togda U (K) poluqaetsØ udaleniem iz C^m vseh koordinatnyh podprostranstv korazmernosti dva, t.e. vida z_i = z_j = 0, i, j = 1, . . ., m. Pust~ teper~ k – proizvol~noe pole, kotoroe my budem nazyvat~ osnovnym polem. Obrazuem kol~co mnogoqlenov k[v_1, . . . , v_m], gde v_i rassmatriva¸tsØ kak peremennye.

Opredelenie 2.4. Kol~com graneæ (ili kol~com Stffnli–Raæsne-

ra) (oboznaqaetsØ k(K)) simplicial~nogo kompleksa K nazyvaetsØ faktorkol~co k[v_1, . . . , v_m]/I kol~ca mnogoqlenov, gde

I = (v_{i1} · · · v_{is} : {v_{i1} , . . . , v_{is} } ne poroßdaet simpleks K) .

Takim obrazom, kol~co graneæ ØvlØetsØ faktorkol~com kol~- ca mnogoqlenov po nekotoromu idealu, poroßdennomu monomami stepeni > 2, ne soderßawimi kvadratov. My prevratim k(K) v graduirovannoe kol~co, polagaØ deg v_i = 2, i = 1, . . . , m.

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 35

Primer 2.5. 1) Pust~ K = Δ^{m−1}; togda k(K) = k[v1, . . ., vm].

2) Pust~ K = ∂Δ^{m−1} – graniqnyæ kompleks (m − 1)-simpleksa; togda k(K) = k[v_1, . . . , v_m]/(v_1 · · · v_m).

Kompaktnyæ tor T^m deæstvuet na C^m diagonal~no; pri fftom, tak kak konfiguraciØ A(K) sostoit iz koordinatnyh podprostranstv, ffto deæstvie takße opredeleno na U (K). Oboznaqim qerez B_T K sootvetstvu¸wu¸ konstrukci¸ BorelØ:

B_T K = ET^m ×_T m U (K), (1)

gde ET^m stØgivaemoe prostranstvo universal~nogo T^m-rassloe-niØ ET^m → BT^m nad klassificiru¸wim prostranstvom BT^m =

(C P^∞ )^m. Takim obrazom, BT K ØvlØetsØ total~nym prostran-

stvom rassloeniØ B_T K → BT^m so sloem U (K).

Prostranstvo BT^m imeet kanoniqeskoe kletoqnoe razbienie (kaßdyæ somnoßitel~ C P^∞ imeet po odnoæ kletke v kaßdoæ qetnoæ razmernosti). DlØ l¸bogo mnoßestva indeksov I = {i_1, . . ., i_k} imeetsØ kletoqnyæ podkompleks BT^k_I = BT^k_{i1,...,ik} ⊂ BT^m, gomeomorfnyæ BT^k.

Opredelenie 2.6. DlØ dannogo simplicial~nogo kompleksa K s

mnoßestvom verxin {v_1, . . . , v_m} vvedem kletoqnyæ podkompleks

]B_T K ⊂ BT m, predstavlØ¸wiæ soboæ ob¨edinenie podkompleksov

BT^k_I po vsem I, takim qto v_I ØvlØetsØ simpleksom K.

Primer 2.7. Pust~ K predstavlØet soboæ nesvØznoe ob¨edine-

nie m verxin v_1, . . . , v_m. Togda ]B_T K est~ buket m ffkzemplØrov

C P^∞ ._{Kol~co kogomologiæ prostranstva BT m izomorfno kol~cu}

mnogoqlenov k[v_1, . . . , v_m] (vse kogomologii rassmatriva¸tsØ s kofffficientami v osnovnom pole k).

Lemma 2.8. Kol~co kogomologiæ kompleksa ]BT K izomorfno kol~cu

graneæ k(K). Vloßenie i : ]B_T K → BT^m induciruet proekci¸ na faktorkol~co i^∗ : k[v_1, . . . , v_m] → k(K) = k[v_1, . . . , v_m]/I v kogomologiØh.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo provedem po indukcii po qi-

slu simpleksov K. Esli K predstavlØet soboæ nesvØznoe ob¨- edinenie verxin v_1, . . . , v_m, to ]B_T K est~ buket m ffkzemplØrov

C P^∞ (sm. primer 2.7). V razmernosti nol~ H^∗( ]BT K) est~ prosto

36 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV k, a v razmernostØh > 1 ffto kol~co izomorfno k[v_1] ⊕ · · · ⊕ k[v_m]. Sledovatel~no, H^∗( ]B_T K) = k[v_1, . . ., v_m]/I, gde I – ideal, poroßdennyæ vsemi monomami stepeni > 2 ne soderßawimi kvadratov, a i^∗ predstavlØet soboæ proekci¸ na faktorkol~co. Itak, lemma dokazana v sluqae dim K = 0.

Predpoloßim teper~, qto simplicial~nyæ kompleks K poluqen iz simplicial~nogo kompleksa K^′ dobavleniem odnogo (k−1)- mernogo simpleksa v_I = {v_{i1}, . . . , v_{ik} }. Po predpoloßeni¸ indukcii, lemma vypolnena dlØ kompleksa K^′, to est~

i^∗H^∗(BT^m) = H^∗(B̂_T K^′) = k(K^′) = k[v_1, . . . , v_m]/I^′.

V silu opredeleniØ 2.6, kompleks ]B_T K est~ ob¨edinenie kompleksa B̂_T K^′ i podkompleksa BT^k_{i1,...,ik} ⊂ BT^m. Togda

H^∗(^ B_T K^′ ∪ BT^k_{i1,...,ik} ) = k[v_1, . . . , v_m]/I = k(K^′ ∪ v_I ), gde ideal I poroßden I^′ i v_{i1} v_{i2} · · · v_{ik} . �

Pust~ I^m – standartnyæ m-mernyæ kub v R^m:

I^m = {(y_1, . . . , y_m) ∈ R^m : 0 6 y_i 6 1, i = 1, . . . , m}.

Simplicial~nyæ kompleks K s m verxinami v_1, . . . , v_m opredelØet kubiqeskiæ kompleks C_K , kanoniqeski vloßennyæ v graniqnyæ kompleks kuba I^m.

Opredelenie 2.9. DlØ (k−1)-mernogo simpleksa vJ = {vj_1 , . . . , vj_k }

kompleksa K oboznaqim qerez C_J gran~ razmernosti k kuba I^m, vydelØemu¸ m − k uravneniØmi y_i = 1, i /∈ {j_1, . . . , j_k}. Dalee, opredelim kubiqeskiæ podkompleks C_K ⊂ I^m kak ob¨edinenie graneæ C_J po vsem simpleksam v_J kompleksa K.

Zameqanie. Nax kubiqeskiæ podkompleks CK ⊂ I^m ØvlØetsØ geo-

metriqeskoæ realizacieæ abstraktnogo kubiqeskogo kompleksa v konuse nad baricentriqeskim podrazdeleniem kompleksa K (sm. [11, str. 434]). Deæstvitel~no, pust~ Δ^{m−1} est~ (m − 1)- mernyæ simpleks s mnoßestvom verxin {v_1, . . . , v_m}, a Δ̂^{m−1} – baricentriqeskoe podrazdelenie Δ^{m−1}, to est~ verxiny Δ̂^{m−1} sootvetstvu¸t simpleksam v_J ⊂ Δ^{m−1}. Postroim otobraßenie

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 37 ι : Δ̂^{m−1} → I^m sledu¸wim obrazom: otobrazim verxinu v_J kompleksa Δ̂^{m−1} v verxinu kuba I^m s koordinatami y_j = 0 dlØ j ∈ J i y_j = 1 dlØ j /∈ J, a zatem prodolßim otobraßenie lineæno na kaßdom simplekse kompleksa Δ̂^{m−1}. Obrazom Δ̂^{m−1} pri fftom otobraßenii ØvlØetsØ ob¨edinenie graneæ kuba I^m, soderßawih nul~. Zatem postroim otobraßenie Cι iz konusa CΔ̂^{m−1} nad Δ̂^{m−1} v I^m otpravlØØ verxinu konusa v verxinu (1, . . ., 1) kuba i prodolßaØ lineæno na simpleksah kompleksa CΔ̂^{m−1}. Obrazom CΔ̂^{m−1} pri otobraßenii Cι ØvlØetsØ ves~ kub I^m. Pust~ teper~ K – simplicial~nyæ kompleks na mnoßestve verxin {v_1, . . . , v_m}. Kak tol~ko my zafiksirovali numeraci¸ verxin, my moßem rassmatrivat~ K kak simplicial~nyæ podkompleks v Δ^{m−1}. Togda nax kubiqeskiæ kompleks C_K ⊂ I^m iz opredeleniØ 2.9 est~ prosto obraz Cι(CK̂) konusa nad baricentriqeskim podrazdeleniem kompleksa K pri otobraßenii Cι.

Primer 2.10. Na ris. 1 a) i b) izobraßen kubiqeskiæ kompleks

C_K v sluqaØh, kogda K est~ nesvØznoe ob¨edinenie 3 verxin i graniqnyæ kompleks 2-simpleksa sootvetstvenno.

Ris. 1. Kubiqeskiæ kompleks CK

Zameqanie. V sluqae, kogda K ØvlØetsØ dvoæstvennym komplek-

som k graniqnomu kompleksu n-mernogo prostogo mnogogrannika P^n, kubiqeskiæ kompleks C_K sovpadaet s kubiqeskim razbieniem P^n, izuqavximsØ v rabote [6].

Prostranstvo orbit diagonal~nogo deæstviØ tora T^m na C^m predstavlØet soboæ poloßitel~nyæ konus R^m_+ = {(y1, . . ., ym) ∈ R^m : yi > 0, i = 1, . . . , m}.

38 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV ProekciØ C^m → R^m_+ na prostranstvo orbit zadaetsØ kak (z_1, . . . , z_m) → (|z_1|^2, . . ., |z_m|^2). Prostranstvom orbit ograniqeniØ fftogo deæstviØ na standartnyæ poli-disk

(D^2)^m = {(z_1, . . . , z_m) ∈ C^m : : |z_i| 6 1, i = 1, . . ., m} ⊂ C^m

ØvlØetsØ standartnyæ kub I^m ⊂ R^m_+.

Pust~ UR(K) ⊂ R^m_+ oboznaqaet prostranstvo orbit U (K)/T^m. Zametim, qto esli my rassmatrivaem R^m_+ kak podmnoßestvo v

C^m , to UR(K) est~ prosto “vewestvennaØ qast~”: UR(K) = U (K) ∩ R^m_+ ._{Opredelenie 2.11. �kvivariantnyæ moment-ugol-kompleks}

Z_K ⊂ C^m , sootvetstvu¸wiæ simplicial~nomu kompleksu K, est~ T^m-prostranstvo, opredelØemoe iz kommutativnoæ diagrammy Z_K −−−−→ (D^2)^m

C_K −−−−→ I^m, gde pravaØ vertikal~naØ strelka oboznaqaet proekci¸ na prostranstvo orbit dlØ diagonal~nogo deæstviØ tora T^m, a nißnØØ vertikal~naØ strelka oboznaqaet vloßenie kubiqeskogo kompleksa C_K v I^m.

Lemma 2.12. CK ⊂ UR(K) i ZK ⊂ U (K).

Dokazatel~stvo. Opredelenie 2.11 pokazyvaet, qto vtoroe ut-

verßdenie sleduet iz pervogo. DlØ dokazatel~stva pervogo utverßdeniØ zametim, qto esli toqka a = (y_1, . . . , y_m) ∈ C_K imeet koordinaty y_{i1} = · · · = y_{ik} = 0, to v_I = {v_{i1} , . . . , v_{ik} } ØvlØetsØ simpleksom K, sledovatel~no, L_I ⊄ |A(K)|. �

Lemma 2.13. Dopolnenie U (K) ffkvivariantno gomotopiqeski

ffkvivalentno moment-ugol-kompleksu Z_K .

Dokazatel~stvo. My postroim retrakci¸ r : UR(K) → CK , ko-

toraØ nakryvaetsØ ffkvivariantnoæ retrakcieæ U (K) → Z_K . PoslednØØ retrakciØ i budet trebuemoæ gomotopiqeskoæ ffkvivalentnost~¸.

Retrakci¸ r : UR(K) → C_K budem stroit~ induktivno, naqinaØ s graniqnogo kompleksa (m − 1)-mernogo simpleksa i posledovatel~no udalØØ simpleksy poloßitel~noæ razmernosti, poka ne

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 39 poluqim K. Na kaßdom xage my budem stroit~ nekotoru¸ retrakci¸, i kompoziciØ fftih retrakciæ budet davat~ trebuemu¸ retrakci¸ r. Esli K = ∂Δ^{m−1} ØvlØetsØ graniqnym kompleksom (m − 1)-simpleksa, to UR(K) = R^m_+ \ {0} i retrakciØ r pokazana na Ris. 2.

Ris. 2. RetrakciØ r : U_R (K) ! CK dlØ K = ∂Δm�^1

Teper~ predpoloßim, qto simplicial~nyæ kompleks K poluqen udaleniem odnogo (k−1)-mernogo simpleksa v_J = {v_{j1} , . . . , v_{jk} } iz simplicial~nogo kompleksa K^′. Po predpoloßeni¸ indukcii, lemma dokazana dlØ K^′, to est~ imeetsØ retrakciØ r^′ :

UR(K^′) → CK′ s trebuemymi svoæstvami. Rassmotrim gran~ CJ ⊂

I^m (sm. opredelenie 2.9). Tak kak v_J ne ØvlØetsØ simpleksom K, toqka a s koordinatami y_{j1} = · · · = y_{jk} = 0, y_i = 1, i /∈ {j_1, . . . , j_k}, ne prinadleßit U (K). Pofftomu my moßem primenit~ retrakci¸, izobraßennu¸ na Ris. 2, na grani C_J s naqal~noæ toqkoæ a. Oboznaqim fftu retrakci¸ r_J . Poloßim teper~ r = r_J ∘ r^′. Legko proverit~, qto r est~ v toqnosti trebuemaØ retrakciØ. �

Primer 2.14. 1) Pust~ K = ∂Δ^{m−1} – graniqnyæ kompleks (m −

1)-mernogo simpleksa; togda Z_K gomeomorfno (2m − 1)-mernoæ sfere S^{2m−1}.

2) Esli K ØvlØetsØ kompleksom, dvoæstvennym k graniqnomu kompleksu n-mernogo prostogo mnogogrannika P^n, to Z_K gomeomorfno gladkomu (m+n)-mernomu mnogoobrazi¸. �to mnogoobrazie, oboznaqaemoe Z_P , ØvlØetsØ glavnym ob¨ektom issledovaniØ v rabote [6].

40 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV

Sledstvie 2.15. KonstrukciØ BorelØ ET^m ×T m ZK gomotopiqe-

ski ffkvivalentna B_T K.

Dokazatel~stvo. RetrakciØ r : U (K) → ZK , postroennaØ pri do-

kazatel~stve lemmy 2.13, ffkvivariantna otnositel~no deæstviæ tora T^m na U (K) i Z_K . Togda sledstvie vytekaet iz opredeleniØ B_T K = ET^m ×_T m U (K). �

V dal~neæxem my ne budem razliqat~ prostranstva (konstrukcii BorelØ) ET^m ×_T m Z_K i B_T K = ET^m ×_T m U (K).

Teorema 2.16. Kletoqnoe vloßenie i : ]BT K → BT^m (sm. oprede-

lenie 2.6) i rassloenie p : B_T K → BT^m (sm. (1)) gomotopiqeski ffkvivalentny. V qastnosti, ]B_T K i B_T K ime¸t odin gomotopiqeskiæ tip.

Dokazatel~stvo. Pust~ π : ZK → CK oboznaqaet proekci¸ na

prostranstvo orbit dlØ deæstviØ tora na moment-ugol komplekse Z_K (sm. opredelenie 2.11). DlØ kaßdogo podmnoßestva I = {i_1, . . ., i_k} ⊂ {1, . . ., m} oboznaqim qerez B_I sledu¸wee podmnoßestvo poli-diska (D^2)^m: B_I = B_1 ×· · ·×B_m ⊂ D^2 ×· · ·×D^2 = (D^2)^m, gde B_i est~ disk D^2, esli i ∈ I, i B_i est~ granica S^1 diska D^2, esli i /∈ I. Takim obrazom, B_I ∼= (D^2)^k × T^{m−k}, k = |I|. Legko videt~, qto esli C_I ØvlØetsØ gran~¸ kubiqeskogo kompleksa C_K (sm. opredelenie 2.9), to π^{−1}(C_I ) = B_I . Esli my imeem I ⊂ J, to B_I kanoniqeski otoßdestvlØetsØ s podmnoßestvom B_J . Sledovatel~no, kompleks Z_K skleivaetsØ iz podmnoßestv B_I , sootvetstvu¸wih simpleksam v_I kompleksa K. (�ta ideØ moßet byt~ takße ispol~zovana dlØ dokazatel~stva togo fakta, qto Z_K ØvlØetsØ gladkim mnogoobraziem pri uslovii, qto K ØvlØetsØ dvoæstvennym kompleksom k graniqnomu kompleksu prostogo mnogogrannika, sm. [6, teorema 2.4].)

DlØ kaßdogo simpleksa v_I ⊂ K podmnoßestvo B_I ⊂ Z_K invariantno otnositel~no deæstviØ tora T^m na Z_K . Sledovatel~no, konstrukciØ BorelØ B_T K = ET^m ×_T m Z_K takße skleivaetsØ iz konstrukciæ BorelØ ET^m ×_T m B_I (sravnite ffto s lokal~noæ konstrukcieæ B_T P iz [11, str. 435]). Poslednee prostranstvo moßet byt~ razloßeno kak ET^m ×_T m B_I = ( ET^k ×_T k (D^2)^k ) × ET^{m−n}, qto gomotopiqeski ffkvivalentno BT^k_I . Sledovatel~no, ograniqenie proekcii p : B_T K → BT^m na ET^m ×_T m B_I gomotopiqeski ffkvivalentno vloßeni¸ BT^k_I → BT^m. �ti gomotopiqeskie ffkvivalent-

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 41 nosti dlØ vseh simpleksov v_I ⊂ K skleiva¸tsØ vmeste v trebuemu¸ gomotopiqesku¸ ffkvivalentnost~ meßdu p : B_T K → BT^m i i : ]B_T K → BT m. � Sledstvie 2.17. Dopolnenie U (K) konfiguracii koordinatnyh

podprostranstv ØvlØetsØ gomotopiqeskim sloem kletoqnogo vloßeniØ i : ]B_T K → BT^m. �

Sledstvie 2.18. Kol~co H^∗_T m^(U (K)^) T^m-ffkvivariantnyh kogomo-

logiæ dopolneniØ U (K) izomorfno kol~cu graneæ k(K).

Dokazatel~stvo. My imeem H^∗_T m^(U (K)^) = H^{∗(}ET^m ×T m U (K)^) =

H^∗(B_T K). Teper~ sledstvie vytekaet iz lemmy 2.8 i teoremy 2.16. �

3. Kol~co kogomologiæ U (K)

Pust~ imeetsØ k[v_1, . . . , v_m]-svobodnaØ rezol~venta kol~ca graneæ k(K) kak graduirovannogo modulØ nad kol~com mnogoqlenov k[v_1, . . . , v_m]: 0 → R^{−h d−h}−−−−→ R^{−h+1 d−h+1}−−−−→ · · · · · · → R^{−1 d−1}−−−−→ R^{0 d0}−−−−→ k(K) → 0 (2) (zametim, qto v silu teoremy Gil~berta o sizigiØh, v predyduweæ formule h 6 m). PrimenØØ funktor ⊗k_{[v1,...,vm]}k k (2), my poluqaem kocepnoæ kompleks: 0 −→ R^{−h} ⊗k_{[v1,...,vm]} k −→ · · · −→ R^0 ⊗k_{[v1,...,vm]} k −→ 0, kogomologii kotorogo oboznaqa¸tsØ Tor^{−i}k_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) . Tak kak vse R^{−i} v rezol~vente (2) ØvlØ¸tsØ graduirovannymi k[v1, . . . , vm]-modulØmi, Tor^{−i}k_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) = ⨁ j Tor^{−i,j}k_{[v1,...,vm]} ( k(K), k )

ØvlØetsØ graduirovannym k-modulem, a Tork_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) = ⨁ i,j Tor^{−i,j}k_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) (3) ØvlØetsØ bigraduirovannym k-modulem. Zametim, qto u ego nenulevyh fflementov pervaØ graduirovka vsegda nepoloßitel~na, a

42 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV vtoraØ – neotricatel~na i qetna (tak kak deg v_i=2). Bigraduirovannyæ k-modul~ (3) moßno takße rassmatrivat~ kak prosto graduirovannyæ modul~ otnositel~no polnoæ stepeni −i+j. Qisla Betti β^{−i} ( k(K) ) = dimk Tor^{−i}k_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) i β^{−i,2j} ( k(K) ) = dimk Tor^{−i,2j}k_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) predstavlØ¸t bol~xoæ interes dlØ geometriqeskoæ kombinatoriki; oni izuqalis~ razliqnymi avtorami (sm., naprimer, [22]). My upomØnem lix~ odin rezul~tat Hohstera, kotoryæ svodit vyqislenie β^{−i,2j} ( k(K) ) k vyqisleni¸ gomologiæ podkompleksov simplicial~nogo kompleksa K.

Teorema 3.1 (Hohster [16, 22]). RØd Gil~berta ∑ j β^{−i,2j} ( k(K) ) t^{2j}

modulØ Tor^{−i}k_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) vyqislØetsØ po formule ∑ j β^{−i,2j} ( k(K) ) t^{2j} = ∑ I⊂{v1,...,v_m} ( dimk ~H_{|I|−i−1}(K_I ) ) t^{2|I|}, gde K_I – podkompleks K, sostoØwiæ iz vseh simpleksov s verxinami v I. �

Zametim, qto vyqislenie qisel β^{−i,2j} ( k(K) ) , osnovannoe na fftoæ teoreme, stanovitsØ ves~ma sloßnym daße dlØ nebol~xih kompleksov K.

OkazyvaetsØ, qto modul~ Tork_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) dopuskaet estestvennu¸ strukturu bigraduirovannoæ algebry, i sootvetstvu- ¸waØ graduirovannaØ algebra est~ v toqnosti algebra kogomologiæ H^∗ ( U (K) ) : Teorema 3.2. Imeet mesto sledu¸wiæ izomorfizm graduirovan-

nyh algebr: H^∗ ( U (K) ) ∼ = Tork[v_1,...,v_m] ( k(K), k ) .

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 43

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu ^_{U (K) −−−−→ ET} m ]B_T K^i−−−−→ BT m,^{(4)} gde levaØ vertikal~naØ strelka oboznaqaet inducirovannoe rassloenie. Sledstvie 2.17 pokazyvaet, qto Û (K) gomotopiqeski ffkvivalentno U (K).

Iz (4) my poluqaem, qto algebry kletoqnyh kocepeæ C^∗( ]B_T K) i C^∗(ET^m) ØvlØ¸tsØ modulØmi nad C^∗(BT^m). Kak sleduet iz dokazatel~stva lemmy 2.8, my imeem C^∗( ]B_T K) = k(K), a i^∗ : C^∗(BT^m) = k[v_1, . . . , v_m] → k(K) = C^∗( ]B_T K) ØvlØetsØ ffpimorfizmom na faktorkol~co. Tak kak prostranstvo ET^m stØgivaemo, my imeem cepnu¸ ffkvivalentnost~ C^∗(ET^m) → k. Sledovatel~- no, imeet mesto izomorfizm

Tor_C∗_{(BT} m_) ( C^∗( ]B_T K), C^∗(ET^m) ) ∼ = Tork_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) . (5)

Spektral~naØ posledovatel~nost~ �ælenberga–Mura (sm. [21, teorema 1.2]) kommutativnogo kvadrata (4) imeet qlen E_2 sledu- ¸wego vida

E_2 = Tor_H∗_{(BT} m_) ( H^∗( ]B_T K), H^∗(ET^m) ) i shoditsØ k Tor_C∗_{(BT} m_)(C^∗( ]B_T K), C^∗(ET^m)). Tak kak

Tor_H∗_{(BT} m_)(H^∗( ]B_T K), H^∗(ET^m)) = Tork_{[v1,...,vm]} ( k(K), k ) , iz (5) vytekaet, qto spektral~naØ posledovatel~nost~ vyroßdaetsØ v qlene E_2, to est~ E_2 = E_∞. Dalee, predloßenie 3.2 iz [21] pokazyvaet, qto modul~ Tor_C∗_{(BT} m_) ( C^∗( ]B_T K), C^∗(ET^m) ) ØvlØetsØ

algebroæ, izomorfnoæ algebre kogomologiæ H^∗

(^_{U (K)}^)_{, qto za-}

verxaet dokazatel~stvo. �

Naxa sledu¸waØ teorema daet Øvnoe opisanie algebry H^∗ ( U (K) ) kak algebry kogomologiæ prostoæ differencial~noæ bigraduirovannoæ algebry. Rassmotrim tenzornoe proizvedenie

44 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV k(K) ⊗ Λ[u_1, . . ., u_m] kol~ca graneæ k(K) = k[v_1, . . . , v_m]/I i vnexneæ algebry Λ[u_1, . . ., u_m] s m obrazu¸wimi, i prevratim ego v differencial~nu¸ bigraduirovannu¸ algebru, polagaØ

bideg v_i = (0, 2), bideg u_i = (−1, 2),

d(1 ⊗ u_i) = v_i ⊗ 1, d(v_i ⊗ 1) = 0 (6) i trebuØ, qtoby d byl differencirovaniem algebr.

Teorema 3.3. Imeet mesto sledu¸wiæ izomorfizm graduirovan-

nyh algebr: H^∗ ( U (K) ) ∼ = H [ k(K) ⊗ Λ[u1, . . . , um], d ] (pravaØ qast~ ØvlØetsØ graduirovannoæ algebroæ otnositel~no polnoæ stepeni).

Dokazatel~stvo. Prevratim k v k[v1, . . ., vm]-modul~ pri pomo-

wi gomomorfizma, kotoryæ otobraßaet 1 v 1 i v_i v 0. Rassmotrim rezol~ventu KoxulØ (sm., naprimer, [17, Glava VII, §2]) k[v1, . . . , vm]-modulØ k: [ k[v1, . . . , vm] ⊗ Λ[u1, . . . , um], d ] , gde differencial d opredelen kak v (6). Tak kak bigraduirovannoe periodiqeskoe proizvedenie Tork_{[v1,...,vm]}( , ) ØvlØetsØ simmetriqeskoæ funkcieæ svoih argumentov, my imeem

Tor_Γ ( k(K), k ) = H [ k(K)⊗ΓΓ⊗Λ[u1, . . ., un], d ] = [ Γ⊗Λ[u_1, . . . , u_m], d ] , gde my oboznaqili Γ = k[v_1, . . . , v_m]. Tak kak v silu teoremy 3.2 H^∗ ( U (K) ) ∼ = TorΓ ( k(K), k ) , my poluqaem trebuemyæ izomorfizm. �

Zametim, qto predyduwaØ teorema ne tol~ko vyqislØet algebru kogomologiæ dopolneniØ U (K), no takße prevrawaet posledn¸¸ v bigraduirovannu¸ algebru.

Sledstvie 3.4. Spektral~naØ posledovatel~nost~ Lere–Serra

rassloeniØ Û (K) → ]B_T K so sloem T^m (sm. [4]) vyroßdaetsØ v qlene E_3.

Dokazatel~stvo. RassmatrivaemaØ spektral~naØ posledova-

tel~nost~ shoditsØ k H^∗

(^_{U (K)}^)_{= H}∗^(_{U (K)}^)_{i imeet}

E_2 = H^∗( ]B_T K) ⊗ H^∗(T^m) = k(K) ⊗ Λ[u_1, . . . , u_m].

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 45 Legko videt~, qto differencial v qlene E_2 deæstvuet kak v (6). Sledovatel~no, E_3 = H[E_2, d] = H [ k(K) ⊗ Λ[u_1, . . . , u_m] ] = H^∗ ( U (K) ) , v silu teoremy 3.3. �

Predloßenie 3.5. Predpoloßim, qto monom v^{α1}_{i1} . . . v^{αp}_{ip} u_{j1} . . . u_{jq} ∈ k(K) ⊗ Λ[u_1, . . . , u_m], gde i_1 < · · · < i_p, j_1 < · · · < i_q , predstavlØet netrivial~nyæ klass kogomologiæ v H^∗ ( U (K) ) . Togda α_1 = · · · = α_p = 1, {v_{i1} , . . ., v_{ip} } poroßdaet simpleks K i {i_1, . . . , i_p} ∩ {j_1, . . . , j_q} = ?.

Dokazatel~stvo. Sm. [6, lemma 5.3]. �

Kak uße otmeqalos~ vyxe (sm. primer 2.14), esli K ØvlØetsØ graniqnym kompleksom vypuklogo simplicial~nogo mnogogrannika (ili, ffkvivalentno, K ØvlØetsØ dvoæstvennym kompleksom k graniqnomu kompleksu prostogo mnogogrannika), ili po kraæneæ mere simplicial~noæ sferoæ, to U (K) imeet gomotopiqeskiæ tip gladkogo mnogoobraziØ Z_K . Kak pokazano v [6, Teorema 2.10], sootvetstvu¸waØ gomotopiqeskaØ ffkvivalentnost~ moßet byt~ interpretirovana kak proekciØ U (K) → U (K)/R^{m−n} ∼= Z_K na prostranstvo orbit dlØ nekotorogo deæstviØ R^{m−n} na U (K).

Konfiguracii koordinatnyh podprostranstv A(K) i ih dopolneniØ U (K) igra¸t vaßnu¸ rol~ v teorii toriqeskih mnogoobraziæ i simplektiqeskoæ geometrii (sm., naprimer, [2, 3, 9]). A imenno, kaßdoe n-mernoe simplicial~noe toriqeskoe mnogoobrazie M , opredelØemoe (simplicial~nym) veerom Σ v Z^n s m odnomernymi konusami, moßet byt~ poluqeno kak geometriqeskiæ faktor U (K_Σ)/G. Zdes~ G est~ nekotoraØ podgruppa kompleksnogo tora (C^∗ )^m, izomorfnaØ (C^∗ )^{m−n}, a K_Σ est~ simplicial~nyæ kompleks, opredelØemyæ veerom Σ (i-simpleksy kompleksa K_Σ sootvetstvu¸t (i + 1)-mernym konusam veera Σ). Gladkoe proektivnoe toriqeskoe mnogoobrazie M ØvlØetsØ simplektiqeskim mnogoobraziem vewestvennoæ razmernosti 2n. �to mnogoobrazie moßet byt~ poluqeno v rezul~tate processa simplektiqeskoæ redukcii sledu¸wim obrazom. Pust~ GR∼= T^{m−n} – maksimal~naØ kompaktnaØ podgruppa G, a μ : C^m → R^{m−n} – otobraßenie momentov dlØ gamil~tonova deæstviØ gruppy GRna C^m . Togda dlØ l¸bogo regulØrnogo znaqeniØ a ∈ R^{m−n} otobraßeniØ μ imeet mesto diffeomorfizm μ^{−1}(a)/GR−→ U (K_Σ)/G = M

46 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV (podrobnosti sm. v [9]). V fftoæ situacii legko videt~, qto μ^{−1}(a) est~ v toqnosti naxe mnogoobrazie Z_K dlØ K = K_Σ.

Primer 3.6. Pust~ G^∼= C^∗ – diagonal~naØ podgruppa v (C^∗ )^{n+1},

a K_Σ – graniqnyæ kompleks n-simpleksa. Togda U (K_Σ) = C^{n+1}\{0}, a M = C^{n+1} \ {0}/C^∗ est~ kompleksnoe proektivnoe prostranstvo

C P^n . Otobraßenie momentov μ : C^m → R perevodit (z1, . . . , zm) ∈ C^m v^1_2 (|z1|^2+· · ·+|zm|^2), i dlØ a ≠ 0 my imeem μ^{−1}(a)^∼= S^{2n+1 ∼}= ZK

(sm. primer 2.14).

V sluqae, kogda K ØvlØetsØ simplicial~noæ sferoæ (takim obrazom, U (K) gomotopiqeski ffkvivalentno gladkomu mnogoobrazi¸ Z_K ), v kol~ce kogomologiæ H^∗ ( U (K) ) imeet mesto dvoæstvennost~ Puankare.

Predloßenie 3.7. Pust~ K – simplicial~naØ sfera razmerno-

sti n − 1, to est~ U (K) gomotopiqeski ffkvivalentno gladkomu mnogoobrazi¸ Z_K . Togda

1) Dvoæstvennost~ Puankare v kol~ce H^∗ ( U (K) ) uvaßaet bigraduirovannu¸ strukturu, opredelØemu¸ teoremoæ 3.3. A imenno, esli α ∈ H^{−i,2j}(U (K) ) – nekotoryæ klass kogomologiæ, to ego dvoæstvennyæ po Puankare klass Dα prinadleßit H^{−(m−n)+i,2(m−j)}.

2) Pust~ {v_{i1} , . . . , v_{in} } – nekotoryæ (n − 1)-simpleks K i pust~ j_1 < · · · < j_{m−n}, {i_1, . . . , i_n, j_1, . . ., j_{m−n}} = {1, . . ., m}. Togda znaqe- nie fflementa v_{i1} · · · v_{in} u_{j1} · · · u_{jm−n} ∈ H^{m+n} ( U (K) ) ∼ = H^{m+n}(ZK ) na fundamental~nom klasse mnogoobraziØ Z_K ravno ±1.

3) Pust~ {v_{i1} , . . . , v_{in} } i {v_{i1} , . . . , v_{in−1} , v_{j1} } – nekotorye dva (n − 1)-simpleksa K, ime¸wih obwu¸ gran~ {v_{i1} , . . ., v_{in−1} } razmernosti (n − 2), a j_1, . . . , j_{m−n} – takie ße, kak i v 2). Togda v_{i1} · · · v_{in} u_{j1} · · · u_{jm−n} = v_{i1} · · · v_{in−1} v_{j1} u_{in} u_{j2} · · · u_{jm−n} v H^{m+n} ( U (K) ) . Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo 1) i 2) sm. v [6, lemma 5.1].

DlØ dokazatel~stva 3) zametim, qto d(v_{i1} · · · v_{in−1} u_{in} u_{j1} u_{j2} · · · u_{jm−n} ) = = v_{i1} · · · v_{in} u_{j1} · · · u_{jm−n} − v_{i1} · · · v_{in−1} v_{j1} u_{in} u_{j2} · · · u_{jm−n}

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 47 v algebre k(K) ⊗ Λ[u_1, . . ., u_m] (sm. (6)). �

Simplicial~nyæ kompleks K nazyvaetsØ kompleksom Koffna– MakoleØ, esli ego kol~co graneæ k(K) ØvlØetsØ algebroæ Koffna– MakoleØ, to est~ k(K) ØvlØetsØ koneqnomernym svobodnym modulem nad kol~com mnogoqlenov k[t_1, . . . , t_n] (zdes~ n – maksimal~- noe qislo algebraiqeski nezavisimyh fflementov kol~ca k(K)). �kvivalentno, kol~co k(K) ØvlØetsØ algebroæ Koffna–MakoleØ, esli ono dopuskaet regulØrnu¸ posledovatel~nost~ {λ_1, . . . , λ_n}, to est~ nabor iz n odnorodnyh fflementov, takih qto λ_{i+1} ne ØvlØetsØ delitelem nulØ v k(K)/(λ_1, . . . , λ_i) dlØ i = 0, . . ., n − 1. Esli K ØvlØetsØ kompleksom Koffna–MakoleØ, a pole k imeet beskoneqnu¸ harakteristiku, to kol~co k(K) dopuskaet regulØrnu¸ posledovatel~nost~ fflementov stepeni dva (napomnim, qto my poloßili deg v_i = 2 v k(K)), to est~ λ_i = λ_{i1}v_1 +λ_{i2}v_2 +· · ·+λ_{im}v_m, i = 1, . . ., n. Teorema 3.8. Predpoloßim, qto K ØvlØetsØ kompleksom Koffna–

MakoleØ i J = (λ_1, . . . , λ_n) – ideal v k(K), poroßdennyæ regulØrnoæ posledovatel~nost~¸. Togda imeet mesto sledu¸wiæ izomorfizm bigraduirovannyh algebr. H^∗ ( U (K) ) ∼ = H [ k(K)/J ⊗ Λ[u1, . . . , um−n], d ] , gde graduirovki i differencial v pravoæ qasti opredeleny sledu- ¸wim obrazom:

bideg v_i = (0, 2), bideg u_i = (−1, 2);

d(1 ⊗ u_i) = λ_i ⊗ 1, d(v_i ⊗ 1) = 0.

Takim obrazom, esli K ØvlØetsØ kompleksom Koffna–MakoleØ, to kogomologii U (K) moßno vyqislØt~ ispol~zuØ koneqnomernu¸ differencial~nu¸ algebru k(K)/J ⊗ Λ[u_1, . . . , u_{m−n}] vmesto beskoneqnomernoæ algebry k(K) ⊗ Λ[u_1, . . . , u_m] iz teoremy 3.3.

Primer 3.9. Pust~ K predstavlØet soboæ graniqnyæ kompleks

(m − 1)-mernogo simpleksa. Togda k(K) = k[v_1, . . ., v_m]/(v_1 · · · v_m). Legko videt~, qto netrivial~nye klassy kogomologiæ v algebre H [ k(K) ⊗ Λ[u1, . . . , um], d ] (sm. teoremu 3.3) predstavlØ¸tsØ lix~ kociklami 1 i v_1v_2 · · · v_{m−1}u_m, ili ih kratnymi. My imeem deg(v_1v_2 · · · v_{m−1}u_m) = 2m − 1, i predloßenie 3.7 pokazyvaet, qto v_1v_2 · · · v_{m−1}u_m ØvlØetsØ fundamental~nym kogomologiqeskim klassom Z_K ∼= S^{2m−1} (sm. primer 2.14 1) ).

48 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV

Primer 3.10. Pust~ K predstavlØet soboæ nesvØznoe ob¨edi-

nenie m verxin. Togda U (K) poluqaetsØ udaleniem iz C^m vseh koordinatnyh podprostranstv korazmernosti dva (to est~ vida z_i = z_j = 0, i, j = 1, . . . , m, sm. primer 2.3), i k(K) = k[v_1, . . . , v_m]/I, gde I – ideal poroßdennyæ vsemi monomami v_iv_j, i ≠ j. Kak sleduet iz teoremy 3.3 i predloßeniØ 3.5, l¸boæ klass kogomologiæ iz H^∗ ( U (K) ) predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii kociklov-monomov v_{i1} u_{i2} u_{i3} · · · u_{ik} ⊂ k(K) ⊗ Λ[u_1, . . ., u_m], takih qto

k > 2, ip ≠ iq pri p ≠ q. DlØ kaßdogo k imeetsØ m^{(m−1}_{k−1}^) takih

monomov, i meßdu nimi imeetsØ (_m k ) sootnoxeniæ (kaßdoe sootnoxenie poluqaetsØ iz vyqisleniØ differenciala fflementa u_{i1} · · · u_{ik} ). Tak kak deg(v_{i1} u_{i2} u_{i3} · · · u_{ik} ) = k + 1, my imeem

dim H^0 ( U (K) ) = 1, H^1 ( U (K) ) = H^2 ( U (K) ) = 0,

dim H^{k+1} ( U (K) ) = m (_{m−1} k−1 ) − (_m k ) , 2 6 k 6 m, dim H^{k+1} ( U (K) ) = 0, k > m, i umnoßenie v kogomologiØh trivial~no.

V qastnosti, pri m = 3 my imeem 6 trehmernyh klassov kogomologiæ v_iu_j, i ≠ j, svØzannyh tremØ sootnoxeniØmi v_iu_j = v_ju_i, i 3 qetyrehmernyh klassa kogomologiæ v_1u_2u_3, v_2u_1u_3, v_3u_1u_2, svØzannyh odnim sootnoxeniem

v_1u_2u_3 − v_2u_1u_3 + v_3u_1u_2 = 0.

Sledovatel~no,

dim H^3 ( U (K) ) = 3, dim H^4 ( U (K) ) = 2,

i umnoßenie trivial~no.

Primer 3.11. Pust~ K – graniqnyæ kompleks m-ugol~nika (m >

4). Togda, kak my uße otmeqali vyxe, moment-ugol kompleks Z_K ØvlØetsØ gladkim mnogoobraziem razmernosti m + 2, a U (K) gomotopiqeski ffkvivalentno Z_K . My imeem k(K) = k[v_1, . . . , v_m]/I, gde I poroßden monomami v_iv_j , takimi qto i ≠ j ± 1 (zdes~ my ispol~zuem soglaxenie v_{m+i} = v_i i v_{i−m} = v_i). Kol~ca kogomologiæ takih mnogoobraziæ byli vyqisleny v rabote [6]. My imeem

dim H^k ( U (K) ) = 1 pri k = 0 ili m + 2;

0 pri k = 1, 2, m ili m + 1;

(m − 2) (_{m−2} k−2 ) − (_{m−2} k−1 ) − (_{m−2} k−3 ) pri 3 6 k 6 m − 1.

KONFIGURACII KOORDINATNYH PODPROSTRANSTV 49 Naprimer, v sluqae m = 5 imeetsØ 5 obrazu¸wih gruppy H^3 ( U (K) ) , predstavlennyh kociklami

v_iu_{i+2} ∈ k(K) ⊗ Λ[u_1, . . . , u_5], i = 1, . . . , 5,

i 5 obrazu¸wih gruppy H^4 ( U (K) ) , predstavlennyh kociklami v_j u_{j+2}u_{j+3}, j = 1, . . . , 5. Kak sleduet iz predloßeniØ 3.7, proizvedenie kociklov v_iu_{i+2} i v_j u_{j+2}u_{j+3} predstavlØet netrivial~- nyæ klass kogomologiæ v H^7 ( U (K) ) (a imenno, fundamental~- nyæ klass s toqnost~¸ do znaka) togda i tol~ko togda, kogda {i, i + 2, j, j + 2, j + 3} = {1, 2, 3, 4, 5}. Sledovatel~no, dlØ kaßdogo klassa kogomologiæ [v_iu_{i+2}] imeetsØ edinstvennyæ (dvoæstvennyæ po Puankare) klass kogomologiæ [v_ju_{j+2}u_{j+3}], takoæ qto proizvedenie [v_iu_{i+2}] · [v_ju_{j+2}u_{j+3}] netrivial~no.

Literatura 1. V. I. Arnol~d, Kol~co kogomologiæ gruppy kraxennyh kos. — Mat. Zametki 5 (1969), 227–231.

2. M. Audin, The topology of torus actions on symplectic manifolds. — Progress in Math. 93 (1991), Boston Basel Berlin, Birkhäuser.

3. V. V. Batyrev, Quantum cohomology rings of toric manifolds. — Journées de Géométrie Algébrique d’Orsay (Juillet 1992), Astérisque 218 (1993), 9–34, Paris, Sociéte Mathématique de France, dostupno v Internet http://xxx.lanl. gov/abs/alg-geom/9310004.

4. E. Brieskorn, Sur le groupes de tresses. Séminare Bourbaki 1971/72, Lect. Notes in Math. 317. Berlin-New York, Springer-Verlag, 1973, pp. 21–44.

5. V. M. Buhxtaber, T. E. Panov, AlgebraiqeskaØ topologiØ mnogoobraziæ,

opredelØemyh prostymi mnogogrannikami. — Uspehi mat. nauk 53, ˝ 3

(1998), 195–196.

6. V. M. Buhxtaber, T. E. Panov, DeæstviØ tora i kombinatorika mnogo-

grannikov. — Trudy MI RAN im. B. A. Steklova 225 (1999), 96–131,

dostupno v Internet http://xxx.lanl.gov/abs/math.AT/9909166. 7. V. M. Buhxtaber, N. Raæ, Toriqeskie mnogoobraziØ i kompleksnye ko-

bordizmy. — Uspehi mat. nauk 53, ˝ 2 (1998), 139–140.

8. V. M. Buchstaber, N. Ray, Tangential structures on toric manifolds, and connected sums of polytopes. — Preprint UMIST, Manchester (1999).

9. D. A. Cox, Recent developments in toric geometry. Algebraic geometry (Proc.

of the Summer Research Institute, Santa Cruz, CA, USA, July 9–29, 1995), J. Kollar (ed.) et al. Providence, RI, Amer. Math. Soc. Proc. Symp. Pure Math. 62 (pt.2), 389–436 (1997). dostupno v Internet http://xxx.lanl.gov/abs/alggeom/9606016.

10. B. Danilov, GeometriØ toriqeskih mnogoobraziæ. — Uspehi mat. nauk 33, ˝ 2 (1978), 85–134.

11. M. Davis, T. Januszkiewicz, Convex polytopes, Coxeter orbifolds and torus actions. — Duke Math. J. 62 no. 2 (1991), 417–451.

50 V. M. BUHXTABER, T. E. PANOV

12. C. De Concini, C. Procesi, Wonderful models of subspace arrangements. — Selecta Math., New Series 1 (1995), 459–494.

13. M. De Longueville, The ring structure on the cohomology of coordinate subspace arrangements. — preprint (1999), dostupno v Internet http://www.math.tuberlin.de/~ziegler.

14. W. Fulton, Introduction to Toric Varieties. Princeton Univ. Press, 1993.

15. M. Goreski, R. Makferson, StratificirovannaØ teoriØ Morsa. M., Mir, 1991.

16. M. Hochster, Cohen–Macaulay rings, combinatorics, and simplicial complexes.

Ring Theory II (Proc. Second Oklahoma Conference) (B. R. McDonald and R. Morris, eds.), New York, Dekker, 1977, pp. 171–223.

17. S. Makleæn, GomologiØ. M., Mir, 1966.

18. P. Orlik, L. Solomon, Combinatorics and Topology of Complements of Hyperplanes. — Invent. Math. 56 (1980), 167–189.

19. T. E. Panov, Kombinatornye formuly dlØ χy-roda poliorientirovanno-

go kvazitoriqeskogo mnogoobraziØ. — Uspehi mat. nauk 54, ˝ 5 (1999),

169–170.

20. T. E. Panov, Hirzebruch genera of manifolds with torus action. — preprint (1999),

dostupno v Internet http://xxx.lanl.gov/abs/math.AT/9910083.

21. L. Smith, Homological Algebra and the Eilenberg–Moore Spectral Sequence. — Trans. Amer. Math. Soc. 129 (1967), 58–93.

22. R. Stanley, Combinatorics and Commutative Algebra. — Progress in Math. 41 (1983), Boston, Birkhäuser.

23. S. Yuzvinsky, Small rational model of subspace complement. — preprint (1999),

dostupno v Internet http://xxx.lanl.gov/abs/math.CO/9806143. Buchstaber V. M., Panov T. E. Torus actions, equivariant momentangle complexes, and coordinate subspace arrangements.

We show that the cohomology algebra of the complement of a coordinate subspace arrangement in m-dimensional complex space is isomorphic to the cohomology algebra of Stanley–Reisner face ring of a certain simplicial complex on m vertices. Then we calculate the latter cohomology algebra by means of the standard Koszul resolution of polynomial ring. To prove these facts we construct an equivariant with respect to the torus action homotopy equivalence between the complement of a coordinate subspace arrangement and the moment-angle complex defined by the simplicial complex, then investigate the equivariant topology of the moment-angle complex and apply the Eilenberg–Moore spectral sequence.

Postupilo 1 dekabrØ 1999 g.

Mehaniko-matematiqeskiæ fakul~tet MGU, Moskva 119899, RossiØ

Email tpanov@mech.math.msu.su buchstab@mech.math.msu.su