Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

A. A. Panin

O NIȷNE` GIRL˚NDE REXETOK PODGRUPP V LINE`NYH GRUPPAH

Vvedenie

Pust~ S – associativnoe kol~co s ediniceæ i R – ego unital~noe podkol~co, soderßaweesØ v centre kol~ca S. V [3] byla sformulirovana zadaqa opisaniØ rexetki promeßutoqnyh podgrupp Lat ( Aut (_S S), Aut (_RS) ) = { H : Aut (_S S) 6 H 6 Aut (_RS) } . V sluqae, kogda S ØvlØetsØ levym svobodnym R-modulem ranga n, ffta rexetka izomorfna rexetke matriqnyh podgrupp Lat(T , GL (n, R)) = {H : T 6 H 6 GL (n, R)}, gde qerez T = T (S) oboznaqen obraz S^∗ pri vloßenii, perevodØwem fflement α ∈ S^∗ v matricu operatora umnoßeniØ na fftot fflement sprava v vybrannom bazise rasxireniØ kolec.

Esli R – kommutativnoe kol~co i S = R^n, to pri diagonal~- nom vloßenii R v S my poluqaem zadaqu opisaniØ podgrupp v

GL (n, R), soderßawih gruppu diagonal~nyh matric D (n, R). Ona

rexena dlØ dostatoqno xirokogo klassa kolec (po povodu fftih i drugih upominaemyh rezul~tatov sm. obzory [9, 10]).

Esli v kaqestve R rassmatrivat~ pole k, a v kaqestve S – ego koneqnoe rasxirenie, to dostignutyæ progress v opisanii rexetki promeßutoqnyh podgrupp ne stol~ znaqitelen. Polnost~¸ ili poqti polnost~¸ issledovany (kaqestvenno ili koliqestvenno) sluqai, kogda k – pole vewestvennyh qisel, koneqnoe ili lokal~noe. Ostal~nye rezul~taty preimuwestvenno otnosØtsØ k sluqa¸, kogda stepen~ rasxireniØ ravna dvum.

Vmeste s tem moßno rassmatrivat~ i bolee obwu¸ zadaqu. Imenno, pust~ G^′ 6 Aut (_RS). Togda predlagaetsØ issledovat~ rexetku podgrupp Lat ( Aut (_S S) ∩ G^′, G^′ ) = { H : Aut (_S S) ∩ G^′ 6 H^′ 6 G^′ } . 285

286 A. A. PANIN

Koneqno, vrØd li moßno nadeØt~sØ poluqit~ kakie-to soderßatel~nye rezul~taty dlØ proizvol~noæ podgruppy G^′. No takaØ postanovka zadaqi imeet smysl, po kraæneæ mere, dlØ sluqaØ koneqnogo rasxireniØ kolec (ili kolec, blizkih po svoim svoæstvam k polØm) i klassiqeskih grupp G^′.

V nastoØweæ rabote izuqa¸tsØ nekotorye svoæstva podgruppy

Aut (_S S) ∩ G^′. Imenno, vyvodØtsØ nekotorye usloviØ, dostatoq-

nye dlØ vyqisleniØ ee normalizatora v G^′. Pri dopolnitel~nyh ograniqeniØh udaetsØ opisat~ nißn¸¸ girlØndu interesu¸weæ nas rexetki promeßutoqnyh podgrupp. Poluqennye rezul~taty primenØ¸tsØ k sluqa¸ polnoæ i special~noæ lineænoæ gruppy.

Qast~ rezul~tatov fftoæ stat~i, otnosØwihsØ k vyqisleni¸ normalizatora podgruppy Aut (_S S) ∩ G^′, byla privedena v [4], odnako, v absol¸tno nezakonqennom vide. Pol~zuØs~ sluqaem, avtor prinosit izvineniØ qitatelØm stat~i [4].

Termin “kol~co” budet vsegda oznaqat~ associativnoe kol~co s ediniceæ. Vse podkol~ca predpolaga¸tsØ unital~nymi.

§1. PonØtie girlØndy

Pust~ G – gruppa i G_0 – nekotoraØ ee podgruppa. Nas budet interesovat~ rexetka promeßutoqnyh podgrupp Lat(G_0, G) = {H : G_0 6 H 6 G}. Z. I. Boreviqem (sm., naprimer, [3]) bylo predloßeno estestvennoe rasqlenenie fftoæ rexetki na poparno nepereseka¸wiesØ otdel~nye qasti, qto pozvolØet svodit~ zadaqu opisaniØ pervonaqal~noæ rexetki podgrupp k izuqeni¸ kaßdoæ ee qasti v otdel~nosti.

Imenno, na mnoßestve Lat(G_0, G) vvoditsØ struktura grafa, nazyvaemogo grafom normal~nosti rexetki Lat(G_0, G). V kaqestve verxin fftogo grafa prinima¸tsØ vse promeßutoqnye podgruppy H. Rebrami soedinØ¸tsØ te pary podgrupp (verxin), v kotoryh odna iz nih est~ normal~nyæ delitel~ v drugoæ.

Opredelenie. KaßdaØ svØznaØ komponenta grafa normal~nosti

rexetki Lat(G_0, G) nazyvaetsØ girlØndoæ fftoæ rexetki.

V sootvetstvii s fftim opredeleniem rexetka Lat(G_0, G) raspadaetsØ v diz¨¸nktnoe teoretiko-mnoßestvennoe ob¨edinenie

O NIȷNE` GIRL˚NDE REXETOK V LINE`NYH GRUPPAH287 svoih girlØnd. Takim obrazom, opisanie rexetki Lat(G_0, G) svoitsØ k pereqisleni¸ vseh ee girlØnd, a zatem k izuqeni¸ stroeniØ kaßdoæ otdel~no vzØtoæ girlØndy.

Podgruppy G_0 i G ØvlØ¸tsØ odnimi iz promeßutoqnyh i, sledovatel~no, vhodØt k nekotorye girlØndy. GirlØnda, soderßawaØ G_0, nazyvaetsØ nißneæ, a soderßawaØ G – verhneæ girlØndoæ rexetki Lat(G_0, G).

Mnogoqislennye primery razloßeniØ rexetok Lat(G_0, G) v ob¨edinenie svoih girlØnd privedeny v [1].

§2. Obwiæ sluqaæ

Budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ. Pust~ G – gruppa, G_0 6 G. Esli G^′ 6 G (proizvol~naØ podgruppa), to pixem G^′_0 = G_0 ∩ G^′.

Pust~ S – kol~co i R – ego podkol~co, soderßaweesØ v centre S. Pust~ M – levyæ S-modul~. Oboznaqim

G = Aut (_RM ), G = Aut (_S M ).

Pust~ G^′ 6 G.

Dokazatel~stva vseh utverßdeniæ fftogo paragrafa provodØtsØ estestvennymi rassußdeniØmi, pofftomu my ih opuskaem.

Lemma 2.1. Sledu¸wie dva utverßdeniØ ffkvivalentny:

1) N_G0 G^′_0 ⊆ N_GG_0 ∩ G^′;

2) esli G^′_0 E H^′ 6 G^′, to H^′ 6 N_GG_0.

V ostavxeæsØ qasti paragrafa my budem predpolagat~, qto vypolneno odno iz fftih dvuh ravnosil~nyh usloviæ.

Sledstvie 1. NG0 G^′_0 = NGG0 ∩ G^′.

Oboznaqim qerez L_0 rexetku podgrupp Lat(G_0, N_GG_0), a qerez

L^′_0 rexetku Lat(G^′_0, N_G0 G^′_0). Takße vvedem sledu¸wee oboznaqe-

nie:

L_0 ∩ G^′ = {H ∩ G^′ : H ∈ L_0}.

Sledstvie 2. L^′_0 = L0 ∩ G^′.

Pust~ teper~ S – kommutativnoe kol~co, M = S. Togda gruppa

G_0 ≈ S^∗ abeleva.

288 A. A. PANIN

Sledstvie 3. Esli G0 – maksimal~naØ abeleva podgruppa v G (ffto

tak, naprimer, esli S additivno poroßdaetsØ nad R svoimi obratimymi fflementami), to i G^′_0 – maksimal~naØ abeleva podgruppa v G^′.

§3. Vyqislenie normalizatora Zametim, qto End (_S M ) ØvlØetsØ levym R-modulem, tak kak R soderßitsØ v centre S. Budem predpolagat~, qto vypolneno sledu¸wee uslovie:

G^′_0 additivno poroßdaet (nad R) G_0. (+)

Lemma 3.1. NG0 G^′_0 = NGG0 ∩ G^′. Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto

N_G0 G^′_0 ⊆ N_GG_0 ∩ G^′.

Pust~

h ∈ N_G0 G^′_0, t ∈ G_0.

Togda t = s∑ i=1 α_it_i, gde α_i ∈ R, t_i ∈ G^′_0.

Pofftomu h^{−1}th = s∑ i=1 α_ih^{−1}t_ih = s∑ i=1 α_it^′_i dlØ nekotoryh t^′_i ∈ G^′_0. Ots¸da h^{−1}th ∈ G_0. Obratnoe vkl¸qenie verno vsegda. Lemma dokazana.

Teorema 3.2. Pust~ S – kol~co i R – ego podkol~co, soderßaweesØ

v centre kol~ca S. Predpoloßim, qto S additivno poroßdaetsØ svoimi obratimymi fflementami. Pust~ M – levyæ svobodnyæ Smodul~ koneqnogo ranga, G^′ – podgruppa gruppy G, dlØ kotoroæ vypolneno uslovie (+). Togda normalizator podgruppy G^′_0 v gruppe G^′ sovpadaet s pereseqeniem poluprØmogo proizvedeniØ normal~- nogo delitelØ G_0 i podgruppy, izomorfnoæ gruppe Aut (S/R) vseh kol~cevyh avtomorfizmov kol~ca S, toßdestvennyh na R, s gruppoæ G^′.

Dokazatel~stvo. DlØ sluqaØ G^′ = G teorema dokazana v rabote

V. A. Koæbaeva [5]. Ostalos~ primenit~ lemmu 3.1.

O NIȷNE` GIRL˚NDE REXETOK V LINE`NYH GRUPPAH289 Nas v pervu¸ oqered~ budet interesovat~ sluqaæ M = S (sm. Vvedenie). No daße v fftoæ situacii proverka usloviØ (+) dlØ bol~xogo klassa kolec ne predstavlØetsØ vozmoßnoæ. K tomu ße ffto uslovie ne pozvolØet poluqit~ dal~neæxu¸ informaci¸ o stroenii nißneæ girlØndy rexetki Lat(G^′_0, G^′). V svØzi s fftim my neskol~ko suzim klass rassmatrivaemyh kolec i naloßim na nih drugoe ograniqenie.

Pust~ S – kol~co i R – ego celostnoe podkol~co, soderßaweesØ v centre S. Takße pust~ S ØvlØetsØ levym svobodnym R-modulem koneqnogo ranga s bazisom ω_1, . . . , ω_n.

Rassmotrim vloßenie kol~ca S v matriqnoe kol~co M (n, R): kaßdomu fflementu α = α_1ω + . . . + α_nω_n ∈ S (gde α_i ∈ R) stavitsØ v sootvetstvie matrica t(α) = (t_{ij}(α)), gde ω_iα = n∑ j=1 t_{ij}(α)ω_j. Oboznaqim obraz S^∗ pri fftom vloßenii qerez T . Pust~ k – pole qastnyh kol~ca R, a k – ego algebraiqeskoe zamykanie. Rasprostranim otobraßenie t na affinnoe prostranstvo A^n , zameniv R na k, a S na k ⊗_R S. Iz opredeleniØ otobraßeniØ t sleduet, qto t(αβ) = t(β)t(α) dlØ l¸byh α, β ∈ k ⊗_R S. Oboznaqim

~T = t((k ⊗_R S)∗). Oqevidno, qto ~T – gruppa.

Lemma 3.3.^~T – svØznaØ k-opredelennaØ gruppa.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto^~T = t(U ), gde U – otkrytoe

po Zarisskomu podmnoßestvo A^n , a imenno, mnoßestvo nenuleæ opredelitelØ. Pofftomu ~T – svØznaØ algebraiqeskaØ gruppa.

Pereædem k S^{op}. Pri fftom mnoßestvo U ne izmenitsØ, a t | |_U :

U → GL (n, k) budet opredelennym nad k morfizmom k-grupp. To-

gda ego obraz est~ k-podgruppa GL (n, k).

Pust~ G^′ – proizvol~naØ podgruppa GL (n, R). Poloßim T^′ =

T ∩ G^′. Naloßim sledu¸wee ograniqenie (sqitaØ k vloßennym

v k ⊗_R S estestvennym obrazom):

T additivno poroßdaetsØ nad k komponentoæ edinicy T^′. (∗)

Lemma 3.4. NG0 T^′ = N_{GL (n,R)}T ∩ G^′.

Dokazatel~stvo. Pust~ g ∈ NG0 T^′, to est~ gT^′g^{−1} = T^′. Tak

kak soprØßenie ØvlØetsØ izomorfizmom algebraiqeskih grupp,

290 A. A. PANIN to gT^′ g^{−1} = T^′. Po uslovi¸ (∗)

gT g^{−1} ⊆ g T g^{−1} ⊆ ~T .

PerehodØ k “R-toqkam”, poluqaem g ∈ N_{GL (n,R)}T .

Zameqanie. Pri dokazatel~stve fftoæ lemmy my pol~zovalis~

lix~ tem, qto T additivno poroßdaetsØ nad k vseæ gruppoæ T^′.

Sformuliruem teper~ analog teoremy 3.2.

Teorema 3.5. Pust~ S – kol~co i R – ego celostnoe podkol~co,

soderßaweesØ v centre kol~ca S. Predpoloßim, qto S ØvlØetsØ levym svobodnym R-modulem ranga i additivno poroßdaetsØ svoimi obratimymi fflementami. Pust~ G^′ – podgruppa gruppy GL (n, R), dlØ kotoroæ vypolneno uslovie (∗). Togda normalizator podgruppy T^′ v gruppe G^′ sovpadaet s pereseqeniem poluprØmogo proizvedeniØ normal~nogo delitelØ T i gruppy Aut (S/R) vseh kol~cevyh avtomorfizmov kol~ca S, toßdestvennyh na R, s gruppoæ G^′.

Sledstvie. Esli gruppa Aut (S/R) koneqna, to indeks podgruppy

T^′ v ee normalizatore N_G0 T^′ koneqen.

§4. Vyqislenie nißneæ girlØndy Pust~, kak i ran~xe, S – kol~co i R – ego celostnoe podkol~co, soderßaweesØ v centre S. Predpoloßim, qto S ØvlØetsØ levym svobodnym R-modulem koneqnogo ranga.

Pust~ G^′ = ~G(R) dlØ nekotoroæ zamknutoæ podgruppy ~G 6

GL (n, k).

Teorema 4.1. Pust~ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1) ~G – svØznaØ reduktivnaØ gruppa; 2) ~T ∩ ~G – maksimal~nyæ tor v ~G;

3) gruppa T^′ plotna v ~T ∩ ~G v topologii Zarisskogo. Togda nißnØØ girlØnda rexetki Lat(T^′, G^′) sovpadaet s intervalom Lat(T^′, N_G0 T^′).

Dokazatel~stvo. Nußno pokazat~, qto esli T^′ 6 H 6 NG0 T^′, to

N_G0 H 6 N_G0 T^′.

Pust~ g ∈ N_G0 H. Togda gT^′g^{−1} ⊆ H ⊆ N_G0 T^′. Tak kak soprØßenie ØvlØetsØ izomorfizmom algebraiqeskih grupp, to N_G0 T^′ ⊆

O NIȷNE` GIRL˚NDE REXETOK V LINE`NYH GRUPPAH291

N e_GT^′. PoslednØØ gruppa ØvlØetsØ zamknutoæ, pofftomu imeem gT^′ g^{−1} ⊆ N e_GT^′. VspominaØ, qto gruppa T^′ plotna v ~T ∩ ~G, polu-

qaem g( ~T ∩ ~G)g^{−1} ⊆ N_{eG}( ~T ∩ ~G). Tak kak ~T ∩ ~G – maksimal~nyæ tor, to on regulØren i, znaqit, sovpadaet so svoim centralizatorom v ~G. No togda komponenta edinicy normalizatora N_{eG}( ~T ∩ ~G))^o sovpadaet s ~T ∩ ~G. Tak kak morfizm algebraiqeskih grupp perevodit komponentu edinicy v komponentu edinicy, to g ∈ N_{eG}( ~T ∩ ~G). PerehodØ k “R-toqkam”, poluqaem g ∈ N_G0 T^′. Teorema dokazana.

Zametim, qto pri dokazatel~stve fftoæ teoremy my nikak ne ispol~zovali Øvnyæ vid normalizatora podgruppy T^′. �to povleklo za soboæ naloßenie rØda ograniqeniæ, v qastnosti, my trebovali, qtoby ~T ∩ ~G byla maksimal~nym torom v ~G. Niße my dokaßem analog teoremy 4.1 pri drugih predpoloßeniØh, qto pozvolit nam poluqit~ sledstviØ, kotorye nevozmoßno vyvesti iz teoremy 4.1.

Teorema 4.2. Pust~ kol~co S additivno poroßdaetsØ svoimi

obratimymi fflementami i gruppa Aut (S/R) kol~cevyh avtomorfizmov S, postoØnnyh na R, koneqna. Pust~ dlØ G^′ vypolneno uslovie (∗). Togda nißnØØ girlØnda rexetki Lat(T^′, G^′) sovpadaet s intervalom Lat(T^′, N_G0 T^′).

Dokazatel~stvo. Kl¸qevoæ moment v dokazatel~stve teoremy

4.1 sostoit v proverke togo, qto komponenta edinicy normalizatora T^′ sovpadaet s podgruppoæ T^′. V naxeæ situacii gruppa

T^′ moßet ne byt~ svØznoæ, no shema dokazatel~stva ostaetsØ toæ

ße samoæ.

Pust~ g ∈ N_G0 H. Po sledstvi¸ iz teoremy 3.5

N_G0 T^′ = s⋃ i=1 ?_{T ′Ai} dlØ nekotoryh A_i ∈ GL (n, R), priqem A_1 = 1. Imeem

gT^′ g^{−1} ⊆ s⋃ i=1 T^′ A_i.

Poslednee mnoßestvo ØvlØetsØ (zamknutoæ) podgruppoæ GL (n, k), priqem podgruppa (T^′)^o imeet v neæ koneqnyæ indeks, to est~

292 A. A. PANIN ØvlØetsØ ee komponentoæ edinicy. Ots¸da, kak uße otmeqalos~ vyxe, g(T^′)^og^{−1} ⊆ (T^′)^o. VspominaØ uslovie (∗), poluqaem

gT^′g^{−1} ⊆ ~T ∩ ~G. PerehodØ k “R-toqkam”, imeem g ∈ N_G0 T^′.

Sledstvie. V predpoloßeniØh teorem 4.1 ili 4.2

N_G0 N_G0 T^′ = N_G0 T^′.

Zameqanie. Iz dvuh dokazannyh teorem obyqno ne udaetsØ polu-

qit~ nikakoæ informacii o stroenii nißneæ girlØndy v sluqae, kogda kol~co S nekommutativno: v teoreme 4.1 ~T ∩ ~G moßet ne byt~ torom, a v teoreme 4.2 moßet ne vypolnØt~sØ uslovie o koneqnosti gruppy Aut (S/R), v kotoru¸ vhodØt vnutrennie avtomorfizmy.

§5. Separabel~nye algebry V fftom paragrafe budut privedeny bez dokazatel~stva neobhodimye nam v dal~neæxem rezul~taty. Podrobnee s teorieæ separabel~nyh algebr moßno poznakomit~sØ, naprimer, po knige [6].

Pust~ k – pole. Vse k-algebry predpolaga¸tsØ koneqnomernymi.

Opredelenie. k-algebra A nazyvaetsØ separabel~noæ (nad polem

k), esli pri l¸bom rasxirenii K polØ k K-algebra K ⊗_k A poluprosta. V qastnosti, separabel~naØ algebra sama dolßna byt~ poluprostoæ.

Lemma 5.1. k-algebra A separabel~na togda i tol~ko togda, kogda

k-algebra k ⊗_k A poluprosta.

Teorema 5.2. Pust~ A = A1 ⊕ . . . ⊕ As – razloßenie poluprostoæ

k-algebry A v prØmu¸ summu prostyh algebr {A_i} s centrami {C_i}. Togda A separabel~na v tom i tol~ko tom sluqae, esli vse C_i ØvlØ- ¸tsØ separabel~nymi rasxireniØmi polØ k.

§6. Sluqaæ polnoæ lineænoæ gruppy Lemma 6.1. Pust~ S – kommutativnoe kol~co i R – ego celostnoe

podkol~co. Predpoloßim, qto S ØvlØetsØ levym svobodnym Rmodulem ranga n. Esli k-algebra k ⊗_R S ØvlØetsØ poluprostoæ, to gruppa ~T – maksimal~nyæ k-opredelennyæ tor v GL (n, k).

O NIȷNE` GIRL˚NDE REXETOK V LINE`NYH GRUPPAH293

Dokazatel~stvo. Pol~zuØs~ lemmoæ 3.3 i soobraßeniØmi raz-

mernosti, dostatoqno pokazat~, qto gruppa ~T ØvlØetsØ diagonaliziruemoæ.

Iz usloviæ lemmy vytekaet, qto k ⊗_R S izomorfna prØmoæ summe n kopiæ polØ k. Pofftomu gruppa ~T soprØßena s gruppoæ diagonal~nyh matric D (n, k).

Zameqanie. Esli k-algebra k⊗R S soderßit nil~potenty, to v^~T

okaßutsØ unipotentnye fflementy, pofftomu ona ne budet torom.

Teorema 6.2. Pust~ S – kommutativnoe kol~co i R – ego ce-

lostnoe podkol~co. Predpoloßim, qto S ØvlØetsØ levym svobodnym R-modulem ranga n, a k-algebra k ⊗_R S ØvlØetsØ poluprostoæ. Pust~, nakonec, gruppa T plotna v ~T v topologii Zarisskogo. Togda nißnØØ girlØnda rexetki Lat(T , GL (n, R)) sovpadaet s intervalom Lat(T , N_{GL (n,R)}T ).

Dokazatel~stvo. Primenim teoremu 4.1.

Zameqanie. Esli pol~zovat~sØ teoremoæ 4.2, to dostatoqno tre-

bovat~, qtoby kol~co S additivno poroßdalos~ svoimi obratimymi fflementami i k-algebra k ⊗_R S byla poluprostoæ, no pri fftom ~T moßet ne byt~ torom.

Sledstvie. Pust~ R = k – pole, S = K1 ⊕ . . . ⊕ Kt, gde Ki/k –

koneqnye rasxireniØ polØ k. Togda:

1) esli vse K_i/k – separabel~nye rasxireniØ, to ~T – maksimal~- nyæ k-opredelennyæ tor v GL (n, k);

2) esli pole k beskoneqno, to nißnØØ girlØnda rexetki

Lat(T , GL (n, k)) sovpadaet s intervalom Lat(T , N_{GL (n,k)}T ).

Dokazatel~stvo. Vytekaet iz lemmy 6.1 i rezul~tatov §5.

Sluqaæ koneqnogo polØ budet proanalizirovan v §8. Otmetim, qto dokazannoe obobwaet rezul~tat A. H. Al~ Hamada [1, s. 86].

Primer. Pust~ R = Z– kol~co celyh qisel, rassmotrim kol~co

S = Z⊕ Zw, gde w^2 = 0. Oqevidno, qto imeetsØ lix~ dva avto-

morfizma S/R, a imenno, toßdestvennyæ i perevodØwiæ w v −w. Dalee, obratimye fflementy S ime¸t vid ±1 + bw, gde b ∈ R. Pofftomu pervye dva usloviØ teoremy 4.2 vypolneny.

294 A. A. PANIN

Gruppa T sovpadaet (pri vybore v kaqestve bazisa S/R fflementov 1, w) s mnoßestvom matric {( a 0 b a ) : a = ±1, b ∈ R } . Qtoby poluqit~ T , nußno v poslednem vyraßenii brat~ b ∈

Q. Zametim, qto ffta gruppa nesvØzna, no uslovie (∗) pri fftom

vypolneno. Pofftomu teorema 4.2 primenima.

Otmetim, qto v dannoæ situacii primenit~ teoremu 4.1 nevozmoßno, tak kak T soderßit unipotentnye fflementy.

§7. Sluqaæ special~noæ lineænoæ gruppy

Pust~ ~G = SL (n, k).

Lemma 7.1. Pust~ S – kommutativnoe kol~co i R – ego celostnoe

podkol~co. Predpoloßim, qto S ØvlØetsØ levym svobodnym Rmodulem ranga n. Esli k-algebra k ⊗_R S ØvlØetsØ poluprostoæ, to gruppa ~T ∩ ~G – maksimal~nyæ k-opredelennyæ tor v SL (n, k).

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto gruppa^~T ∩^~G ØvlØetsØ svØznoæ.

Tak kak k ⊗_R S ØvlØetsØ poluprostoæ, to ~T ∩ ~G okazyvaetsØ soprØßennoæ s gruppoæ D (n, k) ∩ ~G diagonal~nyh matric s opredelitelem 1. PoslednØØ gruppa svØzna, poskol~ku mnogoqlen

x_1x_2 . . . x_n − 1 neprivodim nad k.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostalos~ vospol~zovat~sØ soobraßeniØmi razmernosti.

Teorema 7.2. Pust~ S – kol~co i R – ego celostnoe podkol~co,

soderßaweesØ v centre kol~ca S. Predpoloßim, qto S ØvlØetsØ levym svobodnym R-modulem ranga i additivno poroßdaetsØ svoimi obratimymi fflementami. Pust~ T^′ plotna v ~T ∩ ~G v topologii Zarisskogo. Togda normalizator podgruppy T^′ v gruppe G^′ sovpadaet s pereseqeniem poluprØmogo proizvedeniØ normal~nogo delitelØ T i gruppy Aut (S/R) vseh kol~cevyh avtomorfizmov kol~ca S, toßdestvennyh na R, s gruppoæ G^′.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto vsØku¸ matricu iz^~T moßno

prevratit~ v fflement ~T ∩ ~G putem umnoßeniØ na skalØrnu¸ matricu, pofftomu uslovie (∗) iz §3 vypolneno, i my moßem primenit~ teoremu 3.5 (sm. zameqanie posle lemmy 3.4).

O NIȷNE` GIRL˚NDE REXETOK V LINE`NYH GRUPPAH295

Teorema 7.3. Pust~ S – kommutativnoe kol~co i R – ego ce-

lostnoe podkol~co. Predpoloßim, qto S ØvlØetsØ levym svobodnym R-modulem ranga n, a k-algebra k ⊗_R S ØvlØetsØ poluprostoæ. Pust~, nakonec, gruppa T^′ plotna v ~T ∩ ~G v topologii Zarisskogo. Togda nißnØØ girlØnda rexetki Lat(T^′, SL (n, R)) sovpadaet s intervalom Lat(T^′, N_{SL (n,R)}T^′).

Sledstvie. Pust~ R = k – pole, S = K1 ⊕ . . . ⊕ Kt, gde Ki/k –

koneqnye separabel~nye rasxireniØ polØ k. Togda:

1) ~T ∩ ~G – maksimal~nyæ k-opredelennyæ tor v SL (n, k); 2) esli pole k beskoneqno, to nißnØØ girlØnda rexetki

Lat(T^′, SL (n, k)) sovpadaet s intervalom Lat(T^′, N_{SL (n,k)}T^′), to est~ s pereseqeniem nißneæ girlØndy rexetki Lat(T , GL (n, k)) s SL (n, k).

Sluqaæ koneqnogo polØ budet proanalizirovan v §8. Razberem nekotorye primery.

1^∘. Esli K/k – koneqnoe rasxirenie poleæ, to T^′ = Ker N_{K/k}. 2^∘. Pust~ k = Q, K = Q( √ d) – ego kvadratiqnoe rasxirenie, gde d – celoe racional~noe qislo, svobodnoe ot kvadratov. Esli my vyberem v kaqestve bazisa K/k fflementy 1, √ d, to

T^′ = {( x yd y x ) : x, y ∈ Q, x^2 − dy^2 = 1 } . Oqevidno, qto imeetsØ lix~ dva avtomorfizma K/k, imenno, toßdestvennyæ i perevodØwiæ √ d v − √ d. Teper~ moßno vyqislit~ v Øvnom vide podgruppu N_{SL (2,}Q_)T^′.

Deæstvitel~no, primenØØ sledstvie iz teoremy 7.3, poluqaem, qto rezul~tat zavisit ot arifmetiqeskih svoæstv qisla d (imenno, ot razreximosti v racional~nyh qislah uravneniØ x^2−dy^2 = −1): esli d poloßitel~no i ne soderßit prostyh deliteleæ vida

4m + 3, to

N_{SL (2,}Q_)T^′ = T^′ ∪ {( x −yd y −x ) : x, y ∈ Q, x^2 − dy^2 = −1 } = = T^′ ∪ T^′ ( x_0 −y_0d y_0 −x_0 ) , gde (x_0, y_0) – fiksirovannoe rexenie uravneniØ x^2 − dy^2 = −1; vo vseh ße ostal~nyh sluqaØh N_{SL (2,}Q_)T^′ = T^′. Itak, nißnØØ

296 A. A. PANIN girlØnda rexetki Lat(T^′, SL (2, Q)) sostoit libo iz odnoæ, libo iz dvuh podgrupp.

3^∘. Pust~ K/k – qisto neseparabel~noe rasxirenie poleæ stepeni q = p^n, gde char k = p. Tak kak N_{K/k}(α) = α^q, to Ker N_{K/k} = 1. Deæstvitel~no, α^q = 1 ffkvivalentno (α − 1)^q = 0, otkuda vse i sleduet. Znaqit, v fftom sluqae T^′ = 1.

§8. �lementarnyæ podhod

Pust~ K – koneqnoe separabel~noe rasxirenie beskoneqnogo polØ k, N – fiksirovannoe natural~noe qislo.

Lemma 8.1. Pust~ x ∈ K \ k. Togda mnoßestvo takih fflementov

α ∈ k, qto (x + α)^N ∈ k, ne moßet soderßat~ bol~xe N fflementov.

Dokazatel~stvo. Qerez p my budem oboznaqat~ harakteristiqe-

sku¸ ffksponentu polØ k. Togda N = p^rN^′, gde (N^′, p) = 1. Vvidu separabel~nosti K/k moßno sqitat~, qto (N, p) = 1.

Dopustim, qto utverßdenie lemmy neverno, i vyberem razliqnye α_0, α_1, . . . , α_N ∈ k, dlØ kotoryh (x + α_i)^N ∈ k dlØ vseh

i = 0, 1, . . . , N . RaskryvaØ po formule binoma, poluqim sistemu

uravneniæ vida CX = Y , gde C ∈ GL (N + 1, k), Y ∈ k^{N+1}, otkuda

X ∈ k^{N+1}, v qastnosti, N x ∈ k, pofftomu x ∈ k. Protivoreqie.

Sledstvie. Suwestvuet beskoneqno mnogo primitivnyh fflemen-

tov rasxireniØ K/k, ime¸wih normu 1.

Dokazatel~stvo. Voz~mem nekotoryæ primitivnyæ fflement x

koneqnogo separabel~nogo rasxireniØ K/k. DlØ kaßdogo α ∈ k moßno rassmotret~ fflement x_α =^{(x+α)n}_{NK/k(x+α)} , gde n = (K : k). Vse takie fflementy ime¸t normu 1. Tak kak imeetsØ lix~ koneqnoe qislo promeßutoqnyh podpoleæ F , k ⊆ F ⊆ K, iz lemmy 8.1 legko vyvesti, qto sredi fflementov x_α imeetsØ beskoneqnoe qislo razliqnyh primitivnyh.

Esli k – koneqnoe pole, to, kak netrudno proverit~, i v fftom sluqae naædetsØ primitivnyæ fflement rasxireniØ K/k, ime¸- wiæ normu 1.

Pust~ R = k – pole, S = K_1 ⊕ . . . ⊕ K_t, gde K_i/k – koneqnye rasxireniØ polØ k stepeni n_i, ~G = SL (n, k).

O NIȷNE` GIRL˚NDE REXETOK V LINE`NYH GRUPPAH297

Lemma 8.2. Esli S ≠ F3 ⊕ F3, to NG0 T^′ = N_{GL (n,k)}T ∩ G^′. Dokazatel~stvo. Proverim, qto mnoßestvo S^′, sostoØwee iz k-

lineænyh kombinaciæ fflementov s ∈ S, dlØ kotoryh t(s) ∈ G^′, soderßit S^∗. Togda budet vypolneno uslovie (∗), i my smoßem primenit~ lemmu 3.4.

A. Pust~ ne vse K_i/k odnomerny. DlØ kaßdogo nomera j, dlØ kotorogo n_j > 2, vyberem primitivnyæ fflement α_j rasxireniØ

K_j /k, ime¸wiæ normu 1. Togda (0, . . . , α_j − 1, . . . , 0) ∈ S^′, i my

poluqaem K_j ⊆ S^′.

Esli kakie-to iz K_i odnomerny, to v sluqae k = F_2 dokazyvat~ neqego. Esli ße k ≠ F_2, to dlØ kaßdogo j, dlØ kotorogo

n_j = 1, moßno vybrat~ fflement c_j ∈ K_j = k, otliqnyæ ot 0 i 1.

Ne umalØØ obwnosti, sqitaem, qto n_1 > 2. Pol~zuØs~ s¸r¨ektivnost~¸ normennogo gomomorfizma, naædem v K_1/k fflement α s normoæ c^{−1}_j . Togda legko videt~, qto (0, . . . , c_j − 1, . . . , 0) ∈ S^′, pofftomu K_j ⊆ S^′.

B. Pust~ vse K_i = k i |k| > 4. Vyberem fflement c ∈ k^∗, dlØ kotorogo c^2 ≠ 1. Togda (c^2 − 1, c − 1, . . . , c − 1, 0) ∈ S^′, otkuda

(c + 1, 1, . . . , 1, 0) ∈ S^′. Prodelav tu ße operaci¸ s c + 1 ≠ 0,

poluqim (1, 0, . . . , 0) ∈ S^′.

V. Ostalos~ razobrat~ sluqaæ K_i = F_3, t > 3. Esli t neqetno, to (1, −1, . . . , −1) + (1, . . . , 1) = (−1, 0, . . . , 0) ∈ S^′. Esli t qetno, to analogiqno (−1, −1, 0, . . . , 0) ∈ S^′. No takße i (−1, 1, 0, . . . , 0) = (1, −1, 1, −1, . . . , −1) + (1, −1, −1, 1, . . . , 1) ∈ S^′. Lemma dokazana.

Zameqanie. Kak legko ubedit~sØ, dlØ sluqaØ S = F3 ⊕ F3 utver-

ßdenie lemmy 8.2 neverno.

Sledstvie. Pust~ R = k – pole, S = K1 ⊕ . . . ⊕ Kt, gde Ki/k –

koneqnye separabel~nye rasxireniØ polØ k, priqem:

1) ne bolee dvuh iz nih sovpada¸t s F_2; 2) S ≠ F_3 ⊕ F_3 Togda normalizator podgruppy T^′ v gruppe G^′ sovpadaet s pereseqeniem poluprØmogo proizvedeniØ T i Aut (S/R) s gruppoæ G^′.

V rabote [8] G. Zeætcem bylo poluqeno praktiqeski isqerpyva¸wee opisanie promeßutoqnyh podgrupp v koneqnyh gruppah

298 A. A. PANIN tipa Li, soderßawih gruppu racional~nyh toqek maksimal~nogo tora v sootvetstvu¸weæ algebraiqeskoæ gruppe. OgraniqimsØ pri izloßenii ego rezul~tatov gruppami Xevalle.

Pust~ ~G = G(Φ, k) – gruppa Xevalle tipa Φ nad algebraiqeskim zamykaniem k koneqnogo polØ k = F_q , gde char k ≠ 2, 3

i q > 13, G = G(Φ, k). Togda, kak pokazano v [8], gruppa k-

racional~nyh toqek T proizvol~nogo maksimal~nogo tora ~T v ~G ØvlØetsØ paranormal~noæ podgruppoæ v G (sm. [2, 10]), otkuda, v qastnosti, sleduet, qto nißnØØ girlØnda rexetki promeßutoqnyh podgrupp, soderßawih fftot tor, sovpadaet s intervalom Lat(T , N_GT ).

Pofftomu v sluqae koneqnogo polØ k sledstviØ iz teorem 6.2 i 7.3 mogut byt~ sootvetstvu¸wim obrazom utoqneny.

DlØ poleæ k, ne udovletvorØ¸wih usloviØm, pri kotoryh spravedlivy rezul~taty Zeætca, nißnØØ girlØnda rexetki Lat(T , G) deæstvitel~no moßet ne sovpadat~ s intervalom

Lat(T , N_GT ). Primery takogo roda legko postroit~ a sluqae

k = F3, K = (F3)^n, n > 2.

V zakl¸qenie avtor vyraßaet blagodarnost~ B. �. KunØvskomu i V. I. Qernousovu za poleznye obsußdeniØ, N. A. Vavilovu i A. I. Generalovu za vnimatel~noe proqtenie rukopisi i cennye zameqaniØ, i E. Bayer-Fluckiger za okazannoe gostepriimstvo vo vremØ poseweniØ avtorom universiteta g. Bezanson, FranciØ.

Literatura

1. A. H. Al~ Hamad, GirlØndy v lineænyh gruppah, svØzannye s kol~cami normirovaniØ. Kand. diss., SPb. 1992.

2. M. S. Ba, Z. I. Boreviq, O raspoloßenii promeßutoqnyh podgrupp. V knige: Kol~ca i lineænye gruppy, Krasnodar 1988, s. 14–41.

3. Z. I. Boreviq, V. A. Koæbaev, Qan Ngok Hoæ, Rexetki podgrupp v

GL (2; Q), soderßawih neraswepimyæ tor. — Zap. nauqn. semin. LOMI

191 (1991), 24–43.

4. Z. I. Boreviq, A. A. Panin, O maksimal~nom tore v podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy. — Zap. nauqn. semin. POMI 227 (1995), 15–22.

5. V. A. Koæbaev, Normalizator gruppy avtomorfizmov modulØ, voznika¸- wego pri rasxirenii osnovnogo kol~ca. — Zap. nauqn. semin. POMI 211 (1994), 133–135.

6. Q. Kffrtis, I. Raæner, TeoriØ predstavleniæ koneqnyh grupp i associativnyh algebr. M. (1969).

7. Dß. Hamfri, Lineænye algebraiqeskie gruppy. M. (1980).

O NIȷNE` GIRL˚NDE REXETOK V LINE`NYH GRUPPAH299

8. G. M. Seitz, Root subgroups for maximal tori in finite groups of Lie type. — Pacif.

J. Math. 106, No. 1 (1995), 153–244.

9. N. A. Vavilov, Subgroups of Chevalley groups containing a maximal torus. — Transl. Am. Math. Soc. 155 (1993), 59–100.

10. N. A. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. in: Proc. Conf. Groups of Lie Type and their Geometries (Como–1993), Cambridge Univ. Press 1995, pp. 233–280.

Panin A. A. On the lower garland of certain subgroup lattices in linear groups.

We describe here the lower garland of some lattices of intermediate subgroups in linear groups. The results are applied to the case of subgroup lattices in general and special linear groups over a class of rings, containing the group of rational points T of a maximal non-split torus in the corresponding algebraic group. It turns out that lower garlands of these lattices coincide with their intervals consisting of subgroups between T and its normalizer.

Postupilo 1 noØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail address: alex@ap2707.spb.edu