Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

D. M. Lebedinskiæ

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII PO RADIKALU DL˚

K^+_0 OT KOL^CA �NDOMORFIZMOV

1. Vvedenie

Osnovnoæ cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ vyqislenie otobraßeniØ faktorizacii po radikalu na K^+_0 ot kol~ca ffndomorfizmov poqti vpolne razloßimoæ abelevoæ gruppy s ispol~zovaniem teoremy, poluqennoæ A. V. ˚kovlevym v [3]. Pod K^+_0 ponimaetsØ polugruppa koneqno poroßdennyh proektivnyh moduleæ s toqnost~¸ do izomorfizma (ffta polugruppa v naxem sluqae leßit v gruppe Grotendika K_0, tak kak nad polulokal~nym kol~- com ponØtiØ stabil~nogo i obyqnogo izomorfizma sovpada¸t). Teorema ˚kovleva pozvolØet zapisat~ fflementy K^+_0 kak nekie nabory neotricatel~nyh celyh qisel, i imenno v fftih terminah vyqislØetsØ otobraßenie faktorizacii po radikalu. Krome togo, v poslednem paragrafe raboty daetsØ otvet na vopros, dlØ kakih naborov tipov moßno postroit~ nerazloßimu¸ (kak ob¨- ekt M̄^p) poqti vpolne razloßimu¸ gruppu, dobaviv vsego odnu dopolnitel~nu¸ obrazu¸wu¸.

OboznaqeniØ, ispol~zuemye v stat~e, v osnovnom soglasovany so stat~eæ [3]. Kol~co celyh qisel oboznaqaetsØ Z, ego lokalizaciØ po prostomu qislu p oboznaqaetsØ Z_p, kol~co celyh p-adiqeskih qisel oboznaqaetsØ Z̄_p, pole racional~nyh qisel oboznaqaetsØ Q, pole p-adiqeskih qisel oboznaqaetsØ Q̄_p. Pod p-pokazatelem qisla ponimaetsØ stepen~ p, s kotoroæ ono vhodit v ffto qislo. Qerez M_{n×k}(R) oboznaqaetsØ mnoßestvo matric razmera n × k nad kol~com R; M_n(R) oboznaqaet M_{n×n}(R).

Qerez J(M ) oboznaqaetsØ radikal modulØ M ; v qastnosti,

J(R) – radikal Dßekobsona kol~ca R. Pole iz p fflementov obo-

znaqaetsØ F_p , mnoßestvo natural~nyh qisel s nulem oboznaqaet-

sØ N0. Tenzornoe proizvedenie bez ukazaniØ kol~ca beretsØ nad Z. Pod kategorieæ^¯M^p ponimaetsØ kategoriØ abelevyh grupp bez 237

238 D. M. LEBEDINSKI` kruqeniØ koneqnogo ranga, gruppy morfizmov kotoroæ tenzorno pomnoßeny na Z̄_p, posle qego dobavleny Ødra idempotentov (sm. [3]).

2. Kol~co ffndomorfizmov

Pust~ A = ⟨L_1z_1, . . . , L_nz_n, y_1, . . . , y_k⟩ – poqti vpolne razloßimaØ gruppa, delimaØ na poqti vse prostye qisla. Zdes~ L_i – gruppy ranga 1, z_i lineæno nezavisimy i y_i = γ_{i1}z_1 + · · · + γ_{in}z_n – dopolnitel~nye obrazu¸wie. Oboznaqim Γ = γ_{11} . . . γ_{1n} . . . . γ_{k1} . . . γ_{kn} . Budem predpolagat~, qto 1 ∈ L_i i harakteristika 1 v L_i sostoit tol~ko iz nuleæ i simvolov ∞.

Pust~ L – gruppa ranga 1. Qerez t(L) oboznaqim tip gruppy L. My budem govorit~, qto kvadratnaØ n×n matrica M obladaet T -svoæstvom, i pisat~ t(M ), esli iz t(L_i) ¿̸ t(L_j) sleduet M_{ij} = 0.

Lemma 1. Pust~ f : A → A – ffndomorfizm i B – ego matrica v

bazise {z_i}. Togda t(B).

Dokazatel~stvo. Pust~ t(Li) ¿̸ t(Lj ), togda naædetsØ prostoe qi-

slo p takoe, qto z_j delitsØ na p v l¸boæ stepeni, a z_i na p ne delitsØ. Imeem f(z_j /p^l) = B_{1j} /p^lz_1 +· · ·+B_{ij} /p^lz_i +· · ·+B_{nj} /p^lz_n ∈ A. Ots¸da f(z_j /p^l) = ∑_n r=1 α_{lr}z_r + ∑_k r=1 β_{lr} y_r , gde α_{lr} ∈ L_r i β_{lr} – ce-

lye qisla. PriravnivaØ kofffficienty pri z_i v levoæ i pravoæ qastØh, imeem: B_{ij} /p^l = α_{li} + k∑ m=1 β_{lm} γ_{mi}. Esli B_{ij} ≠ 0, to p-pokazatel~ levoæ qasti moßet byt~ sdelan skol~ ugodno malym za sqet vybora l, togda kak p-pokazatel~ pravoæ qasti ograniqen snizu.

V dal~neæxem my budem otoßdestvlØt~ ffndomorfizmy i ih matricy, podrazumevaØ vsegda bazis {z_i}.

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 239

Lemma 2. Imeem x ∈ A togda i tol~ko togda, kogda

x = (z_1, . . . , z_n)(α + Γ^T β),

gde α = (α_1, . . . , α_n)^T pri α_i ∈ L_i i β = (β_1, . . . , β_k)^T pri β_i ∈ Z.

Dokazatel~stvo. Oqevidno.

Lemma 3. Pust~ B – matrica ffndomorfizma gruppy A. Togda su-

westvu¸t takie matricy N i C, qto: 1) B ( Γ^T E ) = ( Γ^T E ) ( N C ) ; 2) N – celoqislennaØ matrica razmera k × (n + k), C – takaØ matrica razmera n × (n + k), qto C_{ij} ∈ L_i.

Dokazatel~stvo. Pust~ (x1, . . . , xn) = (z1, . . . , zn)B. Togda xi ∈

A i (x_1, . . . , x_n)Γ^T ∈ A^k (obrazy dopolnitel~nyh obrazu¸wih). Pol~zuØs~ lemmoæ 2 i sobiraØ vmeste poluqennye matriqnye toßdestva, poluqaem trebuemoe.

V dal~neæxem, esli matrica B udovletvorØet zakl¸qeni¸ lemmy 3, to my govorim, qto matrica B obladaet E-svoæstvom i pixem e(B).

Lemma 4. Esli n × n matrica B takova, qto t(B) i e(B), to B

est~ matrica nekotorogo ffndomorfizma f : A → A v bazise {z_i}.

Dokazatel~stvo. Opredelim ffndomorfizm f delimoæ oboloqki

gruppy A kak lineænoe otobraßenie, ime¸wee matricu B v bazise {z_i}. Po lemme 2 obrazy z_i i dopolnitel~nyh obrazu¸wih budut leßat~ v A. Obrazy fflementov qz_i pri q ∈ L_i budut leßat~ v A v silu t(B). Takim obrazom, f ØvlØetsØ ffndomorfizmom gruppy A, i lemma dokazana.

Teorema 1. End(A) = {B ∈ M_n(Q)|t(B) i e(B)}. Dokazatel~stvo. Oqevidno sleduet iz lemm 1, 3, 4.

240 D. M. LEBEDINSKI`

Teorema 2. Esli sredi Li net delimyh na prostoe qislo p, to

End(A) ⊗ Z_p = {B ∈ M_n(Q)|t(B) i ∃M ∈ M_{n+k}(Z_p) :

B ( Γ^T E ) = ( Γ^T E ) M }.

Dokazatel~stvo. Dokaßem, qto levaØ qast~ soderßitsØ v pra-

voæ. V samom dele, pust~ B ∈ End(A), i λ ∈ Z_p. Togda oqevidno t(Bλ) i Bλ ( Γ^T E ) = ( Γ^T E ) M λ,

i M λ ∈ M_{n+k}(Z_p). Obratno, pust~ t(B) i B ( Γ^T E ) = ( Γ^T E ) M , gde M ∈ M_{n+k}(Z_p). Togda M = M^′/m, gde M^′ ∈ M_{n+k}(Z) i

m ∈ Z, m ne delitsØ na p. Oboznaqim B^′ = mB. Imeem t(B^′)

i B^′ ( Γ^T E ) = ( Γ^T E ) M^′. Ots¸da B^′ ∈ End(A) i B = B^′/m ∈

End(A) ⊗ Z_p.

Zameqanie. V dal~neæxem nam ponadobØtsØ sledu¸wie utver-

ßdeniØ: vo-pervyh, esli sistema lineænyh uravneniæ s racional~nymi kofffficientami razrexima nad polem p-adiqeskih qisel, to ona razrexima i nad polem racional~nyh qisel; vovtoryh, razmernosti prostranstv rexeniæ odnorodnoæ sistemy lineænyh uravneniæ s racional~nymi kofffficientami nad polØmi racional~nyh i p-adiqeskih qisel sovpada¸t. �ti utverßdeniØ sledu¸t iz izvestnyh svoæstv ranga matric rassmatrivaemyh sistem.

Oboznaqim V = {M ∈ M_{n+k}(Z_p)|∃B ∈ M_n(Q) : t(B) i B(Γ^T E) =

(Γ^T E)M }; ffto pereseqenie M_{n+k}(Z_p) i vektornogo prostranstva

nad Q, t.e. svobodnyæ Zp-modul~; oboznaqim takße^¯V = {M ∈

M_{n+k}(Z̄_p)|∃B ∈ M_n(Q̄_p) : t(B) i B(Γ^T E) = (Γ^T E)M }.

Lemma 5. L¸boæ Zp-bazis V budet^¯Zp-bazisom^¯V . Dokazatel~stvo. Pust~ e1, . . . , em – Zp-bazis V . Sledovatel~no,

{e_i} lineæno nezavisimy nad Q, a po zameqani¸ i nad Q̄_p. Bo-

lee togo, po tomu ße zameqani¸ rang V̄ nad Z̄_p raven rangu V

nad Zp. Ots¸da vidno, qto vsØkiæ fflement^¯V predstavlØetsØ v

vide lineænoæ kombinacii e_i s kofffficientami iz Q̄_p. Pust~ x ∈ V̄ i x = ∑_m i=1 α_ie_i pri α_i ∈ Q̄_p. Togda α_i = β_i + γ_i pri γ_i ∈ Z̄_p i β_i ∈ Q. Imeem ∑_m i=1 γ_ie_i ∈ V̄ , t.k. e_i ∈ M_{n+k}(Z_p) i,

sledovatel~no, γ_ie_i ∈ M_{n+k}(Z̄_p) (prinadleßnost~ sootvetstvu¸- wemu vektornomu prostranstvu oqevidna). Togda ∑_m i=1 β_ie_i ∈ V̄ ,

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 241 no ∑_m i=1 β_ie_i ∈ M_{n+k}(Q), sledovatel~no, po zameqani¸ v uslovii

“∃B ∈ M_n(Q̄_p)” naædetsØ B daße iz M_n(Q), a ffto znaqit, qto ∑_m i=1 β_ie_i ∈ V . Ots¸da sleduet, qto β_i ∈ Z_p, t.k. {e_i} – bazis

Zp-modulØ V . Itak, {ei} – bazis^¯Zp-modulØ^¯V .

Teorema 3. Esli sredi Li net delimyh na prostoe qislo p, to

End(A) ⊗ Z̄_p = {B ∈ M_n(Q̄_p)|t(B) i ∃M ∈ M_{n+k}(Z̄_p) :

B ( Γ^T E ) = ( Γ^T E ) M }.

Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala, qto levaØ qast~ soderßit-

sØ v pravoæ. My budem govorit~, qto matrice M sootvetstvuet matrica B, i naoborot, esli B ( Γ^T E ) = ( Γ^T E ) M . Zametim, qto matrica B opredelØetsØ matriceæ M odnoznaqno (matrica B est~ poslednie n stolbcov matricy ( Γ^T E ) M ). Itak, esli matrice B sootvetstvuet matrica M , to matrice Bλ sootvetstvuet matrica M λ (λ ∈ Z̄_p). No M λ ∈ M_{n+k}(Z̄_p), esli M ∈ M_{n+k}(Z_p). Qto kasaetsØ svoæstva t(Bλ), to ffto oqevidno.

Teper~ dokaßem obratnoe vkl¸qenie. Pust~ B ∈ M_n(Q̄_p), t(B), i eæ sootvetstvuet matrica M ∈ M_{n+k}(Z̄_p). Pust~ {e_i} – bazis V . Togda M ∈ V̄ , sledovatel~no, po lemme 5 imeem M = ∑_m i=1 α_ie_i,

gde α_i ∈ Z̄_p i kaßdomu e_i sootvetstvuet matrica B_i iz End(A)⊗Z_p (po teoreme 2). Takim obrazom, matrice M sootvetstvuet matri- ca ∑_m i=1 α_iB_i ∈ End(A) ⊗ Z̄_p, no po zameqani¸ B = ∑_m i=1 α_iB_i.

Teorema 4. Pust~ C – matrica nad Q razmera n × n, stolbcy

kotoroæ sut~ bazis Z_p-modulØ, poroßdennogo stolbcami (Γ^T E). Togda

End(A) ⊗ Z_p = {B ∈ M_n(Q)|t(B) i ∃M ∈ M_{n×(n+k)}(Z_p) :

B ( Γ^T E ) = CM }.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie teoremy sleduet iz ravenstva {( Γ^T E ) M |M ∈ M_{n+k}(Z_p)} = {CM |M ∈ M_{n×(n+k)}(Z_p)}. Teorema 5. Pust~ C – ta ße, qto i v teoreme 4. Togda

End(A) ⊗ Z̄_p = {B ∈ M_n(Q̄_p)|t(B) i

∃M ∈ M_{n×(n+k)}(Z̄_p) : B ( Γ^T E ) = CM }.

242 D. M. LEBEDINSKI`

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto stolbcy C budut

bazisom Z̄_p-modulØ, poroßdennogo stolbcami ( Γ^T E ). LineænaØ nezavisimost~ stolbcov C nad Q̄_p sleduet iz zameqaniØ. Oboznaqim qerez W gruppu, poroßdennu¸ stolbcami matricy

( Γ^T E ). Togda Z_p-modul~, poroßdennyæ stolbcami fftoæ matri-

cy, budet raven W ⊗ Z_p, i analogiqno dlØ Z̄_p. Tak kak matrica

( Γ^T E ) imeet polnyæ rang nad Q i Q̄_p, to razmernosti pro-

stranstv W ⊗ Q i W ⊗Q̄_p, poroßdennyh stolbcami ( Γ^T E ) nad

Q i^¯Qp sovpada¸t. Ots¸da sleduet, qto vsØkiæ fflement W ⊗^¯Zp

predstavlØetsØ kak lineænaØ kombinaciØ stolbcov C s kofffficientami iz Q̄_p. Oboznaqim C_i stolbcy matricy C, i pust~ x = ∑_n i=1 α_iC_i ∈ W ⊗ Z̄_p pri α_i ∈ Q̄_p. Togda α_i = β_i + γ_i, gde β_i ∈ Q i γ_i ∈ Z̄_p. Imeem ∑_n i=1 γ_iC_i ∈ W ⊗ Z̄_p, t.k. C_i ∈ W ⊗ Z_p.

Togda ∑_n i=1 β_iC_i ∈ W ⊗ Z̄_p, no ∑_n i=1 β_iC_i ∈ W ⊗ Q, tak qto ∑_n i=1 β_iC_i ∈ W ⊗Z_p = W ⊗Z̄_p∩W ⊗Q (sm. lemmu Derri (lemma 93.2

v knige [1])). No C_i – bazis W ⊗ Z_p, sledovatel~no, β_i ∈ Z_p.

Lemma 6. Pust~ C – matrica iz teoremy 4. Togda naædetsØ ta-

kaØ matrica N , obratimaØ v M_{n+k}(Z_p), qto ( Γ^T E ) N = ( C 0 ).

Dokazatel~stvo. Umnoßenie na N moßno rassmatrivat~ kak

preobrazovanie stolbcov, pofftomu dostatoqno ukazat~ obratimoe preobrazovanie stolbcov, perevodØwee ( Γ^T E ) v ( C 0 ). �to preobrazovanie moßno vybrat~ tak: stavim vybrannye stolbcy na pervye mesta i zatem vyqitaem ih iz ostavxihsØ stolbcov s podhodØwimi kofffficientami, qtoby ostal~nye stolbcy obnulilis~.

Teorema 6. NaædetsØ takaØ obratimaØ matrica C ∈ Mn(Q), qto

End(A) ⊗ Z_p = {B ∈ M_n(Q)|t(B) i ∃M ∈ M_n(Z_p) : BC = CM }. Dokazatel~stvo. Pust~ C – matrica iz teoremy 4. Togda imeem

cepoqku ravnosil~nyh utverßdeniæ:

1) ∃M ∈ M_{n×(n+k)}(Z_p) : B ( Γ^T E ) = B ( C 0 ) N^{−1} = CM ; 2) ∃M ∈ M_{n×(n+k)}(Z_p) : B ( C 0 ) = CM N ; 3) ∃M ∈ M_{n×(n+k)}(Z_p) : B ( C 0 ) = CM ; 4) ∃M ∈ M_n(Z_p) : BC = CM . Zdes~ N beretsØ iz lemmy 6.

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 243

3. Svedenie P/JP k P ⊗ Z̄_p/J(P ⊗ Z̄_p) Oboznaqim Λ = End(A), S – mnoßestvo teh prostyh qisel, na kotorye delØtsØ ne vse fflementy gruppy A.

Lemma 7._{Λ/J(Λ) ∼= ⨁} p∈S Fp ⊗ (Λ/J(Λ)). Dokazatel~stvo. Oboznaqim u =^∏_{p∈S} p. Togda u ∈ J(Λ) (sm.

[2], sledstvie 9.3 (b)). Sledovatel~no, uΛ/J(Λ) = 0. Ots¸da Λ/J(Λ) ∼= ⨁ p∈S Λ_p, gde Λ_p = {x ∈ Λ/J(Λ)|px = 0}. Itak, imeem

Fq ⊗ (Λ/J(Λ))^∼= Fq ⊗^⨁_{p∈S} Λp^∼=^⨁_{p∈S} Fq ⊗ Λp^∼= Fq ⊗ Λq^∼= Λq.

Zameqanie 1. Iz izomorfizma Fp ⊗^¯Zp^∼= Fp sleduet, qto

Fp ⊗ (Λ/J(Λ))^∼= Fp ⊗ (Λ/J(Λ)) ⊗^¯Zp

Zameqanie 2. Iz togo, qto^¯Zp – ploskiæ Z-modul~, sleduet, qto

(Λ/J(Λ)) ⊗ Z̄_p ∼= (Λ ⊗ Z̄_p)/(J(Λ) ⊗ Z̄_p)

Lemma 8.

(Λ ⊗ Z̄_p/(J(Λ) ⊗ Z̄_p)) ⊗_Λ P ∼= (Λ ⊗ Z̄_p/(J(Λ) ⊗ Z̄_p)) ⊗_{Λ⊗}¯Z_p P ⊗ Z̄_p.

Dokazatel~stvo. DannaØ lemma sleduet iz [4, Gl. II, §6, Sluqaæ 2]. Dalee my fiksiruem p ∈ S.

Lemma 9._{J(Λ ⊗¯}

Zp) ⊂ J(Λ) ⊗^¯Zp

Dokazatel~stvo. Zametim snaqala, qto, kol~ skoro u =^∏_{q∈S} q ∈

J(Λ), to dlØ l¸bogo prostogo modulØ M nad Λ suwestvuet i edin-

stvenno prostoe qislo q ∈ S takoe, qto qM = 0. Teper~ pust~

x ∈ J(Λ ⊗ Z̄_p), t.e. x annuliruet vse prostye moduli nad Λ ⊗ Z̄_p.

Rassmotrim u^′ = ∏ q∈S,q≠p q i x ′ = u^′x. Togda x^′ annuliruet vse

244 D. M. LEBEDINSKI` prostye moduli nad Λ. V samom dele, esli prostoæ modul~ annuliruetsØ prostym qislom, otliqnym ot p, to on annuliruetsØ mnoßitelem u^′. Esli ße on annuliruetsØ prostym qislom p, to on ØvlØetsØ modulem nad Λ ⊗ Z̄_p, oqevidno prostym, t.k. l¸boæ ego podmodul~ nad fftim kol~com takße budet podmodulem nad Λ, i sledovatel~no, annuliruetsØ fflementom x. V itoge x^′ ∈ J(Λ) i

x = x^′/u^′ ∈ J(Λ) ⊗ Z̄_p.

V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto z_i raspoloßeny tak, qto pri i < j vypolneno t(L_i) ≯ t(L_j ), i vse delimye na p raspoloßeny v konce spiska. Krome togo, poskol~ku vse figuriru¸wie v fftom paragrafe kol~ca sut~ podkol~ca kolec matric nad sootvetstvu¸wimi polØmi, my budem izobraßat~ fflementy kolec bloqnymi matricami, priqem delenie na bloki sootvetstvuet deleni¸ mnoßestva {z_i} na nedelimyh i delimyh na

p. Krome togo, razloßenie edinicy E = ( E 0 0 0 ) + ( 0 0 0 E ) v kol~ce induciruet prØmoe razloßenie l¸bogo modulØ nad fftim kol~com, rassmatrivaemogo kak abeleva gruppa, v prØmu¸ summu. V sootvetstvii s fftim razloßeniem fflementy modulØ vypisyva¸tsØ v vide stolbca.

Lemma 10. Pust~ est~ reducirovannoe kol~co koneqnogo ranga bez

kruqeniØ nad Z̄_p. Togda p prinadleßit radikalu fftogo kol~ca.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo poqti doslovno povtorØet do-

kazatel~stvo sledstviØ 9.3 (b) iz knigi [2]. Edinstvennoe otliqie sostoit v tom, qto delimaØ oboloqka fftogo kol~ca budet koneqnomernoæ algebroæ ne nad Q, a nad Q̄_p.

Lemma 11. L¸boæ prostoæ Λ ⊗^¯Zp-modul~ annuliruetsØ ( 0 0 0 E ) , esli fftot modul~ ne delim na p, i ( E 0 0 0 ) , esli delim.

Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala, qto l¸boæ prostoæ Λ ⊗^¯Zp-

modul~ annuliruetsØ ( E 0 0 0 ) libo ( 0 0 0 E ) . Pust~ M – pro-

stoæ Λ ⊗Z̄_p-modul~. Rassmotrim Z – mnoßestvo fflementov iz M

vida ( 0 Y ) – podmodul~ M . Tak kak M – prost, to libo Z = 0,

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 245

togda M annuliruetsØ ( 0 0 0 E ) , libo Z = M , togda M annuli-

ruetsØ ( E 0 0 0 ) . Tak kak M – prostoæ modul~, on libo annuliruetsØ prostym qislom p, libo delim na p. Esli M annuliruetsØ p, to delimyæ na p ffndomorfizm ( 0 0 0 E ) annuliruet ego.

Esli ße M delim na p, to on annuliruetsØ libo ( E 0 0 0 ) , libo ( 0 0 0 E ) . Esli ( 0 0 0 E ) M = 0, to ( E 0 0 0 ) M = M , sle-

dovatel~no, dlØ l¸bogo m ∈ M , otliqnogo ot 0, imeem M = ( E 0 0 0 ) M = { ( E 0 0 0 ) ( A 0 B C ) m : ( A 0 B C ) ∈ Λ ⊗ Z̄_p} = { ( A 0 0 0 ) m : ( A 0 0 0 ) ∈ Λ ⊗ Z̄_p}. Takim obrazom, M – prostoæ

modul~ nad kol~com K, sostoØwim iz matric vida ( A 0 0 0 ) iz Λ ⊗ Z̄_p. No ffto kol~co reducirovano, i sledovatel~no, p ∈ J(K)

(po lemme 10), a znaqit, pM = 0 – protivoreqie s delimost~¸ M na p. Itak, esli M delim na p, to ( E 0 0 0 ) M = 0.

Teorema 7. Imeet mesto izomorfizm kolec

Λ ⊗ Z̄_p/J(Λ ⊗ Z̄_p) ∼= M_{s1} (Q̄_p) × · · · × M_{sl} (Q̄_p)

× Λ ⊗ Z̄_p/(J(Λ) ⊗ Z̄_p).

Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala, qto Λ ⊗^¯Zp/J(Λ ⊗^¯Zp)^∼=

(J(Λ) ⊗ Z̄_p)/J(Λ ⊗ Z̄_p) × Λ ⊗ Z̄_p/(J(Λ) ⊗ Z̄_p). DlØ fftogo dostatoq-

no pred¨Øvit~ central~nyæ idempotent, poroßda¸wiæ (J(Λ) ⊗

Z̄p)/J(Λ⊗^¯Zp). Dokaßem, qto takim idempotentom budet^{( 0 0}_{0 E}^)+

J(Λ ⊗ Z̄_p).

Rassmotrim fflement a = ( ∏ q∈S,q≠p q ) ( 0 0 0 E ) . On leßit v

J(Λ), tak kak annuliruet vse prostye Λ-moduli po soobraßeni-

Øm, analogiqnym privedennym v dokazatel~stve lemmy 9. Takim

246 D. M. LEBEDINSKI`

obrazom, ( 0 0 0 E ) ∈ J(Λ) ⊗ Z̄_p.

Dokaßem, qto fftot idempotent central~nyæ po modul¸ J(Λ ⊗

Z̄p). V samom dele, imeem^{( A 0}_{B C}^{)( 0 0}_{0 E}^)−^{( 0 0}_{0 E}^{)( A 0}_{B C}^)= − ( 0 0 B 0 ) . Imeem ( 0 0 B 0 ) ∈ J(Λ ⊗ Z̄_p), tak kak ( 0 0 B 0 ) = ( 0 0 0 E ) ( 0 0 B 0 ) ( E 0 0 0 ) annuliruet l¸boæ prostoæ modul~

nad Λ ⊗ Z̄_p po lemme 11.

Dalee dokaßem, qto fftot idempotent poroßdaet (J(Λ) ⊗

Z̄p)/J(Λ ⊗^¯Zp). Dostatoqno dokazat~, qto J(Λ) ⊗^¯Zp = Λ ⊗ Z̄p^{( 0 0}_{0 E}^) + J(Λ ⊗^¯Zp). Pust~^{( A 0}_{B C}^) ∈ J(Λ) ⊗^¯Zp. Togda ( A 0 B C ) ( 0 0 0 E ) = ( 0 0 0 C ) , ( 0 0 B 0 ) ∈ J(Λ ⊗ Z̄_p), i nam osta-

los~ dokazat~, qto iz ( A 0 0 0 ) ∈ J(Λ) ⊗ Z̄_p sleduet ( A 0 0 0 ) ∈ J(Λ ⊗Z̄_p). Pust~ M – prostoæ Λ ⊗Z̄_p-modul~. Togda libo pM = 0,

libo pM = M . Esli pM = 0, to M prost kak Λ-modul~, tak kak vsØkiæ ego Λ-podmodul~ takße annuliruetsØ prostym qislom p, i sledovatel~no, ØvlØetsØ Λ ⊗ Z̄_p-modulem. Ots¸da vidno, qto ( A 0 0 0 ) M = 0, tak kak ( A 0 0 0 ) ∈ J(Λ) ⊗ Z̄_p. Esli ße pM = M , to ( E 0 0 0 ) M = 0 po lemme 11, i my imeem ( A 0 0 0 ) M = ( A 0 0 0 ) ( E 0 0 0 ) M = 0. V itoge ( A 0 0 0 ) ∈ J(Λ ⊗ Z̄_p).

DlØ dokazatel~stva teoremy ostalos~ dokazat~, qto J(Λ) ⊗

Z̄p/J(Λ⊗^¯Zp)^∼= Ms_1 (^¯Qp)×· · ·×Ms_l (^¯Qp). Oboznaqim qerez^~Λ kol~co,

sostoØwee iz matric vida ( 0 0 0 C ) , leßawih v J(Λ)⊗Z̄_p. Po uße

dokazannomu imeem ~Λ+J(Λ⊗Z̄_p) = J(Λ)⊗Z̄_p. Togda J(Λ)⊗Z̄_p/J(Λ⊗

Z̄p) = (^~Λ + J(Λ ⊗^¯Zp))/J(Λ ⊗^¯Zp)^∼=^~Λ/(^~Λ ∩ J(Λ ⊗^¯Zp)). Dokaßem, qto

~Λ ∩ J(Λ ⊗ Z̄_p) = J(~Λ).

˚sno, qto J(~Λ) ⊂ ~Λ ∩ J(Λ ⊗ Z̄_p).

Pust~ teper~ ( 0 0 0 C ) ∈ ~Λ∩J(Λ⊗Z̄_p) i M – prostoæ ~Λ-modul~.

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 247

Togda ( 0 M ) – prostoæ modul~ nad J(Λ) ⊗ Z̄_p, kotoryæ ne annu-

liruetsØ ( 0 0 0 E ) i, sledovatel~no, delim na p, priqem delenie

na p odnoznaqno (mnoßestvo fflementov, kotoryh annuliruet p, sostavlØet podmodul~). Takim obrazom, ffto – modul~ nad Λ ⊗Z̄_p ( ∏ q∈S q ∈ J(Λ)), i sledovatel~no, ( 0 0 0 C ) ego annuliruet. Itak,

~Λ ∩ J(Λ ⊗ Z̄_p) ⊂ J(~Λ).

Qto kasaetsØ ~Λ, to ffto – kol~co bloqno-treugol~nyh matric (oblada¸wih T -svoæstvom) nad Q̄_p. V kol~ce Λ ⊗ Z̄_p na ffti fflementy net nikakih ograniqeniæ, krome proisteka¸wih iz T - svoæstva, i J(Λ) ⊃ ( ∏ q∈S q ) Λ, tak qto i v J(Λ) ⊗ Z̄_p na ffti fflementy net nikakih ograniqeniæ, krome proisteka¸wih iz T - svoæstva.

Prostye moduli nad ~Λ – ffto v toqnosti moduli nad odnim iz diagonal~nyh blokov, tak qto radikal sostoit iz matric, v kotoryh diagonal~nye bloki ravny nul¸, i faktor po radikalu – proizvedenie diagonal~nyh blokov.

Teorema 8. Pust~ P – proektivnyæ modul~ nad Λ. Imeem P/JP ∼= ⨁ p∈S Fp ⊗ (P ⊗^¯Zp)/J(P ⊗^¯Zp), gde posledniæ radikal beretsØ nad Λ ⊗ Z̄_p.

Dokazatel~stvo. Pol~zuØs~ predyduwimi zameqaniØmi, lem-

mami i teoremami fftogo paragrafa, imeem P/JP ∼= Λ/J(Λ) ⊗_Λ P ∼= ⨁ p∈S Fp ⊗ Λ/J(Λ) ⊗Λ P ∼= ⨁ p∈S Fp ⊗ Λ/J(Λ) ⊗^¯Zp ⊗Λ P ∼= ⨁ p∈S Fp ⊗ (Λ ⊗^¯Zp/J(Λ) ⊗^¯Zp) ⊗Λ P ∼= ⨁ p∈S Fp ⊗ (Λ ⊗^¯Zp/J(Λ) ⊗^¯Zp) ⊗_{Λ⊗}¯Z_p (P ⊗^¯Zp)

248 D. M. LEBEDINSKI` ∼= ⨁ p∈S Fp ⊗ (Λ ⊗^¯Zp/J(Λ ⊗^¯Zp)) ⊗_{Λ⊗}¯Z_p (P ⊗^¯Zp) ∼= ⨁ p∈S Fp ⊗ (P ⊗^¯Zp)/J(P ⊗^¯Zp). 4. Obraz K^+_0 pri faktorizacii po radikalu

Oboznaqim qerez ~K^+_0 polugruppu klassov izomorfizma prØmyh slagaemyh prØmyh summ neskol~kih ffkzemplØrov gruppy A (operaciØ v fftoæ polugruppe – prØmaØ summa).

Sledu¸waØ lemma pozvolØet perevesti razgovor o proektivnyh modulØh nad kol~com ffndomorfizmov na Øzyk prØmyh razloßeniæ abelevyh grupp.

Lemma 12. Polugruppa^~K^+_0 izomorfna K^+_0 (Λ).

Dokazatel~stvo. Postroim dva vzaimno-obratnyh gomomorfiz-

ma φ : K^+_0 (Λ) → ~K^+_0 i ψ : ~K^+_0 → K^+_0 (Λ).

Pust~ dan koneqno poroßdennyæ proektivnyæ Λ-modul~ P . Togda suwestvu¸t gomomorfizmy i : P → Λ⊕· · ·⊕Λ i π : Λ⊕· · ·⊕Λ → P takie, qto πi = id_P i iπ ∈ End_Λ(Λ ⊕ · · · ⊕ Λ) = M_n(Λ^{op}) – idempotentnaØ matrica. Togda (iπ)^T ∈ M_n(Λ) takße budet idempotentnoæ matriceæ. Pofftomu suwestvuet gruppa B takaØ, qto ime¸tsØ gomomorfizmy j : B → A ⊕ · · · ⊕ A i σ : A ⊕ · · · ⊕ A → B s sootnoxeniØmi σj = id_B i jσ = (iπ)^T . Klass izomorfizma gruppy B my i ob¨Øvim φ(P ). Dokaßem korrektnost~ opredeleniØ φ. Pust~ P ∼= Q – proektivnye Λ-moduli. Rassmotrim sledu¸wie kommutativnye diagrammy: P ⊕ R = Λ ⊕ · · · ⊕ Λ _{α 0} 0 0 ! −−−−−−−→ Λ ⊕ · · · ⊕ Λ = Q ⊕ T ( 1 0 )=π π^{0 =}( 1 0 ) P^α−−−−→ Q

P ⊕ R = Λ ⊕ · · · ⊕ Λ _{α 0} 0 0 ! −−−−−−−→ Λ ⊕ · · · ⊕ Λ = Q ⊕ T i= _1 0 ! i^{0=} _1 0 ! P^α−−−−→ Q

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 249

P ⊕ R = Λ ⊕ · · · ⊕ Λ _{ᾱ 0} 0 0 ! ←−−−−−−− Λ ⊕ · · · ⊕ Λ = Q ⊕ T ( 1 0 )=π π^{0 =}( 1 0 ) P^ᾱ←−−−− Q

P ⊕ R = Λ ⊕ · · · ⊕ Λ _{ᾱ 0} 0 0 ! ←−−−−−−− Λ ⊕ · · · ⊕ Λ = Q ⊕ T i= _1 0 ! i^{0=} _1 0 ! P^ᾱ←−−−− Q B ⊕ B^′ = A ⊕ · · · ⊕ A^{CT}−−−−→ A ⊕ · · · ⊕ A = D ⊕ D^′ ( 1 0 )=σ σ^{0 =}( 1 0 ) B^β−−−−→ D B ⊕ B^′ = A ⊕ · · · ⊕ A^{CT}−−−−→ A ⊕ · · · ⊕ A = D ⊕ D^′ j= _1 0 ! j^{0=} _1 0 ! B^β−−−−→ D B ⊕ B^′ = A ⊕ · · · ⊕ A^{C̄T}←−−−− A ⊕ · · · ⊕ A = D ⊕ D^′ ( 1 0 )=σ σ^{0 =}( 1 0 ) B^{β̄}←−−−− D B ⊕ B^′ = A ⊕ · · · ⊕ A^{C̄T}←−−−− A ⊕ · · · ⊕ A = D ⊕ D^′ j= _1 0 ! j^{0=} _1 0 ! B^{β̄}←−−−− D . Zdes~ ᾱ = α^{−1} – izomorfizm, obratnyæ k izomorfizmu α, i matricy gomomorfizmov vypisany v sootvetstvii s razloßeniØmi na dva prØmyh slagaemyh (P ⊕ R, a ne Λ ⊕ · · · ⊕ Λ, i tak dalee).

250 D. M. LEBEDINSKI`

Pust~ ( α 0 0 0 ) : P ⊕ R → Q ⊕ T , ( α 0 0 0 ) = C ∈ M_n(Λ^{op}) =

End_Λ(Λ ⊕ · · · ⊕ Λ), ( ᾱ 0 0 0 ) = C̄. Togda ( α 0 0 0 ) ( 1 0 ) ( 1 0 ) = ( α 0 0 0 ) , to est~ Ciπ = C, sledovatel~no (iπ)^T C^T , to est~ jσC^T =

C^T . Takim obrazom, esli C^T = ( β γ δ ϵ ) : D ⊕ D^′ → B ⊕ B^′, to

C^T = ( 1 0 ) ( 1 0 ) ( β γ δ ϵ ) = ( β γ 0 0 ) , i znaqit, δ = 0 i ϵ = 0.

Analogiqno iz ( 1 0 ) ( 1 0 ) ( α 0 0 0 ) = ( α 0 0 0 ) imeem γ = 0. Tak

ße, kak i vyxe, imeem C̄^T = (¯ β 0 0 0 ) . Dokaßem teper~, qto ββ̄ = id_B . Zametim snaqala, qto ( α 0 0 0 ) ( ᾱ 0 0 0 ) = i^′π^′ i ( ᾱ 0 0 0 ) ( α 0 0 0 ) = iπ. Imeem:

ββ̄σ = ββ̄ ( 1 0 ) = β ( 1 0 ) (¯ β 0 0 0 )

= ( 1 0 ) ( β 0 0 0 ) (¯ β 0 0 0 ) = ( 1 0 ) C^T C̄^T

= ( 1 0 ) (C̄C)^T = σ(iπ)^T = σjσ = σ.

UqityvaØ ffpimorfnost~ σ, poluqaem trebuemoe. Analogiqno

β̄β = id_D, i korrektnost~ dokazana. Teper~ postroim obratnoe

otobraßenie ψ. Pust~ B – prØmoe slagaemoe A ⊕ · · · ⊕ A. Togda ime¸tsØ gomomorfizmy j : B → A ⊕ · · · ⊕ A i σ : A ⊕ · · · ⊕

A → B takie, qto σj = id_B, jσ – idempotentnaØ matrica iz End(A ⊕ · · · ⊕ A) = M_n(Λ). Naædem taku¸ idempotentnu¸ ma-

tricu m ∈ M_n(Λ^{op}), qto m^T = jσ. V silu idempotentnosti m naædetsØ takoæ modul~ P s gomomorfizmami i : P → Λ ⊕ · · · ⊕ Λ i

π : Λ⊕· · ·⊕Λ → P takimi, qto πi = id_P i iπ = m. Klass izomorfiz-

ma fftogo modulØ my i primem za ψ(B). Korrektnost~ proverØetsØ tak ße, kak i dlØ φ, no v obratnom porØdke. Tot fakt, qto φ i ψ vzaimno-obratny, kak i ih gomomorfnost~, oqeviden.

Oboznaqim K̄^+_0 polugruppu klassov izomorfizma prØmyh slagaemyh prØmyh summ neskol~kih ffkzemplØrov A v kategorii M̄^p.

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 251 OperaciØ v polugruppe – prØmaØ summa.

Lemma 13. Polugruppa K^+_0 (Λ ⊗^¯Zp) izomorfna^¯K^+_0 . Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo vpolne analogiqno dokazate-

l~stvu predyduweæ lemmy. V fftom sluqae my stroim vzaimno obratnye izomorfizmy ~φ : K^+_0 (Λ ⊗ Z̄_p) → K̄^+_0 i ~ψ : K̄^+_0 → K^+_0 (Λ ⊗

Z̄p).

Zameqanie. Vvedennye v dokazatel~stvah poslednih dvuh lemm

oboznaqeniØ budut ispol~zovany v dal~neæxem.

Oboznaqim funktor vloßeniØ kategorii abelevyh grupp bez kruqeniØ koneqnogo ranga v kategori¸ M̄^p qerez F_p.

Lemma 14. Sootvetstvie^~ψFpφ sopostavlØet klassu izomorfiz-

ma proektivnogo modulØ P klass izomorfizma modulØ P ⊗ Z̄_p.

Dokazatel~stvo. Pust~ P – proektivnyæ Λ-modul~ s otobraße-

niØmi i : P → Λ ⊕ · · · ⊕ Λ i π : Λ ⊕ · · · ⊕ Λ → P , tak qto πi = id_P i iπ – idempotentnaØ matrica. Gomomorfizm φ sopostavlØet emu gruppu B taku¸, qto suwestvu¸t otobraßeniØ j : B → A ⊕ · · · ⊕ A i σ : A ⊕ · · · ⊕ A → B, priqem σj = id_B i jσ = (iπ)^T . Funktor

F_p sopostavlØet gruppe B ob¨ekt F_p(B), priqem F_p(j) = j ⊗ 1 i F_p(σ) = σ ⊗ 1. Rassmotrim Λ ⊗ Z̄_p-modul~ P ⊗ Z̄_p i gomomorfiz-

my i ⊗ 1 : P ⊗ Z̄_p → (Λ ⊕ · · · ⊕ Λ) ⊗ Z̄_p = Λ ⊗ Z̄_p ⊕ · · · ⊕ Λ ⊗ Z̄_p i

π ⊗ 1 : (Λ ⊕ · · · ⊕ Λ) ⊗Z̄_p → P ⊗Z̄_p. Poskol~ku (π ⊗ 1)(i ⊗ 1) = id_{P ⊗}¯Z_p

i ((i ⊗ 1)(π ⊗ 1))^T = (j ⊗ 1)(σ ⊗ 1), to ~ψ sopostavlØet ob¨ektu F_p(B) modul~ P ⊗ Z̄_p.

Pust~ A ∼= n_{p1}A_{p1} ⊕ · · · ⊕ n_{pkp} A_{pkp} v kategorii M̄_p, gde A_{pj} – nerazloßimye poparno ne izomorfnye ob¨ekty. Pust~ takße v_{pi} – vektor A_{pi} (sm. [3]).

Oboznaqim

Γ^+ = {(d_{pi})|d_{pi} ∈ N_0, p ∈ S, 1 6 i 6 k_p, k_p∑

i=1 d_{pi}v_{pi} ne zavisit ot p} . Lemma 15. Polugruppa^~K^+_0 izomorfna Γ^+.

Dokazatel~stvo. Lemma nemedlenno sleduet iz teoremy 9 v

rabote [3]. Privedem sootvetstvie oboznaqeniæ i nekotorye

252 D. M. LEBEDINSKI` dopolnitel~nye zameqaniØ. S_0 = {L_1, . . ., L_n}, P = S, S_p =

{A_{p1}, . . ., A_{pkp} }. Togda M (Θ) = ~K^+_0 . Deæstvitel~no, M (Θ) ⊃ ~K^+_0

– oqevidno. Pust~ B ∈ M (Θ). Togda d(B) = (β_1, . . . , β_s), i naædetsØ takoe m, qto d(mA) = (β^′_1, . . . , β^′_s), gde β^′_i > β_i. Sledovatel~no,

mA = B^′ ⊕ C, gde d(B^′) = d(B) i znaqit, B i B^′ prinadleßat od-

nomu rodu i, sledovatel~no, izomorfny (sm. knigu [2], teorema 7.16). Takim obrazom, M (Θ) ⊂ ~K^+_0 .

Kofffficienty d^0_l moßno ne pisat~ – oni odnoznaqno opredelØ¸tsØ ostal~nymi, tak kak vektora v_{0l} – ediniqnye.

Odnomu i tomu ße vektoru sootvetstvu¸t gruppy odnogo roda, kotorye v naxem sluqae budut izomorfny – sm. vyxe.

Lemma 16. Kol~co ffndomorfizmov ob¨ekta Api v kategorii^¯M^p

lokal~no.

Dokazatel~stvo. V silu teoremy 6 raboty [3] Api moßno

sqitat~ poqti vpolne razloßimoæ gruppoæ. Oboznaqim R =

End¯_M p (A_{pi}). Togda libo R = Q̄_p, i togda vse Øsno, libo R redu-

cirovano (v silu nerazloßimosti A_{pi}). Rassmotrim R/pR. Tak kak R reducirovano, to J(R) ⊃ pR, i sledovatel~no, faktor po radikalu u R/pR budet takoæ ße, kak i u R. No R/pR – koneqnomernaØ algebra nad koneqnym polem iz p fflementov, v kotoroæ net netrivial~nyh idempotentov (l¸boæ idempotent podymaetsØ po modul¸ pR do idempotenta po modul¸ p^lR dlØ l¸bogo natural~nogo l, u poluqennoæ posledovatel~nosti idempotentov est~ predel v p-adiqeskoæ topologii v silu polnoty R, kotoryæ budet netrivial~nym idempotentom v R – qego ne byvaet, tak kak A_{pi} nerazloßim). Takim obrazom, R/pR – lokal~na. Sledovatel~no, ee faktor po radikalu est~ telo, a znaqit, i u R faktor po radikalu est~ telo.

Lemma 17. Oboznaqim Ppi =^~ψ(Api). Togda Ppi/J(Ppi)^∼= T^{npi}_{pi} , gde

T_{pi} – telo.

Dokazatel~stvo. NaædutsØ takie gomomorfizmy j : Api → n_{p1}A_{p1} ⊕ · · · ⊕ n_{pkp} A_{pkp} i σ : n_{p1}A_{p1} ⊕ · · · ⊕ n_{pkp} A_{pkp} → A_{pi},

qto σj = id_{Api} i jσ = 0 ... id_{Api} ... 0 . Togda naædut-

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 253

sØ i : P_{pi} → Λ ⊗ Z̄_p i π : Λ ⊗ Z̄_p → P_{pi} dlØ P_{pi} takie, qto

πi = id_{Ppi} i π(x) = xjσ. �to znaqit, qto P_{pi} = Λ ⊗ Z̄_pjσ =

0 . . . Hom(A_{pi}, A_{p1}) . . . 0 . . . . . . 0 . . . Hom(A_{pi}, A_{pi}) . . . 0 . . . . . . 0 . . . Hom(A_{pi}, A_{pi}) . . . 0 . . . . . . 0 . . . Hom(A_{pi}, A_{pkp} ) . . . 0

. Togda J(P_{pi}) = J(Λ⊗Z̄_p)P_{pi} =

J(Λ ⊗ Z̄_p)jσ =

0 . . . Hom(A_{pi}, A_{p1}) . . . 0 . . . . . . 0 . . . J(Hom(A_{pi}, A_{pi})) . . . 0 . . . . . . 0 . . . J(Hom(A_{pi}, A_{pi})) . . . 0 . . . . . . 0 . . . Hom(A_{pi}, A_{pkp} ) . . . 0

. V itoge

P_{pi}/J(P_{pi}) = T^{npi}_{pi} , gde T_{pi} = Hom(A_{pi}, A_{pi})/J(Hom(A_{pi}, A_{pi})) – te-

lo po predyduweæ lemme.

Predyduwie lemmy da¸t nam vozmoßnost~ otoßdestvlØt~

K^+_0 (Λ) i Γ^+. Pofftomu zakl¸qitel~naØ teorema vyqislØet oto-

braßenie faktorizacii po radikalu imenno v terminah Γ^+.

Nazovem “plohimi” takie pary indeksov u d_{pi}, qto v_{pi} imeet

vsego odnu nenulevu¸ komponentu, ravnu¸ 1, priqem ffta 1 stoit

na meste, otveqa¸wem delimoæ na p gruppe L_j . Vse ostal~nye

pary indeksov nazovem “horoximi”.

Teorema 9. Polugruppa K^+_0 (Λ/J(Λ)) izomorfna N^s_0, gde s – qislo

horoxih par indeksov. Esli koneqno poroßdennomu proektivnomu

modul¸ P nad Λ sootvetstvuet nabor (d_{pi}) ∈ Γ^+, to otobraßenie

faktorizacii po radikalu perevodit ego v nabor d_{pi} s horoximi

parami indeksov, t.e. ffto otobraßenie sootvetstvuet vyqerki-

vani¸ kofffficientov d_{pi} s plohimi parami indeksov.

Dokazatel~stvo. Esli φ(P ) = B, to gruppe B sootvetstvu-

et nabor (d_{pi}) ∈ Γ^+. Togda funktor F_p sopostavlØet gruppe B

ob¨ekt ⨁ i d_{pi}A_{pi}. Gomomorfizm ~ψ sopostavlØet fftomu ob¨ektu

254 D. M. LEBEDINSKI` ⨁ i d_{pi}P_{pi}, no po lemme 14 takoe sopostavlenie daet P ⊗ Z̄_p, tak

qto P ⊗ Z̄_p ∼= ⨁ i d_{pi}P_{pi}. Itak, P/JP ∼= ⨁ p Fp ⊗ (P ⊗^¯Zp)/J(P ⊗^¯Zp) ∼= ⨁ i,p Fp ⊗ dpiPpi/J(Ppi)^∼=^{~⨁}_{p,i}dpiT^{npi}_{pi} , gde volna nad prØmoæ summoæ oznaqaet vykidyvanie teh slagaemyh, gde T_{pi} delimo na p. V ostal~nyh sluqaØh pT_{pi} = 0, i tenzornoe umnoßenie na F_p moßno opustit~.

5. O vozmoßnoæ nerazloßimosti

Fiksiruem prostoe qislo p. V fftom paragrafe my issleduem vopros o tom, dlØ kakih naborov tipov grupp L_i suwestvuet poqti vpolne razloßimaØ gruppa A so vsego odnoæ dopolnitel~- noæ obrazu¸weæ, nerazloßimaØ kak ob¨ekt M̄^p (v dal~neæxem my govorim prosto “nerazloßima”, imeØ vvidu imenno nerazloßimost~ kak ob¨ekt fftoæ kategorii). Poskol~ku nas interesuet nerazloßimost~ imenno v kategorii M̄^p, my moßem sqitat~, qto kofffficienty pri z_i v dopolnitel~noæ obrazu¸weæ – stepeni prostogo qisla p. Takße my predpolagaem, qto gruppy L_i ne delØtsØ na p.

Lemma 18. Esli gruppa A so vsego odnoæ dopolnitel~noæ obrazu-

¸weæ nerazloßima, to sredi tipov L_i net odinakovyh.

Dokazatel~stvo. Pust~ t(Li) = t(Lj ), A = ⟨L1z1, . . . , Lnzn, γ1z1 +

· · · + γ_nz_n⟩. Pust~ dlØ opredelennosti p-pokazatel~ γ_i bol~-

xe, qem u γ_j . Togda A = B ⊕ C, gde B = ⟨L_1z_1, . . . , L_j(z_j + γ_i/γ_j z_i), . . . , L_nz_n, γ_1z_1 +· · ·+γ_j (z_j +γ_i/γ_jz_i)+· · ·+γ_nz_n⟩ i C = ⟨L_iz_i⟩. Vvedem ponØtie grafa nesravnimosteæ. Verxinami fftogo grafa slußat tipy L_i, i dva tipa soedineny rebrom, esli oni nesravnimy.

Lemma 19. Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

1) graf nesravnimosteæ svØzen;

2) ne suwestvuet takogo razbieniØ mnoßestva tipov na dva podmnoßestva, qtoby kaßdyæ fflement pervogo byl by sravnim s kaßdym fflementom drugogo;

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 255

3) ne suwestvuet takogo razbieniØ mnoßestva tipov na dva podmnoßestva, qtoby kaßdyæ fflement pervogo byl by bol~xe kaßdogo fflementa drugogo.

Dokazatel~stvo. Ravnosil~nost~ 1 i 2, ravno kak i to, qto iz 2

sleduet 3, oqevidno. Dokaßem, qto iz 3 sleduet 2 ot protivnogo. Pust~ est~ takoe razbienie, qto kaßdyæ fflement iz odnogo podmnoßestva sravnim s kaßdym iz drugogo. My budem predstavlØt~ qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo orientirovannym grafom. Pust~ meßdu vybrannymi podmnoßestvami est~ strelki v oboih napravleniØh. Vyberem odno iz napravleniæ i nazovem ego pravil~nym, a drugoe nepravil~nym. Togda naædetsØ fflement v odnom iz podmnoßestv, u kotorogo est~ strelki kak v pravil~nom napravlenii, tak i v nepravil~nom. Perevedem fflementy na drugih koncah nepravil~nyh strelok v drugoe podmnoßestvo. Posle fftoæ operacii nepravil~nyh strelok stanet men~xe (strelki iz perebroxennyh fflementov budut iskl¸qitel~no v pravil~nom napravlenii) i svoæstvo razbieniØ sohranitsØ (to, qto kaßdyæ fflement odnogo podmnoßestva sravnim s kaßdym fflementom drugogo). PostupaØ tak neskol~ko raz, uberem vse nepravil~nye strelki i poluqim razbienie, v kotorom vse strelki meßdu podmnoßestvami idut v odnu storonu, qto zaprewaetsØ v uslovii 3.

Lemma 20. Esli graf nesravnimosteæ svØzen, to zi moßno ras-

poloßit~ v takom porØdke, qto:

1) pri i < j tip L_i ne bol~xe tipa L_j;

2) dlØ l¸bogo i, krome i = n, sredi z_{i+1}, . . . , z_n naædetsØ po kraæneæ mere odin fflement, tip kotorogo ne sravnim s tipom z_i.

Dokazatel~stvo. Budem stroit~ takoæ porØdok, pol~zuØs~ ob-

ratnoæ indukcieæ (ot bol~xih nomerov k men~xim). V kaqestve poslednego moßno vzØt~ l¸boæ maksimum iz tipov z_1, . . ., z_n. Esli poslednie l tipov uße raspoloßeny v trebuemom porØdke, to sredi ostavxihsØ naædetsØ maksimal~nyæ, nesravnimyæ hotØ by s odnim iz uße postavlennyh na mesto (inaqe suwestvuet takoe razbienie tipov na dva mnoßestva, qto kaßdyæ iz odnogo sravnim s kaßdym iz drugogo, qto protivoreqit svØznosti grafa nesravnimosteæ). �tot maksimum my i stavim v naqalo formiruemogo spiska (pered vsemi, uße postavlennymi na mesto).

256 D. M. LEBEDINSKI`

Teorema 10. Esli sredi tipov Li net povtorØ¸wihsØ i graf ne-

sravnimosteæ svØzen, to moßno tak vybrat~ dopolnitel~nu¸ obrazu¸wu¸ y, qto gruppa A = ⟨L_1z_1, . . ., L_nz_n, y⟩ budet nerazloßima.

Dokazatel~stvo. Budem sqitat~, qto zi raspoloßeny v porØdke,

garantiruemom lemmoæ 20. Voz~mem v kaqestve dopolnitel~noæ obrazu¸weæ y = p^{−1}z_1 + · · · + p^{−n}z_n i rassmotrim proizvol~nyæ ffndomorfizm f : A → A s matriceæ B. Togda B – treugol~naØ matrica v silu t(B). f(z_1) = B_{11}z_1 + · · · + B_{n1}z_n = h_{11}z_1 + · · · +

h_{1n}z_n + α_1y, . . . , f(y) = p^{−1}f(z_1) + · · · + p^{−n}f(z_n) = h_{n+1,1}z_1 + · · · + h_{n+1,n}z_n +α_{n+1}y. PriravnivaØ kofffficienty pri z_i v fftih raven-

stvah, imeem: B_{11} = h_{11}+p^{−1}α_1, . . . , B_{n1} = h_{1n} +p^{−n}α_1, . . . , p^{−1}B_{11} =

h_{n+1,1} + p^{−1}α_{n+1}, p^{−1}B_{21} + p^{−2}B_{22} = h_{n+1,2} + p^{−2}α_{n+1}, . . ., p^{−1}B_{n1} + p^{−2}B_{n2} + · · · + p^{−n}B_{nn} = h_{n+1,n} + p^{−n}α_{n+1}. Zametim, qto porØ-

dok sledovaniØ z_i takov, qto v kaßdom stolbce matricy B niße glavnoæ diagonali vstreqaetsØ 0, sledovatel~no, minimal~nyæ p-pokazatel~ B_{ij} (pri i > j) raven min{0, j − i + 1}, otkuda v silu sootnoxeniæ, proisteka¸wih iz analiza f(y), poluqaem, qto

B_{ii} sravnimo s α_{n+1} po modul¸ p, a ffto oznaqaet otsutstvie ne-

trivial~nyh idempotentov v kol~ce ffndomorfizmov, a takße v kol~ce ffndomorfizmov v kategorii M̄^p, poskol~ku sravneniØ po modul¸ p sohranØ¸tsØ pri tenzornom umnoßenii na Z̄_p.

Teorema 11. Esli sredi tipov Li net odinakovyh i graf nesrav-

nimosteæ nesvØzen, to taku¸ gruppu nel~zØ sdelat~ nerazloßimoæ putem dobavleniØ dopolnitel~nyh obrazu¸wih.

Dokazatel~stvo. Po lemme 19 uslovie teoremy oznaqaet, qto

suwestvuet razbienie mnoßestva tipov na dva tak, qto l¸boæ tip iz pervogo mnoßestva men~xe l¸bogo tipa iz vtorogo mnoßestva. Budem sqitat~, qto z_i raspoloßeny v takom porØdke, qto tipy iz pervogo mnoßestva idut v naqale, a tipy iz vtorogo mnoßestva – v konce. Kak vsegda, predpolagaetsØ, qto dlØ i < j tip L_i ne bol~xe tipa L_j .

Postroim netrivial~nyæ idempotent iz kol~ca ffndomorfizmov, pol~zuØs~ teoremoæ 6. Pust~ C – kak v toæ teoreme, C privedena k treugol~nomu vidu preobrazovaniØmi stolbcov i C = ( C_{11} 0 C_{21} C_{22} ) – kletoqnoe razbienie, sootvetstvu¸wee uka-

VYQISLENIE OTOBRAȷENI˚ FAKTORIZACII 257

zannomu razbieni¸ mnoßestva {z_i}. Pust~ B = ( E 0 B_{21} 0 ) – ana-

logiqnoe razbienie. Togda imeem t(B) i BC = ( C_{11} 0 B_{21}C_{11} 0 ) i podberem B_{21} tak, qtoby B_{21}C_{11} = C_{21}. Togda oqevidno imeem

C^{−1}BC ∈ M_n(Z_p) i B – idempotentnaØ matrica. V itoge B –

netrivial~nyæ idempotent iz kol~ca ffndomorfizmov.

Teorema 12. Gruppu A moßno sdelat~ nerazloßimoæ, dobaviv od-

nu dopolnitel~nu¸ obrazu¸wu¸, togda i tol~ko togda, kogda sredi tipov L_i net odinakovyh i graf nesravnimosteæ svØzen.

Dokazatel~stvo. Oqevidnoe sledstvie predyduwih teorem.

Literatura

1. L. Fuks, Beskoneqnye abelevy gruppy. T. 1, 2, M.: Mir, 1974, 1977.

2. A. D. Arnold, Finite Rank Torsion Free Abelian Groups and Rings. Lecture Notes in Math. 931, Springer-Verlag, 1982.

3. A. V. ˚kovlev, Abelevy gruppy koneqnogo ranga bez kruqeniØ i ih prØmye razloßeniØ. Zap. nauqn. semin. LOMI, 175 (1989) 135–153.

4. A. Kartan, S. �ælenberg, GomologiqeskaØ algebra. M.: izd-vo inostr.

lit-ry, 1960.

Lebedinskii D. M. Computation of the mapping of factorization by the radical for K^+_0 of the endomorphism ring.

In the paper, the mapping of factorization by the radical is computed for the semigroup of projective, finitely generated modules over the endomorphism ring of an almost completely decomposable torsion-free Abelian group of finite rank that is divisible by almost all prime numbers. Also, an answer is given to the question concerning the collections of groups of rank 1 for which one can construct an almost completely decomposable group, indecomposable as an object in M̄^p, by adding a generator.

Postupilo 23 dekabrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet puteæ soobweniØ