Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

G. A. Garkuxa

FP-IN˙EKTIVNYE I SLABO KVAZIFROBENIUSOVY KOL^CA

0. Vvedenie

Primenenie konteksta dvoæstvennosti otnositel~no bimodulØ_RR_R k kategoriØm koneqno poroßdennyh levyh i pravyh Rmoduleæ privodit k sluqa¸, kogda R – neterovo samoin¨ektivnoe kol~co. Takie kol~ca nazyva¸tsØ kvazifrobeniusovymi (ili QF -kol~cami). V svo¸ oqered~, R-dvoæstvennost~ kategoriæ koneqno predstavimyh R-moduleæ privodit k klassu slabo kvazifrobeniusovyh kolec (ili WQF-kolec). Takie kol~ca opisyva¸tsØ kak kogerentnye F P -in¨ektivnye kol~ca [1].

V nastoØweæ rabote my prodolßaem issledovanie klassov F P -in¨ektivnyh i WQF-kolec. Pri fftom s samogo naqala okazyvaetsØ neobhodimym vvedenie ponØtiØ F P -koobrazu¸wego, kotoroe igraet suwestvennu¸ rol~ v naxem analize, priblizitel~no tu ße, qto i ponØtie koobrazu¸wego dlØ klassa QF-kolec. Ispol~zuØ takße svoæstva fp-ploskih i fp-in¨ektivnyh moduleæ, my privodim novye kriterii dlØ oboih klassov kolec (sm. teoremy 2.2, 2.8 i 2.9), kotorye pozvolØ¸t opisat~ takße klassy kogerentnyh CF- i FGF-kolec. Krome togo, dokazyva¸tsØ analogi teorem Reno i Konnela dlØ F P -in¨ektivnyh i slabo kvazifrobeniusovyh gruppovyh kolec sootvetstvenno (teoremy 3.2 i 3.5).

Sleduet podqerknut~, qto naibolee trudnye s tehniqeskoæ toqki zreniØ utverßdeniØ dlØ F P -in¨ektivnyh kolec dokazyva¸tsØ “v nedrah” kategorii obobwennyh moduleæ_RC =

(mod−R, Ab), sostoØweæ iz additivnyh kovariantnyh funktorov

iz kategorii koneqno predstavimyh pravyh R-moduleæ mod−R v kategori¸ abelevyh grupp Ab. V naxeæ situacii ffto moßno rassmatrivat~ kak tipiqnyæ sluqaæ, tak kak imenno lokalizu- ¸wie podkategorii kategorii_RC i sootvetstvu¸wie im funktory kruqeniØ pozvolØ¸t prisposobit~ mnogie interesu¸wie nas svoæstva kategorii moduleæ k kategorii koneqno predstavimyh 110

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 111 moduleæ. Imenno s fftoæ kategorieæ svØzany naibolee interesnye utverßdeniØ dlØ F P -in¨ektivnyh i WQF-kolec.

Vs¸du v rabote kategoriØ levyh (sootvetstvenno pravyh) Rmoduleæ oboznaqaetsØ qerez R − Mod (sootvetstvenno Mod − R), a kategoriØ koneqno predstavimyh levyh (sootvetstvenno pravyh) R-moduleæ – qerez R − mod (sootvetstvenno mod−R). DlØ

M ∈ R − Mod dvoæstvennyæ k M modul~ Hom_R(M, R) oboznaqaet-

sØ qerez M^∗. RegulØrnye kol~ca predpolaga¸tsØ regulØrnymi po fon Neæmanu.

˚ hotel by poblagodarit~ A. I. Generalova za rØd poleznyh zameqaniæ.

1. Predvaritel~nye svedeniØ

Napomnim, qto kategoriØ obobwennyh levyh R-moduleæ

RC = (mod−R, Ab)

sostoit iz additivnyh kovariantnyh funktorov iz kategorii koneqno predstavimyh pravyh R-moduleæ mod−R v kategori¸ abelevyh grupp Ab. V fftom razdele my privedem nekotorye prosteæxie svoæstva kategorii_RC, kotorye nam ponadobØtsØ v dal~- neæxem. Bolee podrobnu¸ informaci¸ o svoæstvah kategorii RC moßno naæti v [2], i zdes~ my budem glavnym obrazom priderßivat~sØ fftoæ raboty. Vse rassmatrivaemye podkategorii predpolaga¸tsØ polnymi.

Govorim, qto podkategoriØ S abelevoæ kategorii C – podkategoriØ Serra, esli dlØ vsØkoæ korotkoæ toqnoæ posledovatel~- nosti 0 −→ X −→ Y −→ Z −→ 0 v C ob¨ekt Y ∈ S togda i tol~ko togda, kogda X, Z ∈ S. PodkategoriØ Serra S kategorii Grotendika C lokalizu¸waØ, esli ona zamknuta otnositel~no vzØtiØ prØmyh predelov. �kvivalentno, funktor vkl¸qeniØ i : S → C imeet pravyæ soprØßennyæ funktor t = t_S : C → S, kotoryæ perevodit kaßdyæ ob¨ekt X ∈ C v maksimal~nyæ podob¨ekt t(X), prinadleßawiæ S. Funktor t budem nazyvat~ funktorom kruqeniØ.

Ob¨ekt X kategorii Grotendika C koneqno poroßden, esli vsØkiæ raz, kogda suwestvu¸t podob¨ekty X_i ⊆ X, i ∈ I, takie, qto X = ∑ i∈I X_i, suwestvuet koneqnoe podmnoßestvo J mno-

112 G. A. GARKUXA ßestva I takoe, qto X = ∑ i∈J X_i. Podkategori¸ koneqno poro-

ßdennyh ob¨ektov oboznaqim qerez fgC. Koneqno poroßdennyæ ob¨ekt X nazyvaetsØ koneqno predstavimym, esli l¸boæ ffpimorfizm γ : Y → X, gde Y ∈ fgC, imeet koneqno poroßdennoe Ødro

Kerγ. Qerez fpC oboznaqim podkategori¸, sostoØwu¸ iz koneqno

predstavimyh ob¨ektov. Nakonec, koneqno predstavimyæ ob¨ekt

X ∈ C nazyvaem kogerentnym, esli kaßdyæ koneqno poroßden-

nyæ podob¨ekt ob¨ekta X koneqno predstavim. Podkategori¸ kogerentnyh ob¨ektov budem oboznaqat~ qerez cohC.

KategoriØ_RC ØvlØetsØ lokal~no kogerentnoæ kategorieæ Grotendika, t. e. vsØkiæ ob¨ekt C ∈_RC – prØmoæ predel C = lim−→_I C_i kogerentnyh ob¨ektov C_i ∈ coh_RC, ili ffkvivalentno, kategoriØ

coh_RC abeleva. Krome togo,_RC bogata kogerentnymi proektiv-

nymi obrazu¸wimi {(M, −)}_{M∈mod−R}. Takim obrazom, kaßdyæ kogerentnyæ ob¨ekt C ∈ coh_RC imeet proektivnoe predstavlenie (N, −) −→ (M, −) −→ C −→ 0, gde M , N ∈ mod−R.

Govorim, qto M ∈_RC – coh_RC-in¨ektivnyæ ob¨ekt, esli

Ext^1R_C(C, M ) = 0, dlØ kaßdogo C ∈ coh_RC. Vpolne univalentnyæ

funktor −⊗_R? : R − Mod →_RC, M → − ⊗_R M , otoßdestvlØet kategori¸ moduleæ R − Mod s podkategorieæ coh_RC-in¨ektivnyh ob¨ektov kategorii_RC. Krome togo, funktor − ⊗_R M ∈ coh_RC togda i tol~ko togda, kogda M ∈ R − mod. Dalee, dlØ vsØkogo

C ∈ coh_RC imeetsØ takße toqnaØ v coh_RC posledovatel~nost~ 0 −→ C −→ − ⊗_R M −→ − ⊗_R N , gde M , N ∈ R − mod.

Predloßenie 1.1 ([3, 4]). DlØ kol~ca R sledu¸wie usloviØ ffkvi-

valentny:

(1) R kogerentno sleva;

(2) dlØ vsØkogo koneqno predstavimogo pravogo R-modulØ M modul~ M^∗ = Hom_R(M, R) koneqno predstavim;

(3) dlØ vsØkogo koneqno predstavimogo pravogo R-modulØ M modul~ M^∗ = Hom_R(M, R) koneqno poroßden;

(4) dlØ vsØkogo kogerentnogo ob¨ekta C ∈ coh_RC levyæ R-modul~ C(R) koneqno predstavim;

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 113

(5) dlØ vsØkogo kogerentnogo ob¨ekta C ∈ coh_RC levyæ R-modul~ C(R) koneqno poroßden.

Napomnim takße, qto monomorfizm μ : M → N v R − Mod – qistyæ monomorfizm, esli dlØ vsØkogo K ∈ Mod − R morfizm K ⊗μ – takße monomorfizm, ili, ffkvivalentno, esli_RC-morfizm − ⊗ μ – monomorfizm.

Dalee nam takße ponadobØtsØ sledu¸wie podkategorii Serra kategorii coh_RC:

S^R = {C ∈ coh_RC | C(R) = 0} S_R = {C ∈ coh_RC | (C, − ⊗_R R) = 0}, a takße lokalizu¸wie podkategorii ⃗S^R i ⃗S_R kategorii_RC

⃗S^R = {C ∈_RC | C = lim −→ C^i, C^i ∈ S R} ⃗S_R = {C ∈_RC | C = lim −→ C^i, C^i ∈ S^R}. Sootvetstvu¸wie podkategoriØm ⃗S^R i ⃗S_R funktory kruqeniØ budem oboznaqat~ qerez t_SR i t_SR sootvetstvenno.

2. F P -in¨ektivnye i slabo kvazifrobeniusovy kol~ca

Levyæ R-modul~ M nazyvaetsØ F P -in¨ektivnym (ili absol¸tno qistym), esli dlØ l¸bogo F ∈ R − mod imeem: Ext^1_R(F, M ) = 0, ili ffkvivalentno, vsØkiæ monomorfizm μ : M →

N qist [5, 2.6]. Kol~co R F P -in¨ektivno sleva, esli modul~_RR F P -in¨ektiven. M nazyvaetsØ fp-in¨ektivnym, esli dlØ vsØkogo monomorfizma μ : K → L v R − mod morfizm (μ, M ) ØvlØetsØ ffpimorfizmom. Oqevidno, qto F P -in¨ektivnye moduli fpin¨ektivny, a l¸boæ koneqno predstavimyæ fp-in¨ektivnyæ modul~ F P -in¨ektiven. M nazyvaetsØ fp-ploskim, esli dlØ vsØkogo monomorfizma μ : K → L v mod−R morfizm μ ⊗ M – takße monomorfizm.

Levyæ R-modul~ K nazovem F P -koobrazu¸wim, esli dlØ vsØkogo nenulevogo gomomorfizma f : M → N iz koneqno poroßdennogo modulØ M v koneqno predstavimyæ modul~ N , suwestvuet

g ∈ Hom_R(N, K) takoæ, qto gf ≠ 0. K nazyvaem fp-koobrazu¸wim,

esli dlØ vsØkogo nenulevogo gomomorfizma f : M → N v R − mod naædetsØ g ∈ Hom_R(N, K) takoæ, qto gf ≠ 0. Oqevidno, qto F P - koobrazu¸wie ØvlØ¸tsØ fp-koobrazu¸wimi. S drugoæ storony,

114 G. A. GARKUXA Øsno, qto vsØkiæ fp-koobrazu¸wiæ ØvlØetsØ F P -koobrazu¸wim, esli kol~co R kogerentno sleva.

Lemma 2.1. DlØ levogo R-modulØ K sledu¸wie usloviØ ffkviva-

lentny:

(1) K – F P -koobrazu¸wiæ;

(2) vsØkiæ koneqno predstavimyæ levyæ R-modul~ vkladyvaetsØ v proizvedenie K^I = ∏ I K nekotorogo semeæstva kopiæ modulØ K;

(3) dlØ vsØkogo koneqno predstavimogo levogo R-modulØ M vypolneno sootnoxenie: ⋂ ϕ∈HomR(M,K) Kerϕ = 0.

Dokazatel~stvo. (1) ⇒ (2). Pust~ M ∈ R−mod, I = HomR(M, K), i pust~ μ : M → K^I – gomomorfizm takoæ, qto μ(x) = (ϕ(x))_{ϕ∈I} . Esli 0 ≠ x ∈ M i i : Rx → M – vloßenie, to naædetsØ takoæ

ϕ : M → K, qto ϕi(x) ≠ 0. Sledovatel~no, μ – monomorfizm.

(2) ⇒ (1). Pust~ 0 ≠ f : M → N – gomomorfizm iz koneqno

poroßdennogo modulØ M v koneqno predstavimyæ modul~ N . Po uslovi¸, suwestvuet monomorfizm g = (g_i)_{i∈I} : N → K^I . Togda

gf ≠ 0, sledovatel~no, suwestvuet takoæ i_0 ∈ I, qto g_{i0} f ≠ 0.

(1) ⇒ (3). Pust~ μ : M → K^I – monomorfizm, postroennyæ v

dokazatel~stve implikacii (1) ⇒ (2). Togda ⋂ ϕ∈HomR(M,K) Kerϕ = Kerμ = 0.

(3) ⇒ (2). V kaqestve I moßem vzØt~ mnoßestvo Hom_R(M, K).

Napomnim, qto modul~ M ∈ R − Mod polurefleksiven (sootvetstvenno refleksiven), esli kanoniqeskiæ gomomorfizm M →

M^{∗∗} – monomorfizm (sootvetstvenno izomorfizm).

Teper~ my imeem vse neobhodimye svedeniØ dlØ dokazatel~- stva sledu¸wego utverßdeniØ (sr. [1, 2.5]).

Teorema 2.2. DlØ kol~ca R sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(1) modul~ R_R F P -in¨ektiven; (2) modul~_RR – F P -koobrazu¸wiæ;

(3) v R − Mod suwestvuet fp-ploskiæ F P -koobrazu¸wiæ; (4) v R − Mod suwestvuet fp-ploskiæ koobrazu¸wiæ;

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 115 (5) esli α : M → N – morfizm v R − mod takoæ, qto α^∗ = Hom_R(α, R) – ffpimorfizm, to α – monomorfizm;

(6) vsØkiæ koneqno predstavimyæ levyæ R-modul~ polurefleksiven;

(7) vsØkiæ koneqno predstavimyæ levyæ R-modul~ vkladyvaetsØ v fp-ploskiæ modul~;

(8) vsØkiæ (in¨ektivnyæ) levyæ R-modul~ vkladyvaetsØ v fpploskiæ modul~;

(9) vsØkiæ F P -in¨ektivnyæ levyæ R-modul~ fp-plosok; (10) vsØkiæ in¨ektivnyæ levyæ R-modul~ fp-plosok; (11) vsØkiæ nerazloßimyæ in¨ektivnyæ levyæ R-modul~ fpplosok;

(12) vsØkiæ ploskiæ pravyæ R-modul~ fp-in¨ektiven.

Dokazatel~stvo. (1) ⇒ (2). Soglasno [1, 2.5] SR ⊆ S^R v RC. Rassmotrim nenulevoæ gomomorfizm f : M → N , gde M ∈ fg(R−Mod), a N ∈ R − mod. Pust~ C = Im(− ⊗ f). Togda C – koneqno poroßdennyæ podob¨ekt kogerentnogo ob¨ekta − ⊗_R N . Pofftomu

C ∈ coh_RC. Predpoloßim, qto gf = 0 dlØ vsØkogo g ∈ N^∗. Rassmo-

trim proizvol~nyæ_RC-morfizm γ : C → −⊗_R R. Tak kak −⊗_R R –

coh_RC-in¨ektivnyæ ob¨ekt, naædetsØ − ⊗ h : − ⊗_R N → − ⊗_R R,

ograniqenie − ⊗ h|_C kotorogo na C sovpadaet s γ. No hf = 0, a znaqit, γ = 0. Pofftomu poluqaem, qto C ∈ S_R, i sledovatel~no,

C ∈ S^R. Tak kak C(R) = 0, to f = 0, i poluqili protivoreqie.

(2) ⇒ (3). Modul~_RR, – po uslovi¸, – F P -koobrazu¸wiæ. (3) ⇒ (7). Tak kak prØmoe proizvedenie fp-ploskih moduleæ

snova fp-ploskiæ modul~ (sm. [1, 2.3]), naxe utverßdenie sleduet iz lemmy 2.1.

(7) ⇒ (1). Pust~ f : M → F – vloßenie modulØ M ∈ R − mod

v fp-ploskiæ modul~ F . Oboznaqim qerez X = Ker(− ⊗ f). Pust~ X = ∑ I X_i, gde kaßdyæ X_i ∈ fg_RC. Tak kak X_i – podob¨ekt koge-

rentnogo ob¨ekta −⊗_R M , ob¨ekt X_i sam kogerenten; a poskol~ku

X(R) = 0, to kaßdyæ X_i ∈ S^R. Sledovatel~no, X ∈ ⃗S^R.

Primenim teper~ toqnyæ sleva funktor S_R-kruqeniØ t_SR k toqnoæ posledovatel~nosti 0 −→ X −→ − ⊗_R M −→ − ⊗_R F . Tak kak t_SR (−⊗_R F ) = 0 (sm. [1, 2.2]), poluqaem, qto t_SR (−⊗_R M ) =

t_SR (X) ⊆ X ∈ ⃗S^R. Pust~ teper~ C ∈ S_R. Poskol~ku C – podob¨ekt

116 G. A. GARKUXA − ⊗_R M , dlØ nekotorogo M ∈ R − mod, to iz sootnoxeniØ

C = t_SR (C) ⊆ t_SR (− ⊗_R M ) ∈ ⃗S^R

zakl¸qaem, qto S_R ⊆ S^R, otkuda kol~co R F P -in¨ektivno sprava po [1, 2.5].

(1) ⇒ (5). Pust~ C = Ker(− ⊗ α). Togda C ∈ coh_RC, i tak kak − ⊗_R R – coh_RC-in¨ektivnyæ ob¨ekt, imeetsØ toqnaØ posledovatel~nost~ (−⊗_R N, −⊗_R R)^{(−⊗α,−⊗}R^{R)}−→ (−⊗_R M, −⊗_R R) −→ (C, −⊗_R R) −→ 0. (2.1) Tak kak α^∗ – ffpimorfizm, zakl¸qaem, qto C ∈ S_R ⊆ S^R. Sledovatel~no, C(R) = 0, otkuda α – monomorfizm.

(5) ⇒ (1). Pust~ C ∈ S_R. Togda suwestvuet toqnaØ posledo-

vatel~nost~ 0 → C → − ⊗_R M^{−⊗α}−→ − ⊗_R N , kotoraØ induciruet toqnu¸ posledovatel~nost~ vida (2.1). Tak kak (C, − ⊗_R R) = 0,

α^∗ – ffpimorfizm, a znaqit, α – monomorfizm. Itak, C ∈ S^R.

Po [1, 2.5] modul~ R_R F P -in¨ektiven.

(1) ⇔ (6). Sleduet iz [7, 2.3]. (4) ⇒ (3). Oqevidno.

(1) ⇒ (9), (10), (11). Sleduet iz [1, 2.5]. (9) ⇒ (10) ⇒ (11). Oqevidno.

(11) ⇒ (4). Pust~ {M_i | i ∈ I} – sistema predstaviteleæ klassov

izomorfnyh prostyh R-moduleæ. Togda kaßdyæ E_i = E(M_i) – nerazloßimyæ in¨ektivnyæ R-modul~, a modul~ E = ∏ I E(M_i) –

koobrazu¸wiæ v R − Mod. Tak kak kaßdyæ modul~ E_i fp-plosok, modul~ E fp-plosok po [1, 2.3].

(8) ⇒ (7). Oqevidno.

(10) ⇒ (8). Dostatoqno zametit~, qto in¨ektivnaØ oboloqka E(M ) modulØ M – fp-ploskiæ modul~.

(1) ⇒ (12). Sleduet iz [1, 2.5].

(12) ⇒ (1). Tak kak modul~ R_R plosok, to on fp-in¨ektiven, a

znaqit, i F P -in¨ektiven.

Govorim, qto levyæ (sootvetstvenno pravyæ) ideal I kol~ca

R annulØtornyæ, esli I = l(X) (sootvetstvenno I = r(X)), gde

X – nekotoroe podmnoßestvo kol~ca R, a l(X) = {r ∈ R | rX = 0} (sootvetstvenno r(X) = {r ∈ R | Xr = 0}). Soglasno [8, s. 429] levyæ ideal I annulØtornyæ togda i tol~ko togda, kogda I =

lr(I).

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 117

Predloßenie 2.3. DlØ kol~ca R spravedlivy sledu¸wie utver-

ßdeniØ:

(1) esli R_R – F P -in¨ektivnyæ modul~, to

(a) dlØ proizvol~nyh koneqno poroßdennyh pravyh idealov I, J kol~ca R imeem: l(I ∩ J) = l(I) + l(J);

(b) dlØ proizvol~nogo koneqno poroßdennogo levogo ideala I imeem: I = lr(I).

(2) esli dlØ R vypolneny usloviØ (a) i (b) iz (1), to kaßdyæ gomomorfizm l¸bogo koneqno poroßdennogo pravogo ideala kol~ca R v R poluqaetsØ umnoßeniem sleva na nekotoryæ fflement iz R. Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno [9, 12.4.2].

Sledstvie 2.4. Esli kol~co R kogerentno sprava i vypolneny

usloviØ (a) i (b) iz predloßeniØ 2.3, to R – F P -in¨ektivnoe sprava kol~co.

Dokazatel~stvo. Iz predloßeniØ 2.3 sleduet, qto Ext^1_R(R/I, R) = 0 dlØ vsØkogo koneqno poroßdennogo pravogo ideala I kol~ca R. Iz [5, 3.1] vytekaet, qto Ext^1_R(M, R) = 0 dlØ vsØkogo M ∈

mod−R, t.e. R F P -in¨ektivno sprava.

Rassmotrim teper~ situaci¸, kogda vsØkiæ koneqno predstavimyæ levyæ modul~ vkladyvaetsØ v svobodnyæ modul~. Kol~ca s takim svoæstvom nazyvaem levymi IF -kol~cami. Vvidu teoremy 2.2 vsØkoe levoe IF -kol~co ØvlØetsØ F P -in¨ektivnym sprava. Sledu¸wee utverßdenie rasxirØet spisok svoæstv, harakterizu¸wih IF -kol~ca (sr. [3]).

Predloßenie 2.5. DlØ kol~ca R sledu¸wie usloviØ ffkvivalent- ny: (1) R – levoe IF -kol~co;

(2) vsØkiæ koneqno predstavimyæ levyæ R-modul~ vkladyvaetsØ v ploskiæ R-modul~;

(3) vsØkiæ F P -in¨ektivnyæ levyæ R-modul~ plosok; (4) vsØkiæ in¨ektivnyæ levyæ R-modul~ plosok.

Dokazatel~stvo. (1) ⇒ (2). Oqevidno.

(2) ⇒ (1). Pust~ f : K → M – vloßenie modulØ K ∈ R − mod v

ploskiæ modul~ M . Po teoreme Govorova-Lazara [8, 11.32] modul~ M ØvlØetsØ prØmym predelom lim−→_I P_i proektivnyh moduleæ

118 G. A. GARKUXA P_i. Po [6, V.3.4] naædetsØ takoæ i_0 ∈ I, qto f propuskaetsØ qerez P_{i0} . Sledovatel~no, K – podmodul~ P_{i0} . OstaetsØ zametit~, qto P_{i0} – podmodul~ nekotorogo svobodnogo modulØ.

(1) ⇔ (4). Sleduet iz [3, 2.1]. (3) ⇒ (4). Oqevidno.

(4) ⇒ (3). Esli M – F P -in¨ektivnyæ levyæ R-modul~, to po-

sledovatel~nost~ 0 −→ M −→ E −→ E/M −→ 0, v kotoroæ E = E(M ), qista. Tak E – ploskiæ modul~, modul~ E/M plosok po [6, I.11.1]. Oboznaqim qerez ^M = HomZ(M, Q/Z) modul~ harakterov M . Po [6, I.10.5] moduli ^E i [E/M in¨ektivny, a znaqit, toqnaØ posledovatel~nost~ 0 −→ [E/M −→ ^E −→ ^M −→ 0 rasweplØetsØ. Sledovatel~no, modul~ ^M in¨ektiven, otkuda M plosok po [6, I.10.5].

Kolbi [3] postroil primer levogo IF -kol~ca, kotoroe ne ØvlØetsØ pravym IF -kol~com.

Predloßenie 2.6. Esli R – F P -in¨ektivnoe sleva kol~co i levoe

IF -kol~co, to ono kogerentno sprava.

Dokazatel~stvo. Po uslovi¸, vsØkiæ K ∈ R − mod vkladyvaetsØ v svobodnyæ modul~ (a znaqit, i v koneqno poroßdennyæ svobodnyæ modul~). ImeetsØ toqnaØ posledovatel~nost~ 0 −→ K −→ R^n −→ R^m (2.2) v R − mod. Tak kak modul~_RR F P -in¨ektiven, poluqaem toqnu¸ posledovatel~nost~

R^m −→ R^n −→ K^∗ −→ 0 (2.3)

v mod−R, otkuda K^∗ ∈ mod−R. Po predloßeni¸ 1.1 kol~co R kogerentno sprava.

IF-problema. Budet li levoe IF -kol~co kogerentnym sprava?

Sleduet otmetit~, qto IF -problema, vvidu predloßeniØ 2.5, ffkvivalentna probleme, postavlennoæ Dßeænom v [7, s. 442]: budet li kol~co R kogerentnym sprava, esli vsØkiæ in¨ektivnyæ levyæ R-modul~ plosok?

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 119 Napomnim, qto kol~co R poqti regulØrno (sm. [1]), esli vsØkiæ (levyæ i pravyæ) modul~ fp-plosok. Po teoreme 2.2 poqti regulØrnye kol~ca F P -in¨ektivny kak sleva, tak i sprava. Sledstvie 2.7. Poqti regulØrnoe kol~co R budet levym IF -

kol~com v tom i tol~ko tom sluqae, kogda ono regulØrno.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto poqti regulØrnoe kol~co regulØrno v tom i tol~ko tom sluqae, kogda ono kogerentno sleva ili sprava. Pofftomu, naxe utverßdenie neposredstvenno sleduet iz predloßeniØ 2.6.

Napomnim, qto kol~co R nediskretno, esli ono prostoe poqti regulØrnoe kol~co. Prest, Rotmaler i Cigler [10] postroili primer neregulØrnogo nediskretnogo kol~ca.

Govorim, qto kol~co R slabo kvazifrobeniusovo (ili WQFkol~co), esli ono zadaet R-dvoæstvennost~ kategoriæ koneqno predstavimyh levyh i pravyh R-moduleæ. Takie kol~ca opisyva¸tsØ kak F P -in¨ektivnye (sleva i sprava) kogerentnye (sleva i sprava) kol~ca [1, 2.11].

Sledu¸waØ teorema rasxirØet spisok svoæstv, harakterizu- ¸wih WQF-kol~ca (sr. [1, 2.11; 2.12], [3, 2.2]).

Teorema 2.8. DlØ kol~ca R sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalent- ny: (1) R – WQF-kol~co;

(2) R – levoe i pravoe IF -kol~co;

(3) R kogerentno sleva i F P -in¨ektivno sleva, i vsØkiæ cikliqeskiæ koneqno predstavimyæ levyæ R-modul~ vkladyvaetsØ v svobodnyæ modul~;

(4) vsØkiæ levyæ i vsØkiæ pravyæ F P -in¨ektivnyæ R-modul~ plosok;

(5) vsØkiæ levyæ i vsØkiæ pravyæ in¨ektivnyæ R-modul~ plosok.

Dokazatel~stvo. (1) ⇒ (4). Sleduet iz [1, 2.11].

(2) ⇔ (4) ⇔ (5). Primenit~ predloßenie 2.5.

(2) ⇒ (1). Tak kak vsØkoe levoe i pravoe IF -kol~co F P -

in¨ektivno s dvuh storon, naxe utverßdenie sleduet iz predloßeniØ 2.6.

(1) ⇒ (3). Oqevidno.

(3) ⇒ (1). Tak kak dlØ vsØkogo nenulevogo cikliqeskogo K ∈ R − mod dual~nyæ modul~ K^∗ ≠ 0, dokazatel~stvo pravoæ F P -

in¨ektivnosti kol~ca R provoditsØ analogiqno [1, 2.9].

120 G. A. GARKUXA

Pokaßem teper~, qto kol~co R kogerentno sprava. Vvidu predloßeniØ 1.1 dostatoqno dokazat~, qto K^∗ ∈ mod−R dlØ vsØkogo

K ∈ R−mod. Provedem dokazatel~stvo indukcieæ po qislu obra-

zu¸wih n modulØ K. Esli n = 1, to rassmatrivaØ dlØ K toqnye posledovatel~nosti (2.2) i (2.3), poluqim, qto K^∗ ∈ mod−R. Esli ße K koneqno predstavim po n obrazu¸wim, qerez K^′ oboznaqim podmodul~ K, poroßdennyæ odnim iz fftih fflementov. Tak kak R kogerentno sleva, moduli K^′ i K/K^′ koneqno predstavimy po men~xemu qislu obrazu¸wih. Tak kak R F P -in¨ektivno sleva, imeetsØ toqnaØ posledovatel~nost~ 0 −→ (K/K^′)^∗ −→ K^∗ −→ (K^′)^∗ −→ 0, v kotoroæ, po indukcionnomu predpoloßeni¸, moduli (K^′)^∗,

(K/K^′)^∗ ∈ mod−R. Sledovatel~no, K^∗ ∈ mod−R.

Teper~ my ob¨edinim predyduwie rassußdeniØ v sledu¸weæ teoreme (sr. so svoæstvami QF-kolec [11, 24.4], [9, 13.2.1], a takße so svoæstvami kolec s polnoæ dual~nost~¸ [9, 12.1.1]):

Teorema 2.9. DlØ kogerentnogo (sleva i sprava) kol~ca R sledu-

¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(1) R – WQF-kol~co;

(2) moduli_RR i R_R F P -in¨ektivny; (3)_RR i R_R – F P -koobrazu¸wie;

(4) modul~ R_R – F P -in¨ektivnyæ F P -koobrazu¸wiæ; (5) vsØkiæ levyæ i vsØkiæ pravyæ koneqno predstavimyæ Rmodul~ refleksiven;

(6) vsØkiæ levyæ i vsØkiæ pravyæ cikliqeskiæ koneqno predstavimyæ R-modul~ refleksiven;

(7) vsØkiæ levyæ i vsØkiæ pravyæ cikliqeskiæ koneqno predstavimyæ R-modul~ vkladyvaetsØ v svobodnyæ modul~;

(8) dlØ vsØkogo koneqno poroßdennogo levogo ideala I i dlØ vsØkogo koneqno poroßdennogo pravogo ideala J kol~ca R spravedlivy ravenstva: lr(I) = I i rl(J) = J.

Dokazatel~stvo. (1) ⇔ (2). Sleduet iz [1, 2.11].

(2) ⇔ (3) ⇔ (4). Primenit~ teoremu 2.2. (2) ⇔ (5). Sleduet iz [5, 4.9]. (5) ⇒ (6). Oqevidno.

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 121

(6) ⇒ (7). Pust~ M – cikliqeskiæ koneqno predstavimyæ le-

vyæ R-modul~. Vvidu predloßeniØ 1.1 modul~ M^∗ ∈ mod−R, pofftomu suwestvuet ffpimorfizm R^n → M^∗, otkuda M t M^{∗∗} → R^n – monomorfizm.

(7) ⇒ (8). Pust~ I – koneqno poroßdennyæ levyæ ideal kol~ca

R. Po uslovi¸ modul~ R/I vkladyvaetsØ v svobodnyæ modul~. Po [11, 20.26] suwestvuet koneqnoe podmnoßestvo X kol~ca R takoe, qto I = l(X), t. e. I – annulØtornyæ ideal. Simmetriqno, kaßdyæ koneqno poroßdennyæ pravyæ ideal annulØtornyæ.

(8) ⇒ (2). Vvidu sledstviØ 2.4 dostatoqno dokazat~, qto dlØ

proizvol~nyh koneqno poroßdennyh pravyh idealov I i J kol~- ca R vypolneno ravenstvo: l(I ∩ J) = l(I) + l(J). Poskol~ku R – kogerentnoe kol~co, po teoreme Qeæza [6, I.13.3] idealy I ∩ J i

l(I) + l(J) koneqno poroßdeny.

Imeem

rl(I ∩ J) = I ∩ J = rl(I) ∩ rl(J) = r(l(I) + l(J)).

PrimenØØ l, poluqaem

l(I ∩ J) = lr(l(I) + l(J)) = l(I) + l(J).

Sledovatel~no, R_R F P -in¨ektiven, a po simmetrii,_RR F P - in¨ektiven.

Horoxo izvestno, qto QF-kol~ca ime¸t global~nu¸ razmernost~, ravnu¸ 0 (i togda kol~co R poluprosto), libo ∞. V svo¸ oqered~, WQF-kol~ca, vvidu [5, 3.6], ime¸t slabu¸ global~nu¸ razmernost~, ravnu¸ 0 (i togda kol~co R regulØrno), libo ∞.

Nekotorye primery WQF-kolec moßno naæti v [3]. Teper~ my rassmotrim klass kolec, nad kotorymi kaßdyæ koneqno poroßdennyæ levyæ R-modul~ vkladyvaetsØ v svobodnyæ R-modul~. Kol~ca s ukazannym svoæstvom nazyvaem levymi

FGF-kol~cami. Oqevidno, qto vsØkoe FGF-kol~co ØvlØetsØ IF -

kol~com. V svo¸ oqered~, esli kaßdyæ cikliqeskiæ levyæ Rmodul~ vkladyvaetsØ v svobodnyæ R-modul~, to kol~co R budem nazyvat~ levym CF-kol~com. Do sih por osta¸tsØ otkrytymi sledu¸wie problemy (sm. [12]):

FGF-problema. Verno li, qto klass levyh FGF-kolec sovpadaet s klassom QF-kolec?

CF-problema. Budut li levye CF-kol~ca artinovymi sleva?

122 G. A. GARKUXA

Napomnim, qto kol~co R – levoe kol~co Kaxa, esli in¨ektivnaØ oboloqka E(_RR) modulØ_RR – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ v

R − Mod, ili ffkvivalentno, esli dlØ vsØkogo nenulevogo cikli-

qeskogo levogo R-modulØ M dual~nyæ modul~ M^∗ ≠ 0 (sm. [6, XI.5.1]).

Lemma 2.10. DlØ kol~ca R spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(1) esli R – kogerentnoe sleva kol~co i levoe CF-kol~co, to ono neterovo sleva kol~co i levoe kol~co Kaxa;

(2) esli R – neterovo sleva kol~co i levoe IF -kol~co, to ono levoe FGF-kol~co. Esli R – kogerentnoe sleva kol~co i levoe FGFkol~co, to ono neterovo sleva kol~co i levoe IF -kol~co.

Dokazatel~stvo. (1). Oqevidno, qto R – levoe kol~co Kaxa. Pofftomu trebuetsØ dokazat~, qto modul~_RR neterov.

Pust~ I – levyæ ideal kol~ca R. Po uslovi¸ modul~ R/I – podmodul~ svobodnogo R-modulØ R^n, dlØ nekotorogo n ∈ N. Tak kak kol~co R kogerentno sleva, modul~ R^n kogerenten, a znaqit, modul~ R/I koneqno predstavim, t. e. I – koneqno poroßdennyæ ideal.

(2). Dostatoqno zametit~, qto nad neterovym kol~com vsØkiæ koneqno poroßdennyæ modul~ koneqno predstavim, a takße vospol~zovat~sØ utverßdeniem (1).

Predloßenie 2.11. DlØ kogerentnogo s obeih storon kol~ca R

sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(1) R – levoe FGF-kol~co;

(2) modul~_RR – neterov F P -koobrazu¸wiæ; (3) modul~_RR neterov, a modul~ R_R F P -in¨ektiven; (4) R – neterovo sleva kol~co, levoe kol~co Kaxa i modul~ E(_RR) plosok.

Dokazatel~stvo. (1) ⇒ (2). Sleduet iz lemmy 2.10, lemmy 2.1 i teoremy 2.2.

(1) ⇒ (4). Primenit~ lemmu 2.10 i predloßenie 2.5. (2) ⇔ (3). Sleduet iz teoremy 2.2.

(2) ⇒ (1). Tak kak R – neterovo sleva kol~co, kaßdyæ koneqno

poroßdennyæ levyæ R-modul~ koneqno predstavim. Po lemme 2.1 kaßdyæ koneqno predstavimyæ levyæ R-modul~ – podmodul~ modulØ R^I. Poskol~ku kol~co R kogerentno sprava, modul~ R^I plosok po [6, I.13.3]. Po predloßeni¸ 2.5 R – levoe IF -kol~co, a po lemme 2.10 R – takße levoe FGF-kol~co.

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 123 (4) ⇒ (1). V fftom sluqae dokazatel~stvo analogiqno dokaza-

tel~stvu implikacii (2) ⇒ (1), esli zametit~, qto kaßdyæ koneqno poroßdennyæ levyæ R-modul~ – podmodul~ ploskogo modulØ

E^I .

Kol~co R nazyvaetsØ poluartinovym sleva, esli vsØkiæ nenulevoæ cikliqeskiæ levyæ R-modul~ imeet nenulevoæ cokol~. R poluregulØrno, esli R/radR – regulØrnoe kol~co.

Lemma 2.12 ([12, 2.1]). Levoe CF-kol~co R poluartinovo sleva v

tom i tol~ko tom sluqae, kogda soc(_RR) – suwestvennyæ podmodul~ v_RR.

Sledu¸wie dva utverßdeniØ qastiqno rexa¸t CF- i FGFproblemy sootvetstvenno (sr. [12]):

Predloßenie 2.13. Predpoloßim, qto R – neterovo sleva kol~-

co i levoe CF-kol~co. Togda sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny dlØ R: (1) R artinovo sleva;

(2) R poluartinovo sleva ili sprava; (3) R – poluregulØrnoe kol~co; (4) R – polusoverxennoe kol~co;

(5) soc(_RR) – suwestvennyæ podmodul~ v_RR.

Dokazatel~stvo. (1) ⇒ (2). VsØkoe artinovo sleva kol~co soverxenno sleva, a znaqit, poluartinovo sprava po [6, VIII.5.1].

(2) ⇒ (1). Naxe utverßdenie sleduet iz [6, VIII.5.2]. (1) ⇒ (3). Oqevidno.

(3) ⇒ (4). Tak kak soc(_RR) – koneqno poroßdennyæ levyæ ideal

R, naxe utverßdenie sleduet iz [12, 4.1].

(4) ⇒ (5). Oqevidno.

(5) ⇒ (1). Po predyduweæ lemme R poluartinovo sleva, i tak

kak R neterovo sleva, naxe utverßdenie zaverxaet [6, VIII.5.2]. Predloßenie 2.14. Pust~ R – neterovo sleva kol~co i levoe

FGF-kol~co. Togda sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny dlØ R:

(1) R – QF-kol~co; (2) R – WQF-kol~co;

(3) R – F P -in¨ektivnoe sleva kol~co; (4) R – pravoe kol~co Kaxa; (5) R – poluregulØrnoe kol~co; (6) R poluartinovo sleva ili sprava;

124 G. A. GARKUXA

(7) soc(_RR) – suwestvennyæ podmodul~ v_RR.

Dokazatel~stvo. Implikacii (1) ⇒ (2) ⇒ (3), (1) ⇒ (4), (5) oqevidny.

(3) ⇒ (1). Naxe utverßdenie sleduet iz [1, 2.6]. (4) ⇒ (3). Nad pravym kol~com Kaxa modul~ M^∗ ≠ 0 dlØ vsØ-

kogo nenulevogo cikliqeskogo pravogo R-modulØ M . Tak kak R – levoe FGF-kol~co, to po teoreme 2.2 R – F P -in¨ektivnoe sprava kol~co, i togda R – F P -in¨ektivnoe sleva kol~co po [1, 2.9].

(5) ⇔ (6) ⇔ (7). Primenit~ predloßenie 2.13.

(7) ⇒ (1). Po predloßeni¸ 2.13 kol~co R artinovo sleva. Tak

kak artinovo sleva kol~co soverxenno sprava, naxe utverßdenie sleduet iz [12, 2.5].

3. Gruppovye kol~ca Pust~ R – kol~co, G – gruppa. Gruppovoe kol~co gruppy G s kofffficientami v R oboznaqim qerez R(G).

Lemma 3.1. Predpoloßim, qto G – koneqnaØ gruppa i M ∈ Mod −

R(G). Pust~ f = (f_i)_I : M → R^I , gde I – nekotoroe mnoßestvo, – nekotoryæ R-monomorfizm. Togda R(G)-gomomorfizm ~f = ( ~f_i)_I : M → R(G)^I , opredelennyæ po pravilu ~f_i(m) = ∑ g∈G f_i(mg)g^{−1} , ØvlØetsØ R(G)-monomorfizmom.

Dokazatel~stvo. NeposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto ~f , – deæstvitel~no, – monomorfizm R(G)-moduleæ.

Soglasno teoreme Reno [13] gruppovoe kol~co R(G) samoin¨- ektivno sleva v tom i tol~ko tom sluqae, kogda kol~co R samoin¨ektivno sleva i gruppa G koneqna. DlØ F P -in¨ektivnyh kolec spravedliva sledu¸waØ Teorema 3.2. Gruppovoe kol~co R(G) F P -in¨ektivno sleva v tom

i tol~ko tom sluqae, kogda kol~co R F P -in¨ektivno sleva i gruppa G lokal~no koneqna.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto R(G) F P -in¨ektivno sleva, i pust~ M ∈ mod−R. Togda modul~ M ⊗_R R(G) ∈ mod − R(G), i, vvidu lemmy 2.1 i teoremy 2.2, suwestvuet monomorfizm μ :

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 125

M ⊗_R R(G) → R(G)^I , gde I – nekotoroe mnoßestvo indeksov. Togda

kompoziciØ M^β−→ M ⊗_R R(G)^μ−→ μR(G)^I morfizmov μ i β ØvlØetsØ R-monomorfizmom, gde β(m) = m ⊗ e, e – edinica gruppy G. Tak kak R(G) – svobodnyæ R-modul~, Rmodul~ R(G)^I fp-plosok po [1, 2.3]. Iz teoremy 2.2 sleduet, qto kol~co R F P -in¨ektivno sleva.

Dokaßem teper~, qto gruppa G lokal~no koneqna. Pust~ neediniqnaØ podgruppa H gruppy G poroßdaetsØ fflementami {h_i}^n_{i=1}. Togda pravyæ ideal ωH kol~ca R(G), poroßdennyæ fflementami {1 − h_i}^n_{i=1}, nenulevoæ. Po predloßeni¸ 2.3 l(ωH) ≠ 0, a znaqit, H koneqna po [14, 2.1].

Dopustim teper~, qto R – F P -in¨ektivnoe sleva kol~co, a gruppa G lokal~no koneqna. Dokaßem sperva, qto kol~co R(G) F P -in¨ektivno sleva, esli G koneqna.

Pust~ M ∈ mod − R(G). Poskol~ku gruppa G koneqna, M ∈

mod−R. Tak kak modul~ R_R – F P -koobrazu¸wiæ po teoreme 2.2,

po lemme 2.1 M_R – podmodul~ R^I , gde I – nekotoroe mnoßestvo. Po lemme 3.1 M_{R(G)} – podmodul~ R(G)^I . Sledovatel~no, R(G) – F P -koobrazu¸wiæ, a znaqit R(G) – F P -in¨ektivnoe sleva kol~- co po teoreme 2.2.

Predpoloßim teper~, qto G – proizvol~naØ lokal~no koneqnaØ gruppa, i pust~ M ∈ R(G) − mod. Togda suwestvuet korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ R(G)-moduleæ 0 −→ K^i−→ R(G)^{n p}−→ M −→ 0. Pust~ X – koneqnoe mnoßestvo obrazu¸wih dlØ_{R(G)}K. Tak kak G lokal~no koneqna, naædetsØ takaØ koneqnaØ podgruppa H gruppy G, qto R(H)X ⊆ R(H)^n ⊆ R(G)^n. V rezul~tate poluqaem korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ R(H)-moduleæ 0 −→ K^{′ ī}−→ R(H)^{n p̄}−→ M^′ −→ 0, (3.1) gde K^′ = R(H)X, M^′ = R(H)Y , Y – koneqnoe mnoßestvo obrazu- ¸wih modulØ_{R(G)}M . UmnoßaØ tenzorno na R(G)_{R(H)} posledovatel~nost~ (3.1), poluqim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu

126 G. A. GARKUXA s toqnymi strokami: 0 −−−−−→R(G) ⊗ R(H) K0^1�^ī_{−−−−−→R(G) ⊗R(H) R(H)}n^1�^{p̄}_{−−−−−→R(G) ⊗R(H) M}0_{−−−−−→ 0} α ? y ? yβ ? y^γ 0 −−−−−→ K −−−−−→ i R(G)^n −−−−−→_p M −−−−−→0, v kotoroæ β – izomorfizm, α(r ⊗ x) = rx. Oqevidno, qto i α – izomorfizm, i sledovatel~no, γ – izomorfizm.

Esli my pokaßem, qto vsØkiæ f ∈ Hom_{R(G)}(K, R(G)) prodolßaetsØ do nekotorogo σ ∈ Hom_{R(G)}(R(G)^n, R(G)), poluqim, qto

Ext^1_{R(G)}(M, R(G)) = 0, qto i trebuetsØ dokazat~.

Itak, pust~ f ∈ Hom_{R(G)}(K, R(G)), i pust~ τ ∈ Hom_{R(H)} (R(G), R(H)), τ ( ∑ g∈G r(g)g) = ∑ g∈H r(g)g. Rassmotrim

f̄ = τ f|_{K0} ∈ Hom_{R(H)} (K^′, R(H)).

Poskol~ku R(H) – F P -in¨ektivnoe sleva kol~co, naædetsØ takoe

σ̄ : R(H)^n → R(H), qto f̄ = σ̄ī. Poluqaem

f = (1 ⊗ f̄ )α^{−1} = (1 ⊗ σ̄)(1 ⊗ ī)α^{−1} = (1 ⊗ σ̄)β^{−1}i = σi,

gde σ = (1 ⊗ σ̄)β^{−1} – iskomyæ gomomorfizm.

Vvidu teoremy Reno i teoremy 3.2 po proizvol~nomu samoin¨ektivnomu kol~cu R my moßem stroit~ F P -in¨ektivnye kol~ca, ne ØvlØ¸wiesØ samoin¨ektivnymi. A imenno, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie:

Sledstvie 3.3. Esli R – samoin¨ektivnoe sleva kol~co, G – lo-

kal~no koneqnaØ gruppa i |G| = ∞, to gruppovoe kol~co R(G) F P - in¨ektivno sleva, no ne samoin¨ektivno sleva.

Predloßenie 3.4 ([3]). Gruppovoe kol~co R(G) – levoe IF -kol~co

v tom i tol~ko tom sluqae, kogda R – levoe IF -kol~co, a gruppa G lokal~no koneqna.

Dokazatel~stvo. Esli R(G) – levoe IF -kol~co, to ono takße F P -in¨ektivno sprava po teoreme 2.2. Po predyduweæ teoreme

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 127 gruppa G lokal~no koneqna. Analogiqno dokazatel~stvu teoremy 3.2 dlØ M ∈ R − mod imeetsØ kompoziciØ R-monomorfizmov M^β−→ R(G) ⊗_R M^μ−→ R(G)^n, gde β(m) = e ⊗ m; a tak kak R(G) – svobodnyæ R-modul~, modul~ M – podmodul~ svobodnogo R-modulØ R(G)^n.

Obratno, pust~ R – levoe IF -kol~co i G – lokal~no koneqnaØ gruppa. Dokaßem snaqala, qto R(G) – levoe IF -kol~co, esli G – koneqnaØ gruppa. DlØ fftogo rassmotrim M ∈ R(G) − mod. Tak kak G koneqna, M ∈ R − mod, a znaqit,_RM – podmodul~ R^n, dlØ nekotorogo n ∈ N. Po lemme 3.1_{R(G)}M – podmodul~ R(G)^n, t. e.

R(G), – deæstvitel~no, – levoe IF -kol~co.

Esli ße G – proizvol~naØ lokal~no koneqnaØ gruppa, to dlØ vsØkogo M ∈ R(G) − mod suwestvuet takaØ koneqnaØ podgruppa H gruppy G, qto M t R(G) ⊗R(H) R(H)Y , gde Y – koneqnoe mnoßestvo obrazu¸wih dlØ_{R(G)}M (sm. dokazatel~stvo teoremy 3.2). Po uslovi¸ R(H)-modul~ R(H)Y – podmodul~ svobodnogo modulØ R(H)^n, dlØ nekotorogo n ∈ N. Znaqit, M – podmodul~ svobodnogo modulØ R(G)^n t R(G) ⊗_{R(H)} R(H)^n.

Teorema 3.5. Gruppovoe kol~co R(G) slabo kvazifrobeniusovo to-

gda i tol~ko togda, kogda kol~co R slabo kvazifrobeniusovo i gruppa G lokal~no koneqna.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 2.8 vsØkoe WQF-kol~co ØvlØetsØ levym i pravym IF -kol~com. Teper~ naxe utverßdenie sleduet iz predloßeniØ 3.4.

Horoxo izvestno, qto gruppovoe kol~co R(G) poluprosto (sm. [14], [8, s. 580]) v tom i tol~ko tom sluqae, kogda kol~co R poluprosto, gruppa G koneqna, i |G| obratim v R. V svo¸ oqered~, po teoreme Auslffndera-Maklaflina (sm. [14]) R(G) – regulØrnoe kol~co v tom i tol~ko tom sluqae, kogda kol~co R regulØrno, gruppa G lokal~no koneqna i dlØ vsØkoæ koneqnoæ podgruppy H gruppy G iz ravenstva |H| = n sleduet, qto nR = R.

V zakl¸qenie my privedem primery WQF-kolec, kotorye ne ØvlØ¸tsØ odnovremenno ni QF-kol~cami, ni regulØrnymi kol~- cami.

128 G. A. GARKUXA

Primery. (1) Po proizvol~nomu regulØrnomu kol~cu R my moßem stroit~ WQF-kol~ca, kotorye ne budut regulØrnymi, esli rassmotrim proizvol~nu¸ lokal~no koneqnu¸ gruppu, v kotoroæ porØdok hotØ by odnoæ koneqnoæ podgruppy neobratim v R.

Naprimer, pust~ K – pole harakteristiki p ≠ 0. Rassmotrim kol~co R = ∏_∞ i=1 K_i, K_i = K, s pokomponentnym umnoßeniem.

Togda R, oqevidno, ØvlØetsØ regulØrnym kol~com, no ne ØvlØetsØ poluprostym kol~com. Esli G – takaØ koneqnaØ gruppa, qto p delit |G|, to kol~co R(G) slabo kvazifrobeniusovo i ne ØvlØetsØ ni regulØrnym, ni kvazifrobeniusovym kol~com.

(2) Esli R – proizvol~noe QF-kol~co, G – proizvol~naØ lokal~no koneqnaØ gruppa i |G| = ∞, to R(G) – slabo kvazifrobeniusovo kol~co, ne ØvlØ¸weesØ kvazifrobeniusovym. Pri fftom

R(G) regulØrno togda i tol~ko togda, kogda R – poluprostoe

kol~co, i porØdok kaßdoæ koneqnoæ podgruppy gruppy G obratim v R.

Tak, naprimer, esli K – pole harakteristiki p ≠ 0, gruppa

G = ∪_k¿_1G_k, gde kaßdaØ G_k – cikliqeskaØ gruppa s obrazu¸-

wim a_k porØdka p^k i a_k = a^p_{k+1}, to gruppovaØ algebra K(G) =

lim−→_k K(G_k) slabo kvazifrobeniusova (sm. takße [15]), ne ØvlØ¸-

waØsØ ni QF-kol~com, ni regulØrnym kol~com.

Literatura

1. G. A. Garkuxa, A. I. Generalov, Dvoæstvennost~ dlØ kategoriæ koneqno

predstavimyh moduleæ. Algebra i Analiz 11 (1999), vyp. 6, 139–153. 2. I. Herzog, The Ziegler spectrum of a locally coherent Grothendieck category. Proc.

London Math. Soc. 74 (1997), 503–558.

3. R. R. Colby, Rings which have flat injective modules. J. Algebra 35 (1975), 239–252.

4. G. Garkusha, Grothendieck categories. Preprint (http://xxx.lanl.gov), 1999. 5. B. Stenström, Coherent rings and F P -injective modules. J. London Math. Soc. 2 (1970), 323–329.

6. B. Stenström, Rings of quotients. Springer-Verlag, New York and Heidelberg, 1975.

7. S. Jain, Flat and F P -injectivity. Proc. Amer. Math. Soc. 41 (1973), 437–442.

8. K. Feæs, Algebra: kol~ca, moduli i kategorii. t. 1, Mir, Moskva, 1977. 9. F. Kax, Moduli i kol~ca. Mir, Moskva, 1981.

10. M. Prest, Ph. Rothmaler, M. Ziegler, Absolutely pure and flat modules and “indiscrete” rings. J. Algebra 174 (1995), 349–372.

11. K. Feæs, Algebra: kol~ca, moduli i kategorii. t. 2, Mir, Moskva, 1979.

12. J. Rada, M. Saorin, On two problems about embedding of modules in free modules.

Notas de Matemática (Serie: Pre-Print) 170 (1998).

F P –IN˙EKTIVNYE KOL^CA 129

13. G. Renault, Sur les anneaux de groupes. C. R. Acad. Sc. Paris Ser. A 273, No. 2 (1971), 84–87.

14. I. G. Connell, On the group ring. Canad. J. Math. 15 (1963), 650–685. 15. M.-P. Malliavin, Sur les anneaux de groupes F P -self-injectifs. C. R. Acad. Sc.

Paris Ser. A 273, No. 2 (1971), 88–91.

Garkusha G. A. F P -injective and weakly quasi-Frobenius rings. The classes of F P -injective and weakly quasi-Frobenius rings are investigated. The properties for both classes of rings are closely linked with embedding of finitely presented modules in fp-flat and free modules respectively. Using these properties, we characterize the classes of coherent CF- and FGF-rings. Moreover, it is proved that the group ring R(G) is F P -injective (weakly quasi-Frobenius) if and only if the ring R is F P -injective (weakly quasi-Frobenius) and G is locally finite.

Postupilo 27 dekabrØ 1999 g.

Sankt-Peterburg

email:ggarkusha@mail.ru