Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 265, 1999 g.

S. V. Vostokov, I. B. ȷukov, G. K. Pak

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NO` GLUBINO` VETVLENI˚

Vvedenie

V rabote [2] dlØ klassiqeskih lokal~nyh poleæ byli naædeny usloviØ, pri kotoryh vo vpolne razvetvlennom p-rasxirenii L/K differenta D_{L/K} delitsØ na stepen~ rasxireniØ, t.e. [L : K] | D_{L/K}. (∗) DlØ vpolne razvetvlennyh p-rasxireniæ polnyh diskretno normirovannyh poleæ analogiqnyæ vopros rassmatrivalsØ v rabote [1], §1. Vaßnost~ usloviØ (∗) ob¨ØsnØetsØ, v qastnosti, tem, qto uslovie (∗) ravnosil~no suwestvovani¸ netrivial~no razloßimyh kak O_K [G]-moduleæ idealov v L (zdes~ O_K – kol~co celyh v K, a G = Gal (L/K) (sm. [6, 1]).

Uslovie (∗) oznaqaet, qto glubina vetvleniØ v L/K imeet “poqti maksimal~noe” znaqenie. Rassmotrim, naprimer, sluqaæ

[L : K] = p. Togda dlØ normirovaniØ differenty imeem:

v_L(D_{L/K} ) = (p − 1)(h + 1) = pd + p − 1,

gde h – skaqok vetvleniØ L/K, a d = d_K(L/K) – glubina vetvleniØ. Uslovie (∗) moßno perepisat~ sledu¸wim obrazom:

pe_K 6 (p − 1)(h + 1), ili, ffkvivalentno, h >^{peK}_{p−1} − 1, a takße

d > eK −^{p−1}_p . Napomnim, qto maksimal~no vozmoßnye znaqeniØ h

i d ravny^{peK}_{p−1} i e_K sootvetstvenno.

Rassmotrim fil~traci¸ vetvleniØ gruppy Gal (L/K). ImeetsØ kanoniqeskoe razloßenie L/K v baxn¸ fflementarnyh abelevyh p-rasxireniæ. My moßem, dalee, razloßit~ L/K v baxn¸ cikliqeskih rasxireniæ stepeneæ p: K = K_0 ⊂ K_1 ⊂ · · · ⊂ K_n = L. V rabote [1] byli sdelany sledu¸wie nabl¸deniØ.

A) Uslovie (∗) dlØ L/K vleqet (∗) dlØ vseh promeßutoqnyh rasxireniæ v L/K (sm. [1], predloßenie 1.5).

Qastiqno podderßana grantom RFFI (No. 97-01-00058-a). 77

78 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK B) Uslovie (∗) dlØ “verhneæ stupeni” L/K_{n−1} vleqet (∗) dlØ vsego rasxireniØ L/K (sm. tam ße).

S) Uslovie (∗) dlØ “nißneæ stupeni” K_1/K ne vleqet (∗) dlØ vsego rasxireniØ L/K, odnako, esli glubina vetvleniØ dlØ

K_1/K maksimal~na (t.e. ravna e_K ), to rasxirenie L/K – cikli-

qeskoe, i glubina vetvleniØ maksimal~na na kaßdoæ stupeni. V qastnosti, (∗) verno dlØ K_1/K. (�to horoxo izvestno, sm., naprimer, [5], gl. IV, primer 3f.)

D) Uslovie (∗) opredelØet gruppu Galua rasxireniØ L/K, a imenno, ona ØvlØetsØ cikliqeskoæ, esli p > 2 (sm. [2], a takße [1], predloßenie 1.5).

E) Esli my znaem a priori, qto L/K cikliqeskoe, to uslovie (∗) dlØ “nißneæ stupni” K_1/K vleqet (∗) dlØ vsego rasxireniØ L/K. (�to sleduet iz [1], lemma 1.2.1.)

Cel~ stat~i – rassmotret~ obwiæ sluqaæ bez predpoloßeniØ, qto L/K vpolne razvetvleno. Inaqe govorØ, my dopuskaem, qto rasxirenie poleæ vyqetov L/K moßet byt~ neseparabel~nym, i pytaemsØ naæti sootvetstvu¸wie obobweniØ dlØ A), B), S), D), E).

§§1–3 soderßat nekotorye vspomogatel~nye rezul~taty. V §4 my ustanavlivaem obwu¸ strukturnu¸ teoremu dlØ rasxireniæ, udovletvorØ¸wih (∗) pri uslovii, qto p − 1 delit e := e_K . V §5 my daem polnu¸ klassifikaci¸ cikliqeskih rasxireniæ, udovletvorØ¸wih (∗). §6 i §7 soderßat dokazatel~stva sledu- ¸wih teorem, opisyva¸wih strukturu abelevyh poqti maksimal~no razvetvlennyh rasxireniæ. V formulirovke niße my ispol~zuem ponØtie rasxireniæ s nezavisimym vetvleniem, kotoroe vvoditsØ v naqale §3.

Teorema 1. Pust~ p − 1|e i E/K – abelevo p-rasxirenie. Obozna-

qim qerez E_1/K maksimal~noe podrasxirenie iz E/K ffksponenty p. Togda sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny

1) E/K udovletvorØet (∗). 2) E_1/K udovletvorØet (∗).

3) E = M N , gde M/K i N/K nezavisimo razvetvleny, M/K – cikliqeskoe rasxirenie, udovletvorØ¸wee (∗), a N/K – maksimal~no razvetvlennoe rasxirenie, t.e. ego glubina vetvleniØ ravna ne, gde p^n = [N : K].

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 79

Teorema 2. Pust~ p − 1 - e, i L/K – abelevo p-rasxirenie. Zapi-

xem L kak kompozit K^1 . . . K^m, gde K^i/K – lineæno razdelennye cikliqeskie rasxireniØ, i = 1, . . ., m. Togda L/K udovletvorØet uslovi¸ (∗) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda vypolneny sledu- ¸wie tri usloviØ.

1) Podrasxirenie stepeni p v K^i/K udovletvorØet (∗) dlØ vseh i = 1, . . ., m. 2) PodrasxireniØ stepeni p v K^i/K nezavisimo razvetvleny, i = 1, . . ., m. 3) ε m∑ i=1 ( 1 − 1 p^{ri} )

6 1 −^1_{pr} ,

gde p^{ri} = [K^i : K], i = 1, . . ., m; r = max(r_1, . . . , r_m); ε = pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ] . Nakonec, v §8 my daem nekotorye dal~neæxie svoæstva kompozitov cikliqeskih rasxireniæ, udovletvorØ¸wih (∗).

SuwestvennaØ qast~ stat~i byla sdelana v institute Maksa Planka v g. Bonne, vtoroæ avtor vyraßaet gluboku¸ priznatel~- nost~ fftomu institutu za prekrasnye usloviØ dlØ raboty.

OboznaqeniØ i terminologiØ p – prostoe qislo; my predpolagaem na protØßenii vseæ stat~i, qto p > 2.

Vo vseæ stat~e K oboznaqaet plenal~noe pole, t.e. polnoe diskretno normirovannoe pole nulevoæ harakteristiki ili harakteristiki p s polem vyqetov harakteristiki p. DlØ takogo polØ K my ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ:

• v = v_K : normirovanie na K, a takße ego nenormalizovannoe

prodolßenie na algebraiqeskoe zamykanie polØ K;

• O = O_K : kol~co normirovaniØ v K;

• M = MK = { a ∈ OK : v(a) > 0 }: maksimal~nyæ ideal v

kol~ce O;

• p(i) = pK (i) = M^i_K dlØ l¸bogo i ∈ Z;

• U_K = O^∗_K ;

80 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK

• U_{i,K} = 1 + p_K (i) dlØ i > 1;

• K: pole vyqetov polØ K;

• a: klass vyqetov v K fflementa a ∈ O_K ;

• e = e_K = v_K (p): absol¸tnyæ indeks vetvleniØ K; • e(L/K): indeks vetvleniØ koneqnogo rasxireniØ L/K; • D_{L/K} : differenta koneqnogo rasxireniØ L/K; • ζ_n: fiksirovannyæ pervoobraznyæ koren~ stepeni n iz 1.

Govorim, qto koneqnoe rasxirenie L/K: • ruqnoe, esli (p, e(L/K)) = 1;

• dikoe, esli [L : K] = e(L/K) = stepen~ p; • svirepoe, esli [L : K] = [L : K]_{insep}; • strogo separabel~noe, esli [L : K]_{insep} = 1.

• diko-svirepoe, esli podpole vetvleniØ (t.e. maksimal~noe ruqnoe podrasxirenie) v L/K sovpadaet s K.

Drugimi slovami, diko-svirepoe rasxirenie ØvlØetsØ rasxireniem, kotoroe moßno predstavit~ kak baxn¸ rasxireniæ stepeni p, kaßdoe iz kotoryh libo dikoe, libo svirepoe.

Pust~ L/K – algebraiqeskoe rasxirenie i M/L – koneqnoe separabel~noe podrasxirenie. Pod glubinoæ vetvleniØ rasxireniØ M/L ponimaem

d_K (M/L) = inf { v_K ( Tr_{M/L} y y )| |y ∈ M^∗ } . Pust~ char K = 0. Govorim, qto rasxirenie L/K – poqti maksimal~no razvetvleno (PMR), esli [L : K]|D_{L/K}. Rasxirenie L/K nazyvaem maksimal~no razvetvlennym (MR), esli

[L : K] = p^s i d_K (L/K) = se.

Pust~ L/K – rasxirenie Galua, σ ∈ Gal (L/K). Skaqkom vetvleniØ h(σ) avtomorfizma σ nazyvaem

h(σ) = min_{a∈L∗} v_L(a^{σ−1} − 1).

Esli h(σ) odno i to ße dlØ vseh σ ≠ 1, to ono nazyvaetsØ skaqkom vetvleniØ rasxireniØ L/K i oboznaqaetsØ h(L/K). V qastnosti, h(L/K) vsegda opredeleno dlØ cikliqeskogo rasxireniØ L/K stepeni p.

§1. Svoæstva glubiny vetvleniØ

Sledu¸wie svoæstva glubina vetvleniØ vzØty iz stat~i Hyodo [7].

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 81

Predloßenie 1.1. Pust~ L/K i M/L – koneqnye rasxireniØ. To- gda d_K (M/L) = v_K (D_{M/L}) + v_K (π_M ) − v_K (π_L).

V qastnosti, d_K (M/L) = 0 togda i tol~ko togda, kogda M/L – ruqnoe.

Dokazatel~stvo. Nemedlenno sleduet iz opredeleniØ diffe-

renty. �

Predloßenie 1.2. Pust~ N – promeßutoqnoe pole v M/L. Togda d_K (M/L) = d_K(M/N ) + d_K (N/L). �to lemma (2–4) v [7].

Sledstvie 1.3. dK (M (ζp)/L(ζp)) = dK(M/L).

Predloßenie 1.4. Pust~ L/K – cikliqeskoe rasxirenie stepe-

ni p. Togda d_L(L/K) = (p − 1)h(L/K).

Predloßenie sleduet iz lemmy (2–10) v [7].

Napomnim, kakie vozmoßnye znaqeniØ imeet h(L/K) v fftom sluqae (detali sm. [4, Prop. III. 2.3 i Ex. 1 v III. 2]).

Predloßenie 1.5. 1) Pust~ L/K – dikoe rasxirenie stepeni

p, h = h(L/K). Togda ili 0 < h < pe/(p − 1), i (p, h) = 1, ili h = pe/(p − 1). Posledniæ variant vozmoßen tol~ko v tom sluqae, kogda char K = 0 i ζ_p ∈ K.

2) Pust~ L/K – svirepoe rasxirenie stepeni p, h = h(L/K). Togda 0 < h 6 e/(p − 1).

Napomnim, nakonec, neravenstvo Hyodo (sm. [7], lemma (4–1) ili [3], §1); sm. takße predloßenie 2.2 niße.

Predloßenie 1.6. Pust~ M/K – cikliqeskoe rasxirenie stepe-

ni p^2, L – promeßutoqnoe pole. Togda

d_K (M/L) > min((p − 1 + p^{−1})d_K (L/K), e − p^{−1}e + p^{−1}d_K(L/K)).

§2. Nekotorye vyqisleniØ v rasxireniØh stepeni p Predloßenie 2.1. Pust~ L/K – cikliqeskoe rasxirenie stepe-

ni p, d = d_K (L/K). Togda v ( N_{L/K} a a^p − 1 )

> d

82 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK

dlØ l¸bogo a ∈ L^∗.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie trivial~no v nerazvetvlennom

sluqae, i pofftomu my sqitaem, qto L/K ili dikoe, ili svirepoe rasxirenie.

Oboznaqim v (_{NL/K a} a^p − 1 ) qerez j(a). Tak kak j(a^{−1}) = j(a), to my imeem min_{a∈L∗} j(a) = min_{a∈OL\{0}} j(a). Dalee, dlØ l¸byh a, b ∈ O_L imeem v(N_{L/K} (a + b) − N_{L/K} a − N_{L/K} b) > d + p min(v(a), v(b)), i v((a + b)^p − a^p − b^p) > e + p min(v(a), v(b)) > d + p min(v(a), v(b)).

Predpoloßim, qto a, b ∈ O_L, a b ≠ 0 i v(a + b) = min(v(a), v(b)). Togda

j(a + b) = v(N_{L/K} (a + b) − (a + b)^p) − p min(v(a), v(b))

> min(j(a), j(b), d).^{(1)}

L¸boæ fflement a ∈ O_L moßno zapisat~ v vide p−1∑ i=0 α_ix^i, gde α_i ∈ O_K (zdes~ x – prostoæ fflement L, esli L/K – dikoe rasxirenie, i x ∈ O_L, x /∈ K, esli L/K – svirepoe). Iz (1) sleduet j(a) > min(j(α_0), j(α_1x), . . . , j(α_{p−1}x^{p−1}), d) = min(j(x), d). Pust~ char K = 0. Bez naruxeniØ obwnosti my moßem sqitat~, qto ζ_p ∈ K. Togda L = K(y), y^p ∈ K. Esli d = e, to moßno sqitat~, qto x = y, otkuda j(x) = ∞. Pust~ d < e. Moßno vybrat~ y tak, qto v(y − 1) =^1_{p−1} (e − d). Pri podhodØwem vybore x imeem: x =

π^{−n}(y−1)^i, gde π – prostoæ fflement v K, (i, p) = 1. Sledovatel~no, j(x) = j(y − 1). Iz togo, qto y^p ∈ K, sleduet, qto

N_{L/K} (y − 1) = N_{L/K} y + (−1)^p = (−1)^{p−1}y^p + (−1)^p.

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 83 Imeem dalee j(y − 1) = v ( y^p − 1 (y − 1)^p − 1 ) = v(y − 1) + e − pv(y − 1) = d, i utverßdenie lemmy v fftom sluqae provereno.

Pust~ teper~ char K = p. Togda L = K(y), y^p − y ∈ K, v(y) =

−^1_{p−1} d. Pri podhodØwem vybore x imeem x = π^ny^i, gde π, i –

kak vyxe, i j(x) = j(y). Imeem N_{L/K} y = y^p − y, otkuda j(y) =

v(−y^{1−p} ) = d. �

Predloßenie 2.2. Pust~ char K = 0, ζp ∈ K, M/K – cikliqeskoe

rasxirenie stepeni p^2, L – promeßutoqnoe pole, d = d_K (L/K). Predpoloßim, qto d >^e_p .

Pust~ L = K(x), x^p = 1 + ρ ∈ K, v(ρ) = p p − 1 (e − d). Togda M = L(y), y^p = b(1 + τ ), gde b ∈ K, τ ∈ L; i

v(τ^p − ρ) > p p − 1 (e − d) + min(pd − e, d). Zameqanie. My ne iskl¸qaem sluqaæ d = e. V fftom sluqae v(ρ) =

v(τ ) = 0.

Dokazatel~stvo. PrimenØØ lemmu 1.3 iz [1], poluqim

M = L(^p √ a), a ∈ L, a^{σ−1} = c^p, c ∈ L^∗, N_{L/K} c ≠ 1, gde σ – obrazu¸wiæ fflement Gal (L/K). Pust~ c = 1 + γ, togda

N_{L/K} c = 1 + N_{L/K} γ + Tr_{L/K} γ^′, (2)

gde v(γ^′ − γ) > 2v(γ). Tak kak N_{L/K} c – pervoobraznyæ koren~ stepeni p iz 1, to

v(N_{L/K} γ + Tr_{L/K} γ^′) = e p − 1 . S drugoæ storony, v(Tr_{L/K} γ^′) > v(γ)+d po opredeleni¸ glubiny vetvleniØ, otkuda v(N_{L/K} γ) = pv(γ). Tak kak d >^e_p , poluqaem v(γ) 6 e p(p − 1) ,

84 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK otkuda v(N_{L/K} γ) < v(Tr_{L/K} γ^′) i pofftomu v(γ) = e p(p − 1) . Po predloßeni¸ 2.1, v(N_{L/K} γ − γ^p) > e p − 1 + d. S drugoæ storony,

v(Tr_{L/K} γ^′) > e p(p − 1) + d. Pofftomu iz (2) sleduet

N_{L/K} c ≡ 1 + γ^p mod p ( e p(p − 1) + d ) , i dalee,

N_{L/K} c ≡ (1 + γ)^p mod p ( min ( e p(p − 1) + d, e )) O_L. Imeem: (1 + γ)^p = c^p = a^{σ−1}. �lement x^{σ−1} ØvlØetsØ takße pervoobraznym kornem stepeni p iz 1, otkuda x^{σ−1} = (N_{L/K} c)^i pri nekotorom 1 6 i 6 p − 1. Poluqili

x^{σ−1} ≡ (a^i)^{σ−1} mod p ( min ( e p(p − 1) + d, e )) O_L. Zapixem x v vide a^ib_1(1 + τ_1), gde b_1 ∈ K i v(τ_1) – maksimal~no vozmoßnoe. Imeem v ( 1 + τ^σ_1 1 + τ_1 − 1 )

> min^{( e}_{p(p − 1)} + d, e^).

S drugoæ storony, iz vybora τ_1 sleduet, qto τ_1 /∈ K^∗ · U_{1,L}, otkuda v(τ^{σ−1}_1 − 1) =^d_{p−1} . Takim obrazom,

v(τ_1) > min ( e p(p − 1) + d, e ) − d p − 1 .

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 85 Poloßim y =^p √ a^i. Togda M = L(^p √ a) = L(y), y^p = a^i = b^{−1}_1 x(1 + τ_1)^{−1} = b(1 + τ ),

gde b = b^{−1}_1 , τ = x(1 + τ_1)^{−1} − 1. Qtoby ocenit~ v(τ^p − ρ), zametim, qto x = (1 + τ )(1 + τ_1), otkuda

1 + ρ = x^p = (1 + τ )^p(1 + τ_1)^p i v(τ^p − ρ) > min(v(τ^p_1 ), v(pτ ), v(pτ_1)).

Tak kak

v(x − 1) = 1 p − 1 (e − d) i d > e p , to v(x − 1) < v(τ_1), otkuda

v(τ ) = v(x − 1) = 1 p − 1 (e − d) i v(τ^p − ρ) > min(v(τ^p_1 ), v(pτ ))

= min ( pv(τ_1), pe p − 1 − d p − 1 )

= min ( e p − 1 + pd − pd p − 1 , pe pd p − 1 , pe p − 1 − d p − 1 )

= p p − 1 (e − d) + min(pd − e, d). V poslednem perehode my ispol~zovali uslovie p > 2. �

Zameqanie. Iz dokazatel~stva vidno, qto v(b) = v(a^i), 1 6 i 6

p − 1. S drugoæ storony, moßno predpolagat~, qto ili p - v_L(a),

ili v_L(a) = 0. Pofftomu ili p - v_L(b), ili v_L(b) = 0.

§3. RasxireniØ s nezavisimym vetvleniem Predloßenie 3.1. Pust~ L/K i K^′/K – koneqnye separabel~nye

rasxireniØ, L^′ = K^′L. Togda d_K (L^′/K^′) 6 d_K(L/K).

Dokazatel~stvo. Pust~ sperva L/K – cikliqeskoe, stepeni p.

Predpoloßim, qto char K = 0. UqityvaØ sledstvie 1.3, my moßem sqitat~, qto ζ_p ∈ K. Togda L = K(x), x^p = a ∈ K, v(a − 1) = p p − 1 (e − d_K(L/K)).

86 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK Tak kak L^′ = K^′(x), poluqaem

v(a − 1) 6 p p − 1 (e − d_K (L^′/K^′)), otkuda d_K(L^′/K^′) 6 d_K (L/K). Sluqaæ char K = p razbiraetsØ analogiqno.

Pust~ teper~ L/K – proizvol~noe diko-svirepoe rasxirenie stepeni p. Oboznaqim qerez M/K normal~noe zamykanie L/K; podpole vetvleniØ v M/K oboznaqim qerez E. Togda M/E – cikliqeskoe rasxirenie stepeni p, i my imeem

d_K (L^′/K^′) = d_K (M^′/K^′) = d_K (M^′/E^′) 6

6 dK(M/E) = dK (M/K) = dK (L/K).

V samom dele, rasxireniØ M/L, M^′/L^′, E/K i E^′/K^′ ØvlØ¸tsØ ruqnymi.

V sluqae proizvol~nogo rasxireniØ L/K my moßem predstavit~ ego v vide baxni K ⊂ K_1 ⊂ · · · ⊂ K_n = L, gde K_1/K – ruqnoe, a K_{i+1}/K_i – diko-svirepye rasxireniØ, i = 1, . . ., n − 1. �

Sledstvie 3.2. Pust~ L1/K, L2/K – koneqnye separabel~nye ras-

xireniØ. Togda

d_K(L_1L_2/K) 6 d_K(L_1/K) + d_K (L_2/K).

Dokazatel~stvo. Nußno ob¨edinit~ predloßenie 3.1 s predlo-

ßeniem 1.2. �

Opredelenie. Koneqnye separabel~nye rasxireniØ L1/K, L2/K

, . . . , L_r/K nazyvaem nezavisimo razvetvlennymi (ili rasxireni- Ømi s nezavisimym vetvleniem), esli

d_K (L_1 . . . L_r /K) = d_K (L_1/K) + · · · + d_K(L_r /K).

Predloßenie 3.3. 1) Pust~ K1/K, . . . , Kr/K – podrasxireniØ v

L_1/K, . . ., L_r/K sootvetstvenno. Esli L_1/K, . . ., L_r/K – nezavisimo razvetvleny, to K_1/K, . . ., K_r /K – toße nezavisimo razvetvleny.

2) Pust~ r > 3. Togda rasxireniØ L_1/K, . . . , L_r/K – nezavisimo razvetvleny v tom i tol~ko tom sluqae, kogda L_1/K, . . ., L_{r−1}/K nezavisimo razvetvleny, i L_r/K nezavisimo razvetvleno s rasxireniem L_1 . . . L_{r−1}/K.

Dokazatel~stvo. Nemedlenno sleduet iz opredeleniØ. �

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 87

Zameqanie 1. V “klassiqeskom sluqae” (kogda pole vyqetov po-

lØ K soverxenno) proizvol~nye dva rasxireniØ ne mogut byt~ nezavisimo razvetvleny, iskl¸qaØ sluqaæ, kogda odno iz nih ruqnoe. Deæstvitel~no, legko videt~, qto my imeem strogie neravenstva v dokazatel~stve predloßeniØ 3.1.

Zameqanie 2. Pust~ L1/K, L2/K – koneqnye separabel~nye ras-

xireniØ, L_1/K – dikoe rasxirenie, a L_2/K – svirepoe. Togda

L_1/K i L_2/K nezavisimo razvetvleny. V samom dele, moßno pro-

sledit~ dokazatel~stvo predloßeniØ 3.1 i uvidet~, qto my poluqaem ravenstva vmesto neravenstv.

Predloßenie 3.4. Pust~ char K = 0, ζp ∈ K, L1 = K(x1), L2 =

K(x_2), x^p_1 = a_1 ∈ K, x^p_2 = a_2 ∈ K. DlØ kaßdogo i = 1, 2 poloßim, qto a_i = ρ_i ili a_i = 1 + ρ_i, gde v(ρ_i) > 0, ρ_i /∈ (K^∗)^p · U_{vK (ρi)+1,K} . Togda sledu¸wie dva usloviØ ravnosil~ny

1) L_1/K i L_2/K – nezavisimo razvetvleny; 2) ∀i = 1, 2, . . ., p − 1 : ρ_1/ρ^i_2 /∈ (K^∗)^p · U_{1,K} .

Zameqanie. My dadim dokazatel~stvo tol~ko dlØ rasxireniæ,

u kotoryh d_K (L_1/K) = d_K(L_2/K). Predloßenie budet ispol~zovat~sØ tol~ko dlØ rasxireniæ, udovletvorØ¸wih fftomu uslovi¸.

Dokazatel~stvo.

Sluqaæ 1: L1/K – svirepoe, L2/K – dikoe rasxirenie. To-

gda L_1/K i L_2/K nezavisimo razvetvleny po zameqani¸ 2 vyxe. Imeem, p|v(ρ_1), p - v(ρ_2). Pofftomu p - v(ρ_1/ρ^i_2) dlØ l¸bogo

i = 1, . . ., p − 1, otkuda ρ_1/ρ^i_2 /∈ (K^∗)^p · U_{1,K} .

Sluqaæ 2: L1/K – dikoe, L2/K – svirepoe. Analogiqno slu-

qa¸ 1.

Sluqaæ 3: oba L1/K i L2/K – dikie rasxireniØ. Esli

d_K (L_1/K) = d_K(L_2/K) = e, to moßem predpoloßit~, qto v(ρ_1) = v(ρ_2) = 1. Togda x_1 = τ_1 – prostoæ fflement v L_1. Esli

d_K (L_1/K) = d_K (L_2/K) = e − p − 1 p j, j > 1, to imeem x_1 = 1 + τ_1, v_{L1} (τ_1) = j.

Predpoloßim, qto ρ_1/ρ^i_2 /∈ (K^∗)^p · U_{1,K} , i = 1, . . . , p − 1.

88 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK Togda ρ_2 = ρ_1 · t, t ∈ U_K , t /∈ K^p. �to oznaqaet, qto v L_1 my imeem ili a_2 = τ^p_1 t + . . . , ili a_2 =

1 + τ^p_1 t + . . . , gde toqki oboznaqa¸t qleny bolee vysokogo porØd-

ka. V oboih sluqaØh my vidim nemedlenno, qto d_K (L_1L_2/L_1) =

d_K (L_1/K) (= e ili e −^{p−1}_p j sootvetstvenno).

Predpoloßim, ρ_1/ρ^i_2 ∈ (K^∗)^p · U_{1,K} ; Øsno, qto ffto vozmoßno, tol~ko kogda i = 1. My poluqaem togda ili a_2 = τ^p_2 b^p + . . . , ili

a_2 = 1 + τ^p_2 b^p + . . . pri nekotorom b ∈ U_K , otkuda d_K(L_1L_2/L_1) < d_K (L_1/K).

Sluqaæ 4: Kak L1/K, tak i L2/K – svirepye rasxireniØ. Pust~

sperva d_K(L_1/K) = d_K(L_2/K) = e. Togda a_1 = ρ_1 ∈ U_K , a_2 = ρ_2 ∈

U_K , ρ_1, ρ_2 /∈ K^p. Imeem ρ_1 ρ^i_2 /∈ (K^∗)^p · U_{1,K} , i = 1, . . ., p − 1 ⇐⇒ ρ_1 ρ_2^i /∈ K^p, i = 1, . . . , p − 1 ⇐⇒ L_1 ∩ L_2 = K ⇐⇒ ρ_2 /∈ L_1^p ⇐⇒ d_K(L_1L_2/L_1) = 0 ⇐⇒ L_1/K i L_2/K – nezavisimo razvetvleny.

Dalee, pust~ d_K(L_1/K) = d_K(L_2/K) < e. Togda

a_1 = 1 + π^{pn}b_1, a_2 = 1 + π^{pn}b_2, b_1, b_2 ∈ U_K , b_1, b_2 /∈ K^p.

Togda

ρ_1 ρ^i_2 /∈ (K^∗)^p · U_{1,K}, i = 1, . . . , p − 1 ⇐⇒ b_1 b_2^i /∈ K^p, i = 1, . . . , p − 1, i my prodolßaem dokazatel~stvo kak vyxe. �

Sledstvie 3.5. Pust~ char K = 0, ζp ∈ K, Li = K(xi), x^p_i = 1 +

π^nb_i ∈ K, v(b_i) = 0, i = 1, . . ., m, π – prostoæ v K, n > 1.

1) Pust~ p|n. Togda L_1/K, . . ., L_m/K nezavisimo razvetvleny v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda db_1, . . . , db_m ∈ Ω_{K/K}p

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 89 lineæno nezavisimy nad K^p.

2) Pust~ p - n. Togda L_1/K, . . ., L_m/K nezavisimo razvetvleny v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda d(b_2/b_1), . . . , d(b_m/b_1) ∈ Ω_{K/K}p lineæno nezavisimy nad K^p.

Dva nißesledu¸wih sledstviØ ne budut ispol~zovat~sØ v ostavxeæsØ qasti stat~i, i my opustim ih dokazatel~stvo.

Sledstvie 3.6. Pust~ L1/K i L2/K – nezavisimo razvetvlennye

cikliqeskie rasxireniØ stepeni p, d(L_1/K) = d(L_2/K). Pust~ M – promeßutoqnoe pole v L_1L_2/K, [M : K] = p. Togda d(M/K) = d(L_1/K). Sledstvie 3.7. Pust~ L1/K i L2/K – nezavisimo razvetvlennye

cikliqeskie rasxireniØ stepeni p. Pust~ L_3, . . . , L_{p+1} – promeßutoqnye polØ v L_1L_2/K, otliqnye ot K, L_1, L_2, L_1L_2. Predpoloßim, qto d(L_1/K) 6 d(L_2/K). Togda L_1/K i L_i/K nezavisimo razvetvlennye dlØ i = 3, . . . , p + 1. V qastnosti, esli d(L_1/K) = d(L_2/K), to L_i/K i L_j /K nezavisimo razvetvleny dlØ vseh i ≠ j.

Qastiqno obrawenie fftogo sledstviØ vyglØdit sledu¸wim obrazom.

Predloßenie 3.8. Pust~ L1/K, . . ., Lr/K – cikliqeskie rasxire-

niØ stepeni p, takie qto [L_1 . . . L_r : K] = p^r. Predpoloßim, qto d(M/K) = e dlØ l¸bogo M ⊂ L_1 . . . L_r takogo, qto [M : K] = p. Togda L_1/K, . . ., L_r/K nezavisimo razvetvleny.

Dokazatel~stvo. IndukciØ po r. Pust~ sperva r = 2. Bez naru-

xeniØ obwnosti my moßem sqitat~, qto ζ_p ∈ K. Pust~ L_i = K(x_i),

x^p_i = a_i ∈ K, i = 1, 2. Po teorii Kummera razliqnye polØ M ⊂ L_1L_2 sootvetstvu¸t a_1, a_2, a_1a_2, a_1a^2, . . ., a_1a^{p−1}_2 . Tak kak d_K (M/K) = e dlØ l¸bogo M , to

a_1, a_2, a_1a_2, a_1a^2, . . . , a_1a^{p−1}_2 /∈ (K^∗)^p · U_{1,K} .

Togda po predloßeni¸ 3.4 polØ L_1/K i L_2/K nezavisimo razvetvleny.

Pust~ teper~ r > 3. Predpoloßim, qto L_1/K, . . ., L_r/K ne ØvlØ- ¸tsØ nezavisimo razvetvlennymi. PrimenØØ sluqaæ r = 2, poluqaem, qto d_K(L_2L_1/L_1) = · · · = d_K(L_r L_1/L_1) = e. Tak kak

90 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK d_K (L_1/K) = e, to rasxireniØ L_2L_1/L_1, . . ., L_r L_1/L_1 ne mogut byt~

nezavisimo razvetvlennymi. Po indukcionnomu predpoloßeni¸ suwestvuet nekotoroe podrasxirenie M^′/L_1 v L_1 . . . L_r/L_1 stepeni p takoe, qto d_K (M^′/L_1) < e. Imeem M^′ = M_1L_1, [M_1 : K] = p. Tak kak M_1 ⊂ L_1 . . . L_r, d_K(M_1/K) < e, to L_1/K i M_1/K ne ØvlØ¸tsØ nezavisimo razvetvlennymi. Ewe raz primenØØ sluqaæ r = 2, my prihodim k suwestvovani¸ M ⊂ L_1M_1, [M : K] = p i d_K (M/K) < e – protivoreqie. �

Sledu¸wie lemmy budut ispol~zovat~sØ v §4 i §7 sootvetstvenno.

Lemma 3.9. Pust~ L/K i K^′/K – dikie cikliqeskie rasxire-

niØ stepeni p, kotorye ØvlØ¸tsØ nezavisimo razvetvlennymi. Predpoloßim, qto d_K(L/K) = e i d_K (K^′/K) >^{p−1}_p . Togda d_K′ (LK^′/K^′) 6 e_K′ − (p − 1). V qastnosti, LK^′/K^′ ne ØvlØetsØ PMR-rasxireniem.

Lemma 3.10. Pust~ L/K i K^′/K – nezavisimo razvetvlennye ras-

xireniØ Galua, L/K – svirepoe rasxirenie. Togda LK^′/K^′ – svirepoe rasxirenie.

§4. Obwie zameqaniØ o PMR-rasxireniØh

V fftom paragrafe char K = 0; K_n/K ØvlØetsØ diko-svirepym rasxireniem Galua, [K_n : K] = p^n. Oboznaqim p^s = e(K_n/K).

Obsudim sperva sluqaæ n = 1.

Predloßenie 4.1. Pust~ L/K – cikliqeskoe rasxirenie stepe-

ni p.

1) Pust~ L/K – dikoe rasxirenie i ζ_p ∈ K. Togda L/K ØvlØetsØ PMR v tom i tol~ko v tom sluqae, esli h(L/K) > pe p − 1 − 1. 2) Pust~ L/K – dikoe rasxirenie i ζ_p /∈ K. Togda L/K ØvlØetsØ PMR v tom i tol~ko v tom sluqae, esli h(L/K) = [ pe − 1 p − 1 ] .

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 91 3) Pust~ L/K – svirepoe rasxirenie. Togda L/K ØvlØetsØ PMR v tom i tol~ko v tom sluqae, esli h(L/K) = e p − 1 . V obwem sluqae L/K ØvlØetsØ PMR togda i tol~ko togda, kogda d_K (L/K) > e −^{p−1}_p .

Dokazatel~stvo. DlØ cikliqeskogo rasxireniØ L/K stepeni p

uslovie PMR ravnosil~no neravenstvu

d_K (L/K) − v_K (π_L) + v_K (π_K ) > e

(sm. predloßenie 1.1). V svirepom sluqae ffto oznaqaet, qto d_L(L/K) = d_K (L/K) > e, t.e. h(L/K) = e/(p − 1). V dikom sluqae uslovie PMR ravnosil~no neravenstvu p − 1 p h(L/K) − 1 p + 1 > e, t.e. h(L/K) >^{pe}_{p − 1} − 1.

Zametim, qto esli ζ_p /∈ K, to h(L/K) <^{pe}_{p−1} i edinstvennoe vozmoßnoe znaqenie skaqka vetvleniØ v PMR-rasxirenii ravno [_{pe−1} p−1 ] . � Zameqanie. RasxireniØ tret~ego tipa mogut suwestvovat~,

tol~ko esli rasxirenie K(ζ_p)/K nerazvetvleno. Pofftomu, esli

e(K(ζ_p)/K) ≠ 1, to net rasxireniæ nad K s maksimal~nym

vetvleniem, zametim pri fftom, qto v sluqae svirepogo rasxireniØ ponØtie PMR-rasxireniØ sovpadaet s ponØtiem MRrasxireniØ.

Teper~ my pereædem k obwemu sluqa¸ i naqnem s poqti oqevidnoæ lemmy.

Lemma 4.2. Pust~ Kn/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem, M – pro-

meßutoqnoe pole. Togda M/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem.

Dokazatel~stvo. Pust~ [M : K] = p^m, e(M/K) = p^r. Togda d_K(M/K) = d_K (K_n/K) − d_K(K_n/M ) >

> ne − 1 +^1_{ps} − (n − m)e = me − 1 +^1_{ps} .

92 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK Tak kak p^r d_K(M/K) = d_M (M/K) – celoe, to d_K(M/K) > me − 1 + 1 p^r , t.e. M/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem. �

Zameqanie. Kn/M ne obØzatel~no, voobwe govorØ, ØvlØetsØ

PMR-rasxireniem.

Postroim teper~ induktivnoæ proceduroæ nekotoru¸ posledovatel~nost~ podpoleæ K_0 = K, K_1, . . . , K_{n−1} v K_n/K takih, qto

[K_i : K] = p^i. Pust~ G_h – poslednØØ netrivial~naØ podgruppa

vetvleniØ v Gal (K_n/K); ona ØvlØetsØ fflementarnoæ abelevoæ pgruppoæ. Pust~ H – proizvol~naØ podgruppa porØdka p v G_h; oboznaqim qerez K_{n−1} sootvetstvu¸wee promeßutoqnoe pole v

K_n/K. Oqevidno, qto K_{n−1}/K – rasxirenie Galua stepeni p^{n−1}.

Togda povtorim fftot xag otnositel~no K_{n−1}/K.

Zametim, qto

d_K (K_n/K_{n−1}) = (p − 1) h p^s i d_K (K_n/L) 6 (p − 1) h p^s , gde L – proizvol~noe promeßutoqnoe pole v K_n/K takoe, qto

[K_n : L] = p. Togda imeem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 4.3. 1) Ki/K – normal~nye rasxireniØ stepeneæ p^i, i = 1, . . . , n. 2) Esli M – promeßutoqnoe pole v K_i/K_{i−2}, to d_K (K_i/M ) 6 d_K(K_i/K_{i−1}), i tem samym, d_K (M/K_{i−2}) > d_K (K_{i−1}/K_{i−2}), i = 2, . . ., n. Teorema 4.4. Pust~ p − 1|e. Rasxirenie Kn/K ØvlØetsØ PMR to-

gda i tol~ko togda, kogda suwestvuet normal~noe podrasxirenie L/K stepeni p^l, 0 6 l 6 n, so sledu¸wimi svoæstvami:

1) L/K – cikliqeskoe dikoe rasxirenie i d_K(K_i/K_{i−1}) = e − 1/p^{i−1} + 1/p^i, i = 1, . . ., l, gde K_i/K oboznaqaet podrasxirenie stepeni p^i v L/K.

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 93 2) K_n/L ØvlØetsØ maksimal~no razvetvlennym rasxireniem.

Dokazatel~stvo. Iz suwestvovaniØ L s dvumØ svoæstvami neme-

dlenno sleduet, qto K_n/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem.

My dolßny pokazat~ obratnoe. Esli d_K(K_i/K_{i−1}) = e dlØ proizvol~nogo i, to voz~mem L = K. V protivnom sluqae rassmotrim maksimal~noe l takoe, qto d_K (K_l/K_{l−1}) < e. Pust~ L = K_l. Oqevidno, qto d_K (K_n/L) = (n − l)e, i ostaetsØ proverit~ pervoe svoæstvo.

Predpoloßim, qto d_K (K_i/K_{i−1}) = e pri nekotorom i < l; sqitaem, qto i – maksimal~no vozmoßnoe s takim svoæstvom. Rassmotrim K_{i+1}/K_{i−1}, kotoroe ØvlØetsØ rasxireniem Galua stepeni p^2. Esli ono cikliqeskoe, to d_K (K_{i+1}/K_i) = e po predloßeni¸ 1.6, qto protivoreqit maksimal~nosti i. Esli K_{i+1}/K_{i−1} ØvlØetsØ fflementarno abelevym, to dlØ l¸bogo promeßutoqnogo polØ M v K_{i+1}/K_{i−1} imeem d_K (M/K_{i−1}) = e, uqityvaØ lemmu 4.3. Po sledstvi¸ 3.6 rasxirenie K_i/K_{i−1} ØvlØetsØ nezavisimo razvetvlennym s proizvol~nym M/K_{i−1}, otliqnym ot K_i/K_{i−1}, i my zakl¸qaem, qto d_K (K_{i+1}/K_i) = e.

Takim obrazom, d_K(K_i/K_{i−1}) < e dlØ vseh i 6 l. Ispol~zuØ indukci¸ po i, proverim sledu¸wee utverßdenie. DlØ vseh i = 1, . . ., l:

K_i/K_{i−1} – dikoe rasxirenie, v kotorom d_K(K_i/K_{i−1}) = e−1/p^{i−1}+ 1/p^i, pri fftom K_n/K_i ØvlØetsØ PMR-rasxireniem i K_i/K_{i−2} –

cikliqeskoe rasxirenie dlØ i > 2.

Pust~ i = 1. Esli K_1/K bylo by svirepym, to d_K (K_1/K) bylo by celym, znaqit d_K (K_1/K) = e – protivoreqie. Takim obrazom,

K_1/K – dikoe rasxirenie. Dalee, pd_K (K_1/K) dolßno byt~ ce-

lym, otkuda d_K(K_1/K) > e − 1 − 1/p. Tak kak d_K (K_1/K) < e, to

d_K (K_1/K) > e − 1 + 1/p. Dalee, d_{K1} (K_n/K_1) > (n − 1)e_{K1} − 1 +^1_{ps−1} ,

i pofftomu K_n/K_1 ØvlØetsØ PMR-rasxireniem.

DlØ i > 1 rassußdenie analogiqno. Predpoloßim, qto

K_i/K_{i−2} – ne cikliqeskoe. Togda ono ØvlØetsØ fflementarnym

abelevym, t.e. kompozitom K_{i−1}/K_{i−2} i nekotorogo cikliqeskogo

M/K_{i−2}. Tak kak d_K(K_i/K_{i−1}) > d_K (K_{i−1}/K_{i−2}), to dolßno byt~ vypolneno d_K(M/K_{i−2}) > d_K(K_{i−1}/K_{i−2}),

94 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK otkuda d_K (M/K_{i−2}) = e. RasxireniØ M/K_{i−2} i K_{i−1}/K_{i−2} ne mogut byt~ nezavisimo razvetvlennymi, t.k. d_K(K_i/K_{i−1}) < e. Po lemme 3.9 d_K (K_i/K_{i−1}) 6 e − p − 1 p^{i−1} – protivoreqie.

Tem samym naxe utverßdenie provereno, i cikliqnost~ L/K sleduet iz obwih teoretiko-gruppovyh rassußdeniæ. �

Sledstvie 4.5. Pust~ p − 1|e i Kn/K – PMR-rasxirenie. Togda

suwestvuet samoe bol~xee odno podrasxirenie M/K stepeni p v K_n/K takoe, qto d_K (M/K) < e.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto suwestvuet M/K takoe, qto

d_K (M/K) < e i M ≠ K_1. Tak kak L/K – cikliqeskoe, to M ⊄ L.

Pofftomu d_K (LM/L) < e, qto protivoreqit d_K(K_n/L) = (n − l)e.

�

Sledstvie 4.6. Pust~ p − 1|e. Predpoloßim, qto Kn/K – kompo-

zit dvuh lineæno razdelennyh rasxireniæ M/K i M^′/K, i pust~ K_n/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem. Togda po kraæneæ mere odno iz rasxireniæ M/K, M^′/K ØvlØetsØ MR.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto Kn/K ØvlØetsØ PMR-ras-

xireniem. Po kraæneæ mere odno iz M/K, M^′/K lineæno razdeleno s L/K iz usloviØ teoremy. Predpoloßim, qto ffto M^′/K. Tak kak LM^′/L – podrasxirenie v K_n/L, to ono ØvlØetsØ maksimal~no razvetvlennym, i pofftomu M^′/K takße ØvlØetsØ maksimal~no razvetvlennym. �

§5. Cikliqeskie PMR-rasxireniØ V fftom paragrafe ispol~zuem oboznaqeniØ §4 i predpoloßim, krome togo, qto K_n/K – cikliqeskoe rasxirenie.

Predloßenie 5.1. Pust~ M/K – cikliqeskoe rasxirenie stepe-

ni p^2, L – promeßutoqnoe pole.

1) Pust~ L/K – dikoe rasxirenie, v kotorom h(L/K) = pe p − 1 − i, 0 < i < min(e_{K(ζp )}, p) e(K(ζ_p)/K) . Togda ili M/L – dikoe rasxirenie so skaqkom h(M/L) =^{p2e}_{p−1} − i, ili M/L – svirepoe, so skaqkom h(M/L) =^{pe}_{p−1} .

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 95 2) Pust~ L/K – svirepoe rasxirenie, v kotorom h(L/K) =^e_{p−1} .

Togda ili M/L – svirepoe rasxirenie so skaqkom h(M/L) =^e_{p−1} , ili M/L – dikoe, so skaqkom h(M/L) =^{pe}_{p−1} .

3) Pust~ L/K – dikoe rasxirenie so skaqkom h(L/K) =^{pe}_{p−1} . Togda M/L – dikoe rasxirenie so skaqkom h(M/L) =^{p2e}_{p−1} .

Dokazatel~stvo. Ne naruxaØ obwnosti, my moßem sqitat~, qto

ζ_p ∈ K (sm. sledstvie 1.3).

1. Tak kak d_K (L/K) = p − 1 p h(L/K) > e − p − 1 p min(e, p) > e p , to primenimo predloßenie 2.2, v kotorom imeem v_K (ρ) = i i, sledovatel~no, v_L(τ ) = i. Zapixem b = π^j_Ku, gde u ∈ U_K , π_K =

N_{L/K} π_L, π_L – prostoæ fflement v L. Moßem sqitat~, qto 0 6 j 6 p − 1. Po predloßeni¸ 2.1 imeem

v_L(π_K/π^p_L − 1) > p ( e − p − 1 p i ) > i. Pofftomu

b(1 + τ ) ≈ π^{pj}_L u(1 + τ ) mod p_L(i + 1).

Esli u /∈ (K)^p, to M/L – svirepoe rasxirenie i h(M/L) =^{pe}_{p−1} . V protivnom sluqae

u ∈ (K^∗)^p · U_{1,K} ⊂ (K^∗)^p · U_{i+1,L}.

Pofftomu M/L – dikoe rasxirenie, i h(M/L) = p p − 1 e_L − v_L(τ ) = p^2e p − 1 − i. 2. Ispol~zovanie predloßeniØ 2.2 daet v(1 + τ ) = 0 i 1 + τ /∈

(L)^p. Esli p|v_K (b), to M/L – svirepoe rasxirenie i h(M/L) = e p−1 . V protivnom sluqae, M/L – dikoe rasxirenie so skaqkom h(M/L) =^{pe}_{p−1} .

3. PolagaØ, qto 1 + ρ – prostoæ fflement v K, vidim, ispol~zuØ predloßenie 2.2, qto 1 + τ – prostoæ fflement v L. Ots¸da sleduet, qto v_L(b(1 + τ ) ≡ 1 mod p, otkuda M/L – dikoe rasxirenie i h(M/L) =^{p2e}_{p−1} . �

96 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK

Sledstvie 5.2. Predpoloßim, qto K1/K – dikoe rasxirenie so

skaqkom

h(K_1/K) = pe p − 1 − i, 0 < i < min(e_{K(ζp )}, p) e(K(ζ_p)/K) . Togda suwestvu¸t celye l i m, 1 6 l 6 m 6 n, takie, qto:

1) esli 1 6 j 6 l, to K_j /K_{j−1} – dikoe rasxirenie so skaqkom h(K_j /K_{j−1}) = p^je p − 1 − i; 2) esli l + 1 6 j 6 m, to K_j/K_{j−1} – svirepoe rasxirenie so skaqkom h(K_j /K_{j−1}) = p^le p − 1 ; 3) esli m+1 6 j 6 n, to K_j /K_{j−1} – dikoe rasxirenie so skaqkom h(K_j /K_{j−1}) = p^{l+j−m}e p − 1 . Bolee togo, l < m, krome sluqaØ l = m = n. V sluqae ζ_p /∈ K imeem m = n.

Sledstvie 5.3. Predpoloßim, qto K1/K imeet maksimal~no

vozmoßnoe znaqenie skaqka, t.e. h(K_1/K) = e_L/(p − 1). Togda suwestvuet celoe m, 0 6 m 6 n, takoe, qto:

1) esli 1 6 j 6 m, to K_j /K_{j−1} – svirepoe rasxirenie so skaqkom h(K_j /K_{j−1}) = e p − 1 ; 2) esli m+1 6 j 6 n, to K_j /K_{j−1} – dikoe rasxirenie so skaqkom h(K_j /K_{j−1}) = p^{j−m}e p − 1 . V sluqae ζ_p /∈ K imeem m = n.

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 97

Sledstvie 5.4. Predpoloßim, qto K1/K – PMR-rasxirenie. To-

gda suwestvu¸t celye l i m, 1 6 l 6 m 6 n, takie, qto:

1) esli 1 6 j 6 l, to K_j /K_{j−1} – dikoe rasxirenie so skaqkom h(K_j /K_{j−1}) = [ p^j e − 1 p − 1 ] ; 2) esli l + 1 6 j 6 m, to K_j/K_{j−1} – svirepoe rasxirenie so skaqkom h(K_j /K_{j−1}) = p^le p − 1 ; 3) esli m+1 6 j 6 n, to K_j /K_{j−1} – dikoe rasxirenie so skaqkom h(K_j /K_{j−1}) = p^{l+j−m}e p − 1 . Bolee togo, l < m, krome sluqaØ l = m = n. V sluqae ζ_p /∈ K imeem m = n.

V qastnosti, l¸boe K_j /K_{j−1} ØvlØetsØ PMR-rasxireniem, i K_n/K – toße PMR-rasxirenie. Krome togo, d_K (K_n/K) = ne − ( 1 − 1 p^l ) i, gde i = pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ] . Dokazatel~stvo. Zametim, qto 1 < min(e_{K(ζp )}, p) e(K(ζ_p)/K) , krome sluqaØ e = e_K = 1. V sluqae e = 1 my tem ne menee imeem pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ] = 1 p − 1 < min(e_{K(ζp )}, p) e(K(ζ_p )/K) . Pofftomu l¸boe rasxirenie K_n/K, u kotorogo K_1/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem, udovletvorØet usloviØm ili sledstviØ 5.2, ili sledstviØ 5.3. Pofftomu sledstvie 5.2, v kotorom vzØto i = pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ] ,

98 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK i sledstvie 5.3 da¸t klassifikaci¸ vseh cikliqeskih dikosvirepyh rasxireniæ K_n/K, u kotoryh K_1/K ØvlØetsØ PMRrasxireniem (v situacii sledstviØ 5.3 my dolßny predpoloßit~, qto l = 0).

OstaetsØ pokazat~, qto K_n/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem. My poluqaem

d_K (K_n/K) = n∑ j=1 d_K (K_j /K_{j−1}) =

= l∑ j=1 ( e − p − 1 p^j i ) + n∑ j=l+1 e = ne − ( 1 − 1 p^l ) i, gde i = pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ] 6 1. Ots¸da sleduet, qto

v_K (D_{Kn/K} ) = d_K(K_n/K) + 1 − 1 p^{l+n−m} > ne = v_K (p^n).

�

Teorema 5.5. Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

1) K_n/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem, 2) K_j/K_{j−1} ØvlØetsØ PMR-rasxireniem, j = 1, . . . , n. 3) K_1/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem.

Dokazatel~stvo. 1 =⇒ 2 po teoreme 4.4;

2 =⇒ 3 – trivial~no;

3 =⇒ 1 po sledstvi¸ 5.4. �

§6. Abelevy PMR-rasxireniØ, p − 1|e Lemma 6.1. Pust~ L/K, K1/K, . . ., Kr/K – nezavisimo razvet-

vlennye rasxireniØ stepeni p. Pust~ M/K – cikliqeskoe rasxirenie stepeni p^2 takoe, qto L ⊂ M . Predpoloßim, qto L/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem i K_1/K, . . ., K_r/K – maksimal~no razvetvlennye rasxireniØ. Predpoloßim dalee, qto d_K(M/K) 6 d_K (M^′/K),

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 99 gde M^′/K – proizvol~noe cikliqeskoe podrasxirenie stepeni p^2 v M K_1 . . . K_r /K. Togda M/L, LK_1/L, . . . LK_r /L – nezavisimo razvetvlennye rasxireniØ.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim K^′ = K1 . . . Kr .

Sluqaæ 1: M/L ne ØvlØetsØ maksimal~no razvetvlennym ras-

xireniem. Tak kak L/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem, to moßno primenit~ sledstvie 5.4. My poluqim, qto d_K (L/K) = e − p − 1 p i i d_K(M/L) = e − p − 1p_2 i, gde i = pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ] . Pofftomu d_K (LK^′/K^′) = e − p − 1 p i i d_K (M K^′/LK^′) 6 e − p − 1 p^2 i. S drugoæ storony, d_K(M K^′/LK^′) > e − p − 1 p^2 i po predloßeni¸ 1.6. Ots¸da sleduet, qto M/L nezavisimo razvetvleno s LK^′/L. Ostalos~ zametit~, qto LK_1/L, . . . , LK_r/L ØvlØ¸tsØ, oqevidno, nezavisimo razvetvlennymi rasxireniØmi i primenit~ predloßenie 3.3.

Sluqaæ 2: L/K – maksimal~no razvetvlennoe rasxirenie. Togda

d_K (LK^′/K^′) = e, otkuda (po predloßeni¸ 1.6) d_K(M K^′/LK^′) = e.

Sluqaæ 3: L/K ne ØvlØetsØ maksimal~no razvetvlennym, v to

vremØ kak M/L – maksimal~no razvetvleno. Po predloßeni¸ 3.6 suwestvuet M^′ ⊂ M K^′ takoe, qto [M^′ : L] = p i d_K (M^′/L) < e. ˚sno, qto M^′ ⊄ LK^′, otkuda M^′/K – cikliqeskoe rasxirenie stepeni p^2, i my imeem d_K (M^′/K) = d_K(L/K) + d_K(M^′/L) < d_K (L/K) + e = d_K (M/K), – protivoreqie. �

100 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK

Teorema 6.2. Pust~ p−1|e i E/K – abelevo p-rasxirenie. Obozna-

qim qerez E_1/K maksimal~noe podrasxirenie v E/K pokazatelØ p. Togda sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny.

1) E/K – PMR-rasxirenie. 2) E_1/K – PMR-rasxirenie.

3) E = M N , gde M/K i N/K – nezavisimo razvetvlennye rasxireniØ, M/K – cikliqeskoe PMR-rasxirenie, i N/K – maksimal~no razvetvlennoe rasxirenie.

Dokazatel~stvo. 1 =⇒ 3. Rassmotrim podpole L kak v teoreme

4.4. Oboznaqim qerez M/K cikliqeskoe podrasxirenie maksimal~noæ stepeni, soderßawee L. Dalee oboznaqim N/K proizvol~noe podrasxirenie v E/K takoe, qto M/K i N/K lineæno razdeleny i M N = E. Tak kak E/L – maksimal~no razvetvleno, to d_K(E/M ) = ne, otkuda d_K (N/K) = ne, t.e. N/K – maksimal~no razvetvleno i nezavisimo razvetvleno s M/K.

3 =⇒ 2. Imeem E_1 = M_1N_1, gde M_1/K, N_1/K – maksimal~- nye podrasxireniØ ffksponenty p v M/K i N/K sootvetstvenno. Togda M_1/K ØvlØetsØ PMR-rasxireniem, E_1/M_1 – maksimal~no razvetvleno, otkuda E_1/K – PMR-rasxirenie.

2 =⇒ 1. UqityvaØ teoremu 4.4, poluqaem E_1 = K_1K^′, gde K_1/K – PMR-rasxirenie stepeni p, K^′/K – rasxirenie pokazatelØ p, ØvlØ¸weesØ maksimal~no razvetvlennym, i, nakonec, K_1/K,

K^′/K – nezavisimo razvetvlennye rasxireniØ. Pust~ M/K –

cikliqeskoe podrasxirenie v E/K maksimal~noæ stepeni takoe, qto K_1 ⊂ M i M/N ne ØvlØetsØ maksimal~no razvetvlennym rasxireniem dlØ l¸bogo N , K ⊂ N ⊂ M . Pust~ L_1/K – cikliqeskoe podrasxirenie v E/K maksimal~noæ stepeni, soderßawee M/K. Vyberem, dalee, proizvol~nye L_i/K, i = 2, . . . , r takie, qto L_i/K – cikliqeskie,

L_1 . . . L_r = E, [L_1 : K] . . . [L_r : K] = [L_1 . . . L_r : K], i L_i ∩ K^′ = K_i ≠ K, i = 2, . . ., r. Pust~ L^i_1/K – podrasxirenie stepeni p^i v L_1/K. PrimenØØ lemmu 6.1, indukcieæ po i poluqaem, qto

L^{i+1}_1 /L^i_1, K_2L^i_1/L^i_1, . . ., K_r L^i_1/L^i_1

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 101 nezavisimo razvetvleny. Takim obrazom, K_2L_1/L_1, . . ., K_r L_1/L_1 ØvlØ¸tsØ maksimal~no razvetvlennymi i pri fftom nezavisimo razvetvlennymi rasxireniØmi.

PrimenØØ te ße rassußdeniØ, poluqim, qto K_3L_1L_2/L_1L_2,

. . . , K_rL_1L_2/L_1L_2 ØvlØ¸tsØ nezavisimo razvetvlennymi MR-ras-

xireniØmi, a togda process indukcii daet, qto E/L_1 – maksimal~no razvetvlennoe rasxirenie, otkuda E/K budet PMRrasxireniem po teoreme 5.5 i teoreme 4.4. �

Zameqanie. V klassiqeskom sluqae (kogda pole vyqetov sover-

xenno) PMR-rasxirenie vsegda cikliqeskoe. V obwem sluqae legko postroit~ necikliqeskoe PMR-rasxirenie i daße maksimal~no razvetvlennoe rasxirenie. Deæstvitel~no, pust~ ζ_p ∈ K, M = K(x), N = K(y), gde x^p = a ∈ O_K , a /∈ K^p, y^p = π – prostoæ fflement v K. Togda M/K i N/K – nezavisimo

razvetvleny po predloßeni¸ 3.4, i M N/K ØvlØetsØ maksimal~- no razvetvlennym rasxireniem po teoreme 6.2.

§7. Abelevy PMR-rasxireniØ, p − 1 - e

Esli p − 1 - e, to my ne moßem bolee primenØt~ teoremu 4.4. Tem ne menee v fftom sluqae vetvlenie kompozita cikliqeskih nezavisimo razvetvlennyh PMR-rasxireniæ imeet dostatoqno regulØrnoe povedenie.

Govorim, qto cikliqeskoe rasxirenie L/K ØvlØetsØ qisto PMR-rasxireniem, esli ono PMR-rasxirenie, i dlØ l¸bogo promeßutoqnogo M rasxirenie L/M ne ØvlØetsØ maksimal~no razvetvlennym. ˚sno, qto l¸boe qisto PMR-rasxirenie ØvlØetsØ dikim, i qto v sluqae p − 1 - e vse cikliqeskie PMRrasxireniØ ØvlØ¸tsØ qistymi PMR-rasxireniØmi.

DlØ cikliqeskogo p-rasxireniØ L/K oboznaqim qerez L_j /K podrasxirenie stepeni p^j v L/K, gde p^j 6 [L : K].

Lemma 7.1. Pust~ K^1/K, . . ., K^m/K – nezavisimo razvetvlennye

qisto PMR-rasxireniØ stepeni p. Togda K^1 . . . K^m/K^1 – svirepoe rasxirenie.

102 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK

Dokazatel~stvo. RasxireniØ K^iK^1/K^1, i = 2, . . ., m, – nezavi-

simo razvetvlennye i svirepye. Ih kompozit – svirepoe po lemme 3.10. �

Predloßenie 7.2. Pust~ K^1/K, . . ., K^m/K – cikliqeskie qisto

PMR-rasxireniØ. Predpoloßim, qto K^1_1 /K, . . . , K^m_1 /K – nezavisimo razvetvlennye rasxireniØ. Togda:

1) K^1/K, . . ., K^m/K – nezavisimo razvetvleny; 2) e(K^1 . . . K^m/K) = max([K^1 : K], . . ., [K^m : K]).

Dokazatel~stvo. Pust~ p^r = max([K^1 : K], . . ., [K^m : K]); prime-

nim indukci¸ po r.

Esli r = 1, to vse provereno, sm. lemmu 7.1. Pust~ r > 2. Oboznaqim qerez L = K^1_1 . . . K^m_1 . Bez ograniqeniØ obwnosti moßem predpolagat~, qto dlØ nekotorogo l 6 m imeem [K^i : K] > p^2, i = 1, . . ., l, i [K^{l+1} : K] = · · · = [K^n : K] = p.

Dostatoqno proverit~, qto K^1L/L, . . . , K^lL/L – qistye PMRrasxireniØ i K^1_2 L/L, . . . , K^l_2L/L nezavisimo razvetvleny. Deæstvitel~no, po indukcionnomu predpoloßeni¸ rasxireniØ

K^1L/L, . . . , K^lL/L nezavisimo razvetvleny. Zametim, qto L/K^i_1

– svirepoe rasxirenie po lemme 7.1, i pofftomu ØvlØetsØ nezavisimo razvetvlennym s K^i/K^i_1, i = 1, . . ., l. Poluqaem

d_K (K^1 . . . K^m/K) = d_K (K^1 . . . K^m/L) + d_K(L/K) = d_K (K^1 . . . K^lL/L) + d_K (L/K) = d_K (K^1L/L) + · · · + d_K (K^lL/L) + d_K(L/K) = d_K (K^1/K^1_1 ) + · · · + d_K (K^l/K^l_1)

+ d_K(K^1_1 /K) + · · · + d_K (K^m_1 /K)

= d_K (K^1/K) + · · · + d_K(K^m/K) i e(K^1 . . . K^m/K) = e(K^1 . . . K^m/L) + e(L/K) = r − 1 + 1 = r. Oqevidno, qto vse K^iL/L – qisto PMR-rasxireniØ, t.k. K^i/K^i_1 – dikie, a L/K^i_1 – svirepye rasxireniØ.

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 103 Ostalos~ pokazat~, qto K^1_2 L/L, . . . , K^l_2L/L nezavisimo razvetvleny. �to ffkvivalentno tomu, qto

K^1_2 L(ζ_p)/L(ζ_p), . . . , K^l_2L(ζ_p)/L(ζ_p)

nezavisimo razvetvleny.

DlØ l¸bogo i rasxirenie K^i_1(ζ_p)/K(ζ_p) sootvetstvuet uravneni¸ Kummera x^p_i = 1 + π^nu_i, gde u_i ∈ U_K , π – prostoæ fflement v

K(ζ_p), i n = e(K(ζ_p)/K) ( pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ])

6 p − 1

ne zavisit ot i. PrimenØØ predloßenie 2.2, vidim, qto

K^i_2(ζ_p)/K^i_1(ζ_p) sootvetstvuet uravneni¸ Kummera

y^p_i = b_i(1 + τ_i), v_{K(ζp)}(τ^p_i − π^nu_i) > n, b_i ∈ K(ζ_p).

UqityvaØ zameqanie posle predloßeniØ 2.2, my moßem sqitat~

v(b) = 0. Tak kak K^i_2(ζ_p)/K^i_1(ζ_p) – dikoe rasxirenie, to b_i ∈ K(ζ_p)^p,

t.e. b_i = θ^p_i (1 + πa_i), θ_i, a_i ∈ O_{K(ζp )}. Oboznaqim:

τ^′_i = (1 + τ_i)(1 + πa_i) − 1.

Togda

K^i_2(ζ_p) = K^i_1(ζ_p, y^′_i), gde y^′_i^p = 1 + τ^′_i , v_{K(ζp )}(τ^′_i^p − π^nu_i) > n.

Ots¸da nemedlenno sleduet, qto τ^′_2/τ^′_1, . . ., τ^′_m/τ^′_1 – edinicy v

L(ζ_p), i (τ^′_i /τ^′_1)^p = u_i/u_1, i = 2, . . . , m.

Po sledstvi¸ 3.5, d ( u_i/u_1 ) ∈ Ω_{K(ζp )/K(ζp)}p , i = 2, . . ., p, lineæno nezavisimy nad K(ζ_p)^p. Suwestvuet in¨ektivnoe otobraßenie L(ζ_p) → K(ζ_p) x → x^p

104 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK Ots¸da sleduet, qto d ( τ^′_i /τ^′_1 ) ∈ Ω_{L(ζp)/L(ζp)}p , i = 2, . . . , p, lineæno nezavisimy nad L(ζ_p)^p. PrimenØØ sledstvie 3.5 neskol~- ko raz, poluqaem, qto

K^1_2 L(ζ_p)/L(ζ_p), . . . , K^l_2L(ζ_p)/L(ζ_p)

nezavisimo razvetvleny. �

V dokazatel~stve predloßeniØ 7.2 legko vyqislit~ glubinu vetvleniØ rasxireniØ K^1 . . . K^m/K. Pust~ ε = pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ]

i p^{ri} = [K^i : K], i = 1, . . . , m. Poluqaem

d_K(K^1 . . . K^m/K) = m∑ i=1 d_K(K^i/K)

= m∑ i=1 r_i∑

j=1 d_K (K^i_j /K^i_{j−1})

= m∑ i=1 r_i∑

j=1 ( e − p − 1 p^j ε )

= m∑ i=1 ( r_ie − ( 1 − 1 p^{ri} ) ε ) . Predloßenie 7.3. Pust~ K^1/K, . . ., K^m/K – lineæno razdelen-

nye cikliqeskie qisto PMR-rasxireniØ. Togda K^1 . . . K^m/K – PMR-rasxirenie, esli i tol~ko esli vypolneny sledu¸wie dva usloviØ:

1. K^1_1 /K, . . ., K^m_1 /K – nezavisimo razvetvleny, 2. ε m∑ i=1 ( 1 − 1 p^{ri} )

6 1 −^1_{pr} ,

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 105 gde p^{ri} = [K^i : K], i = 1, . . ., m; r = max(r_1, . . . , r_m); ε = pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ] . Dokazatel~stvo. Esli K^1_1 /K, . . . , K^m_1 /K nezavisimo razvetvle-

ny, to, vvidu privedennogo vyxe vyqisleniØ d_K (K^1 . . . K^m/K), vtoroe uslovie ravnosil~no tomu, qto K^1 . . . K^m/K – PMRrasxirenie.

Predpoloßim, qto K^1_1 /K, . . ., K^m_1 /K ne budut nezavisimo razvetvlennymi rasxireniØmi. Voz~mem minimal~noe j takoe, qto

K^1_1 /K, . . ., K^j_1/K ne ØvlØ¸tsØ nezavisimo razvetvlennymi. Moß-

no pokazat~, qto

d_K (K^1_1 . . . K^j_1 /K^1_1 . . . K^{j−1}_1 ) 6 e − p − 1 p ε − p − 1 p . Ots¸da sleduet, qto

d_K (K^1_1 . . . K^j_1 /K) 6 j ( e − p − 1 p ε ) − p − 1 p < e − 1 + 1 p^2 , t.e. K^1_1 . . . K^j_1 /K ne ØvlØetsØ PMR-rasxireniem, a K^1 . . . K^m/K ne ØvlØetsØ PMR-rasxireniem po lemme 4.2. �

Nemedlenno poluqaem sledu¸wu¸ klassifikaci¸ abelevyh PMR-rasxireniæ v sluqae, kogda p − 1 - e.

Teorema 7.4. Predpoloßim, qto p − 1 - e. Pust~ L/K – abele-

vo p-rasxirenie. Pixem L v vide K^1 . . . K^m, gde K^i/K – cikliqeskie lineæno razdelennye, i = 1, . . ., m. Togda L/K ØvlØetsØ PMRrasxireniem v tom i tol~ko v tom sluqae, esli vypolneny sledu¸wie tri usloviØ:

1. Podrasxirenie stepeni p v K^i/K ØvlØetsØ PMR-rasxireni-em dlØ vseh i = 1, . . ., m.

2. PodrasxireniØ stepeni p v K^i/K nezavisimo razvetvle- ny, i = 1, . . ., m. 3. Imeem ε m∑ i=1 ( 1 − 1 p^{ri} )

6 1 −^1_{pr} ,

106 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK gde p^{ri} = [K^i : K], i = 1, . . ., m; r = max(r_1, . . . , r_m); ε = pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ] . §8. Ewe o kompozitah PMR-rasxireniæ

My vozvrawaemsØ k sluqa¸ p − 1|e. Esli u nas est~ dva lineæno razdelennyh PMR-rasxireniØ, ni odno iz kotoryh ne ØvlØetsØ maksimal~no razvetvlennym, to ih kompozit ne moßet byt~ PMR-rasxireniem, soglasno sledstvi¸ 4.6. Odnako v sluqae nezavisimo razvetvlennyh rasxireniæ vetvlenie kompozita vedet sebØ dostatoqno regulØrno.

V fftom paragrafe K_n/K – cikliqeskoe rasxirenie stepeni

p^n, a L_m/K – cikliqeskoe rasxirenie stepeni p^m, n > m. Oba

rasxireniØ predpolaga¸tsØ PMR-rasxireniØmi. Pust~ K_i/K,

L_i/K – podrasxireniØ stepeni p^i v K_n/K i L_m/K sootvetstven-

no. Predpolagaem, qto K_1/K i L_1/K – nezavisimo razvetvlennye rasxireniØ.

Lemma 8.1. Pust~ n > 2. Togda K2L1/K1L1 ØvlØetsØ PMR-

rasxireniem.

Dokazatel~stvo. Pust~ L1/K – svirepoe rasxirenie. Togda

d_{L1}(K_1L_1/L_1) = d_K (K_1L_1/L_1) =

= d_K (K_1/K) > e_K − p − 1 p = e_{L1} − p − 1 p , otkuda K_1L_1/L_1 – PMR-rasxirenie. Po teoreme 5.5, K_2L_1/K_1L_1 toße PMR-rasxirenie.

Pust~ K_1/K – svirepoe rasxirenie. Togda d_K(K_1/K) = e,

K_1L_1/L_1 – maksimal~no razvetvleno, i pofftomu po teoreme 5.5

rasxirenie K_2L_1/K_1L_1 ØvlØetsØ PMR-rasxireniem.

Nakonec, pust~ oba L_1/K i K_1/K – dikie rasxireniØ. Togda Øsno, qto K_1L_1/L_1 – svirepoe. Imeem

d_K(K_1L_1/L_1) = d_K (K_1/K) > e − p − 1 p , otkuda

d_{L1}(K_1L_1/L_1) > e_{L1} − (p − 1),

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 107 i po predloßeni¸ 1.6:

d_{L1}(K_2L_1/K_1L_1) > e_{L1} − p − 1 p . Tak kak e(K_1L_1/L_1) = 1, to K_2L_1/K_1L_1 – PMR-rasxirenie. �

Zameqanie. Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto K2/K1 i

L_1K_1/K_1 v obwem sluqae ne ØvlØ¸tsØ nezavisimo razvetvlen-

nymi. Dostatoqno vzØt~ K = Qp(ζp2 ){{t}}, π = ζp2 − 1, K_2 = K (_{p2}√ t^p(1 + π) ) , L_1 = K (_p√ 1 + πt ) . Lemma 8.2. V situacii lemmy 8.1 predpoloßim, qto ni odno

iz K_1/K, L_1/K, K_2L_1/K_1L_1 ne ØvlØetsØ maksimal~no razvetvlennym. Togda

K_1(ζ_p) = K(ζ_p,^p √ 1 + ρ),

K_2L_1(ζ_p) = K_1L_1(ζ_p,^p √ 1 + τ ),

gde v(τ^p − ρ) > v(ρ) > 0.

Dokazatel~stvo. PrØmoe vyqislenie s ispol~zovaniem predlo-

ßeniØ 2.2. �

Lemma 8.3. Pust~ m > 2. Togda K2L2/K1L1 – kompozit dvuh ci-

kliqeskih nezavisimo razvetvlennyh PMR-rasxireniæ stepeni p.

Dokazatel~stvo. 1. Predpoloßim sperva, qto po kraæneæ me-

re odno iz K_1/K, L_1/K maksimal~no razvetvleno. Togda naxe utverßdenie nemedlenno sleduet iz teoremy 6.2.

2. Oba K_1/K i L_1/K ne ØvlØ¸tsØ maksimal~no razvetvlennymi. Rassmotrim vse podrasxireniØ stepeni p v K_2L_2/K_1L_1:

M_1/K_1L_1, . . . , M_{p+1}/K_1L_1. Predpoloßim, qto vse oni ØvlØ¸tsØ

maksimal~no razvetvlennymi. Togda l¸bye dva iz nih budut nezavisimo razvetvlennymi, soglasno predloßeni¸ 3.7.

3. Predpoloßim, qto nekotorye iz M_1/K_1L_1, . . . , M_{p+1}/K_1L_1 ØvlØ¸tsØ maksimal~no razvetvlennymi, a drugie – net; dopustim M_1/K_1L_1 – maksimal~no razvetvleno, a M_2/K_1L_1 – net. MenØØ K_2 i L_2 vnutri K_2L_2, my moßem, ne naruxaØ obwnosti, predpolagat~, qto M_1 = K_2L_1, M_2 = K_1L_2. Ots¸da sleduet, qto

108 S. V. VOSTOKOV, I. B. ȷUKOV, G. K. PAK

K_2/K_1 maksimal~no razvetvleno. Togda iz rezul~tatov §4 sle-

duet, qto

K_2(ζ_p) = K_1(ζ_p,^p √ a), gde a ∈ O_{K1(ζp)}, a /∈ ( K_1(ζ_p) )p . Ots¸da sleduet, qto K_2L_1/K_1L_1 – svirepoe rasxirenie. S drugoæ storony, K_1L_2/K_1L_1 – PMR-rasxirenie (po lemme 7.1), no ne maksimal~no razvetvlennoe. Pofftomu ono ØvlØetsØ dikim i nezavisimo razvetvlennym s K_2L_1/K_1L_1.

4. Ostalos~ rassmotret~ sluqaæ, kogda vse M_1/K_1L_1, . . .

. . . , M_{p+1}/K_1L_1 ne ØvlØ¸tsØ maksimal~no razvetvlennymi.

Pust~ K^′ = K(ζ_p). Imeem:

K_1K^′ = K^′(^p √ 1 + ρ_1), L_1K^′ = K^′(^p √ 1 + ρ_2), gde v_K′ (ρ_1) = v_K′ (ρ_2) = i = ( pe p − 1 − [ pe − 1 p − 1 ]) e(K^′/K). Tak kak K_1/K i L_1/K nezavisimo razvetvleny po predloßeni¸ 3.4, to ρ_1/ρ_2 /∈ (K^′)^p. Po lemme 8.2,

K_2L_1K^′ = K_1L_1K^′(^p √ 1 + τ_1), K_1L_2K^′ = K_1L_1K^′(^p √ 1 + τ_2), gde v_K′ (τ^p_1 − ρ_1) > i, v_K′ (τ^p_2 − ρ_2) > i.

Pofftomu (

τ_1 τ_2 ) =^p √ ρ_1 ρ_2

/∈ (K_1L_1K^′)^p.

Deæstvitel~no, (K_1L_1K^′)^p ⊂ K^′. Po predloßeni¸ 3.4 vyvodim, qto K_2L_1/K_1L_1 i K_1L_2/K_1L_1 nezavisimo razvetvleny. �

Teorema 8.4. Pust~ n > m. Togda KnLm/Kn−1Lm – PMR-rasxire-

nie.

Dokazatel~stvo. PrimenØØ lemmu 8.3, umen~xaem m i n na edi-

nicu. V sluqae m = 1 teorema sleduet iz lemmy 7.1. �

Teorema 8.5. Pust~ n = m. Togda KnLm/Kn−1Lm−1 – kompo-

zit dvuh nezavisimo razvetvlennyh cikliqeskih PMR-rasxireniæ stepeni p.

Dokazatel~stvo. PrimenØem n raz lemmu 8.3. �

RASXIRENI˚ S POQTI MAKSIMAL^NYM VETVLENIEM 109 Literatura 1. M. V. Bondarko, S. V. Vostokov, I. B. ȷukov, Additivnye moduli Galua

v polnyh diskretno normirovannyh polØh. — Algebra i analiz 9, No. 4

(1997), 28–46.

2. S. V. Vostokov, Idealy abelevyh p-rasxireniæ irregulØrnogo lokal~nogo

polØ kak moduli Galua. — Zap. nauqn. semin. LOMI 46 (1974), 14–35.

3. I. B. ȷukov, StrukturnaØ teorema dlØ polnyh poleæ. — Trudy S.-Peterb. matem. obwestva 3 (1995), 215–234.

4. I. B. Fesenko and S. V. Vostokov, Local Fields and Their Extensions. A Constructive Approach. AMS, Providence, RI (1993).

5. J.-P. Serre, Corps Locaux. 2nd ed., Hermann, Paris (1968).

6. M. V. Bondarko, K. F. Lai, and S. V. Vostolov, Galois structure for Abelian

p-extensions of Dedekind domains. — J. für die reine und angew. Math. 157

(1999).

7. O. Hyodo, Wild ramification in the imperfect residue field case. — Adv. Stud.

Pure Math. 12 (1987), 287–314.

Vostokov S. V., Zhukov I. B., Pak G. K. Extensions with almost maximal depth of ramification.

The paper is devoted to classification of finite abelian extensions L/K which satisfy the condition [L : K] | D_{L/K} . Here K is a complete discretely valued field of characteristic 0 with an arbitrary residue field of prime characteristic p, D_{L/K} is the different of L/K. This condition means that the depth of ramification in L/K has its “almost maximal” value. The condition appeared to play an important role in the study of additive Galois modules associated with the extension L/K.

The study is based on the use of the notion of independently ramified extensions, introduced by the authors. Two principal theorems are proven, describing almost maximally ramified extensions in the cases when the absolute ramification index e is (resp. is not) divisible by p − 1.

Postupilo 30 oktØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

sergei@vostokov.usr.pu.ru, zhukov@pdmi.ras.ru