Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

V. S. Koleßuk

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK DISKRETNO` STRUNY, SODERȷAWE` BUSINU MALO` MASSY

0. Vvedenie

V rabote izuqaetsØ zadaqa o sobstvennyh kolebaniØh diskretnoæ struny s koneqnym qislom toqeqnyh mass (busin). Struna – ffto nevesomaØ nit~ s ßœstko zakreplœnnymi koncami, natØnutaØ ediniqnoæ siloæ i zanima¸waØ interval [0; a] vewestvennoæ osi x. Na niti v toqkah x_i : 0 < x_1 < x_2 < . . . < x_n < a razmeweny businy massami m_1, . . . , m_n. Qisla c_1 = x^{−1}_1 ; c_i = (x_i − x_{i−1}),

i = 2, . . . , n; c_{n+1} = (a − x_n)^{−1} nazyva¸tsØ ßœstkostØmi.

SleduØ [1], svØßem so strunoæ kvadratnye matricy porØdka

n : M = {m_jδ_{jk}}^n_{j,k=1} (δ_{jk} – simvol Kronekera); C = { c_{jk} }_n j,k=1 : cjj = cj + cj+1; cj j+1 = cj+1j = −cj+1, ostal~nye c_{jk} ravny 0. Sobstvennye garmoniki struny opisyva- ¸tsØ vektorami u_i = col {u^p_j }^n_{p=1} ∈ R^n (col – stolbec), ØvlØ¸wimisØ sobstvennymi vektorami matricy L := M^{−1}C : Lu_j = λ_j u_j;

{λ_j}^n_{j=1} : 0 < λ_1 < λ_2 < . . . < λ_n – spektr struny. Qisla ω_j = √ λ_j – sut~ sobstvennye qastoty struny. Esli ne ogovoreno protivnoe, budem sqitat~, qto sobstvennye vektory normirovany usloviem u^1_j = 1.

Pust~ odna iz busin, s nomerom j = i, imeet malu¸ massu

m_i = ε; naxa cel~ – issledovat~ povedenie garmonik i qastot

pri ε → 0.

UslovimsØ ob oboznaqeniØh. Pri neobhodimosti indeksom ε budem snabßat~ matricy, sobstvennye znaqeniØ, sobstvennye vektory, otveqa¸wie strune s massami m_1, m_2, . . . , m_{i−1}, ε, m_{i+1},

. . . , m_n. Rol~ predel~nogo ob¨ekta igraet struna toæ ße dliny,

soderßawaØ n − 1 busin, raspoloßennyh v toqkah x_1, x_2, . . . , x_{i−1},

x_{i+1}, . . . , x_n i ime¸wih massy m_1, m_2, . . . , m_{i−1}, m_{i+1}, . . . , m_n.

Rabota podderßana grantom RFFI 99-01-00107. 164

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK 165 Pust~ L^′ est~ matrica, otveqa¸waØ predel~noæ strune; 0 < λ^′_1 <

λ^′_2 < . . . < λ^′_{n−1} – ee sobstvennye znaqeniØ; u^′_1, . . . , u^′_{n−1} – sob-

stvennye vektory.

Opredelim vektory w_1, . . . , w_{n−1} v R^n s komponentami

w^p_j :=

(u^′_j )^p, 1 6 p < i;

(u^′_j )^{i−1} c_i c_i + c_{i+1}

+ (u^′_j)^{i+1} c_{i+1} c_i + c_{i+1} , p = i; (u^′_j )^{p−1}, i < p 6 n. Privedem osnovnoæ rezul~tat raboty. Oboznaqim

D_1 := max k=1,... ,i c_k min k=1,... ,i−1 m_k ; D_2 := max k=i+1,... ,n+1 c_k min k=i+1,... ,n m_k ; η := min_{k≠j} | | | | λ^′_k − λ^′_j 2 | | | |;

C = 1, n = 2^′; ( n − 2 2 ) !(n − 3)!! · 2^n

�2_2

, n – qetnoe, n > 2; ( n − 3 2 ) !(n − 2)!! · 2^n

�3_2

, n – neqetnoe, n > 2;

(ispol~zuem oboznaqenie (2k + 1)!! = 1 · 3 · . . . · (2k + 1)).

Teorema 1. DlØ proizvol~nyh δ, N : 0 < δ < η, N > λ^′_{n−1} + η pri ε < Cδη^{n−1}(c_i + c_{i+1}) N (N + D_1e)^{i−1}(N + D_2e)^{n−i} vypolneny neravenstva |λ_j(ε) − λ^′_j | < δ, j = 1, . . . , n − 1; |λ_n(ε)| > N. Spravedlivy predel~nye sootnoxeniØ: u_j(ε) → w_j, j = 1, . . . , n − 1; lim_{ε→0} u^p_n(ε) u^i_n(ε) = δ_{ip}, p = 1, . . . , n. Povedenie j-oæ (j = 1, . . . , n − 1) garmoniki ill¸striruetsØ risunkom 1.

ȷirnoæ linieæ ukazana osnovnaØ garmonika struny s qetyr~mØ businami (s maloæ massoæ m_2); preryvistoæ – osnovnaØ garmonika predel~noæ struny – s tremØ businami.

Avtor priznatelen M. I. Belixevu za postanovku zadaqi i vnimanie k rabote.

166 V. S. KOLEȷUK

Ris. 1.

1. Povedenie spektra 1.1. Predel~nyæ spektr.

Predstavim harakteristiqeskiæ polinom matricy L v udobnom dlØ dal~neæxego vide. RaskladyvaØ i-yæ stolbec v summu, poluqaem:

det (L − λE) =: I + II, (1.1)

gde I i II sut~ opredeliteli, priqem i-yæ stolbec II imeet vid col {0, . . . , −λ i , 0, . . . , 0}. Oboznaqim P (λ) := m_i I, Q(λ) := −^1_λ II.

Kak netrudno videt~, P i Q sut~ polinomy stepeni n − 1, ne zavisØwie ot m_i, a uravnenie na sobstvennye znaqeniØ L prinimaet vid: P (λ) m_i = λQ(λ). (1.2)

Lemma 1. Polinom P (λ) proporcionalen harakteristiqeskomu

polinomu matricy L^′, sootvetstvu¸weæ predel~noæ strune.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez Δ11 minor matricy L − λE,

sootvetstvu¸wiæ pervym i − 1 strokam i stolbcam; qerez Δ_{12} – minor, sootvetstvu¸wiæ pervym i − 2 strokam i stolbcam, qerez

Δ_{21} i Δ_{22} – minory, sootvetstvu¸wie poslednim i − 1 i i − 2

strokam i stolbcam, sootvetstvenno. RaskladyvaØ opredelitel~ I po i-oæ stroke i, dalee, po stolbcu, kotoryæ byl v ishodnom opredelitele i-ym, netrudno poluqit~: P (λ) m_i = − c^2_i m_i m_{i−1} Δ_{12}Δ_{21}− c^2_{i+1}

m_i m_{i+1}

Δ_{11}Δ_{22}+ c_i + c_{i+1} m_i Δ_{11}Δ_{21}. (1.3)

Matrica L^′ − λE, otveqa¸waØ predel~noæ strune soderßit fflementy (L^′ − λE)_{i−1, i−1} = c_{i−1} + c_ic_{i+1}/(c_i + c_{i+1}) m_{i−1} − λ;

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK 167 (L^′ − λE)_{i−1 i} = − c_ic_{i+1} (c_i + c_{i+1})m_{i−1} ; (L^′ − λE)_{i i−1} = − c_ic_{i+1} (c_i + c_{i+1})m_{i+1} ; (L^′ − λE)_{i i} = c_{i+1} + c_ic_{i+1}/(c_i + c_{i+1}) m_{i+1} − λ; Oboznaqim qerez Δ_3 minor fftoæ matricy, sootvetstvu¸wiæ

pervym i − 1 strokam i stolbcam, a qerez Δ_4 – poslednim n − i

strokam i stolbcam. Zametim, qto matrica, sostavlennaØ iz per-

vyh i − 1 strok i stolbcov matricy L − λE otliqaetsØ ot matri-

cy, poluqennoæ takim ße obrazom iz L^′ − λE tol~ko poslednim

diagonal~nym fflementom. Znaqit,

Δ_3 = Δ_{11} − c^2_i Δ_{12}

(c_i + c_{i+1})m_{i−1} . Analogiqno,

Δ_4 = Δ_{21} − c^2_{i+1}Δ_{22}

(c_i + c_{i+1})m_{i+1} . RaskladyvaØ v summu i-æ stolbec, poluqaem predstavlenie

det (L^′ − λE) = III + IV,

gde III i IV – opredeliteli, priqem i-æ stolbec opredelitelØ IV

imeet vid col 0, . . . , 0, − c_ic_{i+1} (c_i + c_{i+1})m_{i−1} i−1 , 0, . . . , 0 .

UqityvaØ bloqno-treugol~nu¸ strukturu III i raskladyvaØ i-¸

stroku IV v summu, poluqaem:

det (L^′ − λE) = Δ_3Δ_4+

+

| | | | | | | | | | | | |

· . . · · · 0 . . 0 · . . · · −^{ci ci+1}_{(ci+ci+1)mi}�_1 · . . · 0 . . 0 −^{ci ci+1} (c_i+c_i+1)m_i+1 0 0 . . 0 · . . · · · · . . · · . . · · · · . . ·

| | | | | | | | | | | | | +

168 V. S. KOLEȷUK

+

| | | | | | | | | | | | | |

· . . · · · · . . · · . . · −^{ci ci+1} (c_i+c_i+1)m_i�1 · · . . · 0 . . 0 0 −^{ci+2}_{mi+1} 0 . . 0 · . . · · · · . . · 0 . . 0 0 · · . . ·

| | | | | | | | | | | | | |

=

(tak kak v poslednem opredelitele poslednie n−i strok lineæno

zavisimy)

= Δ_3Δ_4 − ( c_ic_{i+1} c_i + c_{i+1}

)_2 Δ_{12}Δ_{22} m_{i−1}m_{i+1} . PodstavlØØ vmesto Δ_3 i Δ_4 ih vyraßeniØ, poluqennye ranee,

poluqaem

det (L^′ − λE) = ( − c^2_i

m_i m_{i+1}

Δ_{21}Δ_{12} − c^2_{i+1}

m_i m_{i+1}

Δ_{11}Δ_{22}+ + c_i + c_{i+1} m_i Δ_{11}Δ_{21} ) m_i c_i + c_{i+1}

. (1.4)

SopostavlØØ (1.3) i (1.4), poluqaem utverßdenie lemmy. Lemma

dokazana.

KoneqnaØ diskretnaØ struna imeet prostoæ spektr [1]; poffto-

mu korni polinoma det (L^′ − λE), obrazu¸wie spektr predel~noæ

struny, sut~ prostye. Po lemme 1 to ße verno i dlØ P (λ), mno-

ßestvo korneæ P (λ) sovpadaet so spektrom predel~noæ struny.

1.2. Predel~nyæ spektr.

Rassmotrim mnoßestvo Λ := {λ : P (λ) = 0} ∪ {+∞}, sostoØwee

iz spektra { λ^′_j }_{n−1} j=1 predel~noæ struny i toqki x = +∞; napo-

mnim, qto fftot spektr poloßitelen [1].

Lemma 2. Spravedlivy sootnoxeniØ lim_{ε→0} λj (ε) = λ^′_j , j = 1, . . . , n−1,

lim_{ε→0} λ_n(ε) = +∞. Stremlenie λ_j(ε) k predelu ØvlØetsØ monoton-

nym.

Dokazatel~stvo. Vvedem mnoßestvo

Λ(δ) := n−1⋃ j=1 ( λ^′_j − δ_j ; λ^′_j + δ ) ∪ {λ : λ > δ} (1.5)

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK 169 i qislo

M (δ) := max λ∈[0;+∞)\Λ(δ) λQ(λ) P (λ) . Pust~ δ > 0. Togda pri ε < 1/M (δ) vse λ_j (ε) leßat v Λ(δ). S drugoæ storony, suwestvuet δ_0 takoe, qto pri δ = δ_0 okrestnosti iz pravoæ qasti (1.5) poparno ne pereseka¸tsØ. Fiksiruem nomer j. Pri ε < 1/M (δ_0) λ_j(ε) popadaet v odnu iz fftih okrestnosteæ, naprimer, (λ^′_k − δ_0; λ^′_k + δ_0), i, ØvlØØs~ nepreryvnoæ funkcieæ, ne moßet pokinut~ ee pri ε → 0. Voz~mem proizvol~noe 0 < δ < δ_0, pust~ ε < 1/M (δ). Togda

λ_j (ε) ∈ Λ(δ) ∩ ( λ^′_k − δ_0; λ^′_k + δ_0 ) = = ( λ^′_k − δ; λ^′_k + δ ) , t.e. λ_j (ε) −→_{ε→0} λ^′_k.

Sluqaæ, kogda λ_j (ε) ∈ { λ : λ > 1/δ_0 } rassmatrivaetsØ analogiq- no. Takim obrazom, kaßdoe λ^′_j (ε), j = 1, . . . , n stremitsØ k predelu, kotoryæ leßit v Λ.

Pust~ χ ∈ Λ. Dokaßem, qto k χ stremitsØ ne bolee odnogo sobstvennogo qisla λ_j (ε). Pust~ ffto neverno, to est~ λ_j (ε) → χ i

λ_k(ε) → χ, k ≠ j. Imeem neskol~ko sluqaev:

1. Q(χ) = 0. V fftom sluqae χ udovletvorØet uravneni¸ (1.2) i, sledovatel~no, leßit v spektre struny. Pofftomu, libo λ_j(ε) ≠ χ, libo λ_k(ε) ≠ χ pri vseh ε. Poskol~ku pri λ_j(ε) ≠ χ imeem stremlenie

λ_j (ε)Q(λ_j (ε)) P (λ_j(ε)) −→_{ε→0} +∞, to poluqaem protivoreqie vvidu togo, qto lim_{λ→χ} | | | | λQ(λ) P (λ) | | | | < +∞. 2. Q(χ) ≠ 0; χ < +∞; λ_j (ε) i λ_k(ε) leßat po raznye storony ot χ. Togda lim λ→χ±0 λQ(λ) P (λ) = +∞, sledovatel~no, χ – kratnyæ koren~ P (λ), qego byt~ ne moßet.

170 V. S. KOLEȷUK

3. Q(χ) ≠ 0; λ_j(ε) i λ_k(ε) leßat po odnu storonu ot χ pri vseh ε. Poskol~ku lim λ→χ±0 λQ(λ) P (λ) = ±∞, pri χ < ±∞, to i lim λ→χ±0 ( λQ(λ) P (λ) )_′ = ±∞. V sluqae χ = +∞ vyraßenie lim_{λ→χ} ( λQ(λ) P (λ) )_′

est~ konstanta, otliqnaØ ot 0, tak kak λQ(λ) – polinom stepeni n, a P (λ) – polinom stepeni n − 1. Sledovatel~no, naædetsØ δ takoe, qto ( λQ(λ) P (λ) )_′ ≠ 0 pri λ ∈ Λ(δ).

Poskol~ku

λ_j (ε)Q(λ_j (ε)) P (λ_j(ε)) = 1 ε = λ_k(ε)Q(λ_k(ε)) P (λ_k(ε)) , to meßdu λ_j(ε) i λ_k(ε) est~ toqka λ, v kotoroæ (_{λQ(λ)} P (λ) )_′ ≠ 0. Voz~-

mem ε takoe, qto λ_j(ε) i λ_k(ε) ∈ Λ(δ) i pridem k protivoreqi¸.

Zametim, qto poskol~ku λ_j (ε) – nepreryvno i λ_j (ε) ≠ χ pri

ε > 0 v sluqaØh 2 i 3, to svoæstvo λ_j (ε) i λ_k(ε) nahodit~sØ po

odnu ili po raznye storony ot χ ne zavisit ot ε. Sledovatel~no, vse vozmoßnye sluqai razobrany.

Takim obrazom, k kaßdomu χ ∈ Λ stremitsØ ne bolee odnogo sobstvennogo qisla. UqityvaØ, qto λ_j (ε) zanumerovany v porØdke vozrastaniØ, poluqaem trebuemye sootnoxeniØ.

Ostalos~ dokazat~, qto vse λ_j (ε) monotonny. Esli

λ_j (ε_1) = λ_j (ε_2) =: λ, to 1 ε_1 = λQ(λ) P (λ) = 1 ε_2 . Sledovatel~no, λ_j (ε) – nepreryvnaØ funkciØ, ime¸waØ obratnu¸, znaqit ona monotonna. Lemma dokazana.

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK 171

1.3. Ocenki dlØ spektra pri ε → 0.

V fftom punkte my ustanovim neravenstva, predstavlennye v teoreme 1. Ih dokazatel~stvu predpoxlem lemmy 3 i 4.

Lemma 3. Pust~ cj ≠ 0 – vewestvennye qisla; oboznaqim

Bk := fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

c_1 + c_2 �c_2 0 . . 0 0 . . � 0

c_2 c_2 + c_3 �c_3 . . � �^. � �

0 �c3 c3 + c4^. � �^. � �

� � �^. � �^. � �

0 � �^. ci + ci+1 �ci+1^. � 0

0 � �^. �ci+1 ci+1 + ci+2^. � 0

� � �^. � �^. � �

� � �^. � �^. ck + ck�1 �ck

0 � �^. 0 0^. �ck ck + ck+1

fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi

.

Spravedlivo ravenstvo

B_k = k+1∏ j=1 c_j k+1∑ j=1 1 c_j . Dokazatel~stvo. Pri k = 1 imeem:

B_1 = c_1 + c_2 = c_1c_2 (1/c_1 + 1/c_2) ;

pri k = 2 imeem:

B_2 = (c_1 + c_2)(c_2 + c_3) − c^2 = c_1c_2 + c_2c_3 + c_1c_3 =

= c_1c_2c_3 (1/c_1 + 1/c_2 + 1/c_3) .

Pust~ predstavlenie dlØ B_k ustanovleno pri k = m i k = m − 1. Iz razloßeniØ po posledneæ stroke i stolbcu sledu¸t ravenstva

B_{k+1} = (c_{k+1} + c_{k+2})B_k − c^2_{k+1}B_{k−1} =

= (c_{k+1} + c_{k+2})c_1 · . . . · c_{k+1} ( 1 c_1 + · · · + 1 c_{k+1} ) −

172 V. S. KOLEȷUK

−c^2_{k+1} · c_1 · . . . · c_k · ( 1 c_1 + · · · + 1 c_k ) =

= c_1 · . . . · c_k · c^2_{k+1} [( 1 c_1 + · · · + 1 c_{k+1} ) − ( 1 c_1 + · · · + 1 c_k )] +

+c_1 · . . . · c_{k+2} ( 1 c_1 + · · · + 1 c_{k+1} ) = c_1 · . . . · c_{k+2} ( 1 c_1 + · · · + 1 c_{k+2} ) . Lemma dokazana.

Lemma 4. Pust~ cj i mj – sut~ ßœstkosti i massy; det (L−λE) = n∑ k=0 (−1)^kp_kλ^k – harakteristiqeskiæ polinom struny. Togda pri

vseh k = 0, 1, . . . , n spravedlivy neravenstva

0 < p_k 6 C^{2k+1}_{n+k+1} max j=1,... ,n+1 c_j min j=1,... ,n m_j n−k . (1.6)

Dokazatel~stvo. Pri celyh q1 6 q2 rassmotrim minor matri-

cy L

A^{q2}_{q1} :=

| | | | | | | | |

c_q1 +c_q1+1 m_q1 − c_q1+1 m_q1 0 . .. −^{cq1+1} m_q1+1 c_q1+1+c_q1+2 m_q1+1 .

.. 0 0 ...^{cq2}�^{1+cq2}_{mq2}�_1 −^{cq2}_{mq2}�_1 ... 0 −^{cq2}_{mq2}^{cq2+cq2+1}_{mq2}

| | | | | | | | | .

Po lemme 3 imeem:

A^{q2}_{q1} =

(_{q2+1} ∏ j=q1 c_j ) (_{q2+1} ∑ j=q1 1 c_j )

q2∏ j=q1 m_j = q2+1∑ j=q1 q2+1Q j=q1 c_k c_j q2∏ j=q1 m_j 6

6 q2+1∑ j=q1 ( max k=q1,... ,q2+1 c_k )_{q2−q1+1} ( min j=q1,... ,q2 m_j )_{q2−q1+1} =

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK 173

= (q_2 − q_1 + 2) max k=q1,... ,q2+1 c_j min j=q1,... ,q2 m_j q2−q1+1 . (1.7)

Krome togo, poskol~ku c_j i m_k poloßitel~ny, to

A^{q2}_{q1} > 0. (1.8)

Pri q_1 > q_2 primem A^{q2}_{q1} := 1.

Pust~ Γ – nekotoroe podmnoßestvo mnoßestva {1, . . . , n}, oboznaqim qerez A_Γ minor matricy L, poluqennyæ vyqerkivaniem stolbcov i strok s nomerami iz Γ. Oboznaqim

D := max j=1,... ,n+1 c_j min j=1,... ,n m_j . Zanumeruem Γ v porØdke vozrastaniØ Γ = {γ_1, . . . , γ_k}. Doopre-

deliv γ_0 := 0; γ_{k+1} := n + 1, imeem ravenstvo A_Γ =^k ∏ m=0 A^{γm+1−1} γ_m +1 .

UqityvaØ (1.7) i (1.8), poluqaem, qto

0 < A_Γ 6 D^{n−k} k∏ m=0 (γ_{m+1} − γ_m) .

Iz izvestnogo ravenstva

p_k = ∑ Γ⊂{1,... ,n} #(Γ)=k

A_Γ

sledu¸t sootnoxeniØ 0 < p_k 6 D^{n−k} ∑ Γ⊂{1,... ,n} #(Γ)=k k∏ m=0 (γ_{m+1} − γ_m) .

Oboznaqim qerez T^k_n summu, stoØwu¸ v pravoæ qasti.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ustanovim kombinatornoe ravenstvo T^k_n = C^{2k+1}_{n+k+1}. Proverim ego v prostyh sluqaØh:

1. k = 0.

T^0_n = ∑ Γ⊂{1,... ,n} #(Γ)=0 0∏ m=0 (γ_{m+1} − γ_m) .

174 V. S. KOLEȷUK V summe est~ tol~ko odno slagaemoe – sootvetstvu¸wee Γ = ?, znaqit T^0_n = γ_1 − γ_0 = n + 1. S drugoæ storony,

C^{2k+1}_{n+k+1} = C^1_{n+1} = n + 1.

2. V sluqae k = n imeem Γ = {1, . . . , n} i, sledovatel~no,

T^n_n = ∑ Γ⊂{1,... ,n} #(Γ)=n n∏ m=0 (γ_{m+1} − γ_m) = n∏ m=0 1 = 1 = C^{2n+1}_{2n+1} .

3. k + 1 = n. V fftom sluqae

T^k_n = ∑ Γ⊂{1,... ,n} #(Γ)=n−1 n−1∏ m=0 (γ_{m+1} − γ_m) = n∑ j=1 k∏ m=0 (γ_{m+1} − γ_m) ,

gde j – edinstvennyæ fflement mnoßestva {1, . . . , n}, ne soderßawiæsØ v Γ. Vse mnoßiteli ravny 1, krome odnogo, kotoryæ raven 2. Znaqit,

T^k_n = 2n = C^{2n−1}_{2n} = C^{2k+1}_{n+k+1}.

Dokaßem teper~, qto

T^{k+1}_{n+1} = T^k_n + 2T^k_{n−1} + . . . + (n + 2 − k)T^k_{k+1} + (n + 1 − k)T^k_n = = n∑ m=k (n + 1 − m)T^k_m. (1.10)

Oboznaqim dlØ natural~nogo p i mnoßestva Γ ⊂ {1, . . . , p} qerez

γ_m(Γ, p), m 6 #(Γ) m-yæ po vozrastani¸ fflement Γ; doopredelim

pri m = #(Γ) + 1; γ_m(Γ, p) := p + 1, pri m = 0; γ_m(Γ, p) := 0.

Pust~ t – celoe: k + 1 6 t 6 n + 1; oboznaqim dlØ Γ takih, qto

#(Γ) = k + 1 i γ_{k+1}(Γ, n + 1) = t, Γ^′ := Γ \ {t}; pri fftom

γ_{k+2}(Γ, n + 1) = γ_{k+1}(Γ, n + 1) = n + 2 − t; γ_m(Γ, n + 1) = γ_m(Γ^′, t − 1)

pri m 6 k + 1. Imeem ravenstva ∑ Γ⊂{1,... ,n+1} #(Γ)=k+1 γ_k+1(Γ,n+1)=t

k+1∏ m=0 (γ_{m+1}(Γ, n + 1) − γ_m(Γ, n + 1)) =

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK 175 = ∑ Γ0_{⊂{1,... ,t−1}} #(Γ0_{)=k} k∏ m=0 (γ_{m+1}(Γ^′, t − 1) − γ_m(Γ^′, t − 1)) (n + 2 − t) =

= T^k_{t−1}(n + 2 − t).

Esli Γ ⊂ {1, . . . , n + 1}, to γ_{k+1}(Γ, n + 1) ∈ [k + 1, n + 1];

T^{k+1}_{n+1} = n+1∑ t=k+1 ∑ Γ⊂{1,... ,n+1} #(Γ)=k+1 γ_k+1(Γ,n+1)=t

k+1∏ m=0 (γ_{m+1} − γ_m) = n+1∑ t=k+1 (n + 2 − t) T^k_{t−1},

qto i dokazyvaet (1.10).

Iz (1.10) vytekaet ravenstvo

T^{k+1}_{n+1} − T^{k+1}_n = n∑ m=k T^k_m, i dalee:

T^{k+1}_{n+1} − 2 · T^{k+1}_n + T^{k+1}_{n−1} = ( T^{k+1}_{n+1} − T^{k+1}_n ) − ( T^{k+1}_n − T^{k+1}_{n−1} ) ]T^k_n . (1.11)

Pokaßem teper~, qto

C^{2k+1}_{n+k+2} − 2C^{2k+1}_{n+k+1} + C^{2k+1}_{n+k} = C^{2k−1}_{n+k} .

Imeem ravenstva

C^{2k+1}_{n+k+2} − C^{2k+1}_{n+k+1} = = (n − k + 2) · . . . · (n + k + 2) − (n − k + 1) · . . . · (n + k + 1) (2k + 1)! = = (n − k + 2) · . . . · (n + k + 1) · (2k + 1) (2k + 1)! = = (n − k + 2) · . . . · (n + k + 1) (2k)! ; ( C^{2k+2}_{n+k+1} − C^{2k+1}_{n+k+1} ) − ( C^{2k+1}_{n+k+1} − C^{2k+1}_{n+k} ) = = (n − k + 2) · . . . · (n + k + 1) − (n − k + 1) · . . . · (n + k) (2k)! =

176 V. S. KOLEȷUK = (n − k + 2) · . . . · (n + k) (2k − 1)! = C^{2k−1}_{n+k} . Takim obrazom, dlØ C^{2k+1}_{n+k+1} vypolnØetsØ rekkurentnoe sootno-

xenie, analogiqnoe (1.11). Krome togo, ravenstvo T^k_n = C^{2k+1}_{n+k+1}

vypolneno pri vseh k = 0, k = n ili k = n − 1. Znaqit, ono verno

pri vseh k 6 n, qto i zaverxaet dokazatel~stvo lemmy 4.

Moßno pokazat~, qto ocenka dlØ p_k, ustanovlennaØ v lemme 4,

toqna, priqem ravenstvo realizuetsØ v sluqae m_1 = m_2 = . . .= m_n;

c_1 = c_2 = . . . = c_{n+1}.

Lemma 5. Pri λ > 0 spravedlivo neravenstvo | | det (L − λE) | | < (λ + De)^n, (1.12)

gde D opredelØetsØ ravenstvom (1.9).

Dokazatel~stvo. Po lemme 4 imeem: |det (L−λE)| 6 n∑ k=0 C^{2k+1}_{n+k+1}λ^k D^{n−k} = n∑ k=0 (n + k + 1)!

(n − k)! · (2k + 1)! λ^k D^{n−k} =

= n∑ k=0 n! (n − k)!k! · ( n + 1

k + 1 ) · ( n + 2

k + 2 ) · . . . · ( n + k + 1

2k + 1 ) λ^k D^{n−k} 6 6^{n∑}_{k=0} C^k_n^{( n + 1}_{k + 1}^{)k+1} λ^k D^{n−k} =^{n∑}_{k=0} C^k_n^(1 +^{n − k}_{k + 1}^{)k+1} λ^k D^{n−k} < < n∑ k=0 C^k_n e^{n−k} λ^k D^{n−k} = (λ + De)^n . Lemma 5 dokazana.

RaskladyvaØ opredelitel~ II = −λQ(λ) v (1.1) po i-mu stolbcu,

poluqim predstavlenie

II = −λ

| | | | | | | | | | |

c1+c2 m1 − λ −^{c2}_{m1} 0 . . . . . −^{c2}_{m2}^{c2+c3}_{m2} − λ −^{c3}_{m2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .^{ci}�^{1+ci}_{mi}�_1 − λ

| | | | | | | | | | | ×

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK 177

×

| | | | | | | | | | |

c_i+1+c_i+2 m_i+1 − λ − c_i+2

m_i+1 . . . . . −^{ci+2}_{mi+2}^{ci+2+ci+3}_{mi+2} − λ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .^{cn +cn+1}_{mn} − λ

| | | | | | | | | | | .

DlØ kaßdogo iz opredeliteleæ-somnoßiteleæ verna ocenka tipa

(1.12); iz ocenok sleduet:

|Q(λ)| 6 (λ + D_1e)^{i−1}(λ + D_2e)^{n−i}. (1.13)

Soglasno lemme 1 i ravenstvu (1.4), imeem sootnoxenie

|P (λ)| = (c_1 + c_{i+1}) n−1∏ k=1 |λ − λ^′_k|; (1.14)

napomnim, qto postoØnnye η i C opredeleny vo vvedenii.

Lemma 6. DlØ vseh λ > 0, udovletvorØ¸wih uslovi¸ |λ − λ^′_j| 6 δ,

j = 1, 2, . . . , n − 1 spravedliva ocenka

|P (λ)| ¿ (c_1 + c_{i+1})C η^{n−2}δ. (1.15)

Dokazatel~stvo. Pust~ λ ∈ (λ^′_m; λ^′_{m+1}) i |λ − λ^′_{m+1}| > η, gde m =

1, . . . , n − 2. Oboznaqim

θ(m) = (m − 1)!

(2(n − m) − 3)!! 2^{n−m−1} , m = 1, . . . , n − 1. Imeem neravenstva

|λ − λ^′_p| ¿ (m − p) · 2η, p = 1, . . . , m − 1; δ, p = m; 2(p − m + 1) + 1 2 · 2η, p = m + 1, . . . , n − 1; sledovatel~no, n−1∏ p=1 |λ − λ^′_p| ¿ δ(m − 1)! (2(n − m) − 3)!! 2^{n−m−1} (2η)^{n−2}. (1.16)

Analogiqno poluqa¸tsØ ocenki dlØ ostal~nyh sluqaev:

178 V. S. KOLEȷUK

1. esli λ ∈ ( λ^′_m, λ^′_{m+1} ) i |λ − λ^′_m| > η, m = 1, . . . , n − 2, to n−1∏ p=1 |λ − λ^′_p| ¿ θ(n − m − 1) · (2η)^{n−2} · δ; (1.17)

2. esli λ ∈ (λ^′_1 − η; λ^′_1) ∪ ( λ^′_{n−1}; λ^′_{n−1} + η ) , to n−1∏ p=1 |λ − λ^′_p| ¿ θ(n − 1) · (2η)^{n−2}; (1.18)

3. sluqaæ λ 6 λ^′_1 − η ili λ ¿ λ^′_{n−1} + η svoditsØ k sluqa¸ 2, tak kak funkciØ ∏_{n−1} p=1 |λ − λ^′_p| ubyvaet pri λ < λ^′_1 i vozrastaet

pri λ > λ^′_{n−1}.

Netrudno videt~, qto pri m < [n/2] ([ ] – celaØ qast~) spravedlivo neravenstvo θ(m) ¿ θ(m + 1), a pri m > [n/2] — θ(m) 6

6 θ(m + 1), sledovatel~no, uqityvaØ (1.16), (1.17) i (1.18), ime-

em:_{n−1} ∏ p=1 |λ − λ^′_p| ¿ θ ([n 2 ]) (2η)^{n−2} δ = Cη^{n−2} δ, otkuda s uqetom (1.14) vytekaet utverßdenie lemmy 6.

Pust~ λ takovo, qto |λ − λ^′_j | ¿ δ, j = 1, 2, . . . , n − 1; 0 < λ 6 N ; v fftom sluqae, ispol~zuØ neravenstva (1.13) i (1.15) v ravenstve (1.2), prihodim k ocenke: 1 m_i 6 λ(λ + D_1e)^{i−1}(λ + D_2e)^{n−i}

c_i + c_{i+1})Cη^{n−2}δ 6 6^{N (N + D1e)i−1(N + D2e)n−i} (c_i + c_{i+1})Cη^{n−2}δ

. (1.19)

Pust~ λ – proizvol~noe rexenie uravneniØ (1.2). Poskol~ku

m_i = ε, ocenka (1.19) okazyvaetsØ ravnosil~noæ pervomu utver-

ßdeni¸ teoremy 1. Deæstvitel~no, pri ε < N (N + D_1e)^{i−1}(N + D_2e)^{n−i}

(c_i + c_{i+1})Cη^{n−2}δ

vypolnØetsØ odno iz neravenstv: |λ − λ^′_j | < δ, j = 1, 2, . . . , n − 1; ili λ > N . UqityvaØ, qto λ_j(ε) −→_{ε→0} λ^′_j , poluqaem neravenstvo

|λ_j(ε) − λ^′_j | < δ, j = 1, . . . , n − 1 i, analogiqno, λ_n(ε) > N , tak kak

okrestnosti (λ^′_j − δ; λ^′_j + δ), j = 1, 2, . . . , n − 1 i {λ : λ > N } ne pereseka¸tsØ vvidu usloviæ δ < η i N > λ^′_{n−1} + η.

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK 179

2. Povedenie garmonik 2.1. Garmonika, sootvetstvu¸waØ n-omu sobstvennomu qislu.

Pust~ u_n est~ sobstvennyæ vektor, L(ε)u_n(ε) = λ_n(ε)u_n(ε); napomnim uslovie normirovki: u^1_n(ε) = 1. Iz vida matricy L(ε) dlØ komponent u_n imeem:

c_1 + c_2

m_1 u^1_n(ε) − c_2 m_1 u^2_n(ε) = λ_n(ε)u^1_n(ε),

otkuda u^2_n(ε) ∼ const λ_n(ε). DlØ komponenty u^3_n iz uravneniØ − c_2 m_2 u^1_n + c_2 + c_3 m_2 u^2_n − c_3 m_2 u^3_n = λ_n(ε)u^2_n

netrudno poluqit~ u^3_n(ε) ∼ const λ^2_n(ε); prodolßaØ ffti rassußdeniØ, poluqaem:

u^p_n(ε) ∼ const λ^{p−1}_n (ε), p = 1, 2, . . . , i. (2.1)

Analogiqno, naqinaØ rassußdeniØ s posledneæ komponenty u^n, poluqim: u^p_n(ε) ∼ const λ^{n−p}_n (ε) u^n(ε), p = i, i + 1, . . . , n. (2.2) Pri ε → 0 imeem λ_n(ε) → +∞, otkuda, soglasno (2.1), (2.2), netrudno poluqit~: u^p_n(ε) u^i_n(ε) δ_{ip}, p = 1, 2, . . . , n. 2.2. Ostal~nye garmoniki.

Napomnim, qto vektory w_j, j = 1, . . . , n − 1 opredeleny vo vvedenii. Pust~ u_j(ε) ∈ R^n est~ j-yæ sobstvennyæ vektor matricy L(ε); u^1_j = 1; u^′_j – j-yæ sobstvennyæ vektor, otveqa¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ λ^′_j matricy L^′, sootvetstvu¸weæ predel~noæ strune. RassmatrivaØ uravneniØ L(ε)u_j (ε) = λ_j(ε)u_j (ε) i L^′u^′_j = λ^′_j u^′_j pokomponentno i uqityvaØ svØz~ u^′_j s w_j, imeem ravenstva

c_1 + c_2

m_1 u^1_j (ε) − c_2 m_1 u^2_j (ε) = λ_j(ε)u^1_j (ε);

c_1 + c_2 m_1 w^1_j − c_2 m_1 w^1_j = λ^′_j w^1_j . (2.3)

180 V. S. KOLEȷUK Pri ε → 0 λ_j (ε) → λ^′_j i, kak legko videt~ iz (2.3), u^2_j (ε) → w^2_j . ProdolßaØ analogiqno, poluqim: u^p_j (ε) → w^p_j , pri p = 1, . . . , i−1.

Obsudim povedenie komponenty u^i_j (ε). Spravedlivy ravenstva dlØ komponent − c_{i−1} m_{i−1} u^{i−2}_j (ε) + c_{i−1} + c_i m_{i−1} u^{i−1}_j (ε) − c_i m_{i−1} u^i_j(ε) = λ_j (ε)u^{i−1}_j (ε); (2.4) − c_{i+1} m_{i+1} u^i_j (ε)+ c_{i+1} + c_{i+2} m_{i+1} u^{i+1}_j (ε)− c_{i+2} m_{i+1} u^{i+2}_j (ε) = λ_j(ε)u^{i+1}_j (ε); (2.5) − c_i m_i u^{i−1}_j (ε) + c_i + c_{i+1} m_i u^i_j (ε) − c_{i+1} m_i u^{i+1}_j (ε) = λ_j (ε)u^i_j (ε);

iz poslednego ravenstva imeem:

−c_iu^{i−1}_j (ε) + (c_i + c_{i+1})u^i_j (ε) − c_{i+1}u^{i+1}_j (ε) = m_iλ_j(ε)u^i_j (ε). (2.6)

Iz (2.4), (2.5) i (2.6) sleduet, qto suwestvu¸t predely u^p_j (ε),

p = i, i + 1, i + 2: lim_{ε→0} u^p_j (ε) =: ν^p_j i vypolnØetsØ sootnoxenie c_ic_{i+1} (c_i + c_{i+1})m_{i−1} ν^{i+1}_j = = − c_{i−1} m_{i−1} (u^′_j )^{i−2} + ( c_{i−1} + c_i m_{i−1} − λ^′_j − c^2_i m_{i−1}(c_i + c_{i+1}) ) (u^′_j )^{i−1}.

Iz uravneniØ L^′u^′_j = λ^′_j u^′_j dlØ komponenty (u^′_j)^{i+1} imeem ravenstvo c_ic_{i+1}

(c_i + c_{i+1})m_{i−1}

(u^′_j)^{i+1} = = − c_{i−1} m_{i−1} (u^′_j )^{i−2} + ( c_{i−1} + c_i c_{i+1}/(c_i + c_{i+1} m_{i−1}) − λ^′_j ) (u^′_j )^{i−1};

sopostavlØØ ego s predyduwim, poluqaem, qto

lim_{ε→0} u^{i+1}_j (ε) = ν^{i+1}_j = (u^′_j)^{i+1} = w^{i+1}_j .

Analogiqno, ispol~zuØ (2.5) i (2.6), poluqaem, qto

lim_{ε→0} u^{i+2}_j (ε) = w^{i+2}_j .

Nakonec, (2.6) vleqet

lim_{ε→0} u^i_j(ε) = w^i_j .

ProdolßaØ rassußdeniØ analogiqno sluqa¸ p = 1, . . . , i − 1, legko pokazat~, qto u^p_j (ε) → w^p_j dlØ ostal~nyh p = i + 3, . . . , n. Takim obrazom, vtoroe utverßdenie teoremy dokazano.

ASIMPTOTIKA SPEKTRA I SOBSTVENNYH GARMONIK 181

Literatura

1. F. R. Gantmaher, M. G. Kreæn, OscillØcionnye matricy i Ødra i malye

kolebaniØ mehaniqeskih sistem. GITTL, M. (1950).

Kolezhuk V. S. Asymptotics of spectrum and eigenharmonics of the discrete string containing a bead of vanishing mass.

A discrete string with fixed endpoints containing a finite number of pointlike masses (beads) is under consideration. Behaviour of eigenfrequences and eigenharmonics of the string when one of the masses tending to zero is studied.

Postupilo 20 noØbrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet