Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

O. V. Kl¸bina

O RASSE˚NII PLOSKIH VOLN NA TELAH RAZNOGO TIPA

Vvedenie

V rØde sluqaev rexenie zadaqi rasseØniØ ploskoæ volny na tom ili inom tipe rasseivatelØ udobno poluqat~, nahodØ snaqala rexenie zadaqi o toqeqnom istoqnike kolebaniæ s posledu- ¸wim perehodom k predelu, kogda istoqnik udalØetsØ na beskoneqnost~ vdol~ nekotorogo fiksirovannogo napravleniØ. Takogo roda postroeniØ provodilis~ v rØde rabot po kvantovovæ mehanike. Oni primenimy i k zadaqam rasseØniØ voln v sluqae, kogda rasseiva¸wee telo ograniqeno. Odnako, nam ne udalos~ naæti izloßeniØ fftih rassmotreniæ “na urovne teorem”.

Esli dlØ sluqaØ ograniqennogo rasseivatelØ ffto obosnovanie udaetsØ provesti sravnitel~no prosto, to v sluqae konusa (daße obyqnogo krugovogo) trebu¸tsØ dostatoqno sloßnye postroeniØ.

V poslednie gody zadaqam difrakcii na konuse bylo posvØweno mnogo rabot, pofftomu rassmatrivaemaØ zadaqa predstavlØetsØ dostatoqno svoevremennoæ.

1. Ograniqennoe telo

1.1. Postanovka zadaqi.

Rassmotrim ograniqennoe telo (oblast~) Ω ⊂ R^3. Togda postanovka zadaq o toqeqnom istoqnike i ploskoæ volne imeet sledu- ¸wiæ vid.

Zadaqa o ploskoæ volne. TrebuetsØ naæti funkci¸ ~u – rezul~-

tat rasseØniØ ploskoæ volny na ograniqennom tele Ω, udovle-

Rabota podderßana grantami RFFI 98-01-00197 i 96-15-96-121. 150

O RASSE˚NII PLOSKIH VOLN 151 tvorØ¸wu¸ sisteme uravneniæ ~u(x) = e^{ik(ω0,x)} + u(x) (Δ + k^2)~u = 0 B~u | |_{∂Ω} = 0

usloviØ izluqeniØ : pri r → ∞ ∂u ∂r = iku + o (_1 r ) u = O (_1 r ) .

(1)

Zdes~ k > 0, ω_0 – fiksirovannyæ vektor, |ω_0| = 1, x ∈ R^3, r = |x|, B – graniqnyæ operator: Bu | |_{∂Ω} = u | |_{∂Ω} v sluqae graniqnogo uslo-

viØ Dirihle, Bu | |_{∂Ω} =^{∂u}_{∂n} | |_{∂Ω} v sluqae usloviØ Neæmana; funkciØ

~u nepreryvna vne Ω, vplot~ do Ω̄ v sluqae graniqnogo usloviØ Dirihle, v sluqae usloviØ Neæmana ~u imeet pravil~nu¸ normal~nu¸ proizvodnu¸.

Zadaqa o toqeqnom istoqnike. TrebuetsØ naæti funkci¸ ~u,

udovletvorØ¸wu¸ sisteme uravneniæ ~u = u +^{exp(ikr)}_{4πr} (Δ + k^2)~u = −δ(x − y) B~u | |_{∂Ω} = 0

usloviØ izluqeniØ : pri r → ∞ ∂eu_{∂r} = ik~u + o ( 1_r ) ~u = O (_1 r ) .

(2)

Zdes~ x, y ∈ R^3, r = |x|, B – graniqnyæ operator, analogiqnyæ opisannomu vyxe; funkciØ ~u nepreryvna vne Ω, vplot~ do Ω̄ v sluqae graniqnogo usloviØ Dirihle, v sluqae usloviØ Neæmana ~u imeet pravil~nu¸ normal~nu¸ proizvol~nu¸.

1.2. Predel~nyæ perehod.

Formal~no rexenie zadaqi o ploskoæ volne (1) moßno poluqit~ iz rexeniØ zadaqi (2) o toqeqnom istoqnike s pomow~¸ udaleniØ istoqnika na beskoneqnost~ vdol~ fiksirovannogo napravleniØ.

152 O. V. KLıBINA

Teoremy suwestvovaniØ i edinstvennosti rexeniØ zadaqi o toqeqnom istoqnike (2) izvestny. Idei, ispol~zu¸wiesØ v dokazatel~stve suwestvovaniØ rexeniØ, predloßennom nemeckim matematikom Vernerom (sm., naprimer, [3]), pozvolØ¸t obosnovat~ fftot predel~nyæ perehod. Verner provodit dokazatel~stvo metodami teorii potenciala. RasseØnnaØ qast~ u volnovogo polØ ~u iwetsØ v vide summy potencialov

u(M ) = 1 2π ∫ ∂Ω μ(N ) exp(ikr) r ds + 1 4π ∫ Ω ν(N ) exp(ikr) r dΩ, v sluqae graniqnogo usloviØ Neæmana, i

u(M ) = 1 2π ∫ ∂Ω μ(N ) ∂ ∂n exp(ikr) r ds + 1 4π ∫ Ω ν(N ) exp(ikr) r dΩ, v sluqae usloviØ Dirihle. �to svodit ishodnu¸ zadaqu k sisteme integral~nyh uravneniæ so slabo polØrnymi Ødrami otnositel~no funkciæ μ ∈ C(∂Ω) i ν ∈ C(Ω), kotoru¸ moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom ( μ ν ) = K ( μ ν ) − ( f 0 ) . OdnorodnaØ sistema uravneniæ, sootvetstvu¸waØ napisannoæ, imeet lix~ trivial~noe rexenie. Predel~nyæ perehod pri udalenii istoqnika na beskoneqnost~ udaetsØ obosnovat~ bez kakihlibo principial~nyh zatrudneniæ, pofftomu my ne privodim zdes~ vseh fftih postroeniæ. Rezul~tat moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Utverßdenie. Rexenie zadaqi o toqeqnom istoqnike kolebaniæ,

umnoßennoe na −ik^{⃗R}^{∂⃗ρ}_{∂n}^{exp(ikR)}_R exp(−ik⃗ω_0⃗ρ) (R – rasstoØnie ot naqala koordinat do istoqnika kolebaniæ, ρ – rasstoØnie ot naqala koordinat do toqki nabl¸deniØ) v sluqae graniqnogo usloviØ Neæmana i na^{exp(ikR)}_R v sluqae usloviØ Dirihle, perehodit, pri udalenii istoqnika na beskoneqnost~ vdol~ nekotorogo fiksirovannogo napravleniØ, v rexenie zadaqi o ploskoæ volne.

O RASSE˚NII PLOSKIH VOLN 153

2. Konus 2.1. Postanovka zadaqi.

Rassmotrim zadaqu difrakcii sferiqeskoæ volny na konuse

Ξ = N × R^+(N ⊂ S^2):

(Δ + k^2)u = −δ(x − x_0) Bu | |_{∂Ξ} = 0

usloviØ izluqeniØ :

u = O(r^{−1}) pri r → ∞ (_∂ ∂r − ik ) u = o(r^{−1}) pri r → ∞

uslovie Meæksnera : ∫ Ω_r (|u| 2 + |∇u|^2) < ∞.

(3)

Gde Ω_r = {(r_1, ω) : ω ∈ N ; r_1 < r}, B – graniqnyæ operator, Bu = u | |_{∂Ξ} v sluqae graniqnogo usloviØ Dirihle: Bu =^{∂u}_{∂n} | |_{∂Ξ} v sluqae

usloviØ Neæmana.

Kraevye usloviØ ponima¸tsØ v klassiqeskom smysla, to est~ v sluqae usloviØ Dirihle funkciØ u nepreryvna vkl¸qaØ granicu, v sluqae usloviØ Neæmana u imeet pravil~nu¸ normal~- nu¸ proizvodnu¸. Krome togo, predpolagaetsØ, qto u ∈ W^1_2 (Ω_r ) (uslovie Meæksnera).

2.2. Formal~noe rexenie zadaqi.

Iz pervogo uravneniØ sistemy (3) i graniqnyh usloviæ, s pomow~¸ perehoda k sferiqeskim koordinatam, formal~no rexenie moßet byt~ poluqeno v vide (sm. [1]) u(r, ω, r_0, ω_0) = − π 2i 1 √ rr_0 ∞∑ j=1 J_{νj} (kr_<)H^{(1)}_{νj} (kr_>)φ_j(ω)φ_j (ω_0). (4)

Gde φ_j (ω) – sobstvennye funkcii operatora ( ~Δ + ν^2_j −^1_4 ) ( ~Δ – operator Bel~trami–Laplasa na sfere): { ( ~Δ + ν2_j −^1_4 )φ_j = 0 Bφ_j | |_{∂N} = 0. Dal~neæxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~stvo togo, qto rØd (4) deæstvitel~no rexaet zadaqu (3) i obosnovanie predel~nogo perehoda pri udalenii istoqnika na beskoneqnost~. Sluqaæ koni-

154 O. V. KLıBINA qeskogo rasseivatelØ suwestvenno otliqaetsØ ot sluqaØ s ograniqennym telom, prostoæ sposob dokazatel~stva v dannom sluqae ne prohodit.

2.3. Pereformulirovka zadaqi.

Naædennyæ formal~no rØd (4) shoditsØ ploho v okrestnosti sfery r = r_0. Dokazat~ ego ravnomernu¸ shodimost~ v fftoæ oblasti ne udalos~. Vne okrestnosti fftoæ sfery shodimost~ rØda, kak budet pokazano dalee, horoxaØ i ego summa udovletvorØet i uravneni¸, i kraevym usloviØm (3) v klassiqeskom smysle. Shodimost~ rØda (4), to, qto ego summa udovletvorØet uravneni¸ (Δ + k^2)u = −δ(x − x_0) i kraevym usloviØm udalos~ dokazat~ lix~ v smysle obobwennyh funkciæ. �togo rezul~tata dostatoqno dlØ naxih celeæ, tak kak ots¸da sleduet, qto ffta summa ØvlØetsØ obyqnoæ funkcieæ, gladkoæ vs¸du (krome toqki x = x_0), udovletvorØ¸weæ kraevym usloviØm.

Pereformuliruem zadaqu v obobwennyh funkciØh. Oboznaqim (sm. Ris. 1)

Ω_1 := {r_1 6 r 6 r_2} \ Ξ

Ris. 1.

Klass osnovnyh funkciæ opredelim sledu¸wim obrazom

Ψ := {ψ(r, ω) | ψ ∈ C^∞(Ω̄_1); ψ(r, ω) – finitny po r; Bψ | |_{∂Ξ} = 0, ψ | |_{∂Ξ} = 0, Δ^nψ | |_{∂Ξ} = 0, n ∈ N}.

O RASSE˚NII PLOSKIH VOLN 155

Teper~ moßno opredelit~ obobwennoe rexenie zadaqi

(Δ + k^2)u = −δ(x − x_0) Bu | ∂Ξ = 0

u = O(r^{−1}) pri r → ∞ (_∂ ∂r − ik ) u = o(r^{−1}) pri r → ∞ ∫ Ω_r (|u| 2 + |∇u|^2) < ∞, (5)

gde uravneniØ ponima¸tsØ v obobwennom smysle.

Opredelenie. Obobwennu¸ funkci¸ u, deæstvu¸wu¸ na klasse

osnovnyh funkciæ Ψ, nazovem rexeniem postavlennoæ zadaqi (5), esli ona udovletvorØet sootnoxeni¸ ⟨u, (Δ + k^2)ψ)⟩ = −⟨δ(x − x_0), ψ⟩. 2.4. Obosnovanie rexeniØ.

Pokaßem teper~, qto naædennaØ funkciØ u (rØd (4)) deæstvitel~no rexaet postavlennu¸ zadaqu (3). Dokazatel~stvo fftogo fakta dostatoqno sloßnoe, no sposobov oboæti ffti trudnosti, k soßaleni¸, ne vidno.

Snaqala pokaßem shodimost~ naædennogo rØda v terminah obobwennyh funkciæ.

Teorema 1. Pust~

u_n = − π 2i 1 √ rr_0 n∑ j=1 J_{νj} (kr_<)H^{(1)}_{νj} (kr_>)φ_j(ω)φ_j (ω_0)

– qastiqnaØ summa rØda (4), togda ⟨u_n, ψ⟩ imeet predel pri n → ∞

dlØ l¸boæ osnovnoæ funkcii ψ ∈ Ψ.

Dokazatel~stvo. ⟨u_n, ψ⟩ = − r2∫ r1 ∫ {ω} π 2i 1 √ rr_0 n∑ j=1 J_{νj} (kr_<)H^{(1)}_{νj} (kr_>)φ_j (ω)φ_j (ω_0)ψdr dω. Pokaßem, qto | | | | π 2i 1 √ rr_0 J_{νj} (kr_<)H^{(1)}_{νj} (kr_>) | | | | 6 Cν^a_j

156 O. V. KLıBINA dlØ nekotoryh a i C.

Vospol~zuemsØ izvestnymi sootnoxeniØmi dlØ funkciæ HankelØ:

H^{(1)}_{νj} (kr_>) = J_{νj} (kr_<) + iN_{νj} (kr_>) =

= J_{νj} (kr_>) + i sin(πν_j)

(cos(πν_j)J_{νj} (kr_>) − J_{−νj} (kr_>)) =

= J_{νj} (kr_>) + i ( cos(ν_jπ) sin(ν_jπ) J_{νj} (kr_>) − sin(ν_jπ)J_{−νj} (kr_>) ) . Oboznaqim j_0 – blißaæxee celoe qislo k ν_j, to est~ |j_0 − ν_j| := |θ| 6 1/2. H^{(1)}_{νj} (kr_>) = J_{νj} (kr_>) + i [ ctg (ν_jπ)J_{νj} (kr_>)−

− 1 sin(πν_j ) j0−1∑

j=0 (−1)^j j!Γ(j − ν_j + 1) ( kr_> 2 )_{2j−νj} −

− 1 sin(πν_j) ∞∑ j=j0 (−1)^j j!Γ(j − ν_j + 1) ( kr_> 2 )_{2j−νj} ] :=

= J_{νj} (kr_>) + i [ 1 sin(πν_j)

S_1 − S_2 − 1 sin(πν_j)

S_3 ] , gde S_1 := cos(ν_jπ)J_{νj} (kr_>),

S_2 := 1 sin(πν_j) j0−1∑

j=0 (−1)^j j!Γ(j − ν_j + 1) ( kr_> 2 )_{2j−νj} ,

S_3 := ∞∑ j0 (−1)^j j!Γ(j − ν_j + 1) ( kr_> 2 )_{2j−νj} . Tak kak Γ(s)Γ(1 − s) =^π_{sin(πs)} , to Γ(j − ν_j + 1) sin(πν_j ) = (−1)^{j π}_{Γ(νj−j)} , to S_2 = ∑_{j0−1} j=0 Γ(ν_j−j) πj! (_{kr>} 2 )_{2j−νj} .

O RASSE˚NII PLOSKIH VOLN 157 Ocenim (S_1 − S_3). Izuqim fftu raznost~ kak funkci¸ ot ν_j :

(S_1 − S_3) = (S_1 − S_3)(ν). Pereoboznaqiv indeksy summirovaniØ,

poluqim, qto raznost~ (S_1 − S_3)(ν) imeet vid: ∞∑ s=0 (−1)^s ( cos(νπ) Γ(s + 1)Γ(s + ν + 1) ( kr_> 2 )_{2s+ν} − cos(j_0π) Γ(j_0 + s + 1)Γ(s + θ + 1) ( kr_> 2 )_{2th+2s+ν}) . Znaqit, esli ν – celoe qislo, (S_1 − S_3)(ν) = 0. Takim obrazom, veliqinu^{(S1−S3)(ν)}

sin(πν) moßno ocenit~ pri pomowi neravenstva vida | | |^{f(a)−f(b)} a−b | | | 6 max[a,b] |f^′(ξ)|. Ispol~zuØ formulu Stirlinga dlØ Γ-funkcii, poluqaem, qto

Γ^′(s + 1) 6 const Γ(s + 1) ln s. Itak,

|(S_1 − S_3)^′| 6 const pri |ξ| 6 1/2.

Krome togo, dlØ funkciæ BesselØ J_{νj} (kr_<) vypolneno neravenstvo:

|J_{νj} (kr_<)| const 1 Γ(ν_j + 1) ( kr_< 2 )_{νj} . (6)

Takim obrazom, | | | | 1 √ rr_> J_{νj} (kr_<)H^{(1)}_{νj} (kr_>) | | | | 6 6 const^1√_{rr>}^{( kr<}_2^{)νj} ( 1 Γ(ν_j + 1) ( kr_> 2 )_{νj} + Γ(ν_j ) π ( kr_> 2 )_{−νj} ) 6 6 const^{Γ(νj)}_{Γ(νj + 1)}^{(r<}_{r>}^{)νj} = const νj^{(r<}_{r>}^{)νj} .

Itak, | | | | π 2i 1 √ rr_0 J_{νj} (kr_<)H^{(1)}_{νj} (kr_>) | | | | 6 Cνj^{(r<}_{r>}^{)νj} (7) dlØ nekotorogo C. Krome togo, tak kak funkcii φ_j(ω) udovletvorØ¸t uravneni¸ ( ~Δ + ν^2_j − 1 4 ) φ_j (ω) = 0,

158 O. V. KLıBINA

to ∫ {ω} φ_j (ω)ψdω = − 1 ν^2_j ∫ {ω} φ_j (ω) ( ~Δ − 1 4 ) ψdω. Taku¸ operaci¸ moßno prodelat~ skol~ ugodno mnogo raz. Ot-

s¸da sleduet, qto qleny razloßeniØ skol~ ugodno bystro uby-

va¸t po ν_j, qto i vleqet suwestvovanie predela pri n → ∞. � Analogiqno moßno pokazat~, qto ⟨u_n, (Δ + k^2)ψ⟩ → −⟨δ(x − x_0), ψ⟩ pri n → ∞ dlØ l¸boæ osnovnoæ funkcii ψ ∈ Ψ.

Kak uße otmeqalos~, graniqnye usloviØ vypolnØ¸tsØ v klas-

siqeskom smysle, takim obrazom, dlØ togo, qtoby pokazat~, qto

naædennaØ funkciØ deæstvitel~no rexaet postavlennu¸ zadaqu,

neobhodimo proverit~ vypolnenie usloviæ izluqeniØ i usloviØ

Meæksnera.

Teorema 2. DlØ naædennoæ funkcii u vypolneno uslovie Meæks-

nera, to est~ ∫ Ω_r (|u|^2 + |∇u|^2)d Ω < ∞, r → 0. Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto ∫ Ω_r |u|^2d Ω < ∞, r → 0 (analogiqno moßno pokazat~, qto ∫ Ω_r |∇u| 2 < ∞, r → 0) ∫ Ω_r

|u|^2d Ω = ∫ Ω_r

| | | | | | π 2i 1 √ rr_0 ∞∑ j=1 J_{νj} (kr)H^{(1)}_{νj} (kr_0)φ_j (ω)φ_j (ω_0) | | | | | | 2 d Ω. Uße bylo pokazano (sm. (7)), qto | | | | 1 √ r_0

J_{νj} (kr)H^{(1)}_{νj} (kr_0) | | | | 6 const νj^{( r}_{r0}^{)νj} .

O RASSE˚NII PLOSKIH VOLN 159

Vospol~zuemsØ fftim neravenstvom: ∫ ω_r |u|^2d Ω = ∫ Ω_r

| | | | | π 2i 1 √ rr_0 ∞∑ j=1 J_{νj} (kr)H^{(1)}_{νj} (kr_0)φ_j (ω)φ_j (ω_0) | | | | | 2 d Ω 6

6 const^∫_Ω r ∞∑ j=0 ν_j ( r r_0 )_{νj} j^4d Ω < ∞. �

Teorema 3. PostroennaØ funkciØ u udovletvorØet usloviØm iz-

luqeniØ, to est~ pri r_0 → ∞ |u| 6^C_{r0} i | |^{∂u}_{∂r} − iku | | 6^{C1}_r2_0 dlØ neko-

toryh konstant C i C_1.

Dokazatel~stvo. Dokaßem pervoe neravenstvo, a imenno, doka-

ßem, qto pri r_0 → ∞ |r_0u| 6 C. FunkciØ u imeet vid u(r, ω, r_0, ω_0) = − π 2i 1 √ r_0r ∞∑ j=1 J_{νj} (kr_<)H^{(1)}_{νj} (kr_>)φ_j (ω)φ_j (ω_0).

Vospol~zuemsØ izvestnymi asimptotiqeskimi vyraßeniØmi dlØ funkciæ H^{(1)}_{Nξ} (N ), (sm. [4]) kotorye ime¸t vid:

H^{(1)}_{Nξ}(N ) ∼ √ 2 πN 1 4√ ξ^2 − 1 exp(N [ξ ln(ξ + √ ξ^2 − 1) − √ ξ^2 − 1]), pri √ ξ^2 − 1 > 0

H^{(1)}_{Nξ}(N ) ∼ √ 2 πN exp(−i π 4 ) 1 4√ 1 − ξ^2 exp(iN [−ξ arccos(ξ) + √ 1 − ξ^2]) pri √ 1 − ξ^2 > 0

H^{(1)}_{Nξ} (N ) ∼ 1 N^{1/3} ( t(ξ) ξ^2 − 1 )_{1/4} w_1(N^{2/3}t(ξ)), pri − ϵ 6 ξ 6 1 + ϵ,

gde w_1(ξ) – funkciØ �æri, 2 3 t^{3/2}(ξ) = ξ ln(ξ + √ ξ^2 − 1) − √ ξ^2 − 1. (8)

160 O. V. KLıBINA

Oboznaqim

K_1 : = j : √( ν_j kr_0 )_2

− 1 > 0 ,

K_2 : = j : √ 1 − ( ν_j kr_0 )_2 > 0 ,

K_3 : = { j : 1 − ε 6 ν_j kr_0 6

1 + ε } . Togda pri bol~xih r_0 |r_0u(r, ω, r_0, ω_0)| = π 2i 1 √ r | | | | | ∞∑ j=1 J_{νj} (kr) (√ r_0H^{(1)}_{νj} (kr_0) ) φ_j (ω)φ_j (ω_0) | | | | | :=

= π 2i 1 √ r |Σ_1 + Σ_2 + Σ_3|,

gde Σ_i = ∑ K_i Jνj (kr) (√ r_0 H^{(1)}_{νj} (kr_0) ) φ_j(ω)φ_j (ω_0).

Izuqim otdel~no kaßdu¸ summu Σ_i, ispol~zuØ asimptotiqeskie vyraßeniØ dlØ funkciæ HankelØ H^{(1)}_{Nξ}(N ) (8), ocenku dlØ funkcii BesselØ J_i(N ) (6) qerez pervyæ qlen razloßeniØ v rØd i ocenku dlØ funkciæ φ_j(ω) : |φ_j(ω)| 6 const j^2.

|Σ_1| 6 c | | | | | | | ∑ K1 j^2 ( kr 2 )_{νj} 1 Γ(1 + ν_j) √ r_0 4 √( ν_j kr0 )_2 − 1

× exp kr_0 ν^j kr_0 ln ν^j kr_0 + √( ν_j kr_0 )_2 − 1 − √( ν_j kr_0 )_2 − 1 | | | | | tak kak ln ν^j kr_0 + √( ν_j kr_0 )_2 − 1 6 c1 ln 2^{νj}_{kr0} ,^4 √( ν_j kr_0 )_2 − 1 6 c2^{√ νj}_{kr0} , to |Σ_1| 6 c | | | | ∑ K1 j^2 ( kr 2 )_{νj} 1 Γ(1 + ν_j) r_0 √ k ν_j exp ( ν_j ln 2 ν_j kr_0 − ν_j )| | | | ,

O RASSE˚NII PLOSKIH VOLN 161

tak kak

Γ(1 + ν_j) 6 c_3 √ 2πν_j exp(ν_j ln ν_j − ν_j), to |Σ_1| 6 c | | | | | ∑ K1 j^2 ( kr 2 )_{νj} √ k ν_j r_0 1 √ν_j exp ( ν_j ln 2 kr_0 )| | | | =

= c | | | | 1 k ∑ K1 j^2 ( kr 2 )_{νj} kr_0 ν_j exp ( ν_j ln 2 kr_0 )| | | 6 C1, |Σ_2| 6 c | | | ∑ K2 j^2 ( kr 2 )_{νj} 1 Γ(1 + ν_j) exp ( − i 4 ) 1 4 √ 1 − (_{νj} kr0 )_2

× exp ikr_0 √ 1 − ( ν_j kr_0 )_2 + ν_j kr_0 arccos ( ν_j kr_0 ) | | | | 6 | | | | | | | ∑ K2 j^2 ( kr 2 )_{νj} 1 Γ(1 + ν_j) 1 4 √ 1 − (_{νj} kr0 )_2 | | | | | | | 6 C2. |Σ_3| 6 c | | | | | ∑ K3 j^2 ( kr 2 )_{νj} 1 Γ(1 + ν_j) √ r_0 1 (kr_0)^{1/3}

× ( t ( ν_j kr_0 ) / (( ν_j kr_0 )_2 − 1 ))_{1/4} w_1 ( (kr_0)^{2/3}t ( ν_j kr_0 )) | | | | | .

t(ξ) =^3 √ 2(ξ − 1) + O((ξ − 1)^2) (pri ξ → 1), a w_1(ξ) = ξ^{−1/4} ( exp ( 2 3 ξ^{3/2} )) ( 1 + O(ξ^{−3/2}) ) (pri bol~xih ξ).

Znaqit, esli (kr_0)^{2/3}t (_{νj} kr0 ) veliko, to

w_1((kr_0)^{2/3}t ( ν_j kr_0 ) ) 6 c(kr0)^{5/12}t(ξ)^{−1/4} exp(kr0)^{2/3}t(ξ)^{3/2}) =

162 O. V. KLıBINA

= c(kr_0)^{5/12}t(ξ)^{−1/4}×

× exp kr_0 ν^j kr_0 ln ν^j kr_0 + √( ν_j kr_0 )_2 − 1 − √( ν_j kr_0 )_2 − 1 . V fftom sluqae rassmatrivaemaØ summa analogiqna pervoæ −Σ_1, znaqit, ona ograniqena.

Summa ostal~nyh slagaemyh ocenivaetsØ vyraßeniem c | | | | | | ∑ j^2 ( kr 2 )_{νj} 1 Γ(1 + ν_j) √ r_0 1 (kr_0)^{1/3} ( 1_{νj} kr0 + 1 )_{1/4}| | | | | 6 6 const (tak kak 1 − ε 6^{νj}_{kr0} 6 1 + ε).

Takim obrazom |Σ_3| 6 C_3. Znaqit, |u(r, ω, r_0, ω_0)| 6^{const}_{r0} .

Vtoroe uslovie izluqeniØ dokazyvaetsØ analogiqno, tak kak asimptotiqeskie sootnoxeniØ dlØ funkcii H^{(1)}_{Nξ}(N ) dopuska¸t differencirovanie. �

2.5. Predel~nyæ perehod.

Pod rexeniem zadaqi o ploskoæ volne v rabote [1] ponimaetsØ

u(r, ω, ω_0) = exp ( i π 4 ) (2π)^{3/2}(kr)^{−1/2} ∞∑ j=1 J_{νj} (kr)

× exp ( − iν_j π 2 ) φ_j(ω)φ_j (ω_0).

Pokaßem, qto pri udalenii istoqnika na beskoneqnost~, rexenie zadaqi o rasseØnii sferiqeskoæ volny na konuse perehodit v rexenie sootvetstvu¸weæ zadaqi o ploskoæ volne s toqnost~¸ do mnoßitelØ^{exp(ikr0)}_{4πr0} .

Teorema 4. u(r, ω, ω_0) = lim_{r0→∞} ( exp(ikr_0) 4πr_0 )_{−1} u(r, ω, r_0, ω_0). Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ sledu¸wim predel~nym soot-

noxeniem dlØ funkciæ HankelØ H^{(1)}ν_j (kr_0) pri r_0 → ∞ i fiksirovannom ν_j:

H^{(1)}_{νj} (kr_0) = √ 2 πkr_0 exp i ( kr_0 − πν_j 2 − π 4 ) ( 1 + O ( 1 kr_0 )) .

O RASSE˚NII PLOSKIH VOLN 163 FunkciØ u(r, ω, r_0, ω_0) predstavlena v vide rØda, kotoryæ, kak uße bylo pokazano, pri bol~xih r_0 maßoriruetsØ shodØwimsØ

|J_{νj} (kr)H^{(1)}_{νj} (kr_0)φ_j (ω)φ_j (ω_0)| 6 const j^k ( r r_0 )_{νj} dlØ nekotorogo k, to est~ | | | | | ∞∑ j=1 J_{νj} (kr)H^{(1)}_{νj} (kr_0)φ_j (ω)φ_j (ω_0) | | | | | 6 const^{∞∑}_{j=1} j^{k ( r}_{r0}^{)νj} .

Znaqit, ravnomerno shoditsØ rØd ∞∑ j=1 J_{νj} (kr)H^{(1)}_{νj} (kr_0)φ_j (ω)φ_j (ω_0).

Sledovatel~no, − 2i π lim r0→∞ u(r, ω, r_0, ω_0) = lim_{r0→∞} ∞∑ j=1 1 √ rr_0 J_{νj} (kr) × exp i ( kr_0 − πν_j 2 − π 4 ) φ_j(ω)φ_j (ω_0).

Takim obrazom, u(r, ω, ω_0) = lim_{r0→∞} ( exp(ikr_0) 4πr_0 )_{−1} u(r, ω, r_0, ω_0). � Literatura

1. V. P. Smyshlyaev, On the diffraction of waves by cones at high frequencies.

Preprint Lomi E-9-89, Leningrad.

2. V. M. Babiq, O. V. Izotova, O rexenii v obobwennyh funkciØh zadaq matematiqeskoæ fiziki. Izd-vo SPbGU, 1988.

3. Sanqes-PalensiØ, Neodnorodnye sredy i teoriØ kolebaniæ. Moskva, Mir, 1984.

4. V. I. Smirnov, Kurs vysxeæ matematiki. Moskva, Nauka, t. 4, q. 2, 1974.

Klyubina O. V. On the diffraction of plane waves on different bodies. A problem of diffraction of plane waves on compact domains and on a arbitrary cone is considered. It is shown that the method of the moving away of the point source to the infinity for the solution of such diffraction problems is valid.

Postupilo 9 sentØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet