Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov, L. A. Svirkina

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI V UPRUGO` SREDE

V uprugoæ srede rassmotrim difrakci¸ ploskoæ volny ot neodnorodnogo vkl¸qeniØ, ime¸wego vid “provoda” beskoneqnoæ dliny i malogo popereqnogo seqeniØ. Naxa zadaqa – issledovanie rasseØniØ ot poverhnosti fftogo uprugogo vkl¸qeniØ.

V nastoØweæ rabote predpolagaetsØ, qto ffto neodnorodnoe vkl¸qenie imeet vid krugovogo cilindra, radius kotorogo raven a. Takim obrazom, my rassmatrivaem sluqaæ difrakcii ot cilindriqeskoæ poverhnosti razdela meßdu dvumØ odnorodnymi uprugimi sredami. Ploskost~ padeniØ zadannoæ volny perpendikulØrna osi cilindra. V fftom sluqae obwaØ zadaqa perehodit v qastnu¸ plosku¸ zadaqu difrakcii ot maloæ neodnorodnosti Ω v neograniqennom odnorodnom izotropnom uprugom prostranstve. Maloæ neodnorodnost~¸ Ω ØvlØetsØ krug radiusa a, a ≪ λ, gde λ – dlina pada¸weæ volny.

Budem ishodit~ iz dinamiqeskih uravneniæ teorii uprugosti dlØ odnorodnoæ izotropnoæ sredy: L^u = ρ ∂^2 ^u ∂t^2 , ^u = ^u(x, t), (0.1) gde L^u = (λ + 2μ) grad div ^u − μ rot rot ^u. (0.2)

V formulah (0.1)–(0.2) vektor ^u est~ vektor smeweniæ uprugoæ sredy.

Rassmotrim sluqaæ garmoniqeskoæ zavisimosti ot vremeni vektora smeweniæ ^u(x, t) = e^{−iωt}u(x). Uravnenie (0.1) dlØ vektora smeweniæ u(x) perehodit v takoe:

Lu = −ρω^2u. (0.3)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) (grant 98-01-00316). 122

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI 123 Oboznaqim parametry sredy qerez λ_1, μ_1, ρ_1, parametry vkl¸qeniØ Ω qerez λ_2, μ_2, ρ_2, gde λ_i, μ_i, i = 1, 2, nazyva¸tsØ parametrami Lame, a ρ_i est~ plotnost~ sred.

PloskaØ uprugaØ volna vpolne opredelena vektorom smeweniØ qastic u(x, y) = (u(x, y), v(x, y), w(x, y)). Izvestno, qto volnu s proizvol~nym napravleniem moßno predstavit~ kak superpozici¸ sdvigovoæ volny gorizontal~noæ polØrizacii (SH-volna po seæsmiqeskoæ terminologii), u kotoroæ u = v = 0, w ≠ 0 i volny vertikal~noæ polØrizacii, u kotoroæ u ≠ 0, v ≠ 0, w = 0.

V obwem sluqae smewenie u moßet byt~ vyraßeno qerez skalØrnyæ Φ i vektornyæ Ψ potencialy formuloæ

u = grad Φ + rot Ψ. (0.4)

Privedem neobhodimye formuly dlØ differencial~nyh operatorov i metriqeskogo tenzora v cilindriqeskoæ ortogonal~noæ krivolineænoæ sisteme koordinat. Tak dlØ komponent metriqeskogo tenzora imeem

G_{11} = G_{rr} = 1, G_{12} = G_{rφ} = 0, G_{13} = G_{rz} = 0, G_{22} = G_{φφ} = r^2, G_{21} = G_{φr} = 0, G_{23} = G_{φz} = 0, G_{33} = G_{zz} = 1, G_{31} = G_{zr} = 0, G_{32} = G_{zφ} = 0. (0.5) Differencial~nye operatory predstavleny formulami:

rot Ψ ≡ ∇ × Ψ =

e_r [ 1 r ∂Ψ^z ∂φ − r ∂Ψ^φ ∂z ] + e_φ r [ ∂Ψ^r ∂z − ∂Ψ^z ∂r ] + e_z [ ∂(rΨ^φ) ∂r − 1 r ∂Ψ^r ∂φ ] , (0.6)

grad Φ ≡ ∇Φ = ∂Φ ∂q^k G^{kk}e_k, q^1 = r, q^2 = φ, q^3 = z, (0.7)

zdes~ G^{kk} est~ obratnyæ metriqeskiæ tenzor k G_{kk}.

div u ≡ ∇ · u = 1 √ g ∂ ∂q^i ( √ gu^i), g = r^2, i = 1, 2, 3. (0.8)

V cilindriqeskoæ sisteme koordinat operator Laplasa zapixetsØ tak ΔU ≡ ∇ · ∇U = 1 r ∂ ∂r ( r ∂U ∂r ) + 1 r^2

∂^2U ∂φ^2 + ∂^2U ∂z^2 . (0.9)

124N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, L. A. SVIRKINA Rassmotrim sluqaæ, kogda oblast~ Ω est~ krug radiusa a, priqem radius znaqitel~no men~xe dliny pada¸weæ volny, t.e. ka ≪ 1

Pust~ pada¸waØ volna leßit v ploskosti xy, os~ cilindra napravlena po koordinate z, a centr kruga Ω radiusa a nahoditsØ v naqale koordinat, sm. ris. 1.

Ris. 1.

Tak kak krug Ω leßit v ploskosti padeniØ, vse rassmotreniØ provedem v cilindriqeskoæ sisteme koordinat:

x = r cos φ, y = r sin φ, z = z. (0.10)

V cilindriqeskoæ sisteme, kak i v dekartovoæ, dlØ sostavlØ- ¸wih kaßdogo iz potencialov vektora (0.4) my poluqaem razdelenie na uravneniØ Gel~mgol~ca:

(Δ + ω^2 a^2

)Φ = 0, (Δ + ω^2 b^2

)Ψ = 0, (0.11)

zdes~ a = √_{λ+2μ} ρ , b = √_μ ρ – prodol~naØ i popereqnaØ skorosti rasprostraneniØ.

PloskaØ uprugaØ volna vpolne opredelena vektorom smeweniØ qastic, vse komponenty kotorogo dolßny byt~ nepreryvny pri perehode granicy razdela sred. Krome togo, na granice dolßny byt~ nepreryvny komponenty tenzora naprØßeniæ: [u] | r=a = 0, [σ_{rr}] | r=a = 0, [σ_{rφ}] | r=a = 0, [σ_{rz}] | r=a = 0. (0.12)

RexaØ fiziqeskie zadaqi neobhodimo pereæti k tak nazyvaemym fiziqeskim koordinatam vektora smeweniæ sredy i komponentam tenzora naprØßeniæ.

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI 125 V cilindriqeskoæ sisteme koordinat ffti komponenty ravny

u = (u = u^r, v = ru^φ, w = u^z), (0.13) σ_{rr} = λ r [ ∂ ∂r ( ru ) + ∂ ∂φ ( v ) + ∂ ∂z ( rw )] + 2μ ∂u ∂r , σ_{rφ} = μ [ 1 r ∂u ∂φ + r ∂ ∂r ( v r )] , σ_{rz} = μ [ ∂u ∂z + ∂w ∂r ] . (0.14)

Budem rassmatrivat~ dve polØrizacii: sdvigovu¸ volnu gorizontal~noæ polØrizacii i volnu vertikal~noæ polØrizacii.

§1. Volny gorizontal~noæ polØrizacii Predpoloßim, qto pada¸wee pole imeet vid ploskoæ volny gorizontal~noæ polØrizacii: u^{inc} = e_ze^{−ikr cos(φ−φ0)}, w^{inc} = e^{−ikr cos(φ−φ0)} ≠ 0, (1.1) priqem parametr k raven k = k^b_1 = ω/b_1, b_1 = √ μ_1/ρ_1, sledova-

tel~no pada¸wee pole imeet popereqnyæ harakter. Zdes~ φ_0 ffto ugol skol~ßeniØ pada¸weæ volny, t.e. ugol meßdu os~¸ x i napravleniem vektora padeniØ, r, φ – cilindriqeskie koordinaty toqki nabl¸deniØ.

V sluqae SH-voln gorizontal~noæ polØrizacii razdelØt~ vektor smeweniæ na skalØrnyæ i vektornyæ potencialy ne nußno, tak kak sostavlØ¸wie u = v = 0, w ≠ 0, a vektor smeweniæ ne zavisit ot z.

DlØ sostavlØ¸wih u^z_j = w_j, j = 1, 2 sistema uravneniæ (0.3) prevrawaetsØ v uravneniØ Gel~mgol~ca: [ 1 r ∂ ∂r ( r ∂w_j ∂r ) + 1 r^2

∂^2w_j ∂φ^2 ] + ρ_j μ_j ω^2w_j = 0, j = 1, 2. (1.2)

Graniqnye usloviØ (0.12) v fftom sluqae prevrawa¸tsØ v takie

w_1|_{r=a} = w_2|_{r=a}, μ_1 ∂w_1 ∂r | | r=a = μ_2 ∂w_2 ∂r | | r=a . (1.3)

126N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, L. A. SVIRKINA V bezgraniqnoæ srede sostavlØ¸wie (0.13) vektora smeweniæ u udovletvorØ¸t usloviØm izluqeniØ Zommerfel~da: lim_{r→∞} r ( ∂u(v, w) ∂r − iku(v, w) ) = 0, Im k > 0, (1.4)

�tot sluqaæ polnost~¸ identiqen povedeni¸ fflektriqeskogo polØ v izotropnoæ odnorodnoæ fflektromagnitnoæ srede [1, 2], sm. takße [3, glava XX, napisannaØ V. A. Fokom].

Qastnoe rexenie uravneniØ (1.2), nezavisØwee ot z, v cilindriqeskoæ sisteme koordinat imeet vid: w = e^{ipφ}Z_p(kr), (1.5) gde Z predstavlØet odnu iz cilindriqeskih funkciæ (HankelØ ili BesselØ).

Esli zadaqa trebuet prostoæ periodiqnosti po φ, naprimer, v rassmatrivaemom sluqae difrakcii ot cilindriqeskoæ neodnorodnosti, to nußno vzØt~ p = n, gde n – celoe qislo. V fftom sluqae my vyberem sledu¸wie dva qastnyh rexeniØ: w = e^{inφ}J_n(kr), (1.6) w = e^{inφ}H^{(1)}_n (kr). (1.7)

Vnutri cilindra nußno brat~ tol~ko pervoe rexenie (1.6), tak kak tol~ko ono ostaetsØ koneqnym pri r = 0. Vtoroe rexenie (1.7) nado upotreblØt~ v oblasti vne cilindra, esli delo idet o volnah, rashodØwihsØ ot cilindra (otraßennye ili rasseØnnye volny) i esli zavisimost~ ot vremeni vzØta v vide e^{−iωt}. Asimptotiqeskoe vyraßenie daet pri bol~xih r harakternu¸ dlØ uhodØweæ volny formu pokazatel~noæ funkcii H^{(1)}_n (kr)e^{−iωt} ∼ const √ kr e^{i(kr−nπ/2−π/4−ωt)}. (1.8) Mnoßitel~ pri konstante predstavlØet cilindriqesku¸ volnu, rashodØwu¸sØ ot poverhnosti cilindra r = a. Voobwe, umen~xenie amplitudy, proporcional~noe 1/ √ r, harakterizuet cilindriqeskiæ tip voln. DlØ cilindriqeskoæ volny dolßna ostavat~sØ postoØnnoæ obwaØ intensivnost~ na poverhnosti cilindra. A tak kak poverhnost~ cilindra na edinicu dliny obrazu¸weæ ravna 2πr, to amplituda dolßna umen~xat~sØ kak 1/ √ r.

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI 127 Posle otyskaniØ qastnyh rexeniæ my dolßny razloßit~ pada¸wu¸ volnu po sootvetstvu¸wim qastnym rexeniØm. �to osuwestvlØetsØ s pomow~¸ nekotoryh zameqatel~nyh formul, nazyvaemyh “teoremami sloßeniØ”. Tak ploskaØ volna (1.1) v cilindriqeskih koordinatah pixetsØ prosto: e^{−ikr cos(φ−φ0)} = ∞∑ n=−∞ (−i)^nJ_n(kr) e^{in(φ−φ0)}. (1.9) Esli zametit~, qto pri celom n

J_{−n}(ρ) = (−1)^nJ_n(ρ),

kak ffto vytekaet iz odnogo i togo ße integral~nogo predstavleniØ, to (1.9) moßet byt~ takße napisano v vide:

e^{−ikr cos(φ−φ0)} = J_0(kr) + 2 ∞∑ n=1 (−i)^nJ_n(kr) cos n(φ − φ_0). (1.10)

Itak, pust~ pada¸waØ volna napravlena parallel~no osi cilindra, a poverhnost~ cilindra budet r = a. Togda rasseØnnoe pole budet polØrizovano v tom ße napravlenii. Budem iskat~ rexenie zadaqi (1.2)–(1.4) v vide

w_1 = e^{−ikb1r cos(φ−φ0)} + ∞∑ n=0 A_nH_n(k^b_1r) cos n(φ − φ_0), (r > a), (1.11)

w_2 = ∞∑ n=0 B_nJ_n(k^b_2r) cos n(φ − φ_0), (r < a), (1.12)

zdes~ H_n oboznaqaet pervu¸ funkci¸ HankelØ H^{(1)}n . To obstoØtel~stvo, qto vne cilindra upotreblØetsØ tol~ko ona odna, sootvetstvuet tomu, qto rasseØnnoe popereqnoe pole rasprostranØetsØ ot cilindriqeskoæ poverhnosti r = a. Vnutri cilindra iz dvuh rexeniæ (1.6) i (1.7) nado brat~ tol~ko rexenie s J_n.

Trebovanie nepreryvnosti vektora smexeniæ i tenzora deformacii privodit k graniqnym usloviØm (1.3). Podstaviv v (1.11) i (1.12) razloßenie (1.10), poluqim iz (1.3) sistemu:

D_nJ_n(k^b_1 a) + A_nH_n(k^b_1 a) = B_nJ_n(k^b_2 a), (1.13)

128N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, L. A. SVIRKINA

k^b_1μ_1 [ D_nJ^′_n(k^b_1 a) + A_n H^′_n(k^b_1 a) ] = k^b_2 μ_2 B_n J^′_n(k^b_2 a), (1.14)

gde D_0 = 1, D_n = 2(−i)^n, n > 0. Iz sistemy (1.13)–(1.14) sleduet, qto kofffficienty A_n rasseØnnogo polØ ravny: A_n [ k^b_2μ_2H_n(k^b_1 a)J^′_n(k^b_2 a) − k^b_1μ_1H^′_n(k^b_1 a)J_n(k^b_2 a) ] = −D_n [ k^b_2μ_2J_n(k^b_1 a)J^′_n(k^b_2 a) − k^b_1μ_1J^′_n(k^b_1 a)J_n(k^b_2 a) ] . (1.15) Issledovanie rexeniØ sistemy (1.13)–(1.14) v sluqae ka ≪ 1 svoditsØ k opredeleni¸ kofffficientov A_n. Vospol~zuemsØ razloßeniØmi cilindriqeskih funkciæ v stepennye rØdy [4], uqityvaØ, qto k_j a ≪ 1, j = 1, 2.

Ispol~zuØ ih moßno pokazat~, qto pri malyh z ime¸t mesto ocenki:

J_n(z) ∼ 1 − ( z 2 )_2

, pri n = 0, z 2 − ( z 2 )_3 1 2! , pri n = 1, ( z 2 )_n 1 n! , n ¿ 2, (1.16)

J^′_n(z) ∼ − z 2 + ( z 2 )_3 1 2! , pri n = 0, 1 2 − 3 4 ( z 2 )_2

, pri n = 1, 1 2 ( z 2 )_{n−1} 1 (n − 1)! , pri n > 1, (1.17)

H^{(1)}_n (z) ∼ 2i π ln ( γz 2 ) , pri n = 0, −i π ( z 2 )_{−n} (n − 1)!, pri n > 0,

(1.18)

H^{(1)0}_n (z) ∼ i 2π ( z 2 )_{−n−1} n!, n ¿ 0. (1.19)

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI 129 PodstavlØØ razloßeniØ (1.16)–(1.19) v formulu (1.15), poluqim, qto dva kofffficienta A_0 i A_1 v razloßeniØh dlØ perviqnogo difrakcionnogo polØ ime¸t odinakovyæ porØdok malosti po ka : O((ka)^2). Ostal~nye kofffficienty A_n razloßeniØ (1.11) maly, tak kak dlØ n > 1 ime¸t porØdok O((ka)^{2n}). Privedem znaqenie kofffficientov A_n v razloßeniØh dlØ perviqnogo difrakcionnogo polØ i issleduem poluqennoe rasseØnnoe pole:

A_0 = −iD_0 π(k^b_1a)^2 2 · ρ_1 − ρ_2 ρ_1 , A_1 = −iD_1 π(k^b_1 a)^2

2^2 μ_2 − μ_1 μ_2 + μ_1 , A_n = −iD_n π(k^b_1 a)^{2n} 2^{2n}n!(n − 1)!

μ_2 − μ_1 μ_2 + μ_1

, n > 1. (1.20)

DlØ perviqnogo difrakcionnogo polØ iz ocenok (1.20) sleduet, qto v dlinnovolnovom priblißenii, kogda razmery vkl¸qeniØ Ω maly po sravneni¸ s dlinoæ pada¸weæ volny k^b_1 a ≪ 1, k^b_1 = ω/b_1, glavnymi qlenami v razloßenii rasseØnnogo polØ (1.11) budut pervyæ A_0 i vtoroæ A_1. Dal~neæxie priblißeniØ budut veliqinami bolee vysokogo porØdka malosti.

Takim obrazom, neodnorodnost~ Ω budet izluqat~ kak toqeqnyæ istoqnik. Kofffficienty A_0, A_1soderßat v kaqestve mnoßitelØ veliqinu π(k^b_1 a)^2, ravnu¸ plowadi kruga, umnoßennogo na

(k^b_1)^2. V dlinnovolnovom priblißenii neodnorodnost~ ØvlØetsØ

toqeqnym istoqnikom, dlØ kotorogo mownost~ proporcional~- na skaqku parametrov LØme μ_1, μ_2, skaqku plotnosteæ ρ_1, ρ_2 i plowadi neodnorodnosti.

RasseØnnoe neodnorodnost~¸ gorizontal~no polØrizovannoe pole pri kr ≫ 1 naædem, ispol~zuØ asimptotiku funkcii HankelØ (1.8). Okonqatel~no poluqim sledu¸wu¸ formulu dlØ popereqnoæ (SH) volny, rasseØnnoæ neodnorodnost~¸ r = a, ka ≪ 1: w^{ref} ∼ π(k^b_1a)^2e^{i(kb1r−3π/4)} √ 2πk^b_1r [ ρ_1 − ρ_2 ρ_1 + μ_1 − μ_2 μ_2 + μ_1 cos(φ − φ_0) ] × ×[1 + O((k^b_1a)^2)]. (1.21)

§2. Volny vertikal~noæ polØrizacii

Predpoloßim, qto pada¸wee pole imeet vid ploskoæ volny

130N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, L. A. SVIRKINA vertikal~noæ polØrizacii. V fftom sluqae pada¸wee ploskoe pole moßet rasprostranØt~sØ kak s prodol~noæ, tak i s popereqnoæ skorost~¸. V dannom sluqae smewenie u moßet byt~ vyraßeno qerez skalØrnyæ Φ i vektornyæ Ψ = (Ψ^r , Ψ^φ, Ψ^z ) potencialy formuloæ

u = grad Φ + rot Ψ. (2.1)

Fiziqeskie komponenty vektora u ime¸t sledu¸wiæ vid: u = ∂Φ ∂r + 1 r ∂Ψ ∂φ ,

v = 1 r ∂Φ ∂φ − ∂Ψ ∂r , w = 0, Ψ = Ψ^z. (2.1^′)

SkalØrnyæ i vektornyæ potencialy udovletvorØ¸t uravneni¸ Gel~mgol~ca (0.11) vnutri i vne cilindra r = a, a takße graniqnym usloviØm nepreryvnosti vektora smeweniæ i tenzora deformacii: [ σ_{rr} ] = [ λ div u + 2μ ∂u ∂r ]| | r=a = 0,

[u] = [ ∂Φ ∂r + 1 r ∂Ψ ∂φ ]| | r=a = 0, (2.2)

[σ_{rφ}] = [ μ ( 1 r ∂u ∂φ + r ∂ ∂r v r )]| | r=a = 0,

[v] = [ 1 r ∂Φ ∂φ − ∂Ψ ∂r ]| | r=a = 0. (2.2^′)

Tak ße kak i v pervom paragrafe, usloviØ izluqeniØ i ograniqennost~ rexeniØ vnutri cilindra privedut k formulam (1.5)– (1.7) dlØ funkciæ skalØrnogo i vektornogo potencialov Φ i Ψ. PodstavlØØ v graniqnye usloviØ funkcii Φ i Ψ v vide, sootvetstvu¸wem formulam (1.11)–(1.12) dlØ razliqnyh skorosteæ pada¸weæ volny, my budem poluqat~ i raznoe rasseØnnoe pole.

Vyberem rexenie zadaqi difrakcii ot cilindra r = a pri padenii volny, rasprostranØ¸weæsØ v ploskosti xy s prodol~noæ skorost~¸ a_1 = √ (λ_1 + 2μ_1)/ρ_1, v vide:

Φ_1 = e^{−ika1 r cos(φ−φ0)} + ∑ A_nH_n(k^a_1 r)e^{in(φ−φ0)}, (r > a), (2.3)

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI 131

Ψ_1 = ∑ B_nH_n(k^b_1r)e^{in(φ−φ0)}, (r > a), (2.4) Φ_2 = ∑ C_nJ_n(k^a_2 r)e^{in(φ−φ0)}, (r < a), (2.5) Ψ_2 = ∑ E_nJ_n(k^b_2r)e^{in(φ−φ0)}, (r < a). (2.6) Rexenie zadaqi difrakcii ploskoæ volny vertikal~noæ polØrizacii, pada¸xeæ na cilindr s popereqnoæ skorost~¸ b_1 = √ μ_1/ρ, budem iskat~ v sledu¸wem vide:

Φ_1 = ∑ A^′_nH_n(k^a_1 r)e^{in(φ−φ0)}, (r > a), (2.7) Ψ_1 = e^{−ikb1r cos(φ−φ0)} + ∑ B^′_nH_n(k^b_1r)e^{in(φ−φ0)}, (r > a), (2.8) Φ_2 = ∑ C^′_nJ_n(k^a_2 r)e^{in(φ−φ0)}, (r < a), (2.9) Ψ_2 = ∑ E^′_nJ_n(k^b_2r)e^{in(φ−φ0)}, (r < a). (2.10)

PodstavlØØ formulu (1.9) v pada¸wu¸ volnu (2.3) i (2.8), a zatem seri¸ formul (2.3)–(2.6) ili (2.7)–(2.10) v graniqnye usloviØ (2.2), (2.2^′), poluqim dve sistemy qetyreh uravneniæ s qetyr~mØ neizvestnymi kofffficientami dlØ kaßdogo predstavleniØ A_n, B_n, C_n, E_n i A^′_n, B^′_n, C^′_n, E^′_n.

Vypixem sistemu uravneniæ, opredelØ¸wih sostavlØ¸wie skalØrnogo i vektornogo potencialov (2.3)–(2.6):

k^a_1 a [ D_n J^′_n(k^a_1 a) + A_n H^′_n(k^a_1 a) ] + inB_n H_n(k^b_1 a) =

= k^a_2 a C_nJ^′_n(k^a_2 a) + in E_nJ_n(k^b_2 a), (2.11) in [ D_nJ_n(k^a_1 a) + A_nH_n(k^a_1 a) ] − k^b_1 aB_nH^′_n(k^b_1 a) =

= in C_nJ_n(k^a_2 a) − k^b_2 a E_nJ^′_n(k^b_2 a), (2.12)

(k^a_1 a)^2 ( D_n [ 2μ_1J^{′′}_n (k^a_1 a) − λ_1J_n(k^a_1 a) ] + A_n [ 2μ_1H^{′′}_n(k^a_1 a)−

−λ_1H_n(k^a_1 a) ]) − 2μ_1inB_n [ H_n(k^b_1 a) − k^b_1 aH^′_n(k^b_1 a) ] = (k^a_2 a)^2C_n× × [ 2μ_2J^{′′}_n (k^a_2 a)−λ_2J_n(k^a_2 a) ] −2μ_2inE_n [ J_n(k^b_2 a)−k^a_2 aJ^′_n(k^b_2 a) ] , (2.13)

μ_1(k^b_1 a)^2B_n [ H_n(k^b_1 a) + 2H^{′′}_n(k^b_1 a) ] + in2μ_1 [( D_n J_n(k^a_1 a)+

132N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, L. A. SVIRKINA

+A_nH_n(k^a_1 a) ) − k^a_1 a ( D_n J^′_n(k^a_1 a) + A_nH^′_n(k^a_1 a) )] = μ_2(k^b_2 a)^2E_n× × [ J_n(k^b_2 a) + 2J^{′′}_n (k^b_2 a) ] + 2μ_2 in C_n [ J_n(k^a_2 a) − k^a_2 aJ^′_n(k^a_2 a) ] . (2.14)

AnalogiqnaØ sistema imeet mesto dlØ popereqnoæ pada¸weæ volny:

k^a_1 aA^′_nH^′_n(k^a_1 a) + in [ B^′_nH_n(k^b_1 a) + D_n J_n(k^b_1 a) ] = k^a_2 a C^′_nJ^′_n(k^a_2 a) + in E^′_nJ_n(k^b_2 a), (2.15)

inA^′_nH_n(k^a_1 a) − k^b_1 a [ B^′_n H^′_n(k^b_1 a) + D_n J^′_n(k^b_1 a) ] = in C^′_nJ_n(k^a_2 a) − k^b_2 a E^′_n J^′_n(k^b_2 a), (2.16)

(k^a_1 a)^2A^′_n [ 2μ_1H^{′′}_n (k^a_1 a) − λ_1H_n(k^a_1 a) ] − 2μ_1in ([ B^′_nH_n(k^b_1 a)

+D_n J_n(k^b_1 a) ] − k^b_1 a [ B^′_n H^′_n(k^b_1 a) + D_n J^′_n(k^b_1 a) ]) = (k^a_2 a)^2C^′_n× × ( 2μ_2J^{′′}_n (k^a_2 a)−λ_2J_n(k^a_2 a) ) −2μ_2inE^′_n [ J_n(k^b_2 a)−k^a_2 aJ^′_n(k^b_2 a) ] , (2.17)

μ_1(k^b_1 a)^2 [ B^′_n H_n(k^b_1 a)+D_n J_n(k^b_1 a) ] +2μ_1 in A^′_n [ H_n(k^a_1 a)−k^a_1 aH^′_n(k^a_1 a) ]

+2μ_1(k^b_1 a)^2 [ B^′_n H^{′′}_n(k^b_1 a) + D_n J^{′′}_n (k^b_1 a) ] = μ_2(k^b_2 a)^2E^′_n× × [ J_n(k^b_2 a) + 2J^{′′}_n (k^b_2 a) ] + 2μ_2inC^′_n [ J_n(k^a_2 a) − k^a_2 aJ^′_n(k^a_2 a) ] . (2.18)

V sisteme uravneniæ (2.11)–(2.14) i (2.15)–(2.18) kofffficienty

A_n, B_n, C_n, E_n i A^′_n, B^′_n, C^′_n, E^′_n neizvestny, a kofffficienty D_n

izvestny, odinakovy dlØ obeih sistem i ravny:

D_0 = 1, D_n = (−i)^n, n > 0, n < 0. (2.19)

UqityvaØ, qto k_j a ≪ 1, j = 1, 2, vospol~zuemsØ razloßeniØmi cilindriqeskih funkciæ v stepennye rØdy [3, 4] takße, kak i v §1. Otmetim tot fakt, qto v otliqie ot predyduwego paragrafa, zdes~ suwestvenno znat~ ne tol~ko odin kofffficient v razloßenii po malomu z dlØ funkciæ BesselØ nulevogo, pervogo porØdkov i ih proizvodnyh po argumentu, no i posledu¸wie. Ispol~zuØ formuly (1.16)–(1.19) moßno pokazat~, qto pri malyh

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI 133 z ime¸t mesto ocenki dlØ vtoryh proizvodnyh cilindriqeskih funkciæ:

J^{′′}_n (z) ∼ − 1 2 + 3 4 ( z 2 )_2

, pri n = 0, − 3z 2^3

, pri n = 1, 1 2^2 ( z 2 )_{n−2} 1 (n − 2)! , pri n > 1, (2.20)

H^{(1)00}_n (z) ∼ −i 2^2π ( 2 z )_{n+2} (n + 1)!, n ¿ 0. (2.21)

Podstavim razloßeniØ dlØ cilindriqeskih funkciæ i ih proizvodnyh (1.16)–(1.19), (2.20), (2.21) v sistemy (2.11)–(2.14) ili (2.15)–(2.18). V otliqie ot volny gorizontal~noæ polØrizacii zdes~ situaciØ s vyqisleniem kofffficientov namnogo sloßnee.

V razloßeniØh dlØ perviqnogo difrakcionnogo polØ interes predstavlØ¸t kofffficienty, ime¸wie odinakovyæ porØdok malosti po ka : O((ka)^2). Pereqislim kofffficienty porØdka

O((ka)^2) dlØ skalØrnogo i vektornogo potencialov pri padenii

ploskoæ volny, rasprostranØ¸weæsØ s prodol~noæ skorost~¸. �to kofffficient skalØrnogo potenciala A_0 ≠ 0, sootvetstvu¸- wiæ kofffficient vektornogo potenciala B_0 = 0. Dalee poluqim, qto kofffficienty A_{±1}, B_{±1} ne ravny nul¸, odnako okazyvaetsØ, qto ostal~nye kofffficienty pri n > 1, A_{±n}, B_{±n}, poluqennye iz sistem uravneniæ ime¸t porØdok O((ka)^{2(n−1)}), a ne O((ka)^{2n}), kak v predyduwem sluqae. Sledovatel~no, kofffficienty A_{±2} i B_{±2} toße porØdka O((ka)^2). Zdes~ uqten tot fakt, qto cilindriqeskie funkcii (1.5) Z_p(kr), vvedennye v §1, pri celom znaqenii indeksa

p = n udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ Z_{−n}(kr) = (−1)^nZ_n(kr).

Okonqatel~no dlØ kofffficientov A_n i B_n odnogo porØdka

O((ka)^2) imeem:

A_0 = −i π(k^a_1 a)^2(λ_2 − λ_1 + μ_2 − μ_1) 2(λ_2 + μ_2 + μ_1) , A_{±1} = ± π(k^a_1 a)^2a^2_1(ρ_1 − ρ_2) 2^3b^2_1ρ_1 , A_{±2} = ±i π(k^a_1 a)^2μ_2(μ_2 − μ_1) (2)^2[λ_1(λ_2 + 2μ_2) + λ_2(λ_1 + 2μ_1)] ,

134N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, L. A. SVIRKINA A_n = −i π(k^a_1 a)^{2(n−1)}D_n (2)^{2(n−1)}(n − 1)!(n − 2)! ×

× μ_2(μ_2 − μ_1) [λ_1(λ_2 + 2μ_2) + λ_2(λ_1 + 2μ_1)]

, n > 2, (2.22)

B_0 = 0, B_n = −iA_n ( k^b_1 k^a_1 )_n , n > 0, D_0 = 1, D_{±n} = (−i)^{±n}. (2.23)

Issleduem poluqennoe rasseØnnoe pole skalØrnogo i vektornogo potencialov (2.3)–(2.4) i svoæstva komponent vektora smeweniæ

u_1 voln vertikal~noæ polØrizacii (2.1^′) pri padenii prodol~-

noæ sostavlØ¸weæ skalØrnogo potenciala. UqityvaØ svoæstva kofffficientov i cilindriqeskih funkciæ pri zamene n na −n v formulah (2.3)–(2.4) poluqim:

Φ_1 = e^{−ika1 r cos(φ−φ0)} + A_0H^{(1)}_0 (k^a_1 r) + 2A_1H^{(1)}_1 (k^a_1 r) cos(φ − φ_0)+

2A_2H^{(1)}_2 (k^a_1 r) cos 2(φ − φ_0) + ∑ n>2 A_nH^{(1)}_n (k^a_1 r)e^{in(φ−φ0)}, (2.24)

Ψ_1 = 2B_1H^{(1)}_1 (k^b_1r) cos(φ − φ_0) + 2B_2H^{(1)}_2 (k^b_1r) cos 2(φ − φ_0)+ ∑ n>2 B_nH^{(1)}_n (k^b_1r)e^{in(φ−φ0)}, (2.25)

V fftih formulah budem uqityvat~ tol~ko slagaemye, ne vhodØwie v znak ∑ n>2, tak kak kofffficienty A_n i B_n pri n > 2 ime¸t porØdok O(ka)^{2(n−1)} po ka ≪ 1.

Ispol~zuØ predstavlenie potencialov (2.24)–(2.25), dlØ perviqnogo difrakcionnogo polØ (2.1^′) poluqim v dlinnovolnovom priblißenii sledu¸wiæ rezul~tat. Esli razmery vkl¸qeniØ Ω maly po sravneni¸ s dlinoæ pada¸weæ volny k^a_1 a ≪ 1, k^a_1 =^ω_{a1} , to glavnymi qlenami v razloßenii dlØ sostavlØ¸wih u i v s uqetom pada¸wego polØ budut sledu¸wie slagaemye:

u ∼ −ik^a_1 cos(φ − φ_0)e^{−ika1 r cos(φ−φ0)} + 2A_1 ∂ ∂r ( H^{(1)}_1 (k^a_1 r) ) cos(φ − φ_0)+

A_0 ∂ ∂r H^{(1)}_0 (k^a_1 r) + 2A_2 ∂ ∂r ( H^{(1)}_2 (k^a_1 r) ) cos 2(φ − φ_0)−

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI 135 2iA_1 r k^b_1 k^a_1

H^{(1)}_1 (k^b_1r) sin(φ − φ_0)− 4iA_2 r ( k^b_1 k^a_1

)_2

H^{(1)}_2 (k^b_1r) sin 2(φ − φ_0), (2.26)

v ∼ ik^a_1 sin(φ − φ_0)e^{−ika1 r cos(φ−φ0)} −

2A_1 r H^{(1)}_1 (k^a_1 r) sin(φ − φ_0)−

4A_2 r H^{(1)}_2 (k^a_1 r) sin 2(φ − φ_0)+2iA_1 k^b_1 k^a_1 ∂ ∂r ( H^{(1)}_1 (k^b_1r) ) cos(φ − φ_0)

+2iA_2 ( k^b_1 k^a_1

)_2 ∂ ∂r ( H^{(1)}_2 (k^b_1r) ) cos 2(φ − φ_0). (2.27)

Dal~neæxie slagaemye budut veliqinami bolee vysokogo porØdka malosti. Otmetim, qto po sravneni¸ s ostal~nymi poslednie dva slagaemyh formuly (2.26), vtoroe i tret~e slagaemye formuly (2.27) sleduet otbrosit~ pri issledovanii rasseØnnoæ volny (kr ≫ 1).

RasseØnnoe neodnorodnost~¸ vertikal~no polØrizovannoe pole (2.3)–(2.4) pri kr ≫ 1 naædem, ispol~zuØ asimptotiku funkciæ HankelØ:

H^{(1)}_n (kr) ∼ √ 2 πkr e^{i(kr−nπ/2−π/4)} [ 1 + O ( 1 kr )] . UqityvaØ pada¸wu¸ plosku¸ volnu, poluqim

u ∼ −ik^a_1 cos(φ − φ_0) [ e^{−ika1 r cos(φ−φ0)} + 1 cos(φ − φ_0) √ 2 πk^a_1 r ×

×e^{i(ka1 r−π/4)}[−A_0 + 2iA_1 cos 2(φ − φ_0) + 2A_2 cos 2(φ − φ_0)] ] , (2.28)

v ∼ ik^a_1 sin(φ − φ_0) [ e^{−ika1 r cos(φ−φ0)} + 1 sin(φ − φ_0) ( k^b_1 k^a_1

)_2 ×

× √ 2 πk^b_1r e^{i(kb1r−π/4)}[A_1 cos(φ − φ_0) − iA_2 k^b_1 k^a_1 cos 2(φ − φ_0)] ] . (2.29)

Takim obrazom, neodnorodnost~ Ω budet izluqat~ kak cilindriqeskaØ volna, rasseiva¸waØsØ ot cilindra r = a s prodol~noæ

136N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, L. A. SVIRKINA

i popereqnoæ skorostØmi a_1 i b_1 v razliqnyh komponentah vektora smeweniØ. Kofffficienty A_0, A_1, A_2 soderßat v kaqestve mnoßitelØ veliqinu π(k^a_1 a)^2, ravnu¸ plowadi kruga, umnoßennogo na

(k^a_1 )^2. V dlinnovolnovom priblißenii neodnorodnost~ ØvlØetsØ

toqeqnym istoqnikom, dlØ kotorogo mownost~ proporcional~na skaqku parametrov LØme λ_1, μ_1, λ_2, μ_2, skaqku plotnosteæ ρ_1, ρ_2 i plowadi neodnorodnosti.

Soverxenno analogiqnoe rassußdenie, privedxee k formulam (2.28)–(2.29), moßno primenit~ i dlØ pada¸weæ s popereqnoæ skorost~¸ volny vertikal~noæ polØrizacii (2.7)–(2.10). Neobhodimo naæti kofffficienty A^′_n, B^′_n iz sistemy uravneniæ (2.15)–(2.18), zatem podstavit~ ih glavnye znaqeniØ v skalØrnyæ i vektornyæ potencialy (2.7)–(2.10). Dalee, ispol~zuØ asimptotiku funkciæ HankelØ pri bol~xom znaqenii argumenta i predstavlenie sostavlØ¸wih u i v po formule (2.1^′), takße poluqim rasseØnnu¸ ot cilindra volnu.

Privedem neobhodimye formuly dlØ kofffficientov A^′_n i B^′_n:

B^′_0 = 0, B^′_{±1} = ∓ π(k^b_1a)^2a^2_1(2λ_2 + μ_2)(ρ_1 − ρ_2) (2)^3[λ_1(λ_2 + 2μ_2) + 2μ_1μ_2] ,

B^′_{±2} = ±i π(k^b_1a)^2a^2_1μ_2(μ_2 − μ_1) (2)^2b^2_1[λ_1(λ_2 + 2μ_2) + λ_2(λ_1 + 2μ_1)] ,

B^′_n = −i π(k^b_1a)^{2(n−1)}D_n (2)^{2(n−1)}(n − 1)!(n − 2)! ×

× a^2_1μ_2(μ_2 − μ_1) b^2_1[λ_1(λ_2 + 2μ_2) + λ_2(λ_1 + 2μ_1)]

, n > 2, (2.22^′)

A^′_0 = 0, A^′_n = iB^′_n ( k^a_1 k^b_1 )_n , n > 0, D_0 = 1, D_{±n} = (−i)^{±n}. (2.23^′)

Podstavim formuly (2.22^′)–(2.23^′) v skalØrnyæ i vektornyæ potencialy (2.7)–(2.8):

Φ_1 = 2A^′_1H^{(1)}_1 (k^a_1 r) cos(φ − φ_0) + 2A^′_2H^{(1)}_2 (k^a_1 r) cos 2(φ − φ_0) + ∑ n>2 A^′_nH^{(1)}_n (k^a_1 r)e^{in(φ−φ0)}, (2.24^′)

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI 137

Ψ_1 = e^{−ikb1r cos(φ−φ0)} + 2B^′_1H^{(1)}_1 (k^b_1r) cos(φ − φ_0)+

2B^′_2H^{(1)}_2 (k^b_1r) cos 2(φ − φ_0) + ∑ n>2 B^′_nH^{(1)}_n (k^b_1r)e^{in(φ−φ0)}. (2.25^′)

Ispol~zuØ predstavlenie potencialov (2.24^′)–(2.25^′), dlØ perviqnogo difrakcionnogo polØ (2.1^′) poluqim v dlinnovolnovom priblißenii sledu¸wiæ rezul~tat. Esli razmery vkl¸qeniØ Ω maly po sravneni¸ s dlinoæ pada¸weæ volny k^b_1 ≪ 1,

k^b_1 =^ω_{b1} , to glavnymi qlenami v razloßenii dlØ sostavlØ¸wih u

i v s uqetom pada¸wego polØ, rasprostranØ¸wegosØ s popereqnoæ skorost~¸, budut sledu¸wie slagaemye: u ∼ 2iB^′_1 k^a_1 k^b_1 ∂ ∂r ( H^{(1)}_1 (k^a_1 r) ) cos(φ − φ_0)+

2iB^′_2 ( k^a_1 k^b_1

)_2 ∂ ∂r ( H^{(1)}_2 (k^a_1 r) ) cos 2(φ − φ_0)+

ik^b_1 sin(φ − φ_0)e^{−ikb1r cos(φ−φ0)} −

2B^′_2 r H^{(1)}_1 (k^b_1r) sin(φ − φ_0)

− 4B^′_2 r H^{(1)}_2 (k^b_1r) sin 2(φ − φ_0), (2.26^′)

v ∼ − 2iB^′_2 r k^a_1 k^b_1

H^{(1)}_1 (k^a_1 r) sin(φ − φ_0)− 4iB^′_2 r ( k^a_1 k^b_1

)_2

H^{(1)}_2 (k^a_1 r) sin 2(φ − φ_0)+

ik^b_1 cos(φ − φ_0)e^{−ikb1r cos(φ−φ0)} +2B^′_1 ∂ ∂r ( H^{(1)}_1 (k^b_1r) ) cos(φ − φ_0)

−2B^′_2 ∂ ∂r ( H^{(1)}_2 (k^b_1r) ) cos 2(φ − φ_0) (2.27^′)

Naædem rasseØnnoe neodnorodnost~¸ vertikal~no polØrizovannoe pole (2.7)–(2.8) pri kr ≫ 1. Ispol~zuØ asimptotiku funkciæ HankelØ i to obstoØtel~stvo, qto v formule (2.26^′) dva poslednih slagaemyh pri bol~xih rasstoØniØh ot nabl¸datelØ i

138N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, L. A. SVIRKINA dva pervyh v formule (2.27^′) sostavØt vtoriqnoe rasseØnnoe pole, poluqim:

u ∼ ik^b_1 sin(φ − φ_0) [ e^{−ikb1r cos(φ−φ0)} − 2 sin(φ − φ_0) ( k^a_1 k^b_1

)_2 ×

× √ 2 πk^a_1 r e^{i(ka1 r−π/4)}[B^′_1 cos(φ−φ_0)−iB^′_2 k^a_1 k^b_1 cos 2(φ−φ_0)+. . . ] ] , (2.28^′)

v ∼ ik^b_1 cos(φ − φ_0) [ e^{−ikb1r cos(φ−φ0)} + 2 cos(φ − φ_0) ×

× √ 2 πk^b_1r e^{i(kb1r−π/4)}[iB^′_1 cos(φ − φ_0) + B^′_2 cos 2(φ − φ_0) + . . . ] ] . (2.29^′)

Takim obrazom, neodnorodnost~ Ω budet izluqat~ kak cilindriqeskaØ volna, rasseiva¸waØsØ ot cilindra r = a s prodol~noæ i popereqnoæ skorostØmi a_1 i b_1 v razliqnyh komponentah vektora smeweniØ. Kofffficienty B^′_1, A^′_1, B^′_2, A^′_2 soderßat v kaqestve mnoßitelØ veliqinu π(k^b_1 a)^2, (π(k^a_1 a)^2) ravnu¸ plowadi kruga, umnoßennogo na (k^b_1)^2 ((k^a_1 )^2). V dlinnovolnovom priblißenii neodnorodnost~ ØvlØetsØ toqeqnym istoqnikom, dlØ kotorogo mownost~ proporcional~na skaqku parametrov LØme λ_1, μ_1, λ_2, μ_2, skaqku plotnosteæ ρ_1, ρ_2 i plowadi neodnorodnosti. Diagramma napravlennosti vyraßaetsØ qerez cos n(φ − φ_0), n = 1, 2. AnalogiØ s fflektromagnitnym rasseØniem na neodnorodnosti [1] prosmatrivaetsØ polnost~¸ v sluqae gorizontal~noæ polØrizacii (SH-volna) s nekotorymi n¸ansami. Kartina rasseØniØ vertikal~no polØrizovannoæ ploskoæ pada¸weæ volny sloßnee, tak kak zadaqa vektornaØ i komponenty vektora smeweniæ predstavleny posredstvom skalØrnogo i vektornogo potencialov.

Literatura

1. V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova, DifrakciØ fflektromagnitnyh

voln na malyh neodnorodnostØh. — Zap. nauqn. semin. POMI 257

(1999), 304–322.

2. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, I. A. Molotkov, Nekotorye matemati-

qeskie metody, primenØemye v teorii difrakcii. — V kn.: I-aØ Vseso-

¸znaØ xkola-seminar po difrakcii i rasprostraneni¸ voln, (g. Palanga), M.-Har~kov 1968, 3–93.

RASSE˚NIE OT MALO` NEODNORODNOSTI 139 3. F. Frank, R. Mizes, Differencial~nye i integral~nye uravneniØ mate-

matiqeskoæ fiziki. Izd-vo “ONTI”: M-L. (1937).

4. �. T. Uitteker, Dß. I. Vatson, Kurs sovremennogo analiza. Q. 2. Fizmatgiz, M. (1963).

Kirpichnikova N. Ya., Philippov V. B., and Svirkina L. A. Scattering on a small nonhomogeneities in an elastic medium.

The problems of diffraction of a flat elastic wave (transversal or longitudinal), scattered on the cylinder, are investigated. The radius a of the cylinder is small (ka ≪ 1, where k is the wave frequency). The waves of the horizontal polarization (SH-waves) are scattered similarly to the electromagnetic waves of the appropriate polarization. The small nonhomogeneity is proved to radiate as a point source, the potency of which is proportional to magnitudes of jumps of the Lame parameters μ_1, μ_2 and the square of the nonhomogeneity cross-section.

The scattering of the flat waves of the vertical polarization submits to the more complicated law of radiation, because of the problem is vectorial and the components of displacement vector are expressed by means of scalar and vectorial potentials. However, the scattering on the small nonhomogeneity is the same asymptotic behavior as in the case of the SH-waves.

Postupilo 12 ØnvarØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet