Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

A. P. Kaqalov

NESTACIONARNYE �LEKTROMAGNITNYE GAUSSOVY PUQKI V NEODNORODNO` ANIZOTROPNO` SREDE

V stat~e rassmatrivaetsØ special~nyæ klass rexeniæ sistemy uravneniæ Maksvella dlØ sredy, v kotoroæ fflektriqeskaØ i magnitnaØ pronicaemost~ predstavlØ¸t soboæ proizvol~nye ffrmitovy tenzory, zavisØwie tol~ko ot koordinat. Takie uravneniØ, naprimer, opisyva¸t rasprostranenie fflektromagnitnyh voln v kristallah (ϵ, μ – vewestvennye simmetriqnye tenzory), a takße rasprostranenie voln v ferromagnetikah, kogda dlØ fftih voln vysokoqastotnyæ spektr sosredotoqen vblizi fiksirovannoæ qastoty (sm., naprimer, [1]). �tot klass rexeniæ, nazyvaemyæ prostranstvenno-vremennye gaussovy puqki ili kvazifotony, ob¨edinØet rexeniØ, sosredotoqennye v maloæ okrestnosti prostranstvenno-vremennyh luqeæ. Zametim, qto vysokoqastotnyæ spektr takih rexeniæ sosredotoqen vblizi fiksirovannoæ qastoty. Stacionarnyæ variant gaussovyh puqkov byl vpervye vveden v stat~e [2] dlØ volnovogo uravneniØ. Nestacionarnye gaussovy puqki dlØ volnovogo uravneniØ byli vpervye opisany v rabote [3]. Pri rassmotrenii fftih rexeniæ my budem sledovat~ sheme raboty [4] .

Postanovka zadaqi. Rassmotrim sistemu uravneniæ Maksvel-

la dlØ proizvol~noæ neodnorodnoæ anizotropnoæ fflektromagnitnoæ sredy v otsutstvie storonnih tokov i zarØdov:

rot H = ∂D ∂t , rot E = − ∂B ∂t , (1)

div D = 0,

div B = 0, (2)

Rabota nad fftoæ stat~eæ podderßana grantom RFFI 99-01-00107. 83

84 A. P. KAQALOV

gde E i H – naprØßennosti fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ, D i B – fflektriqeskaØ i magnitnaØ indukcii. SvØz~ meßdu fflektriqeskoæ i magnitnoæ indukciØmi i sootvetstvu¸wimi polØmi zadaetsØ posredstvom lineænyh sootnoxeniæ:

D = ϵE, B = μH, (3) gde ϵ = ϵ_{11} ϵ_{12} ϵ_{13} ϵ_{21} ϵ_{22} ϵ_{23} ϵ_{31} ϵ_{32} ϵ_{33} , (4)

μ = μ_{11} μ_{12} μ_{13} μ_{21} μ_{22} μ_{23} μ_{31} μ_{32} μ_{33} (5) – proizvol~nye poloßitel~no opredelennye ffrmitovy tenzory

ϵ = ϵ(x), μ = μ(x), zavisØwie tol~ko ot dekartovyh koordinat x,

no ne ot vremeni t.

ϵ^∗(x) = ϵ(x), μ^∗(x) = μ(x), (6)

(ϵE, E) ≥ ϵ_0‖E‖^2, (μH, H) ≥ μ_0‖H‖^2, (7)

s nekotorymi poloßitel~nymi postoØnnymi ϵ_0, μ_0. Zdes~

(u^1, u^2) = 3∑ i=1 u^1_i ū^2_i , ‖u‖^2 = (u, u). (8)

V fftoæ stat~e budut ispol~zovat~sØ takße 6–mernye vektora ⃗u = ( u_e u_h ) = ( E H ) . (9)

S vektorami ⃗u (pri fiksirovannyh (x, t)) my budem svØzyvat~ ffnergetiqeskoe skalØrnoe proizvedenie.

⟨⃗u^1, ⃗u^2⟩ = (ϵu^1_e, u^2_e) + (μu^1_h, u^2_h). (10)

Sootvetstvu¸waØ norma proporcional~na plotnosti ffnergii fflektromagnitnogo polØ v toqke (x, t).

Krome 6–mernogo vektornogo polØ ⃗u , sostoØwego iz komponent fflektriqeskogo i magnitnogo poleæ, udobno vvesti 6–mernye vektornye polØ ⃗v po formule ⃗u = j⃗v , (11)

NESTACIONARNYE GAUSSOVY PUQKI 85 gde j = ( ϵ^{−1/2}(x), 0 0, μ^{−1/2}(x) ) . (12)

Zametim, qto vyraßenie (12) dlØ matricy j osmysleno v silu svoæstv (6), (7).

Lineænoe preobrazovanie (11) privodit ffnergetiqeskoe skalØrnoe proizvedenie ⟨⃗u^1, ⃗u^2⟩ k obyqnomu skalØrnomu proizvedeni¸ v 6–mernom prostranstve dlØ sootvetstvu¸wih poleæ ⃗v^α,

α = 1, 2,

⟨⃗u^1, ⃗u^2⟩ = (⃗v^1, ⃗v^2) = 6∑ i=1 v^1_i v̄^2_i . (13)

DlØ postroeniØ rexeniæ sistemy (1)–(2) neobhodimo dobavit~ nekotorye naqal~nye i graniqnye usloviØ. Nas budut interesovat~ rexeniØ, poroßdennye tol~ko graniqnymi istoqnikami. Pofftomu my budem predpolagat~, qto naqal~nye usloviØ dlØ fftoæ sistemy nulevye:

E|_{t=0} = H|_{t=0} = 0. (14)

Iz fftih naqal~nyh usloviæ nemedlenno sleduet vypolnenie sootnoxeniæ (2) pri t = 0. Ispol~zuØ pervu¸ paru uravneniæ Maksvella (1), netrudno videt~, qto ∂ ∂t div D = ∂ ∂t div B = 0.

Ots¸da nemedlenno sleduet, qto vtoraØ para uravneniæ Maksvella est~ sledstvie pervoæ pary uravneniæ Maksvella pri nulevyh naqal~nyh usloviØh. Pofftomu v fftoæ stat~e my budem iskat~ rexeniØ, udovletvorØ¸wie pervoæ pare uravneniæ Maksvella.

Prostanstvenno–vremennye gaussovy puqki predstavlØ¸t soboæ rexeniØ uravneniæ Maksvella (1) v vide luqevyh rØdov s kompleksnymi amplitudami i fazami

E = E(x, t; p) = e^{ipθ(x,t)} ∞∑ n=0 E_{(n)}(x, t)(ip)^{−n},

H = H(x, t; p) = e^{ipθ(x,t)} ∞∑ n=0 H_{(n)}(x, t)(ip)^{−n}, (15)

86 A. P. KAQALOV

⃗u_{(n)} = ( u_{e(n)} u_{h(n)} ) = ( E_{(n)} H_{(n)} ) , n = 0, 1, . . .. (16) Zdes~ θ(x, t), E_{(n)}(x, t), H_{(n)}(x, t), n = 0, 1, . . ., – gladkie, kompleksnoznaqnye funkcii vewestvennyh peremennyh x i t; p – bol~xoæ parametr.

My budem iskat~ rexenie zadaqi, sosredotoqennoe v maloæ okrestnosti toqki, dvißuweæsØ po traektorii x = x(t). DlØ fftogo nam dostatoqno vypolneniØ usloviæ:

Im θ(x, t) ≥ 0; Im θ(x, t) = 0 dlØ x = x(t). (17)

Poskol~ku p – bol~xoæ parametr zadaqi, ffto rexenie budet sosredotoqeno (v obwem poloßenii) v O(p^{−1/2}) okrestnosti toqki

x = x(t) dlØ l¸bogo t. Sledovatel~no, dlØ postroeniØ stepen-

noæ asimptotiki rexeniØ my moßem ograniqit~sØ postroeniem razloßeniæ funkciæ θ(x, t), ⃗u_{(n)}(x, t), n = 0, 1, . . . v rØdy Teælora

θ(x, t) = Θ_0(t) + Θ_1(y; t) + Θ_2(y; t) + · · · =

= θ_0(t) + p_i(t)y^i + 1 2 Γ_{ij} (t)y^iy^j + . . . , (18)

⃗u_n(x, t) = ⃗u_{(n)0}(t) + ⃗u_{(n)1}(y; t) + · · · = ⃗u_{(n)0}(t) + ⃗u_{(n)1i}(t)y^i + . . . .

Zdes~ y – centrirovannye koordinaty,

y = x − x(t). (19)

UsloviØ (17) my zamenim dalee na bolee sil~nye usloviØ, kotorye, vproqem, vypolnØ¸tsØ v obwem poloßenii.

Im θ_0(t) = 0, Im p(t) = 0, Im Γ(t) > 0. (20)

V dal~neæxem v fftoæ stat~e my postroim rexenie uravneniæ Maksvella (1) v vide (15) s θ(x, t) i ⃗u_{(n)}(x, t), n = 0, 1, . . ., v vide razloßeniæ Teælora (18), udovletvorØ¸wih dopolnitel~nym usloviØm (20).

PodstavlØØ razloßeniØ (15) v sistemu uravneniæ (1), my poluqim rekurrentnu¸ sistemu dlØ nahoßdeniØ ⃗u_{(n)}, n = 0, 1, . . .. ϵ ∂θ ∂t E_{(n)} − [∇θ × H_{(n)}] = −ϵ ∂E_{(n−1)} ∂t + rot H_{(n−1)}, μ ∂θ ∂t H_{(n)} + [∇θ × E_{(n)}] = −μ ∂H_{(n−1)} ∂t − rot E_{(n−1)}, (21)

dlØ n = 0, 1, . . ., pri fftom E_{(−1)} = H_{(−1)} ≡ 0.

NESTACIONARNYE GAUSSOVY PUQKI 87

UravneniØ Gamil~tona–˚kobi. Pri n = 0 sistema uravneniæ

(21) dlØ nahoßdeniØ ⃗u_{(0)} imeet vid: ϵ ∂θ ∂t E_{(0)} − [∇θ × H_{(0)}] = 0, μ ∂θ ∂t H_{(0)} + [∇θ × E_{(0)}] = 0. (22)

�to odnorodnaØ lineænaØ sistema uravneniæ. PerehodØ ot vektorov ⃗u_{(0)} k vektoram ⃗v_{(0)} po formule (11), my poluqim dlØ vektora ⃗v_{(0)} sledu¸wee uravnenie

M (x, ∇θ)⃗v_{(0)} = ∂θ ∂t ⃗v_{(0)}, (23)

gde M (x, z), x ∈ R^3, z ∈ C^3,– [6 × 6] matriqnaØ funkciØ, opredelØemaØ formulami

M (x, z) = ( 0, R(x, z) ~R(x, z), 0 ) , (24)

R(x, z) = ϵ^{−1/2}(x)K(z)μ^{−1/2}(x),

~R(x, z) = −μ^{−1/2}(x)K(z)ϵ^{−1/2}(x), (25)

a K(z) est~ operator vektornogo proizvedeniØ

K(z)b = [z × b]. (26)

Operatory K(z), R(x, z), ~R(x, z), M (x, z) ØvlØ¸tsØ gladkimi operatorami po x ∈ R^3 i analitiqeskimi po z ∈ C^3.

Legko videt~, qto

K^∗(z) = −K(z̄), R^∗(x, z) = ~R(x, z̄), ~R^∗(x, z) = R(x, z̄), (27)

gde z̄ – vektor, kompleksno soprØßennyæ k z. Oqevidno takße, qto M^∗(x, z) = M (x, z̄). (28)

Takim obrazom, pri kompleksnyh z matrica M (x, z) ne ØvlØetsØ, voobwe govorØ, ffrmitovoæ. Odnako pri z = p ∈ R^3

M^∗(x, p) = M (x, p), (29)

88 A. P. KAQALOV

i, sledovatel~no, M (x, p) ØvlØetsØ ffrmitovoæ matriceæ. Netrudno videt~, qto matrica M (x, p), (x, p) ∈ R^3 × R^3, p ≠ 0, imeet sledu¸wie svoæstva:

1. λ = 0 ØvlØetsØ dvukratnym sobstvennym qislom matricy

M (x, p). Sootvetstvu¸wie sobstvennye vektora moßno vybrat~

v vide:

⃗v^+_0 (x, p) = j^{−1}(x)⃗u^+_0 (x, p) = j^{−1}(x) ( 0_p √_{(μ(x)p,p)} ) ,

⃗v^−_0 (x, p) = j^{−1}(x)⃗u^−_0 (x, p) = j^{−1}(x)

(_p √_{(ϵ(x)p,p)} 0 ) . (30)

2. M (x, p) imeet dve pary sobstvennyh qisel ∓h_k(x, p), k =

1, 2, s sootvetstvu¸wimi ortonormirovannymi sobstvennymi

vektorami ⃗v^±_k (x, p). Zdes~ h_k(x, p), k = 1, 2, – poloßitel~nye funkcii (x, p), p ≠ 0, gladkie po x i analitiqeskie po p pri

h_1(x, p) ≠ h_2(x, p). Takim obrazom, pri (x, p) ∈ R^3 × (R^3 \ {0}), h_1(x, p) ≠ h_2(x, p), dlØ vseh k, l = 0, 1, 2, α, β = ± vypolnØ¸tsØ

usloviØ

⟨⃗u^α_k (x, p), ⃗u^β_l (x, p)⟩ = (⃗v^α_k (x, p), ⃗v^β_l (x, p)) = δ_{kl}δ^{αβ}. (31)

Fiksiruem (x_0, p_0) ∈ R^3 × (R^3 \ {0}), tak qto h_1(x_0, p_0) ≠

h_2(x_0, p_0). Togda suwestvuet δ > 0, takoe qto pri (x, z) ∈ B_δ (x_0, p_0),

B_δ (x_0, p_0) = {(x, p) ∈ R^3 × C^3; ‖x − x_0‖ < δ, ‖z − p_0‖ < δ},

M (x, z) imeet sledu¸wie svoæstva:

1. λ = 0 ØvlØetsØ dvukratnym sobstvennym qislom matricy

M (x, z). Sootvetstvu¸wie sobstvennye vektora moßno vybrat~

v vide:

⃗v^+_0 (x, z) = j^{−1}(x) ( 0_z √_{(μ(x)z,z̄)} ) ,

⃗v^−_0 (x, z) = j^{−1}(x)

(_z √_{(ϵ(x)z,z̄)} 0 ) . (32)

2. M (x, z) imeet dve pary sobstvennyh qisel ∓h_k(x, z), k = 1, 2, s sootvetstvu¸wimi sobstvennymi vektorami ⃗v^±_k (x, z).

NESTACIONARNYE GAUSSOVY PUQKI 89

3. DlØ matricy M^∗(x, z) = M (x, z̄) λ = 0 dvukratnoe sobstvennoe qislo s sobstvennymi vektorami ⃗v^±_0 (x, z̄), a ∓h_k(x, z̄),

k = 1, 2, sobstvennye qisla s sootvetstvu¸wimi sobstvenny-

mi vektorami ⃗v^±_k (x, z̄), k = 1, 2. Pri fftom sobstvennye vektora

⃗v^α_k (x, z), α = ±, k = 0, 1, 2, biortonormal~ny sobstvennym vekto-

ram ⃗v^β_l (x, z̄), β = ±, l = 0, 1, 2,

(⃗v^α_k (x, z), ⃗v^β_l (x, z̄)) = δ_{kl}δ^{αβ}. (33)

4. Sobstvennye qisla h_k(x, z), (x, z) ∈ B_δ(x_0, p_0), ØvlØ¸tsØ gladkimi po x i analitiqeskimi po z funkciØmi i ime¸t v fftoæ okrestnosti sledu¸wie svoæstva

h_k(x, λz) = λh_k(x, z), λ > 0, k = 1, 2,

h_k(x, z̄) = h_k(x, z), k = 1, 2, (34)

h_1(x, z) ≠ h_2(x, z), h_k(x, z) ≠ 0, k = 1, 2.

5. Sobstvennye funkcii ⃗v^±_k (x, z), k = 0, 1, 2, ØvlØ¸tsØ gladkimi po x analitiqeskimi po z vektor-funkciØmi v okrestnosti

B_δ (x_0, p_0).

VernemsØ teper~ k sisteme uravneniæ (22) ili k ffkvivalentnoæ eæ sisteme (23). Iz analiza sistemy uravneniæ (23) vidno, qto dolßno vypolnØt~sØ odno iz usloviæ ∂θ ∂t = 0 ili ∂θ∂t = ∓h_k(x, ∇θ), k = 1, 2. Pervyæ sluqaæ sootvetstvuet statiqeskim polØm, i, sledovatel~no, v silu predpoloßeniØ (14), takoe pole ravno nul¸. Vtoroæ sluqaæ sootvetstvuet volnam, beguwim v protivopoloßnom napravlenii s raznymi skorostØmi. Bez naruxeniØ obwnosti rassmotrim sluqaæ k = 1 i znak −. Oboznaqim

h(x, z) = h_1(x, z). (35)

V rezul~tate poluqim uravnenie Gamil~tona–˚kobi dlØ nahoßdeniØ funkcii θ(x, t) ∂θ ∂t + h(x, ∇θ) = 0. (36)

90 A. P. KAQALOV

Lemma. Rassmotrim rexenie θ(x, t) uravneniØ (36) s naqal~nymi

dannymi θ(x, 0) = ^θ(x), (37) i ^θ(x) imeet izvestnoe razloßenie Teælora po odnorodnym mnogoqlenam vblizi toqki x = x_0 ^θ(x) = ^Θ_1(x − x_0) + ^Θ_2(x − x_0) + · · · , (38) gde ^Θ_1(x − x_0) = p_{0i}(x^i − x^i_0),

^Θ_2(x − x_0) = 1 2 Γ_{0ik}(x^i − x^i_0)(x^k − x^k_0 ), (39) vektor p_0 ∈ R^3, a simmetriqnaØ matrica Γ_0 prinadleßit verhneæ poluploskosti ZigelØ, t.e.

Γ^t_0 = Γ_0, Im Γ_0 > 0. (40) Togda dlØ funkcii θ(x, t) spravedlivo razloßenie po odnorodnym mnogoqlenam peremennyh y = x − x(t), θ(x, t) = Θ_1(y; t) + Θ_2(y; t) + · · · , (41) gde Θ_1(y; t) = p_i(t)(x^i − x^i(t)), (42)

Θ_2(y; t) = 1 2 Γ_{ik}(x^i − x^i(t))(x^k − x^k(t)). (43) Vewestvennye vektor–funkcii x(t), p(t) udovletvorØ¸t zadaqe Koxi dlØ sistemy uravneniæ Gamil~tona dx^i dt = ∂h ∂p_i , x^i | |_{t=0} = x^i_0, dp_i dt = − ∂h ∂x^i , p_i|_{t=0} = p_{i0}, (44) a kompleksnoznaqnaØ matriqnaØ funkciØ Γ(t) udovletvorØet zadaqe Koxi dlØ matriqnogo uravneniØ Rikkati dΓ dt + A + (BΓ + ΓB^t) + ΓCΓ = 0, (45)

Γ|_{t=0} = Γ_0,

NESTACIONARNYE GAUSSOVY PUQKI 91 gde A_{ij}(t) = ∂^2h ∂x^i∂x^j (x(t), p(t)),

B_{ij} (t) =

∂^2h ∂x^i∂p_j (x(t), p(t)), (46)

C_{ij}(t) = ∂^2h ∂p_i∂p_j (x(t), p(t)).

Vse komponenty matric A, B i C vyqislØ¸tsØ na biharakteristike (x, p) = (x(t), p(t)).

DlØ l¸bogo t > 0 Γ(t) est~ simmetriqnaØ kompleksnoznaqnaØ matrica, prinadleßawaØ verhneæ poluploskosti ZigelØ, t.e. Γ^t = Γ, Im Γ > 0. (47) Bolee togo, esli Γ_0 imeet faktorizaci¸ Γ_0 = Z_0 Y^{−1}_0 , (48) to Γ(t) imeet faktorizaci¸ Γ(t) = Z(t) Y^{−1}(t) (49) s nevyroßdennoæ kompleksnoznaqnoæ matriceæ Y (t). Pri fftom kompleksnoznaqnye matriqnye funkcii Y (t) i Z(t) udovletvorØ- ¸t zadaqe Koxi dlØ lineænoæ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ dY dt = B^tY + CZ, Y |_{t=t0} = Y_0, dZ dt = −AY − BZ, Z|_{t=t0} = Z_0. (50) DlØ ostal~nyh odnorodnyh mnogoqlenov Θ_l(y; t), l ≥ 3, posle nevyroßdennoæ zameny peremennyh i funkciæ

~y = Y^{−1}(t)y, Θ_l(y; t) = ~Θ_l(~y; t), (51) poluqaetsØ sledu¸waØ zadaqa Koxi: d ~Θ_l dt = F_l, ~Θ_l | | |_{t=0} = ~Θl0(~y) = ^Θl0(x − x0), (52)

92 A. P. KAQALOV

gde F_l – izvestnye na kaßdom xage odnorodnye mnogoqleny peremennyh (~y, t).

Dokazatel~stvo. Privedem shemu dokazatel~stva Lemmy. Bo-

lee podrobnoe dokazatel~stvo analogiqnogo utverßdeniØ moßno naæti v [5], [6] . Podstavim razloßenie (41) v uravnenie (36). Poluqim cepoqku ravenstv odnorodnyh mnogoqlenov peremennyh y ( ~y). Iz nulevogo, pervogo i vtorogo priblißeniæ nahodØtsØ uravneniØ Gamil~tona (44) dlØ koordinat x(t) i impul~sov p(t), a takße matriqnoe uravnenie Rikkati (45) dlØ Γ(t). S pomow~¸ faktorizacii (49) rexenie zadaqi Koxi (45) svoditsØ k zadaqe Koxi (50). Svoæstva (47) sledu¸t iz zakonov sohraneniØ

Y^tZ − Z^tY = Y^t_0 Z_0 − Z^t_0Y_0 = const = 0,

Y^∗Z − Z^∗Y = Y^∗_0 Z_0 − Z^∗_0 Y_0 = const (53)

dlØ sistemy uravneniæ (50). �ti zakony sohraneniØ v svo¸ oqered~ est~ sledstvie svoæstv simmetriæ matric A, B i C

A^∗ = A^t = A, C^∗ = C^t = C, B^∗ = B^t. (54)

Dokazatel~stvo zakonov sohraneniØ (53) poluqaetsØ primeneniem differencirovaniØ po t k levym qastØm sootnoxeniæ (53) i ispol~zovaniem uravneniæ sistemy (50). Nevyroßdennost~ matricy Y (t) est~ sledstvie vtorogo zakona sohraneniØ (53). Ispol~zuØ nevyroßdennu¸ zamenu peremennyh ~y = Y^{−1}(t)y dlØ ~Θ_l(~y; t), poluqa¸tsØ uravneniØ (52) s izvestnymi pravymi qastØmi. Takim obrazom, my postroili rexenie uravneniØ Gamil~tona–˚kobi dlØ funkcii θ(x, t), udovletvorØ¸wee usloviØm (20).

UravneniØ perenosa. Posle udovletvoreniØ usloviæ razrexi-

mosti sistemy (22), t. e. rexeniØ uravneniØ (36), naædutsØ T > 0 i δ > 0, takie qto pri 0 ≤ t < T , ‖x − x(t)‖ < δ, rexenie fftoæ sistemy uravneniæ moßet byt~ zapisano v vide:

E_{(0)}(x, t) = ϕ_{(0)}(x, t)u^+_{e1}(x, ∇θ),

H_{(0)}(x, t) = ϕ_{(0)}(x, t)u^+_{h1}(x, ∇θ). (55)

Vektornye polØ ⃗u^±_i (x, ∇θ) (vmeste s ⃗u^±_k (x, ∇θ̄)), i, k = 0, 1, 2, predstavlØ¸t soboæ biortonormal~nu¸ sistemu vektorov v fftoæ okrestnosti, ⟨⃗u^α_i (x, ∇θ), ⃗u^β_k (x, ∇θ̄)⟩ = δ^{αβ}δ_{ik}, α, β = ±, i, k = 0, 1, 2. (56)

NESTACIONARNYE GAUSSOVY PUQKI 93

Nakonec, skalØrnaØ funkciØ ϕ_{(0)}(x, t) na fftom xage issledovaniØ ØvlØetsØ proizvol~noæ.

Takim obrazom, my zakonqili issledovanie sistemy uravneniæ (21) pri n = 0 i perehodim k issledovani¸ sistemy uravneniæ (21) pri n = 1. Matrica fftoæ sistemy uravneniæ imeet vid:

−j^{−1}(x) [M (x, ∇θ) + h_1(x, ∇θ)I] j^{−1}(x). (57)

�ta matrica imeet nulevoe sobstvennoe qislo kratnosti 1 s sobstvennym vektorom ⃗u^+_1 (x, ∇θ). DlØ razreximosti sistemy (21) pri n = 1 neobhodimo i dostatoqno, qtoby pravaØ qast~ fftoæ sistemy byla ortogonal~na sobstvennomu vektoru soprØßennoæ matricy

−j^{−1}(x) [ M (x, ∇θ̄) + h_1(x, ∇θ̄)I ] j^{−1}(x), (58)

sootvetstvu¸wemu nulevomu sobstvennomu qislu, t. e. ⃗u^+_1 (x, ∇θ̄). UmnoßaØ pravu¸ qast~ sistemy (21) pri n = 1 na ⃗u^+_1 (x, ∇θ̄) i priravnivaØ poluqennoe vyraßenie nul¸, poluqim sledu¸wee ravenstvo: −(ϵ(x) ∂E_{(0)}(x, t) ∂t , u^+_{e1}(x, ∇θ̄)) − (μ(x)

∂H_{(0)}(x, t) ∂t , u^+_{h1}(x, ∇θ̄))+

+(rot H_{(0)}(x, t), u^+_{e1}(x, ∇θ̄)) − (rot E_{(0)}(x, t), u^+_{h1}(x, ∇θ̄)) = 0. (59)

Ispol~zuØ predstavlenie (55) dlØ E_{(0)} i H_{(0)}, ravenstvo (59) preobrazuetsØ v differencial~noe uravnenie pervogo porØdka dlØ funkcii ϕ_{(0)} − ∂ϕ_{(0)}(x, t) ∂t + (∇ϕ_{(0)}(x, t), [u^+_{h1}(x, ∇θ) × u^+_{e1}(x, ∇θ̄)])+

+(∇ϕ_{(0)}(x, t), [u^+_{h1}(x, ∇θ̄) × u^+_{e1}(x, ∇θ)])−

−ϕ_{(0)}(x, t){(ϵ(x)

∂u^+_{e1}(x, ∇θ) ∂t , u^+_{e1}(x, ∇θ̄))+

+(μ(x)

∂u^+_{h1}(x, ∇θ) ∂t , u^+_{h1}(x, ∇θ̄))−

−(rot u^+_{h1}(x, ∇θ), u^+_{e1}(x, ∇θ̄)) + (rot u^+_{e1}(x, ∇θ), u^+_{h1}(x, ∇θ̄))} = 0. (60)

Zdes~ my ispol~zovali usloviØ biortonormal~nosti (56) vektornyh poleæ ⃗u^±_i (x, ∇θ) i ⃗u^±_k (x, ∇θ̄), i, k = 0, 1, 2, v ffnergetiqeskoæ norme.

94 A. P. KAQALOV

Poskol~ku nestacionarnye gaussovy puqki tipa kvazifoton vsledstvie vtorogo usloviØ (47) sosredotoqeny v maloæ (O(p^{−1/2+σ})) okrestnosti (dlØ l¸bogo σ > 0 ) prostranstvenno– vremennogo (PV) luqa x = x(t), to udobno iskat~ funkci¸

ϕ_{(0)}(x, t) v vide razloßeniØ Teælora po odnorodnym mnogoqle-

nam peremennyh ~y.

ϕ_{(0)}(x, t) = ~ϕ_{(0)}(~y, t) = ϕ_{(0)0}(t) + ϕ_{(0)1}(~y; t) + · · · =

= ϕ_{(0)0}(t) + ϕ_{(0)1k}(t)~y^k + . . . . (61)

DlØ togo, qtoby preobrazovat~ uravnenie (60) k peremennym

(~y, t), nußno vyrazit~ qastnye proizvodnye po t i x^k, k = 1, 2, 3,

qerez qastnye proizvodnye po t i ~y^k , k = 1, 2, 3. Netrudno videt~, qto ∂Φ ∂t = ∂ ~Φ ∂t − ∂ ~Φ ∂~y^i { Y^{−1}_{ik} dx^k dt − d dt ( Y^{−1}_{il} ) Y_{lk} ~y^k } =

= ∂ ~Φ ∂t − ∂ ~Φ ∂~y^i Y^{−1}_{ik} { ∂h ∂p_k + [(B^t Y + C Z)~y]_k } , (62) ∂Φ ∂x^k = ∂ ~Φ ∂~y^i Y^{−1}_{ik} . (63)

PodstavlØØ ffti vyraßeniØ dlØ proizvodnyh v uravnenie (60) i priravnivaØ pri razliqnyh porØdkah odnorodnosti po ~y, my poluqim sledu¸wu¸ posledovatel~nost~ uravneniæ dlØ odnorodnyh mnogoqlenov ϕ_{(0)l}(~y; t), l = 0, 1, . . ., peremennyh ~y. − ∂ϕ_{(0)l} ∂t + ∂ϕ_{(0)l+1} ∂~y^i Y^{−1}_{ik} ∂h ∂p_k + ∂ϕ_{(0)l} ∂~y^i Y^{−1}_{ik} [(B^t + C Γ)Y ~y]_k+

+ ∂ϕ_{(0)l+1} ∂~y^i Y^{−1}_{ik} {2Re [u^+_{h1}(x(t), p(t)) × u^+_{e1}(x(t), p(t))]_k}+ + ∂ϕ_{(0)l} ∂~y^i Y^{−1}_{ik} {[u^+_{h1}(x, ∇θ) × u^+_{e1}(x, ∇θ̄)]+

[u^+_{h1}(x, ∇θ̄) × u^+_{e1}(x, ∇θ)]}_{(1)k}~y^k + ϕ_{(0)l}a(t) = b_l(~y; t), (64)

gde b_l(~y; t) est~ odnorodnyæ mnogoqlen po ~y porØdka l s kofffficientami, zavisØwimi ot odnorodnyh mnogoqlenov ϕ_{(0)0}, . . .ϕ_{(0)l−1}.

NESTACIONARNYE GAUSSOVY PUQKI 95

V qastnosti, b_0(t) = b_0(~y; t) ≡ 0. DlØ funkcii a(t) my poluqaem sledu¸wee vyraßenie: a(t) = {−⟨ ∂⃗u^+_1 (x, ∇θ) ∂t , ⃗u^+_1 (x, ∇θ̄)⟩ + (rot u^+_{h1}(x, ∇θ), u^+_{e1}(x, ∇θ̄))−

− (rot u^+_{e1}(x, ∇θ), u^+_{h1}(x, ∇θ̄))} | |_{x=x(t)} . (65)

DlØ dal~neæxego preobrazovaniØ fftogo uravneniØ nam potrebu- ¸tsØ nekotorye predstavleniØ dlØ sobstvennogo qisla h(x, p),

(x, p) ∈ R^3 × R^3, i ego proizvodnyh^{∂h(x,p)}_{∂pk} , k = 1, 2, 3. �ti so-

otnoxeniØ legko sledu¸t iz opredeleniØ sobstvennogo vektora, sootvetstvu¸wego sobstvennomu qislu −h(x, z):

M (x, z)⃗v (x, z) = −h(x, z)⃗v (x, z), (66)

gde ⃗v (x, z) = j^{−1}(x)⃗u^+_1 (x, z). PodstavlØØ ffti sootnoxeniØ v uranenie (66), poluqim

ϵ(x)h(x, z)u^+_{e1}(x, z) + [z × u^+_{h1}(x, z)] = 0,

μ(x)h(x, z)u^+_{h1}(x, z) − [z × u^+_{e1}(x, z)] = 0. (67)

Umnoßim skalØrno pervoe uravnenie sistemy (67) na u^+_{e1}(x, z̄), a vtoroe na u^+_{h1}(x, z̄) i sloßim. Pol~zuØs~ biortonormal~nost~¸ sistemy sobstvennyh vektorov, poluqim:

h(x, z) = −(z, [u^+_{h1}(x, z) × u^+_{e1}(x, z̄)])−

−(z, [u^+_{h1}(x, z̄) × u^+_{e1}(x, z)]). (68)

V qastnosti

h(x, p) = −2Re {(p, [u^+_{h1}(x, p) × u^+_{e1}(x, p)]}. (69)

Analogiqnym obrazom, umnoßaØ (pri z = p) sootnoxeniØ (67) na proizvodnye^{∂u+e1(x,p)}_{∂pk} i^{∂u+h1(x,p)}_{∂pk} , k = 1, 2, 3, i skladyvaØ poluqennye vyraßeniØ, my pridem k sootnoxeni¸ ∂h(x, p) ∂p_k = −2Re [u^+_{h1}(x, p) × u^+_{e1}(x, p)]_k. (70)

Ots¸da vidno, qto vtoroe i qetvertoe slagaemoe v uravnenii (64) vzaimno uniqtoßa¸tsØ. Dalee

{[u^+_{h(1)}(x, ∇θ) × u^+_{e(1)}(x, ∇θ̄)] + [u^+_{h(1)}(x, ∇θ̄) × u^+_{e(1)}(x, ∇θ)]}_{(1)k} =

96 A. P. KAQALOV = {2Re ∂ ∂x^n [u^+_{h(1)}(x, p) × u^+_{e(1)}(x, p)]_kY_{nj}+ +2Re ∂ ∂p^n [u^+_{h(1)}(x, p) × u^+_{e(1)}(x, p)]_kΓ_{nm}Y_{mj} }^( x = x(t) p = p(t)

) ~y^j = (71)

= − ( ∂^2h ∂x^n∂p_k Y_{nj} + ∂^2h ∂p_n∂p_k Γ_{nm}Y_{mj} )| | |^( x = x(t) p = p(t) ) ~y^j =

= −[(B^t + Γ C)Y ~y]_k.

Takim obrazom, ispol~zuØ vyraßenie (71), uravnenie (64) preobrazuetsØ v lineænoe obyknovennoe differencial~noe uravnenie dlØ l–formy ϕ_{(0)l}(~y; t)

∂ϕ_{(0)l}(~y; t) ∂t − ϕ_{(0)l}(~y; t)a(t) = b_l(~y; t), l = 0, 1, . . .. (72)

Po suwestvu ffto uravneniØ dlØ kofffficientov l–form. V qastnosti

dϕ_{(0)0}(t) ∂t − ϕ_{(0)}(t)a(t) = 0. (73)

Na sledu¸wem xage my zaæmemsØ izuqeniem kompleksnogo kofffficienta a(t). Spravedliva sledu¸waØ lemma:

Lemma. KompleksnoznaqnaØ funkciØ a(t) imeet sledu¸wee pred-

stavlenie: a(t) = − 1 2 d dt ln det Y (t) + iφ(t), (74) gde φ(t) = Im {[(ϵ(x)

∂u_e(x, p) ∂p_k , u_e(x, p) + (μ(x)

∂u_h(x, p) ∂p_k , u_h(x, p))] ∂h(x, p) ∂x^k − [(rot u_h(x, p), u_e(x, p))−

− (rot u_e(x, p), u_h(x, p))]}|^( x = x(t) p = p(t)

) . (75)

Dokazatel~stvo. Spravedlivy formuly

tr B^t(t) =

∂^2h(x, p) ∂x^i∂p_i | | | |^( x = x(t) p = p(t) ) =

NESTACIONARNYE GAUSSOVY PUQKI 97 = − 2 Re div [u_h(x, p) × u_e(x, p))] | | |^( x = x(t) p = p(t) )

tr C(t)Γ(t) =

∂^2h(x, p) ∂p_i∂p_k | | | |^( x = x(t) p = p(t)

) Γ_{ik}(t) =

= − 2 Re ∂ ∂p_i [u_h(x, p) × u_e(x, p)]_k | | |^( x = x(t)

p = p(t)

) Γ_{ik}(t). (76)

Ispol~zuØ ffti formuly, my moßem predstavit~ vyraßenie dlØ d dt (ln det Y (t)) v vide: d dt (ln det Y (t)) = tr ( dY (t) dt Y^{−1} ) = tr (B^t(t) + C(t)Γ(t)) =

−2 Re div [u_h(x, p) × u_e(x, p)] | | |^( x = x(t) p = p(t) ) −

−2 Re ∂ ∂p_i [u_h(x, p) × u_e(x, p)]_k | | |^( x = x(t)

p = p(t)

) Γ_{ik}(t). (77)

Togda a(t) moßet byt~ predstavleno v vide: a(t) = − 1 2 d dt ln det Y (t) + b(t), (78) gde b(t) = {[( ϵ(x)

∂u_e(x, p) ∂p_k , u_e(x, p) ) + ( μ(x)

∂u_h(x, p) ∂p_k , u_h(x, p) )] ×

× [ ∂h(x, p) ∂x^k + Γ_{kn}(t) ∂h(x, p) ∂p_n ] + +(rot u_h(x, p), u_e(x, p)) − (rot u_e(x, p), u_h(x, p)+ + [ ∂u_h(x, p) ∂p_i × u_e(x, p) ] k Γ_{ik}(t) + [ u_h(x, p) ×

∂u_e(x, p) ∂p_i ] k Γ_{ik}(t)− − Re div [u_h(x, p) × u_e(x, p)]−

− Re ∂ ∂p_i [u_h(x, p) × u_e(x, p)]_kΓ_{ik}(t) } ( x = x(t) p = p(t)

) (79)

98 A. P. KAQALOV

ProvedØ dostatoqno gromozdkie vyqisleniØ analogiqnye tem, kotorye ispol~zovalis~ pri vyvode formul (68)–(70), moßno pokazat~, qto

Re b(t) = 0,

Im b(t) = φ(t). (80)

Togda predstavlenie (78) privodit k vyraßeni¸ (74) dlØ funkcii a(t).

Posle nahoßdeniØ predstavleniØ (74) dlØ funkcii a(t) uravnenie (73) legko rexaetsØ i my poluqaem sledu¸wu¸ formulu dlØ ϕ_{(0)0}:

ϕ_{(0)0}(t) =

~ϕ_{(0)0} √ det Y (t) e^{∫ t0 iφ(τ)dτ} (81)

s konstantoæ ~ϕ_{(0)0}, kotoraØ moßet byt~ opredelena iz naqal~- nyh dannyh. Analogiqnym obrazom rexa¸tsØ uravneniØ (72), poskol~ku pravaØ qast~ na kaßdom xage budet izvestna. V rezul~tate poluqim, qto

ϕ_{(0)l}(~y; t) = 1 √ det Y (t) e^{∫ t0 iφ(τ)dτ} { ~ϕ_{(0)l}(~y; 0)+

+ t∫ 0 √ det Y (t^′)e^{− ∫ t00 iφ(τ)dτ} b_l(~y; t^′)dt^′

. (82)

Takim obrazom, my vypolnili uslovie razreximosti sistemy uravneniæ (21) pri n = 1 i opredelili skalØrnu¸ funkci¸

ϕ_{(0)}(x, t) v vide razloßeniØ Teælora s toqnost~¸ do ee naqal~-

nyh usloviæ, t. e. ee razloßeniØ Teælora pri t = 0

ϕ_{(0)}(x, 0) = ϕ_{(0)0}(0) + ϕ_{(0)1}(~y; 0) + . . . . (83)

Napomnim, qto det Y (t) otliqen ot nulØ pri vseh t.

Posle vypolneniØ usloviæ razreximosti (59) my moßem rexit~ sistemu (21) pri n = 1. Udobno iskat~ ffto rexenie v vide razloßeniæ po sobstvennym vektoram ⃗u^±_i (x, ∇θ), i = 0, 1, 2, ( E_{(n)}(x, t) H_{(n)}(x, t) ) = ∑ σ=± ∑ j=0,1,2 ϕ^{jσ}_{(n)}(x, t)⃗u^σ_j (x, ∇θ). (84)

NESTACIONARNYE GAUSSOVY PUQKI 99

Pri n = 1 kofffficienty ϕ^{mγ}_{(1)} , m = 0, 1, 2, γ = ±, (m, γ) ≠ (1, +), legko nahodØtsØ

ϕ^{mγ}_{(1)} (x, t) =

( ⃗F_{(1)}(x, t), ⃗u^γ_m(x, ∇θ̄)) h_1(x, ∇θ) − γh_m (x, ∇θ) (85) gde ⃗F_{(N+1)}(x, t) = ( F_{(N+1)e}(x, t) F_{(N+1)h}(x, t) ) =

= ( ϵ(x)^{∂E(N) (x,t)}_{∂t} − rot H_{(N)}(x, t) μ(x)^{∂H(N) (x,t)}_{∂t} + rot E_{(N)}(x, t) ) , (86)

pri N = 0, 1, . . .. Oqevidno, qto, v silu vypolneniØ usloviæ razreximosti, uravnenie dlØ nahoßdeniØ funkcii ϕ_{(1)}(x, t) =

ϕ^{1+}_{(1)}(x, t) prevrawaetsØ v oqevidnoe toßdestvo 0 = 0. Takim obra-

zom, funkciØ ϕ_{(1)}(x, t) na fftom fftape ne nahoditsØ. Ona budet naædena iz usloviæ razreximosti sistemy uravneniæ (21) pri

n = 2. Zatem moßno ispol~zovat~ rekurrentnu¸ proceduru. Ko-

fffficienty ϕ^{jσ}_{(N)}(x, t), (j, σ) ≠ (1, +) nahodØtsØ prØmo iz uravneniæ (21) pri n = N .

ϕ^{mγ}_{(N+1)}(x, t) =

( ⃗F_{(N+1)}(x, t), ⃗u^γ_m(x, ∇θ̄)) h_1(x, ∇θ) − γh_m(x, ∇θ) , (87)

gde ⃗F (N + 1) opredelØetsØ formuloæ ( 86). Funkcii ϕ^{1+}_{(N)}(x, t) nahodØtsØ iz usloviæ razreximosti uravneniæ ( 21) pri n =

N + 1. DlØ qlenov razloßeniæ funkciæ ϕ_{(N)}(x, t) = ϕ^{1+}_{(N)}(x, t) po

odnorodnym mnogoqlenam

ϕ_{(N)}(x, t) = ϕ_{(N)0}(t) + ϕ_{(N)1}(~y; t) + . . . , (88)

poluqim posledovatel~nost~ uravneniæ ∂ϕ_{(N)l}(~y; t) ∂t − a(t)ϕ_{(N)l}(~y; t) = b_{(N)l}(~y; t), (89)

gde b_{(N)l}(~y; t) opredelØetsØ po ϕ^{jσ}_{(N)}(x, t) (j, σ) ≠ (1, +) i ϕ_{(N)k}(~y; t),

k = 0, 1, . . ., l − 1. �ti uravneniØ legko rexa¸tsØ i my poluqim:

ϕ_{(N)l}(~y; t) = 1 √ det Y (t) e^{∫ t0 iφ(τ)dτ} { ~ϕ_{(N)l}(~y; 0)+

100 A. P. KAQALOV + t∫ 0 √ det Y (t^′)e^{− ∫ t00 iφ(τ)dτ} b_{(N)l}(~y, t^′)dt^′ . (90)

Takim obrazom, funkcii ϕ_{(N)}(x, t) nahodØtsØ s toqnost~¸ do ih razloßeniæ Teælora pri t = 0. Postroenie nestacionarnogo gaussovogo puqka tipa kvazifoton dlØ obwih uravneniæ Maksvella s proizvol~noæ anizotropieæ zakonqeno.

Literatura

1. A. G. Gureviq, G. V. Melkov, Magnitnye kolebaniØ i volny. M., Nauka, 1994, 462.

2. V. M. Babiq, T. F. Pankratova, O razryvah funkcii Grina smexannoæ zadaqi dlØ volnovogo uravneniØ s peremennym kofffficientom. — Sb. Problemy matematiqeskoæ fiziki, LGU 6 (1973), 9–27.

3. V. M. Babiq, V. V. Ulin, Kompleksnyæ prostranstvenno-vremennoæ luqevoæ metod i kvazifotony. Zap. nauqn. semin. LOMI, 117 (1981), 5–12.

4. A. P. Kaqalov, KoordinatnaØ sistema dlØ opisaniØ “kvazifotona”. Zap.

nauqn. semin. LOMI, 140 (1986), 73–76.

5. A. P. Katchalov, Y. V. Kurylev, Multidimensional Gelfand inverse problem with incomplete boundary spectral data. Preprint No 1831, Darmstadt Univ., 1996, 106.

6. A. P. Katchalov, Y. V. Kurylev, Multidimensional inverse problem with incomplete boundary spectral data. Commun. in Partial Differential Equations, 23, Nos. 1, 2 (1998), 55–95.

Katchalov A. P. Nonstationary electromagnetic Gaussian beams in nonhomogeneous anysotropic media.

In the paper nonstationary Gaussian beams of the quasiphoton type for the Maxwell equation with general anysotropy have been constructed. The solutions of the Maxwell equations can be described as ray type solutions with complex phases and amplitudes. Due to the large parameter p they concentrated in small neighbourhoods of the space-time rays corresponding to different types of electromagnetic waves in the anysotropic medium.

Postupilo 10 noØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN