Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

M. I. Belixev, A. V. Zurov

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` V DVUHSKOROSTNO` DINAMIQESKO` SISTEME

0. Vvedenie.

V rabote rassmatrivaetsØ dvuhskorostnaØ dinamiqeskaØ sistema vida ρu_{tt} − u_{xx} + V u = 0, x > 0, t > 0; u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0; u|_{x=0} = f, v kotoroæ ρ = ρ(x) i V = V (x) sut~ gladkie 2 × 2-matricyfunkcii; ρ = diag {ρ_1, ρ_2}, ρ_α > 0; f – graniqnoe upravlenie; u = u(x, t) – rexenie. Issledu¸tsØ osobennosti fundamental~- nogo rexeniØ, otveqa¸wego upravleniØm (_δ 0 ) i (_0 δ ) (δ = δ(t) – del~ta-funkciØ Diraka).

Esli ρ_1(x) ≠ ρ_2(x), to osobennosti fundamental~nogo rexeniØ opisyva¸tsØ standartnoæ xkaloæ: δ, ∫ δ, ∫∫ δ, . . . . Prisutstvie toqek x = x_∗ : ρ_1(x_∗) = ρ_2(x_∗) privodit k interesnomu ffffektu: u fundamental~nogo rexeniØ poØvlØ¸tsØ osobennosti promeßutoqnyh (drobnyh) porØdkov. Ih issledovanie sostavlØet predmet raboty.

Avtory priznatel~ny M. M. Popovu za poleznye obsußdeniØ po teme raboty.

1. �ækonaly, harakteristiki.

Pust~ na otrezke 0 6 x 6 l zadany dve (vewestvennye) gladkie^1 2 × 2 – matricy-funkcii ρ = ρ(x) i V = V (x), priqem ρ diagonal~na i poloßitel~no opredelena: ρ = {ρ_α(x)δ^α_β }_{α,β=1,2} (δ^α_β – simvol Kronekera), ρ_α(x) > 0, pust~ ρ_1(0) < ρ_2(0). Funkcii ρ_α

Rabota podderßana grantami RFFI No. 99-01-00107 i No. 96-15-96121. 1Vs¸du v rabote “gladkiæ” oznaqaet C1-gladkiæ. 44

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 45 budem nazyvat~ plotnostØmi, funkcii c_α := ρ^{−1/2}α -skorostØmi; (matricu-)funkci¸ V – potencialom.

Funkcii τ_α(x) := ∫_x 0 ρ^{1/2}_α (s) ds sut~ ffækonaly; funkcii

τ_∗(x) := x∫ 0 min[ρ^{1/2}_1 (s), ρ^{1/2}_2 (s)] ds,

τ^∗(x) := x∫ 0 max[ρ^{1/2}_1 (s), ρ^{1/2}_2 (s)] ds

nazyva¸tsØ kvaziffækonalami.

Na ploskosti peremennyh x, t v polose 0 6 x 6 l ffækonaly opredelØ¸t semeæstva harakteristik t ± τ_α(x) = const ; linii t − τ_∗(x) = const i t − τ^∗(x) = const nazovem kvaziharakteristikami.

Oboznaqim T := τ_∗(l).

2. DvuhskorostnaØ dinamiqeskaØ sistema.

Rassmotrim sistemu ρu_{tt} − u_{xx} + V u = 0, 0 < x < l, 0 < t < T ; (1) u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0; (2)

u|_{x=0} = f, (3)

v kotoroæ f = (_{f1(t)} f2(t) ) – R^2-znaqnaØ funkciØ (graniqnoe upravle-

nie); pust~ u = u^f (x, t) – rexenie, ØvlØ¸weesØ R^2-znaqnoæ funkcieæ ot x, t.

Sistema (1)–(3) opisyvaet odnomernu¸ (po x) volnoprovodØwu¸ sistemu, v kotoroæ vozmoßny kolebaniØ dvuh tipov, rasprostranØ¸wiesØ so skorostØmi c_1, c_2 i vzaimodeæstvu¸wie drug s drugom. V kaqestve primerov ukaßem balku Timoxenko v teorii uprugosti i dvuhkanal~nu¸ kabel~nu¸ lini¸ v fflektrotehnike.

NarØdu s sistemoæ (1)–(3) rassmotrim matriqnu¸ zadaqu ρU_{tt} − U_{xx} + V U = 0, 0 < x < l, 0 < t < T ; (4) U |_{t=0} = U_t|_{t=0} = 0; (5)

U |_{x=0} =

(_{δ 0} 0 δ ) , (6)

gde δ = δ(t) – del~ta-funkciØ Diraka; matrica-funkciØ U = U (x, t) nazyvaetsØ fundamental~nym rexeniem (f.r.). Strogoe

46 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV opredelenie f.r. kak obobwennogo rexeniØ zadaqi (4)–(6) budet dano niße.

GlavnaØ cel~ raboty – issledovanie osobennosteæ fundamental~nogo rexeniØ; my provedem ego po sledu¸wemu planu:

• zadaqa (1)–(3) svoditsØ k integral~nomu uravneni¸; ustanavlivaetsØ ego razreximost~;

• fundamental~noe rexenie U opredelØetsØ qerez sootvetstvu¸wee integral~noe uravnenie; osobennosti U izvleka- ¸tsØ iz analiza iteraciæ integral~nogo uravneniØ.

3. Integral~noe uravnenie.

Rassmotrim vspomogatel~nu¸ skalØrnu¸ zadaqu dlØ volnovogo uravneniØ ρu_{tt} − u_{xx} + vu = h, 0 < x < l, 0 < t < T ; (7) u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0; (8)

u|_{x=0} = f, (9)

s plotnost~¸ ρ = ρ(x) > 0, potencialom v = v(x), pravoæ qast~¸ h = h(x, t) i upravleniem f = f(t); final~nyæ moment T = τ (l) opredelØetsØ ffækonalom τ (x) := ∫_x 0 ρ^{1/2}(s) ds. �ækonal opredelØet semeæstvo harakteristik t ± τ (x) = const uravneniØ (7).

Pust~ Π_0 := {(x, t)| 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T } est~ prØmougol~nik, v kotorom rexaetsØ zadaqa (7)–(9). Fiksiruem toqku (x_0, t_0) ∈ Π_0 i opredelim K(x_0, t_0) ⊂ Π_0 kak podmnoßestvo, ograniqennoe harakteristikami I: t + τ (x) = t_0 + τ (x_0), II: t − τ (x) = t_0 − τ (x_0) i III: t + τ (x) = t_0 − τ (x_0) (sm. ris. 1).

Pust~ pravaØ qast~ v (7) lokalizovana vyxe harakteristiki: h(x, t) = 0 pri t < τ (x). V fftom sluqae izvestnym priemom, – metodom D’Alambera, sistemu (7)–(9) moßno svesti k integral~nomu uravneni¸; opixem sootvetstvu¸wiæ rezul~tat. Vvedem operator M, preobrazu¸wiæ funkcii ot x, t v prØmougol~nike Π_0 po pravilu: (Mw)(x, t) := −1 2ρ^{1/4}(x) ∫ ∫ K(x,t) dξdη 1 ρ^{1/4}(ξ) [ v(ξ) + γ(ξ) ] u(ξ, η), (10) gde γ := ρ^{1/4} d dx ( ρ^{−1/2} d dx ρ^{1/4} ) .

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 47

Ris. 1

Zadaqa (7)–(9) ravnosil~na uravneni¸ u − Mu = g s pravoæ qast~¸ g(x, t) := ρ^{1/4}(0) ρ^{1/4}(x) f(t − τ (x))+ 1 2ρ^{1/4}(x) ∫ ∫ K(x, t) dξdη 1 ρ^{1/4}(ξ) h(ξ, η), gde pervoe slagaemoe ponimaetsØ s uqetom soglaxeniØ: vse zavisØwie ot vremeni funkcii doopredeleny nulem pri t < 0. �to soglaxenie deæstvuet vo vseæ rabote.

VernemsØ k zadaqe (1)–(3); ona rassmatrivaetsØ v prØmougol~- nike Π := {(x, t)| 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T }, gde T = τ_∗(l). Oboznaqim

α := { 2, α = 1, 1, α = 2. ZapisyvaØ (1) v vide:

ρ_αu^α_{tt} − u^α_{xx} + V^α_α u^α = −V^α_α u^α (α = 1, 2) i ispol~zuØ opisannyæ vyxe priem dlØ kaßdoæ iz komponent rexeniØ u = (_{u1} u2 ) , netrudno svesti sistemu k integral~nomu uravneni¸ u − Mu = ~f , (11)

48 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV s matriqnym integral~nym operatorom M, deæstvu¸wim na zadannye v Π R^2-znaqnye funkcii ot x, t po pravilu: My := K [ V + Γ ] y, (12) gde Γ := { γ_αδ^α_β } α, β=1,2, γα := ρ 1/4 α d dx ( ρ^{−1/2}_α d dx ρ^{1/4}_α ) ; Ky := ( K_1y^1 K_2y^2 ) , K_α – integral~nyæ operator, deæstvu¸wiæ na R^1-znaqnye funkcii po pravilu (K_αφ)(x, t) := −1 2ρ^{1/4}_α (x) ∫ ∫ K_α(x,t) dξdη 1 ρ^{1/4}_α (ξ) φ(ξ, η), gde oblasti integrirovaniØ K_α(x, t) opredelØ¸tsØ tak, kak pokazano na ris. 1 s zamenoæ ffækonala τ na τ_α; pravaØ qast~ uravneniØ (11) est~ ~f (x, t) := ( μ_1(x)f^1(t − τ_1(x)) μ_2(x)f^2(t − τ_2(x)) ) , μ_α(x) := [ ρ_α(0) ρ_α(x) ]_{1/4} . Otmetim svoæstva operatora M, legko sledu¸wie iz ego opredeleniØ:

(i) M deæstvuet nepreryvno iz L_2(Π; R^2) v C(Π; R^2); (ii) M deæstvuet nepreryvno iz C(Π; R^2) v C^1(Π; R^2).

Obobwennoe rexenie: suwestvovanie i edinstvennost~.

Esli upravlenie f gladkoe i udovletvorØet obyqnym usloviØm soglasovaniØ pri t = 0, to zadaqa (1)–(3) imeet klassiqeskoe rexenie u = u^f , kotoroe udovletvorØet integral~nomu uravneni¸ (11). Obratno, gladkoe v Π rexenie uravneniØ (11) udovletvorØet (1)–(3) v klassiqeskom smysle. �tim motiviruetsØ sledu¸wee opredelenie: dlØ f ∈ L_2((0, T ); R^2) obobwennym rexeniem zadaqi (1)-(3) v klasse L_2(Π; R^2) my nazyvaem rexenie integral~nogo uravneniØ (11).

Teorema 1. Obobwennoe rexenie suwestvuet i edinstvenno. Dokazatel~stvo. V prØmougol~nike Π rassmotrim semeæstvo

podmnoßestv: Π^ξ := {(x, t) ∈ Π | t ¿ τ_∗(x) + ξ}, −T 6 ξ 6 T.

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 49 Oboznaqim H := L_2(Π; R^2) i rassmotrim semeæstvo podprostranstv H^ξ := {y ∈ H | supp y ⊂ Π^ξ}. Pust~ P^ξ est~ ortogonal~nyæ proektor v H na H^ξ; ego deæstvie svoditsØ k srezke funkciæ na Π^ξ. Kak legko videt~, semeæstvo {H^ξ} obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

H^{−T} = {0}; H^ξ ⊂ H^{ξ0} , ξ < ξ^′; H^T = H; s−lim_{τ→ξ} P^τ = P^ξ. (13)

Iz opredeleniØ operatora M legko usmatrivaetsØ, qto on deæstvuet invariantno na H^ξ : MH^ξ ⊂ H^ξ , −T 6 ξ 6 T . Krome togo, M kompakten (sm. (i), p. 3). Kompaktnyæ operator, invariantnyæ otnositel~no semeæstva podprostranstv so svoæstvami (13) ØvlØetsØ vol~terrovym (sm. [1], gl. 2, §17, sledstvie teoremy 17.1); sledovatel~no, operator 1I − M ograniqenno obratim v H.

Iz vkl¸qeniØ f ∈ L_2((0, T ); R^2) dlØ pravoæ qasti (11) legko sleduet: ~f ∈ H. Sledovatel~no, uravnenie (11) razreximo edinstvennym obrazom : u^f = (1I − M)^{−1} ~f. Teorema dokazana.

Iz dokazatel~stva teoremy usmatrivaetsØ dopolnitel~noe svoæstvo rexeniØ integral~nogo uravneniØ (11). Ego pravaØ qast~ ~f annuliruetsØ pri t < τ_∗(x), qto ravnosil~no vkl¸qeni¸ ~f ∈ H^0. Poslednee, po svoæstvu MH^0 ⊂ H^0, vleqœt: u^f ∈ H^0, to est~ u^f (x, t) = 0, t < τ_∗(x). (14)

5. Fundamental~noe rexenie.

Esli u^f – rexenie uravneniØ (11), to raznost~ w := u^f − ~f udovletvorØet iterirovannomu uravneni¸ w − Mw = M ~f . (15) BlagodarØ sglaßiva¸wim svoæstvam operatora M, pri singulØrnyh upravleniØh f_1 := (_δ 0 ) i f_2 :=

(_0 δ ) pravaØ qast~ urav-

neniØ (15) opredelØet (v estestvennom smysle) funkcii M ~f_α ∈ L_2(Π; R^2) s komponentami ( M ~f_α )_β (x, t) = −ρ^{1/4}_α (0)

2ρ^{1/4}_β (x) ∫ L^{αβ} (x,t) V^β_α + γ_β δ^β_α

ρ^{1/4}_β ρ^{1/4}_α ds ( 1 + ρ_α

)_{1/2} , (16)

50 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV gde L^{αβ}(x, t) := {(x, t)| τ_α(x) = t} ∩ K_β(x, t) est~ qast~ α-toæ harakteristiki, leßawaØ v mnoßestve K_β(x, t). DlØ poluqeniØ (16) moßno vzØt~ approksimacii f^{(ε)}_1 = (_{δε} 0 ) , f^{(ε)}_2 =

(_0 δ_ε ) s δ_ε(t) := 1 ε , 0 6 t 6 ε; 0, t > ε; i provesti predel~nyæ perehod M ~f^{(ε)}α → M ~f_α pri ε → +0.

Uravnenie (15) s pravymi qastØmi M ~f_α razreximo v L_2(Π; R^2) edinstvennym obrazom; pust~ w_1 i w_2 sut~ sootvetstvu¸wie rexeniØ. Iz nih, kak iz stolbcov, sostavim matricu W (x, t) := {w_1(x, t); w_2(x, t)}, (x, t) ∈ Π. Fundamental~nym rexeniem sistemy (1)–(3) my nazyvaem matriqnoe raspredelenie na Π vida U (x, t) = ( μ_1(x)δ(t − τ_1(x)) 0

0 μ_2(x)δ(t − τ_2(x)) ) + W (x, t). (17)

Pervoe slagaemoe v (17) – singulØrnaØ qast~ fundamental~nogo rexeniØ; osobennosti (naruxeniØ gladkosti) regulØrnoæ qasti W – predmet naxego issledovaniØ.

6. Skaqki fundamental~nogo rexeniØ.

Zdes~ my opixem razryvy pervogo roda (skaqki) regulØrnoæ qasti W .

Lemma 1. Funkcii wα − M^~fα nepreryvny v Π. Dokazatel~stvo. Iz uravneniØ (15) imeem: w_α − M ~f_α = Mw_α. Po svoæstvu (i) p. 3 imeem: Mw_α ∈ C(Π; R^2). Lemma dokazana.

Opixem skaqki funkcii M ~f_α. V predstavlenii (16), pri t < τ_α(x) imeem: L^{αα}(x, t) = ?, otkuda

(M ~f_α)^α(x, t) = 0, t < τ_α(x). (18) Iz togo ße predstavleniØ sleduet sootnoxenie ( M ~f_α )_α (x, τ_α(x) + 0) =

−ρ^{1/4}_α (0) 2ρ^{1/4}_α (x) x∫ 0 ( V^α_α + γ_α ρ^{1/2}_α ) (ξ)dξ, (19)

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 51

Ris. 2

kotoroe ill¸striruet ris. 2.

Oblast~ integrirovaniØ L^{αα}(x, t) v (16) est~ uqastok AB harakteristiki t = τ_α(x); pri pereseqenii toqkoæ (x, t) harakteristiki znaqenie integrala menØetsØ skaqkom i stanovitsØ ravnym nul¸.

Itak, komponenty ( M ~f_α )_α razryvny na harakteristikah t = τ_α(x); otnositel~no komponent ( M ~f_α )_α zametim sledu¸wee. Prostoæ analiz pokazyvaet, qto oni mogut imet~ razryvy v tom i tol~ko v tom sluqae, esli mes {x_∗ ∈ [0, l] | ρ_1(x_∗) = ρ_2(x_∗)} > 0. Proill¸striruem poØvlenie skaqka ( M ~f_1 )_2 v situacii: ρ_1(x) < ρ_2(x) pri x < x_∗ i ρ_1(x) = ρ_2(x) pri x ¿ x_∗ (sm. ris. 3).

Pri perehode toqki (x, t) s x > x_∗ qerez harakteristiku t = τ_1(x) dlina uqastka AB menØetsØ skaqkom, qto i privodit k poØvleni¸ skaqka u ( M ~f_1 )_2 . Po lemme 1 skaqki rexeniØ w_α i funkcii M ~f_α sovpada¸t.

Tem samym, opisanie skaqkov W poluqeno.

7. Toqki rezonansa.

Toqki, v kotoryh plotnosti sovpada¸t: ρ_1(x_∗) = ρ_2(x_∗), x_∗ ∈ (0, l), my nazyvaem rezonansnymi. Kak budet vidno iz dal~neæxego, prisutstvie takih toqek privodit k fiziqeskim ffffektam.

Sledu¸wiæ rezul~tat utoqnØet harakter gladkosti regulØrnoæ qasti fundamental~nogo rexeniØ.

Lemma 2. Esli qislo toqek rezonansa koneqno, to spravedlivo

52 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV

Ris. 3

vkl¸qenie ( w_α − M ~f_α )_α ∈ C^1(Π), α = 1, 2.

Dokazatel~stvo. Iz (15) imeem: w_α − M ~f_α = M ( w_α − M ~f_α ) + M^2 ~f_α. (20)

Po svoæstvu (ii) p. 3, iz lemmy 1 sleduet: M ( w_α − M ~f_α ) ∈ C^1(Π; R^2).

Vospol~zovavxis~ opredeleniem (12), zapixem (20) pokomponentno: ( w_α − M ~f_α )_β = ( M ( w_α − M ~f_α ))β + K_βg^β_α, (21) gde g^β_α := 2∑ ν=1 [ V + Γ ]_β ν ( M ~f_α )_ν . DifferenciruØ K_βg^β_α, moßno poluqit~ ∂ ∂x K_βg^β_α = −ρ^′_β 4ρ_β ( M^2 ~f_α )_β + ρ^{1/4}_β ∫ ∂K_β g^β_α ρ^{1/4}_β dx, (22) gde granica ∂K_β obhoditsØ v poloßitel~nom napravlenii. Esli qislo rezonansnyh toqek koneqno, to na harakteristike t = τ¯_β (x)

net uqastkov poloßitel~noæ dliny, parallel~nyh harakteristikam, sostavlØ¸wim kontur integrirovaniØ ∂K_β . Iz fftogo

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 53 legko usmatrivaetsØ, qto integral po granice v (22) zavisit ot poloßeniØ verxiny (x, t) kontura ∂K_β nepreryvno. Analogiqnyæ rezul~tat veren i dlØ proizvodnoæ po vremeni^∂_{∂t} K_βg^β_α.

Takim obrazom, pravaØ qast~ (21) okazyvaetsØ nepreryvno differenciruemoæ na Π. Lemma dokazana.

Vpolne analogiqnyæ analiz privodit k sledu¸wemu rezul~- tatu, dokazatel~stvo kotorogo my opustim.

Lemma 3. Esli qislo toqek rezonansa koneqno, to komponenta ( w_α −M ~f_α )_α nepreryvno differenciruema v Π vne harakteristiki t = τ_α(x).

Lemmy 2 i 3 pozvolØ¸t svesti opisanie glavnyh osobennosteæ regulØrnoæ qasti W fundamental~nogo rexeniØ k opisani¸ sootvetstvu¸wih osobennosteæ iteracii M ~f_α.

8. Razryvy proizvodnyh M^~fα.

Snaqala opixem osobennosti, harakter kotoryh ne zavisit ot naliqiØ ili otsutstviØ rezonansnyh toqek. Napomnim, qto vozmoßnye skaqki M ~f_α uße opisany v p. 6.

Komponenta ( M ~f_α )_α imeet skaqok proizvodnoæ na harakteristike t = τ_α(x): ∂ ∂t ( M ~f_α )_α (x, t) | | |^{t=τα(x)+0} t=τ_α(x)−0 = ( ρ_α(0) ρ_α(x) )_{1/4} V^α_α (0) ρ_α(0) − ρ_α(0)

; (23)

proishoßdenie fftogo skaqka dlØ ( M ~f_1 )_2 ill¸striruet ris. 4.

Ris. 4

54 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV Uqastok AB na risunke est~ uqastok integrirovaniØ L^{12}(x, t) (sm. (16)). Pri pereseqenii toqkoæ (x, t) harakteristiki t = τ_2(x), skorost~ izmeneniØ dliny uqastka AB menØetsØ skaqkom. Analogiqno vedet sebØ i skorost~ izmeneniØ integrala (16); prostoæ analiz pokazyvaet, qto ee skaqok opredelØetsØ znaqeniØmi plotnosti i potenciala v x = 0, i privodit k (23).

ZaæmemsØ osobennostØmi, harakter kotoryh zavisit ot naliqiØ rezonansnyh toqek. Naqnem s obwego zameqaniØ. Esli qislo rezonansnyh toqek koneqno, to komponenty ( M ~f_α )_α nepreryvny (sm. p.6). Iz nepreryvnosti legko sleduet, qto vozmoßnye razryvy qastnyh proizvodnyh na harakteristikah svØzany prostym sootnoxeniem:

−ρ^{1/2}_β (x) ∂ ∂t ( M ~f_α )_α (x, t) | | | | t=τ_β (x)+0 t=τ_β (x)−0 = ∂ ∂x ( M ~f_α )_α (x, t) | | | | t=τ_β (x)+0 t=τ_β (x)−0 . �to pozvolØet ograniqit~sØ analizom razryvov proizvodnyh po vremeni.

DlØ prostoty predpoloßim, qto na otrezke [0, l] imeetsØ odna rezonansnaØ toqka: ρ_1(x) < ρ_2(x) pri x < x_∗; ρ_1(x_∗) = ρ_2(x_∗); ρ_1(x) ≠ ρ_2(x) pri x > x_∗. Kak my uvidim, meßdu sluqaØmi I: ρ_1(x) < ρ_2(x) pri x > x_∗;

II: ρ_1(x) > ρ_2(x) pri x > x_∗; ime¸tsØ kaqestvennye razliqiØ.

RazliqiØ obsudim pozße; zdes~ privedem rezul~tat, obwiæ dlØ oboih sluqaev.

Pri x ≠ x_∗ dlØ komponent ( M ~f_α )_α vypolneno sootnoxenie ∂ ∂t ( M ~f_α )_α (x, t) | | | | t=τ_α(x)+0 t=τ_α(x)−0 = ( ρ_α(0) ρ_α(x) )_{1/4} V^α_α (x) ρ_α(x) − ρ_α(x) . (24)

Proishoßdenie fftogo razryva ill¸striruet ris. 5 dlØ komponent ( M ~f_1 )_2 i ( M ~f_2 )_1

sootvetstvenno.

Suwestvenno, qto pri x ≠ x_∗ granica ∂K_α(x, t) i harakteristika t = τ_α(x) pereseka¸tsØ transversal~no. Pofftomu pri perehode toqki (x, t) qerez sootvetstvu¸wu¸ harakteristiku skorost~ izmeneniØ dliny uqastka AB menØetsØ skaqkom. Analogiqno vedet sebØ i skorost~ izmeneniØ integrala; prostoæ analiz privodit k (24).

Pri x = x_∗ znamenatel~ (24) obrawaetsØ v nol~ i osobennosti v toqkah (x_∗, τ_α(x_∗)) trebu¸t otdel~nogo rassmotreniØ. Posledovatel~no razberem sluqai I i II.

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 55

Ris. 5a

Ris. 5b

9. Sluqaæ I.

My polagaem ρ_1(x) < ρ_2(x) pri vseh x ≠ x_∗; oboznaqim ρ_∗ := ρ_1(x_∗) = ρ_2(x_∗). V fftom sluqae dlØ ffækonalov imeem: τ_∗(x) = τ_1(x) i τ^∗(x) = τ_2(x) vs¸du na [0, l], vsledstvie qego harakteristiki i kvaziharakteristiki sovpada¸t.

Povedenie plotnosteæ v okrestnosti rezonansnoæ toqki opisyvaetsØ predstavleniem:

ρ_2(x) − ρ_1(x) = A(x − x_∗)^{2p} + o ( (x − x_∗)^{2p} ) , gde A > 0, p = 1, 2, . . .; qislo r := 2p + 1 my nazovem porØdkom toqki rezonansa.

56 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV

DlØ malyh ε > 0 spravedlivo predstavlenie (M ~f_1)^2(x_∗, τ_1(x_∗)+ε) = = − 1 2 ( ρ_1(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^2_1 (x_∗) ρ_∗R^{(r)}_1 ] ε^{1/r}+ o(ε^{1/r}), (25)

v kotorom

R^{(r)}_α := | | | | { 1 r! [ ρ^{−1/2}_α d dx ]_{(r−1)} ( ρ_α ρ_α )_{1/2}| | | |_{x=x�} }| | | | 1/r , α = 1, 2. (26)

OpuskaØ ego vyvod, ograniqimsØ grafiqeskoæ ill¸stracieæ (sm. ris. 6).

Ris. 6

Pri vyhode toqki (x_∗, τ_1(x_∗) + ε) na harakteristiku dlina uqastka AB stremit~sØ k nul¸, imeØ porØdok O(ε^{1/r}).

Vne toqki (x_∗, τ_1(x_∗))na harakteristike t = τ_1(x) proizvodnaØ ∂ ∂t (M ~f_1)^2 imeet skaqok, opisannyæ v (24).

Opixem povedenie komponenty (M ~f_2)^1 v okrestnosti toqki (x_∗, τ_2(x_∗)). Ona nepreryvna; moßno pokazat~, qto predel ∂ ∂t (M ~f_2)^1(x_∗, τ_2(x_∗) + 0) koneqen; dlØ malyh ε > 0 spravedlivo predstavlenie (M ~f_2)^1(x_∗, τ_2(x_∗)) − (M ~f_2)^1(x_∗, τ_2(x_∗) − ε) = = − 1 2 ( ρ_2(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^1_2 (x_∗) ρ_∗R^{(r)}_2 ] ε^{1/r} + o(ε^{1/r} ). (27)

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 57 OpuskaØ podrobnyæ vyvod (27), ograniqimsØ ill¸stracieæ (sm. ris. 7).

Ris. 7

Pri vyhode toqki (x_∗, τ_2(x_∗) − ε) na harakteristiku dlina uqastka AB stremitsØ k koneqnomu predelu so skorost~¸ O(ε^{1/r}), qto i vedet k (27). Vne toqki (x_∗, τ_2(x_∗)) na harakteristike t = τ_2(x) proizvodnaØ^∂_{∂t} (M ~f_2)^1 imeet skaqok, opisannyæ v (24).

10. Sluqaæ II.

Zdes~ my polagaem ρ_1(x) > ρ_2(x) pri x > x_∗, qto sootvetstvuet sledu¸weæ asimptotike plotnosteæ v okrestnosti rezonansnoæ toqki:

ρ_2(x) − ρ_1(x) = A(x − x_∗)^{2p−1} + o ( (x − x_∗)^{2p−1} ) , gde A > 0, p = 1, 2, . . .; porØdok rezonansnoæ toqki est~ r = 2p. Otmetim, qto v fftom sluqae harakteristiki i kvaziharakteristiki razliqa¸tsØ: τ_∗(x) < τ_1(x) i τ^∗(x) > τ_2(x) pri x > x_∗.

Kak legko videt~, v toqkah (x_∗, τ_1(x_∗)) i (x_∗, τ_2(x_∗)) sootnoxeniØ (25) i (27) sohranØ¸t silu.

Pri x > x_∗ dlØ malyh ε > 0 spravedlivo predstavlenie

(M ~f_1)^2(x, τ_∗(x) + ε) = − ( ρ_1(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^2_1 (x_∗)

ρ_∗R^{(r)}_1 ] ε^{1/r} + o(ε^{1/r}), (28)

58 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV

Ris. 8

kotoroe poØsnØet ris. 8.

Pri priblißenii toqki (x, τ_∗(x) + ε) k kvaziharakteristike t = τ_∗(x) dlina uqastka AB stremitsØ k nul¸ kak O(ε^{1/r} ). Niße kvaziharakteristiki komponenta ( M ~f_1 )_2

annuliruetsØ.

Pri x > x_∗ komponenta (M ~f_2)^1 nepreryvna; moßno pokazat~, qto suwestvuet koneqnyæ predel^∂_{∂t} (M ~f_2)^1(x, τ^∗(x)+0) i spravedlivo predstavlenie

(M ~f_2)^1(x, τ^∗(x)) − (M ~f_2)^1(x, τ^∗(x) − ε) = = − ( ρ_2(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^1_2 (x_∗)

ρ_∗R^{(r)}_2 ] ε^{1/r} + o(ε^{1/r}), (29)

kotoroe ill¸striruet ris. 9.

Pri vyhode toqki (x, τ^∗(x) − ε) na kvaziharakteristiku t = τ^∗(x) toqki B i B^′ stremØtsØ k toqke (x_∗, τ_2(x_∗)); pri fftom summarnaØ dlina uqastkov AB i A^′B^′ stremitsØ k koneqnomu predelu so skorost~¸ O(ε^{1/r} ).

11. Osobennosti fundamental~nogo rexeniØ.

Kak uße otmeqalos~, stolbcy w_α, sostavlØ¸wie regulØrnu¸ qast~ W fundamental~nogo rexeniØ U , ime¸t te ße glavnye osobennosti, qto i funkcii M ~f_α. Analiz poslednih proveden v p.p. 8–10; zdes~ my privodim okonqatel~nye rezul~taty dlØ U i obsußdaem ih fiziqeskiæ smysl.

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 59

Ris. 9

(1) Pri t < τ_∗(x) imeem U (x, t) = 0, to est~ f.r. lokalizovano vyxe kvaziharakteristiki t = τ_∗(x). �to znaqit, qto peredniæ front volny, iniciirovannoæ graniqnym upravleniem, rasprostranØetsØ s peremennoæ skorost~¸ c_∗ := max{c_1, c_2}.

(2) Kak vidno iz (17), singulØrnaØ qast~ f.r. opredelØetsØ matriceæ plotnosteæ i ne zavisit ot potenciala. �to oznaqaet, qto singulØrnost~, vvedennaØ v α-yæ kanal, rasprostranØetsØ v nem so skorost~¸ c_α nezavisimo ot togo, vzaimodeæstvu¸t kanaly ili net.

(3) Sledu¸wie (po porØdku gladkosti) osobennosti fundamental~nogo rexeniØ sut~ skaqki ego regulØrnoæ qasti W . Soglasno (19), dlØ komponent w^α imeem: w^α(x, t) | | |^{t=τα (x)+0} t=τ_α (x)−0 = −ρ^{1/4}_α (0)

2ρ^{1/4}_α (x) x∫ 0 ( V^α_α + γ_α ρ^{1/2}_α ) (ξ) dξ, (30) Kaßdyæ iz skaqkov nahoditsØ v tom ße kanale i dvißetsØ s toæ ße skorost~¸, qto i poroßda¸waØ ego singulØrnost~; amplitudy skaqkov opredelØ¸tsØ diagonal~¸ potenciala i ne zavisØt ot perekrestnyh qlenov V^α_α , otvetstvennyh za vzaimodeæstvie kanalov.

Esli qislo rezonansnyh toqek na intervale (0, l) koneqno, to opisannymi vyxe skaqkami komponent w^α isqerpyva¸tsØ vse razryvy pervogo roda regulØrnoæ qasti W . Esli na (0, l) ime¸tsØ intervaly, v kotoryh plotnosti sovpada¸t, to skaqki mogut

60 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV imet~ i komponenty w^α, o qem budet skazano niße.

(4) Sledu¸waØ osobennost~ – razryvy proizvodnyh. Vozmoßny razryvy kak pervogo roda (skaqki), tak i vtorogo (beskoneqnye odnostoronnie predely).

(4)_1 Opixem skaqki proizvodnyh. Spravedlivy sootnoxeniØ ∂ ∂t w^α(x, t) | | | | t=τ_α(x)+0 t=τ_α(x)−0 = ( ρ_α(0) ρ_α(x) )_{1/4} V^α_α (0) ρ_α(0) − ρ_α(0)

, (31)

sledu¸wie iz (23) v silu lemmy 2. �ti osobennosti fundamental~nogo rexeniØ moßno interpretirovat~ kak slabye razryvy, poØvlØ¸wiesØ v sisteme za sqet vzaimodeæstviØ kanalov v moment t = 0 v toqke x = 0.

Vs¸du vne rezonansnyh toqek vypolneny sootnoxeniØ ∂ ∂t w^α(x, t) | | | | t=τ_α(x)+0 t=τ_α(x)−0 = ( ρ_α(0) ρ_α(x) )_{1/4} V^α_α (x) ρ_α(x) − ρ_α(x) , (32)

sledu¸wie iz (24) v silu lemmy 2. Oni opisyva¸t slabyæ razryv, kotoryæ induciruetsØ v α-tom kanale singulØrnost~¸, rasprostranØ¸weæsØ v α-om kanale. �tot razryv soprovoßdaet singulØrnost~, dvigaØs~ so skorost~¸ c_α.

Esli v sisteme rezonansnye toqki otsutstvu¸t, to sootnoxeniØ (30)–(32) da¸t isqerpyva¸wee opisanie glavnyh osobennosteæ regulØrnoæ qasti fundamental~nogo rexeniØ.

(4)_2 Razryvy vtorogo roda u proizvodnyh w^α mogut poØvit~- sØ tol~ko pri naliqii toqek rezonansa. Opixem ih v situacii, kogda imeetsØ odna takaØ toqka. Otdel~no rassmotrim sluqai I i II (opredeleniØ sm. v p. 8) i dadim ih dinamiqesku¸ interpretaci¸.

Sluqaæ I (sm. p. 9) ill¸striruet ris. 10 dlØ upravleniæ f_1 i f_2 sootvetstvenno.

Komponenty w^α nepreryvny, i vypolneny sootnoxeniØ

w^2_1(x_∗, τ_1(x_∗) + ε) = − 1 2 ( ρ_1(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^2_1 (x_∗)

ρ_∗R^{(r)}_1 ] ε^{1/r} + o(ε^{1/r}), (33)

w^1_2(x_∗, τ_2(x_∗)) − w^1_2(x_∗, τ_2(x_∗) − ε) =

= − 1 2 ( ρ_2(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^1_2 (x_∗)

ρ_∗R^{(r)}_2 ] ε^{1/r} + o(ε^{1/r} ), (34)

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 61

Ris. 10a

sledu¸wie iz (25) i (27) v silu lemmy 2.

SootnoxeniØm (33)–(34) moßno dat~ sledu¸wu¸ interpretaci¸: pri priblißenii volny, poroßdennoæ upravleniem f_α, k toqke rezonansa rastet krutizna soputstvu¸wego singulØrnosti izloma profilØ volny v α-om kanale. Skorost~ rosta opredelØetsØ porØdkom toqki rezonansa. V moment t = τ_α(x_∗) (t = t_2 na ris. 10) krutizna izloma stanovitsØ beskoneqnoæ: obrazuetsØ “lob”. Posle prohoßdeniØ toqki rezonansa krutizna izloma vnov~ stanovitsØ koneqnoæ.

Sluqaæ II (sm. p. 10) ill¸striruet ris. 11 dlØ upravleniæ f_1 i f_2 sootvetstvenno.

Komponenta w^2_1 nepreryvna; dlØ nee spravedlivy sootnoxeniØ

w^2_1(x_∗, τ_1(x_∗) + ε) = − 1 2 ( ρ_1(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^2_1 (x_∗)

ρ_∗R^{(r)}_1 ] ε^{1/r} + o(ε^{1/r}); (35)

62 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV

Ris. 10b

w^2_1(x, τ_∗(x)+ε) = − ( ρ_1(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^2_1 (x_∗)

ρ_∗R^{(r)}_1 ] ε^{1/r} +o(ε^{1/r} ), x > x_∗, (36)

sledu¸wie iz (25) i (28) v silu lemmy 2.

S dinamiqeskoæ toqki zreniØ asimptotiki (35)–(36) opisyva¸t sledu¸wiæ ffffekt: pri podhode volny k rezonansnoæ toqke krutizna ee perednego fronta vo vtorom kanale narastaet i stanovitsØ beskoneqnoæ v samoæ toqke rezonansa. Zatem obrazovavxiæsØ lob otdelØetsØ ot porodivxeæ ego singulØrnosti, obgonØØ ee i dvigaØs~ vo vtorom kanale so skorost~¸ c_2.

Komponenta w^1_2 nepreryvna; dlØ nee spravedlivy sootnoxeniØ

w^1_2(x_∗, τ_2(x_∗)) − w^1_2(x_∗, τ_2(x_∗) − ε) =

= − 1 2 ( ρ_2(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^1_2 (x_∗)

ρ_∗R^{(r)}_2 ] ε^{1/r} + o(ε^{1/r} ), (37)

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 63

Ris. 11a

w^1_2(x, τ^∗(x)) − w^1_2(x, τ^∗(x) − ε) =

= − ( ρ_2(0) ρ_∗ )_{1/4} [ V^1_2 (x_∗)

ρ_∗R^{(r)}_2 ] ε^{1/r} + o(ε^{1/r}), x > x_∗, (38)

sledu¸wie iz (27) i (29) v silu lemmy 2.

V fftom sluqae singulØrnost~ dvißetsØ po vtoromu kanalu i poroßdaet lob v pervom kanale pri prohoßdenii toqki rezonansa. V otliqie ot situacii s komponentoæ w^2_1, lob dvißetsØ v pervom kanale so skorost~¸ c_1 i otstaet ot porodivxeæ ego singulØrnosti.

Kak moßno pokazat~, poØvlenie lba vsegda vedet k poØvleni¸ beskoneqnyh odnostoronnih predelov u proizvodnyh komponent w^β_α po x, t. PoØvlenie lba pokazyvaet, qto v toqke x = x_∗ osobennost~, induciruemaØ singulØrnost~¸ v protivopoloßnom kanale, stano-

64 M. I. BELIXEV, A. V. ZUROV

Ris. 11b

vitsØ sil~nee. Moßno skazat~, qto v toqke sovpadeniØ skorosteæ svØz~ meßdu kanalami usilivaetsØ. Poslednim i motiviruetsØ termin “rezonansnaØ toqka”, kotoryæ my ispol~zuem.

(5) Interesnoæ okazyvaetsØ situaciØ, kogda plotnosti sovpada¸t na intervale: v fftom sluqae mehanizm obrazovaniØ skaqkov komponent w^α opisan v konce p. 6. S dinamiqeskoæ toqki zreniØ, rezonans na intervale usilivaet vzaimodeæstvie meßdu kanalami nastol~ko, qto osobennost~ v protivopoloßnom kanale stanovitsØ ewe bolee rezkoæ: lob prevrawaetsØ v skaqok.

Literatura

1. M. Brodskiæ, Treugol~nye i ßordanovy predstavleniØ lineænyh opera-

torov. Nauka, Moskva (1969).

M. Belishev, A. Zurov. The effects connected with coincidence of velocities in the two-velocities dynamical system.

�FFEKTY, SV˚ZANNYE S SOVPADENIEM SKOROSTE` 65 The paper deals with the system ρu_{tt} − u_{xx} + V u = 0, x > 0, t > 0; u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0; u|_{x=0} = f, where ρ = ρ(x) and V = V (x) are 2 × 2-matrix functions; ρ = diag {ρ_1, ρ_2}, ρ_α > 0; f is a boundary control; u = u(x, t) is the solution. The singularities of the fundamental solution corresponding to the controls (_δ 0 ) and (_0 δ ) (δ = δ(t) is the Dirac δ-function) are under investigation. In the case of ρ_1(x) ≠ ρ_2(x) the singularities of the fundamental solution are described in terms of the standard scale δ, ∫ δ, ∫∫ δ, . . . . In the presence of points x = x_∗ : ρ_1(x_∗) = ρ_2(x_∗) an interesting effect occurs: the singularities of intermediate (fractional) orders appear.

Postupilo 1 noØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet