Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2000 g.

V. M. Babiq, D. B. Dement~ev, B. A. Samokix, V. P. SmyxlØev

O RASSE˚NII VYSOKOQASTOTNO` VOLNY VERXINO` PROIZVOL^NOGO KONUSA

SingulØrnye napravleniØ

1. Vvedenie. Ishodnye formuly

OboznaqeniØ blizki k takovym rabot [1–4], k kotorym nasto- ØwaØ rabota primykaet po tematike. PredpolagaetsØ, qto volnovoæ process opisyvaetsØ uravneniem Gel~mgol~ca:

Δu + k^2u = 0. (1.1)

RassmatrivaetsØ zadaqa rasseØniØ ploskoæ volny e^{ikω0x}, (gde x = (x_1, x_2, x_3), k = −kω_0, sootvetstvu¸wiæ volnovoæ vektor, ω_0 – ediniqnyæ vektor) na konuse Ξ proizvol~noæ formy, na poverhnosti kotorogo vypolnØ¸tsØ klassiqeskie odnorodnye kraevye usloviØ Dirihle ili Neæmana.

Izvestno [1], qto volnovoe pole rassmatrivaemoæ zadaqi moßno v toqke x = rω (r = |x|, ω – ediniqnyæ vektor) predstavit~ integralom: G(r, ω, ω_0) = e^{πi/4} √ 2π(kr)^{−1/2} ∫ W e^{−ikr cos s}Φ(ω, ω_0, s)ds, (1.2) gde Φ(ω, ω_0, s) = i π ∫ γ e^{−iνs}νg(ω, ω_0, ν)dν. (1.3) Zdes~ g(ω, ω_0, ν) – funkciØ Grina, toqnee, g – rexenie sledu¸weæ kraevoæ zadaqi na sfere S^2 = {ω : |ω| = 1} (ω – ediniqnyæ vektor, naqal~naØ toqka kotorogo sovpadaet s verxinoæ O konusa Ξ i, takim obrazom, toqka O – centr sfery S^2, my predpolagaem

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke grantov INTAS-RFFI 95-0012, 98-01-00197, 99-01-00107. 7

8 V. M. BABIQ I DR.

takße, qto naqal~naØ toqka vektora ω_0 toße sovpadaet s toqkoæ O): ( ~Δ + ν^2 − 1 4 ) g = δ(ω, ω_0), ω ∈ M , ω_0 ∈ M, M = S^2 \ Ξ, Bg | ∂M = 0, (1.4)

B = { 1, dlØ usloviØ Dirihle ∂ ∂m , dlØ usloviØ Neæmana.

gde m – normal~ k ∂M , kasatel~naØ k S^2, ~Δ – operator Laplasa na sfere po peremennoæ ω.

Kontur integrirovaniØ γ ohvatyvaet osobennosti po ν funkcii Grina g (sm. ris. 1) (oni oboznaqeny krestikami):

Ris. 1. Kontur fl.

Kontur W izobraßen na ris. 2:

Ris. 2. Kontur W.

PrimenØØ k integralu (1.2) metod perevala, (toqka perevala ravna π) moßno poluqit~ vyraßenie dlØ sferiqeskoæ volny

O RASSE˚NII VYSOKOQASTOTNO` VOLNY 9

G_{diff}(ω, ω_0, r), rasseØnnoæ verxinoæ konusa ([1]):

G_{diff}(ω, ω_0, r) ∼ 2π e^{ikr} kr f(ω, ω_0), (1.5)

gde f tak nazyvaemaØ diagramma napravlennosti volny G_{diff}. Ona vyraßaetsØ integralom:

f(ω, ω_0) = i π ∫ γ e^{−iπν} νg(ω, ω_0)dν; ω, ω_0 ∈ S^2. (1.6) Diagramma napravlennosti f(ω, ω_0) gladka vs¸du krome tak nazyvaemyh singulØrnyh napravleniæ. OkazyvaetsØ ω (ω_0 fiksirovano) sootvetstvuet singulØrnomu napravleni¸, esli na luqe x = rω, 0 ⩽ r < ∞ pole luqeæ imeet singulØrnost~ – naprimer v napravlenii ω front volny, otraßennoæ ot poverhnosti konusa, kasaetsØ fronta sferiqeskoæ volny, rasseØnnoæ verxinoæ konusa. Vblizi sootvetstvu¸wih napravleniæ vyraßenie (1.5)– (1.6) ne opisyvaet povedeniØ volnovogo polØ. Formuly, opisyva¸wie volnovoe pole, dostatoqno sloßny. V naibolee prostom i tipiqnom sluqae, kotoromu i posvØwena nastoØwaØ rabota, pole udaetsØ opisat~ s pomow~¸ funkciæ paraboliqeskogo cilindra. Sm. takße raboty [1, 5–7], soderßawie drugie podhody k fftoæ probleme.

2. Ob osobennostØh funkciæ Φ(ω, ω0, s) i f(ω, ω0)

Osobennosti Φ i f = Φ | s=π svØzany tol~ko s beskoneqnoæ qast~¸ kontura γ, ibo integral po koneqnoæ qasti – beskoneqno differenciruemaØ funkciØ. Podintegral~naØ funkciØ v (1.3) ffksponencial~no mala v qetvertom kvadrante Re ν > 0, Im ν < 0, esli Im ν → −∞, tak qto osobennosti Φ i f svØzany tol~ko s verhneæ qast~¸ kontura.

V otsutstvii konusa Ξ funkciØ Grina v (1.3) ravna

g^∘ = g^∘(ω, ω_0, ν) = −1 4 cos πν

P_{ν−1/2}(cos(π − θ)) (2.1)

(indeks ∘ oznaqaet, qto M = S^2, P_{ν−1/2} i v dal~neæxem Q_{ν−1/2} i Q_{ν−1/2} funkcii Leßandra sm. [8], θ – rasstoØnie vdol~ sfery meßdu ω i ω_0).

10 V. M. BABIQ I DR.

Zamenim P_{ν−1/2} po formule

P_{ν−1/2}(cos ϑ) = Q^{ν−1/2}

(cos ϑ − i0) − Q_{ν−1/2}(cos ϑ + i0) πi , (2.2) gde Qν−1/2(x ± i0) = Qν−1/2(x) ∓^{πi}_2 Pν−1/2(x). (2.3) Funkcii Q_{ν−1/2} ime¸t asimptotiku

Qν−1/2(cos ϑ ± i0) = √ π 2ν sin ϑ exp [ ∓i ( νϑ + π 4 )] ( 1 + O ( 1 ν )) (2.4) 0 < ε ⩽ ϑ ⩽ π − ε ε > 0 (sm. [8]). Zamenim cos πν po formule �ælera: cos πν =^{eiπν +e} �iπν 2 i pol~zuØs~ neravenstvom: |e^{iπν}/e^{−iπν} | < 1, Im ν > 0, razloßim 1/ cos πν v geometriqesku¸ progressi¸. Togda vyraßenie v (2.1) moßno perepisat~ v vide rØda:

g^∘ = ( − 1 2πi ) ∞∑ j=0 Qν−1/2(cos(π − θ) − i0)e^{iπν(2j+1)}(−1)^j− −Qν−1/2(cos(π − θ) + i0)e^{iπν(2j+1)}(−1)^{j]} . (2.5)

Ispol~zuØ asimptotiqesku¸ formulu (2.4), netrudno zametit~, qto asimptotika pervogo (j = 0) qlena rØda takova: e^{iπν} −2πi Q^{ν−1/2} (cos(π − θ) − i0) ∼

∼ − i 4 √ 2 νπ sin θ e^{i(νθ−π/4)}(1 + O(1/ν)) (2.6)

ε ⩽ θ ⩽ π − ε. �tot qlen imeet smysl interpretirovat~ kak volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ ot istoqnika – “severnogo pol¸sa” ω_0 na sfere

O RASSE˚NII VYSOKOQASTOTNO` VOLNY 11 S^2. (Napominaem, qto θ est~ rasstoØnie meßdu ω_0 i ω na sfere S^2). Veliqina ν igraet rol~ volnovogo qisla. Sledu¸wie qleny rØda moßno traktovat~ kak rezul~taty posledovatel~nosteæ fokusirovki volny v severnom i ¸ßnom pol¸sah sfery S^2. VernemsØ k formulam (1.2)–(1.3) i zamenim g pada¸weæ volnoæ (2.6). Glavnyæ qlen osobennosti pada¸weæ volny opisyvaetsØ integralom i π ∫ γ+ e^{−iνs} ( − i 4 ) √ 2 νπ sin θ e^{i(νθ−π/4)}ν dν ∼

∼ √ 2 sin θ 1 4π^{3/2} e^{−iπ/4} ∞∫ −∞ ν^{1/2}_+ e^{iν(θ−s)}dν, (2.7) gde γ_+ – qast~ kontura γ, leßawaØ v poluploskosti Im ν ⩾ 0,

ν^{1/2}_+ = { ν^{1/2}, ν > 0 0, ν ⩽ 0. Sprava v (2.7) stoit s toqnost~¸ do mnoßitelØ preobrazovanie Fur~e funkcii ν^{1/2}_+ . Ispol~zuØ izvestnoe vyraßenie dlØ fftogo preobrazovaniØ: +∞∫ −∞ ν^{1/2}_+ e^{iν(θ−s)}dν = ie^{iπ/4} 1 2 √ π(θ − s + i0)^{−3/2}, poluqim vyraßenie dlØ osobennosti pada¸weæ volny: i √ 2 8π 1 √ sin θ

(θ − s + i0)^{−3/2}. (2.8)

Pada¸waØ volna otraßaetsØ ot granicy oblasti M ⊂ S^2. Netrudno vyvesti formulu dlØ otraßennoæ volny, ispol~zuØ dlØ fftoæ celi luqevoæ metod na poverhnosti sfery (sm. Priloßenie). Imeem:

Φ_r ∼ ε_1ε_2 √ | sin(θ_0 + θ_1) +^{2 sin θ0 sin θ1}

ρ_g cos ψ | i √ 2 8π (θ − s + i0)^{−3/2}. (2.9)

12 V. M. BABIQ I DR.

Zdes~^1_{ρg} – geodeziqeskaØ krivizna ∂M , ψ ugol padeniØ, ε_1 = −1 dlØ graniqnogo usloviØ Dirihle, ε_1 = 1 dlØ usloviØ Neæmana, ε_2 = 1, esli na puti otraßennogo luqa net kaustiki, ε_2 = −i, esli imeetsØ odna toqka kaustiki, θ_0 luqevoe rasstoØnie do toqki padeniØ, θ_1 dlina otraßennogo luqa. Zdes~^1_{ρg} > 0 (sootvetstvenno, < 0), esli “vektor krivizny” (t.e. kovariantnaØ proizvodnaØ v “poloßitel~nom” napravlenii ediniqnogo vektora kasatel~noæ k ∂M po dline dugi) sovpadaet (sootv. protivopoloßen) po napravleni¸ s vnexneæ normal~¸ k ∂M . Formula (2.9) – sferiqeskiæ variant horoxo izvestnoæ formuly dlØ volny, rasprostranØ¸weæsØ iz toqeqnogo istoqnika kolebaniæ i otraßennoæ krivoæ linieæ (ploskaØ zadaqa). My predpoloßim, qto θ_0 < π, θ_1 < π. V fftom sluqae moßet suwestvovat~ ne bolee odnoæ toqki kaustiki na otraßennom luqe. Esli toqka kaustiki suwestvuet i ne sovpadaet s toqkoæ nabl¸deniØ, to

sin(θ_0 + θ_1) +

2 sin θ_0 sin θ_1 ρ_g cos ψ < 0. �to vyraßenie poloßitel~no, esli na otraßennom luqe net toqek kaustiki. DlØ nas interesen sluqaæ, kogda θ_0 + θ_1 blizko k π, togda Φ ∼ iε_1ε_2 √ cos ψ 8π √ sin θ_0 ( 1 |ρ_g| )_{−1/2} (θ − s + i0)^{−3/2}. (2.10)

Zdes~ θ = θ_0 + θ_1.

Iz togo, qto f = Φ | s=π sleduet, qto glavnyæ qlen osobennosti f raven: f(ω, ω_0) ∼ iε_1ε_2 √ cos ψ 8π √ sin θ_0 ( 1 |ρ_g| )_{−1/2} (θ − π + i0)^{−3/2}, (2.11)

gde ε_1 imeet to ße znaqenie, qto i ran~xe, a

ε_2 = { 1, esli^1_{ρg} > 0

−i, esli^1_{ρg} < 0.

(2.12)

3. Formuly dlØ volnovogo polØ

Kak uße otmeqalos~, vklad v asimptotiku integrala (1.2) (k → +∞) stacionarnoæ toqki s = π, vyqislØemyæ po metodu perevala daet G_{diff} – volnovoe pole, rasseØnnoe verxinoæ konusa.

O RASSE˚NII VYSOKOQASTOTNO` VOLNY 13 Klassiqeskiæ variant metoda perevala ne udaetsØ primenit~, esli osobennost~ funkcii Φ(ω, ω_0, s) nahoditsØ blizko ot toqki s = π. Pust~ napravlenie ω takovo, qto osobennost~ “otraßennoæ volny Φ_r” sovpadaet s toqkoæ s = π, t.e. θ = θ_0 + θ_1 = π. �to singulØrnoe napravlenie. Moßno pokazat~, qto v fftih napravleni- Øh front otraßennoæ volny kasaetsØ fronta volny, rasseØnnoæ verxinoæ konusa (sm. ris. 3)

Ris. 3. SingulØrnoe napravlenie i volnovye fronty.

My hotim poluqit~ priblißennoe vyraßenie dlØ volnovogo polØ v okrestnosti singulØrnogo napravleniØ. Ishodim iz formuly (1.2) dlØ polnogo volnovogo polØ rassmatrivaemoæ zadaqi. Iskomoe vyraßenie dast integrirovanie po okrestnosti sedlovoæ toqki s = π. Posle nebol~xih vyqisleniæ v pervom priblißenii poluqaem:

G_{diff} ∼ e^{πi/4} √ 2πe^{ikr} √ kr ×

× +∞∫ −∞ e^{−i krs22} iε_1ε_2 √ cos ψ 8π sin θ_0 ( 1 |ρ_g| )_{−1/2} (θ − π − s + i0)^{−3/2}ds (3.1)

ili G_{diff} ∼ e^{πi/4} √ 2πe^{ikr}ε_1ε_2 √ cos ψ 8π √ kr sin θ_0 ( 1 |ρ_g| )_{−1/2} F (α, k), (3.2) gde F (α, k) = +∞∫ −∞ e^{− ikr2 s2} (α − s + i0)^{−3/2} ds (3.3)

α = θ − π = θ_0 + θ_1 − π

14 V. M. BABIQ I DR.

4. Asimptotika F (α, k) i sopostavlenie rezul~tatov vyqisleniØ f(ω, ω_0) i volnovogo polØ v singulØrnoæ zone

Pust~ kr → +∞. Netrudno poluqit~ asimptotiku funkcii F (α, k) metodom perevala. SedlovaØ toqka s = 0, stacionarnyæ kontur dlØ funkcii −i^{s2}_2 est~ prØmaØ liniØ s = e^{− iπ}4 λ, −∞ < λ < +∞. Podyntegral~naØ funkciØ imeet osobennost~ v toqke s = α. Qtoby sdelat~ odnoznaqnoæ podintegral~nu¸ funkci¸, provedem prØmolineænyæ razrez v verhneæ poluploskosti ot osoboæ toqki α do α + i∞. Esli α > 0 (oazis), vklad v asimptotiku F daet tol~ko sedlovaØ toqka s = 0. Esli α < 0, sleduet dopolnit~ stacionarnyæ kontur petleæ vokrug razreza. Vklad v asimptotiku F da¸t teper~ toqki s = 0 i s = α.

Vklad toqki s = 0 – ffto volna, rasseØnnaØ verxinoæ konusa, vklad toqki s = α svØzan s geometro-optiqeskoæ volnoæ, otraßennoæ ot poverhnosti konusa. My interesuemsØ tol~ko vkladom toqki s = 0. Soglasno metodu perevala, fftot vklad raven e^{− iπ4} √ 2π √ kr (α + i0)^{−3/2}. (4.1)

PodstavlØØ (4.1) v vyraßenie (3.1)–(3.3) dlØ volnovogo polØ, poluqaem: 2π e^{ikr} kr ( iε_1ε_2 √ cos ψ 8π sin θ_0 ( 1 |ρ_g | )_{−1/2} (θ − π + i0)^{−3/2} ) . (4.2)

Takim obrazom, my prixli k vyraßeni¸ vida (1.5), gde rol~ f(ω, ω_0) igraet vyraßenie v skobkah, identiqnoe vyraßeni¸ (2.11). �to govorit o soglasovannosti rezul~tatov punkta 2 i asimptotiqeskih formul (3.2) i (3.3).

5. Vyvod formuly dlØ volnovogo polØ v okrestnosti singulØrnogo napravleniØ

Legko naæti vyraßenie dlØ funkcii F (α, k) v terminah funkciæ paraboliqeskogo cilindra. Sdelaem zamenu peremennoæ s √ kr = ζ v integrale (3.3):

F (α, k) = (kr)^{1/4}h_{−3/2}(β), (5.1)

O RASSE˚NII VYSOKOQASTOTNO` VOLNY 15 gde β = α √ kr, h_p(β) := +∞∫ −∞ e^{−i ζ22} (β − ζ + i0)^pdζ. (5.2)

Ispol~zuØ izvestnoe vyraßenie dlØ funkciæ paraboliqeskogo cilindra (sm. [8]):

D_p(z) = 1 √ π 2^{p+1/2}e^{− π2 pi}e^{z24} +∞∫ −∞ (x + i0)^pe^{−2x2+2ixz}dx (5.3)

netrudno poluqit~ lineænoæ zamenoæ peremennoæ

h_p(β) = √ 2π e^{−i β24} e^{−i π4} e^{i πp2} D_p(βe^{− iπ4} ). (5.4) Pri p = −^3_2 , poluqim:

h_− 3_2 (β) = √ 2π e^{−i β24} e^{− 5πi8} D_− 3_2 (βe^{−i π4} ). (5.5)

Qtoby poluqit~ vyraßenie dlØ G_{diff} (sm. (3.2)), dostatoqno podstavit~ (5.1) i (5.5) v (4.2):

G_{diff} ∼ ie^{− 3πi8} e^{ikr}ε_1ε_2 √ cos ψ 4(kr)^{1/4} sin θ_0 ( 1 |ρ_g| )_{−1/2} e^{−i β24} D_− 3_2 (βe^{− π4 i}), (5.6) gde β = √ kr(θ_0 + θ_1 − π).

6. Priloßenie My ispol~zovali v razdelah 3–4 formuly dlØ osobennosteæ funkcii Φ(ω, ω_0, s) = i π ∫ γ e^{−iνs}νg(ω, ω_0, ν)dν. (P.1) Netrudno zametit~, qto Φ(ω, ω_0, s) est~ rexenie differencial~- nogo uravneniØ: ∂^2 ∂s^2 Φ = ( ~Δ − 1 4 ) Φ. (P.2)

Operator ~Δ est~ operator Laplasa na ediniqnoæ sfere. Uravnenie (P.2) – volnovoe uravnenie, gde s – “vremØ”. Osobennosti

16 V. M. BABIQ I DR.

pada¸weæ volny opisyva¸tsØ formuloæ (2.8). Opixem process rasprostraneniØ osobennosteæ. (Sm. napr. [9]). Pust~ funkciØ u udovletvorØet uravneni¸ (P.2) i imeet osobennost~

u ∼ u_0(ω)(s − τ (ω) − i0)^{−3/2} + u_1(ω)(s − τ (ω) − i0)^{−1/2} + . . . . (P.3)

Podstavim (P.3) v uravnenie (P.2) i priravnØem qleny stepeneæ ( −^7_2 ) i ( −^5_2 ) v obeih qastØh uravneniØ. Pust~ q_1, q_2 regulØrnaØ sistema koordinat v rassmatrivaemoæ oblasti na sfere S^2 i pust~ kvadrat fflementa dliny (pervaØ gaussova kvadratiqnaØ forma) raven ds^2 = g_{ij}dq^idq^j, (P.4) togda ~Δ = 1√ g ∂ ∂q^i ( g^{ij} √ g ∂ ∂g^j (. . . ) ) , (P.5)

gde (g^{ij}) matrica, obratnaØ k matrice (g_{ij}) i g = det(g_{ij}). Prostye vykladki da¸t uravnenie ffækonala dlØ τ : g^{ij} ∂τ ∂q^i ∂τ ∂q^j = 1 (P.6)

i uravnenie perenosa dlØ u_0: 2g^{ij} ∂τ ∂q^i ∂u_0 ∂q^j + u_0 ~Δτ = 0. (P.7)

Rexenie uravneniæ (P.6–P.7) sostavlØet suwestvo “luqevogo metoda” (sm. napr. [7]). Zdes~ luqi – geodeziqeskie linii na sfere, t.e. rexeniØ variacionnogo sootnoxeniØ: δ ∫ √ g_{ij}dq^idq^j = 0. V sluqae sfery S^2 ffto bol~xie krugi na sfere S^2.

V interesu¸wem nas sluqae ime¸tsØ dve volny: “pada¸waØ” volna (sm. formulu (2.8)) u^{inc} ∼ u^{inc}_0 (s − θ − i0)^{−3/2} + . . . ∼ i √ 2 8π 1 √ sin θ

(θ − s + i0)^{−3/2} + . . . (P.8)

O RASSE˚NII VYSOKOQASTOTNO` VOLNY 17 i “otraßennaØ”:

u^r ∼ u^r_0(s − τ^r − iO)^{−3/2} + . . . . (P.9)

My zanimaemsØ zadaqeæ otraßeniØ volny: my dolßny poluqit~ formulu dlØ u^r, ispol~zuØ uravneniØ (P.6–P.7) i graniqnye usloviØ

(u^{inc} + u^r) | ∂M = 0 ili ∂ ∂m (u^{inc} + u^r) | ∂M = 0. (P.10)

“Otraßennyæ” ffækonal τ^r raven summe dlin dug bol~xih krugov na sfere S^2 : (|ω_0s|+|sω|), otraßennyh po pravilu: “ugol padeniØ raven uglu otraßeniØ”.

Vyraßenie dlØ rexeniØ uravneniØ perenosa (P.7) horoxo izvestno:

u_0 = α √ 1 |J| , (P.11)

gde J – “geometriqeskoe rashoßdenie”, kotoroe opredelØetsØ kak^{D(x,y,z)} D(s,γ1,γ2) . Zdes~ x, y, z dekartovy koordinaty, s – dlina du-

gi vdol~ luqa, γ_1, γ_2 – luqevye koordinaty; v naxeæ situacii J =^{dY}_{dγ} | |_{γ=γ0} , esli Y (s, γ) – rasstoØnie po normali ot toqki s rassmatrivaemogo fiksirovannogo luqa do luqa sootvetstvu¸- wego parametru γ. Fiksirovannyæ luq sootvetstvuet parametru γ_0. Iz variacionnogo isqisleniØ izvestno, qto J ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ ˚kobi dlØ luqa – ffkstremali integrala Ferma ∫ √ g_{ij}dq^idq^j. My predpolagaem, qto J ≠ 0, funkciØ α = const na kaßdom luqe luqevogo polØ, sootvetstvu¸wego ffækonalu τ .

Vyvedem formulu dlØ geometriqeskogo rashoßdeiØ otraßœnnoæ volny. Nax podhod po-suwestvu ffkvivalenten podhodu M.M.Popova (sm. [10]).

Naædœm vid uravneniØ ˚kobi. Kak izvestno, uravnenie ˚kobi sovpadaet s uravneniem �ælera dlØ vtoroæ variacii. V sluqae sfery geodeziqeskie sovpada¸t s bol~ximi krugami sfery. Vyberem sferiqesku¸ sistemu koordinat φ, θ tak, qtoby rassmatrivaemaØ geodeziqeskaØ sovpala s ffkvatorom θ =^π_2 . Variacionnoe uravnenie geodeziqeskoæ imeet vid: δ ∫ √ dθ^2 + sin^2 θdφ^2 = 0 (Π.12)

18 V. M. BABIQ I DR.

Naædœm vyraßenie dlØ vtoroæ variacii dlØ qego poloßim v formule (Π.12) θ =^π_2 + y i razloßim podintegral~noe vyraßenie po stepenØm y i y^′. Integral ot kvadratiqnyh qlenov fftogo razloßeniØ ∫ 1 2 (y^{′2} − y^2) dφ

i est~ vtoraØ variaciØ funkcionala (Π.12) Sootvetstvu¸wee uravnenie �ælera imeet vid:

y^{′′} + y = 0 (Π.13)

�to i est~ iskomoe uravnenie ˚kobi.

Uravnenie (Π.13) moßno bylo by poluqit~, podstavlØØ v uravnenie �ælera θ =^π_2 + y, razlagaØ levu¸ qast~ fftogo uravneniØ po stepnØm y, y^′, y^{′′} i ostavlØØ lix~ lineænye qleny fftogo razloßeniØ.

Rexenie uravneniØ (Π.13), obrawa¸weesØ v nol~ pri φ = 0, s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ ravno sin φ. �to soglasuetsØ s formuloæ (2.8). Iz nee takße sleduet, qto α =^{√2}_{−8π} (sm. (Π.3) i (Π.11) ). Amplitudnyæ mnoßitel~ dlØ otraßennoæ volny imeet vid^{√2ε1ε2}_{−8π}√_y . Smysl mnoßiteleæ ε_1, ε_2 ukazan v razdele 2, y - rexenie uravneniØ (Π.13), kotoroe my naædem, uqityvaØ graniqnye usloviØ v toqke otraßeniØ, k qemu my i perehodim. Vyvod iskomyh usloviæ my poluqim iz geometriqeskih soobraßeniæ, lineariziruØ sootvetstvu¸wie graniqnye usloviØ po y i y^′ vblizi toqki otraßeniØ fiksirovannogo luqa.

Uslovie τ^{inc} | ∂M = τ^r | ∂M vkl¸qaet ravenstvo ugla padeniØ i ugla otraßeniØ. Pust~ AB pervaØ geodeziqeskaØ, BC ee otraßenie na granice ∂M , A^′B^′ – vtoraØ geodeziqeskaØ, blizkaØ k AB, B^′C^′ ee otraßenie ot granicy ∂M .

Ris. 4. Otraßenie geodeziqeskoæ ot granicy.

O RASSE˚NII VYSOKOQASTOTNO` VOLNY 19 Pust~ y_1(s) – rasstoØnie vdol~ normali v toqke s k geodeziqeskoæ AB ot linii A^′B^′, ili, (qto to ße) uravnenie linii A^′B^′ v klassiqeskoæ sisteme koordinat s, n, gde s est~ dlina dugi AB i n rasstoØnie vdol~ geodeziqeskoæ normal~noæ k AB. My predpolagaem, qto y_1(s), dy_1/ds maly, togda v pervom priblißenii dy_1/ds est~ ugol meßdu liniØmi AB i A^′B^′. Pust~ s, y_2 klassiqeskaØ sistema koordinat “dlina dugi (s) – normal~ (y_2)” na BC i y_2 = y_2(s) uravnenie geodeziqeskoæ B^′C^′ v fftoæ koordinatnoæ sisteme. Oqevidno, dy_2/ds (v pervom priblißenii) ugol meßdu BC i B^′C^′. Pervoe graniqnoe uslovie v toqke otraßeniØ B takovo:

y_1(B) = y_2(B). (P.14)

V samom dele: kak vidno iz ris. 4:

y_1(B) = |BD_1| = |BB^′| sin ∠BB^′D_1,

y_2(B) = |BD_2| = |BB^′| sin ∠BB^′D_2,

pri fftom ∠BB^′D_1 = ∠BB^′D_2, poskol~ku ugol padeniØ raven uglu otraßeniØ.

Vozvedem normali krivoæ ∂M v toqkah B i B^′ i rassmotrim raznost~ uglov y^′_2(B) i y^′_1(B). Esli by ffti normali byli parallel~ny, raznost~ uglov byla by ravna nul¸. Pust~ ugol meßdu normalØmi raven χ, togda ffta raznost~ ravna 2χ, t.e.

y^′_2(B) − y^′_1(B) = 2χ.

Iz formul |BB^′| = y_1(B)/ sin ∠ABB^′ i^χ_{|BB}0_| = ρ^{−1}_g , gde ρ^{−1}_g geodeziqeskaØ krivizna, vytekaet graniqnoe uslovie:

y^′_2(B) − y^′_1(B) =

2y_1(B) ρ_g cos ψ

. (P.15)

Zdes~ ψ =^π_2 − ∠ABB^′. Iskomye graniqnye usloviØ – ffto sootnoxeniØ (P.14) i (P.15). Uravnenie (P.13) i usloviØ (P.14) i (P.15) – ffto rezul~tat linearizacii sootvetstvu¸wih sootnoxeniæ po y_j j = 1, 2. RexeniØ poluqennyh uravneniæ net neobhodimosti sqitat~ “malymi”.

VernemsØ k formule (P.8). Teper~ moßno poluqit~ analitiqeskoe vyraßenie dlØ u^r_0 (sm. (P.9)).

20 V. M. BABIQ I DR.

Iz formuly (P.8) vytekaet: u^{inc}_0 = − √ 2 8π √ sin θ

. (P.16)

Esli poloßit~ dlØ udobstva s = θ, my poluqim iz (P.16) s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ y_1(s) = sin θ. Iwem y_2(s) = y_2(θ) v vide (sm. uravnenie (P.13))

y_2(θ) = D cos(θ − θ_0) + E sin(θ − θ_0), gde θ_0 – znaqenie θ v toqke B. Ispol~zuØ graniqnye usloviØ (P.14)–(P.15), poluqim

D = sin θ_0, E = cos θ_0 +

2 sin θ_0 ρ_g cos ψ , otkuda y_2(s) = sin θ +

2 sin(θ − θ_0) sin θ_0 ρ_g cos ψ

. (P.17)

Zdes~ s = θ. PolagaØ θ = θ_0 + θ_1, gde θ_1 – dlina otraßennogo luqa, poluqim:

y_2(s) = sin(θ_0 + θ_1) +

2 sin θ_0 sin θ_1 ρ_g cos ψ

. (P.18)

Iz (P.18) vytekaet iskomoe vyraßenie dlØ u^r_0:

u^r_0 = −ε_1ε_2 √ 2 8π 1 √ |y_2| =

−ε_1ε_2 √ 2 8π | |sin(θ_0 + θ_1) + 2 sin(θ^0) sin θ^1 ρ_g cos ψ | |^{−1/2} . (P.19)

Literatura

1. V. P. Smyshlyaev, On the diffraction of waves by cone at high frequencies.

Preprint LOMI, E-9-89, Leningrad (1989), 1–27.

2. V. P. Smyshlyaev, Diffraction by cones at high frequencies. Wave Motion, 12, 329–339 (1990).

3. V. M. Babich, D. B. Dement’ev, and B. A. Samokish, On the diffraction of high-frequency waves by a cone of arbitrary shape. Wave Motion, 21, 203–207 (1995).

4. V. M. Babich, V. P. Smyshlyaev, D. B. Dement’ev, and B. A. Samokish, Numerical calculation of the diffraction coefficients for an arbitrary shaped perfectly

O RASSE˚NII VYSOKOQASTOTNO` VOLNY 21

conducting cone. IEEE Transaction on Antennas and Propagations, 44, No. 5, 740–747 (1996).

5. V. A. Borovikov, DifrakciØ na mnogougol~nikah i mnogogrannikah. 1996.

6. J. Cheeger, M. E. Taylor, On diffraction of waves by conical singularities 1, 2.

Comm. Pure Appl. Math., 35(3), 35(4), 275–331, 487–529 (1982).

7. A. L. BrodskaØ, A. V. Popov, S. A. Hiosskiæ, Asimptotika volny otraßennoæ konusom v poluteni. Vseso¸znyæ simpozium po difrakcii i rasprostraneni¸ radiovoln, Moskva-Erevan, 1, 227–231 (1973).

8. I. M. Ryßik, I. S. Gradxteæn, Tablicy integralov, summ, rØdov i proizvedeniæ. GITTL, M., 1951.

9. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, Asimptotiqeskie metody v zadaqah difrakcii korotkih voln. M., Nauka, 1972, 472 s.

10. M. M. Popov, O vyqislenii geometriqeskogo rashoßdeniØ v neodnorodnoæ srede s gladkimi granicami razdela. Preprint LOMI, P-3-77, Leningrad, 1977.

Babich V. M., Dement’ev D. B., Samokish B. A., and Smyshlyaev V. P. Scattering of a highfrequency wave by the vertex of an arbitrary cone. (Singular directions.)

A new approach to the obtaining of the analytical expression for the wave scattered by an arbitrary cone vertex in the singular directions is considered. The spherical front of the wave, propagating from the vertex of the cone tangents the front of the wave, reflected by the cone surface in this “singular” directions. The wave field is expressed in the terms of the parabolic cylinder functions.

Postupilo 9 sentØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet