Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

G. V. Kuz~mina

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII V SEME`STVAH SISTEM OBLASTE` OBWEGO VIDA

Vvedenie

V zadaqah ob ffkstremal~nom razbienii rassmatrivaetsØ vopros o maksimume funkcionala M(D), opredelennogo na dopustimom semeæstve sistem D nenalega¸wih oblasteæ D_i i predstavlØ¸wego soboæ lineænu¸ kombinaci¸ funkciæ oblasteæ D_i. Naqalo teorii zadaq ob ffkstremal~nom razbienii poloßila izvestnaØ rabota Dß. Dßenkinsa (sm. [1]), v kotoroæ rassmatrivaetsØ semeæstvo sistem dvusvØznyh oblasteæ i qetyrehugol~- nikov na rimanovoæ poverhnosti.

Razvitie teorii zadaq ob ffkstremal~nom razbienii proishodilo posredstvom rasxireniØ dopustimogo semeæstva oblasteæ i vvedeniØ ponØtiæ privedennyh moduleæ oblasteæ special~nogo vida. V rabotah [2–7] poluqeny obwie rezul~taty v zadaqah ob ffkstremal~nom razbienii, v kotoryh v qisle funkciæ oblasteæ dopustimogo semeæstva rassmatriva¸tsØ moduli dvusvØznyh oblasteæ, privedennye moduli M (D_i, b_i) odnosvØznyh oblasteæ D_i otnositel~no toqek b_i ∈ D_i i privedennye moduli dvuugol~nikov special~nogo vida otnositel~no ih verxin. �ti rezul~taty ustanavliva¸t opredelØ¸wu¸ rol~ kvadratiqnyh differencialov s prostymi pol¸sami i pol¸sami vtorogo porØdka kaßdogo iz vozmoßnyh tipov v rassmatrivaemom kruge voprosov i poluqili raznoobraznye priloßeniØ (sm., naprimer, [8]).

V dannoæ rabote rezul~taty v zadaqah ob ffkstremal~nom razbienii rasprostranØ¸tsØ na semeæstvo sistem oblasteæ, soderßawih oblasti, podobnye v malom koncevym i polosoobraznym oblastØm kvadratiqnyh differencialov, ime¸wih pol¸sy po-

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 97-01-00259). 157

158 G. V. KUZ^MINA

rØdkov > 3.

V §1 privodØtsØ nekotorye iz naibolee prostyh vozmoßnyh opredeleniæ privedennyh plowadeæ ukazannyh oblasteæ. V §2 dokazyvaetsØ teorema 1, ustanavliva¸waØ rol~ associirovannyh kvadratiqnyh differencialov s pol¸sami l¸byh porØdkov v zadaqah ob ffkstremal~nom razbienii. V §3 issleduetsØ vozmoßnost~ drugogo podhoda k ffkstremal~noæ zadaqe teoremy 1 i privodØtsØ primery ispol~zovaniØ fftoæ teoremy.

§1. Privedennye moduli oblasteæ, podobnyh v malom koncevym i polosoobraznym oblastØm kvadratiqnogo differenciala

1.1. Pust~ C = {c1, . . . , cp}, p > 1, – sistema razliqnyh toqek

C̄ (dlØ prostoty formulirovok budem sqitat~, qto vse toqki ck koneqny), n = {n_1, . . . , n_p} – sistema natural~nyh qisel, n_k > 1. Pust~ kaßdoæ iz toqek c_k sootvetstvuet sistema D_k nenalega¸- wih odnosvØznyh oblasteæ D_{k,l}, l = 0, . . . , n_k − 1, ime¸wih toqku

c_k svoeæ obweæ graniqnoæ toqkoæ i oblada¸wih vnutrennimi

uglami veliqiny 2π/n_k v fftoæ toqke. Qerez ζ = g_{k,l}(z) oboznaqaem otobraßenie oblasti D_{k,l} na verhn¸¸ poluploskost~ Im ζ > 0, g_{k,l}(c_k) = ∞. Budem govorit~, qto oblast~ D_{k,l} udovletvorØet uslovi¸ (∗), esli funkciØ g_{k,l}(z) obladaet sledu¸wim svoæstvom:

g^{′2}_{k,l}(z) = (z − c_k)^{−(n}k^{+2)}g̃_{k,l}(z), (1)

gde g̃_{k,l}(z) – regulØrnaØ funkciØ v nekotoroæ okrestnosti toqki

c_k, g̃_{k,l}(c_k) ≠ 0. Esli v uslovii (1) g̃_{k,l}(z) – odna i ta ße funk-

ciØ dlØ vseh oblasteæ D_{k,l}, l = 0, . . . , n_k − 1, to budem govorit~, qto sistema D_k udovletvorØet uslovi¸ (A_k). Esli Q(z)dz^2 – kvadratiqnyæ differencial s pol¸som porØdka n_k + 2 > 3 v toqke

c_k, to sistema D^∗_k koncevyh oblasteæ D^∗_{k,l} fftogo differenciala, c_k ∈ ∂D^∗_{k,l}, l = 0, . . . , n_k − 1, udovletvorØet uslovi¸ (A_k).

Menee ograniqitel~nym ØvlØetsØ sledu¸wee uslovie na sistemu oblasteæ D_k . Budem predpolagat~, qto funkcii g_{k,l}(z) ime- ¸t v okrestnosti toqki c_k razloßeniØ vida g_{k,l}(z) = (−1)^{l−1}{G_k(z) + C_{k,l} + g̃_{k,l}(z)}, (2) gde C_{k,l} – postoØnnye, G_k(z) – odna i ta ße funkciØ dlØ vseh oblasteæ D_{k,l}, l = 0, . . . , n_k − 1, G_k(z) soderßit qleny so stepenØ-

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 159

mi (z −c_k)^{−nk/2+j} pri j 6 n_k i, vozmoßno, logarifmiqeskiæ qlen, a g̃_{k,l}(z) soderßit qleny so stepenØmi (z−c_k )^{−nk/2+j} pri j > n_k+1. Imenno, pust~ γ_k – vewestvennoe qislo, Z = e^{−iγk} (z − c_k). Togda dlØ funkcii G_{k,l}(z) = G_k(z) + ~g_{k,l}(z) pri qetnom n_k imeem razloßenie G_{k,l}(z) = nk/2−1 ∑ j=0 β^{(j)}_k Z^{−n}k^{/2+j} + B_k log Z+ nk∑ j=nk/2+1 β^{(j)}Z^{−n}k^{/2+j} + ∞∑ j=nk+1 β^{(j)}_{k,l} Z^{−n}k^{/2+j} , (3)

a pri neqetnom n_k G_{k,l}(z) = (nk−1)/2 ∑ j=0 β^{(j)}_k Z^{−n}k^{/2+j}+

+ nk∑ j=(nk+1)/2

β^{(j)}_k Z^{−n}k^{/2+j} + ∞∑ j=nk+1 β^{(j)}_k Z^{−n}k^{/2+j} . (3^′)

Zdes~ β^{(j)}_k , B_k i β^{(j)}_{k,l} – kompleksnye postoØnnye, β^{(j)}_k pri j 6 n_k i B_k ne zavisØt ot l, β^{(0)}_k = β_k > 0. Pri neqetnom n_k pod G_{k,l}(z) ponimaetsØ sootvetstvu¸waØ nepreryvnaØ vetv~ fftoæ funkcii, opredelØemaØ ukazannym niße vyborom vetvi arg(z −c_k ), fftim ße opredelØetsØ vetv~ logarifma. V oboih rassmatrivaemyh sluqaØh

G_{k,l}(z) = G_k(z) + ∞∑ j=nk+1 β^{(j)}_{k,l} Z^{−n}k^{/2+j} . Ukazannoe uslovie budem nazyvat~ usloviem ( ~A_k).

Pust~ ω_k = 2π/n_k. Poloßim pri l = 0, . . . , n_k − 1

L_{k,l} = {z : arg(z − c_k) = γ_k + ω_kl},

L^′_{k,l} = {z : arg(z − c_k) = γ_k + ω_k(l + 1/2)}. (4) Iz razloßeniæ (3), (3^′) sleduet, qto luqi L_{k,l} opredelØ¸t napravleniØ kasatel~nyh k graniqnym dugam oblasteæ D_{k,l} v toqke c_k.

160 G. V. KUZ^MINA

Budem sqitat~, qto oblasti D_{k,l} perenumerovany takim obrazom, qto luqi L_{k,l} i L_{k,l+1} opredelØ¸t napravleniØ kasatel~nyh k graniqnym dugam oblasti D_{k,l} v toqke c_k, sledovatel~no, luq

L^′_{k,l} slußit bissektrissoæ vnutrennego ugla oblasti D_{k,l} v toq-

ke c_k. DlØ opredeleniØ nepreryvnoæ vetvi arg(z − c_k) my rassmatrivaem razrez, soderßawiæ graniqnu¸ dugu oblasti D_{k,0},

k = 1, . . . , p, ime¸wu¸ luq L_{k,0} svoeæ kasatel~noæ v toqke c_k.

NarØdu s oblastØmi D_{k,l} budem rassmatrivat~ dvuugol~niki special~nogo vida s zadannymi topologiqeskimi svoæstvami. Imenno, pust~ D = D_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (1 6 t 6 t(k, l), 1 6 t^′ 6 t(k^′, l^′)) – dvuugol~nik, ime¸wiæ (razliqnye ili sovpada¸wie) toqki c_k i c_k0 sistemy C (1 6 k, k^′ 6 p) nositelØmi svoih otmeqennyh graniqnyh fflementov ~c_k i ~c_k0 , oblada¸wiæ nulevymi vnutrennimi uglami v fftih verxinah i razdelØ¸wiæ v okrestnostØh toqek c_k i c_k0 sootvetstvenno oblasti D_{k,l−1}, D_{k,l} i D_k0_{,l}0_{−1}, D_k0_{,l}0 ; luqi

L_{k,l} i L_k0_{,l}0 opredelØ¸t napravleniØ kasatel~nyh k graniqnym

dugam ukazannogo dvuugol~nika v ego verxinah ~c_k i ~c_k0 . Zdes~

t(k, l) oznaqaet qislo dvuugol~nikov ukazannogo vida, razdelØ¸-

wih v okrestnosti toqki c_k oblasti D_{k,l−1} i D_{k,l}, indeks t sootvetstvuet numeracii rassmatrivaemyh dvuugol~nikov v porØdke vozrastaniØ arg(z − c_k) na dugah okrußnosti |z − c_k| = ρ dostatoqno malogo radiusa, prinadleßawim fftim dvuugol~nikam. Qerez ζ = g(z) = g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (z) oboznaqaem otobraßenie oblasti D = D_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 na polosu −h/2 < Im ζ < h/2, h = h_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 , nor- mirovannoe usloviØmi

Re g(~c_k) = −∞, Re g(~c_k0 ) = ∞.

Budem govorit~, qto dvuugol~niki D_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 udovletvorØ¸t uslovi¸ ( ~A_{k,k}0 ), esli v okrestnosti verxiny ~c_k g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (z) = (−1)^{l−1}{G_k(z) + C_{k,l,t} + g_{k,l,t}(z)}, a v okrestnosti verxiny ~c_k0

g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (z) = (−1)^{l0} {G_k0 (z) + C_k0_{,l}0_{,t}0 + g_k0_{,l}0_{,t}0 (z)},

gde C_{k,l,t} i C_k0_{,l}0_t0 – postoØnnye, G_k(z) – funkciØ, figuriru¸waØ v uslovii ( ~A_k) dlØ sistemy D_k oblasteæ D_{k,l}, l = 0, . . . , n_k − 1 (sm. ravenstva (2)), a g_{k,l,t}(z) soderßit qleny so stepenØmi

(z−c_k )^{−n}k^{/2+j} pri j > n_k+1; funkcii G_k0 (z) i g_k0_{,l}0_{,t}0 opredelØ¸tsØ

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 161

analogiqnym obrazom. Esli kaßdaØ iz sistem D_k oblasteæ D_{k,l},

l = 0, . . . , n_k − 1, udovletvorØet uslovi¸ ( ~A_k), a kaßdyæ iz dvu-

ugol~nikov D_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 – uslovi¸ ( ~A_{k,k}0 ), to budem govorit~, qto sistemy D_k oblasteæ D_{k,l} i sistemy dvuugol~nikov D_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 udovletvorØ¸t uslovi¸ ( ~A).

1.2. Niße budem rassmatrivat~ sistemy D k oblasteæ Dk,l i si-

stemy dvuugol~nikov D_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 , udovletvorØ¸wie uslovi¸ ( ~A). Vvedem oblasti, poluqaemye iz ukazannyh oblasteæ udaleniem special~nyh okrestnosteæ toqek c_k. Pust~ G_k(z) – funkciØ, figuriru¸waØ v uslovii ( ~A_k) dlØ sistemy D_k oblasteæ D_{k,l},

l = 0, . . . , n_k − 1. V silu (2) i opredeleniØ funkcii ~g_{k,l}(z), dlØ

otobraßeniØ g_{k,l}(z) oblasti D_{k,l} imeem ravenstvo

g_{k,l}(z) = (−1)^{l−1}{G_k(z) + C_{k,l}} + O((z − c_k)^nk^{/2+1}), l = 0, . . . , n_k − 1.

V dal~neæxem suwestvennu¸ rol~ igraet funkciØ G^{(0)}_k (z), soderßawaØ qleny s otricatel~nymi stepenØmi Z (i, vozmoßno, logarifmiqeskiæ qlen):

G_k(z) = G^{(0)}_k (z) + G^{(1)}_k (z), (5)

gde G^{(1)}_k (z) soderßit qleny s poloßitel~nymi stepenØmi Z:

G^{(1)}_k (z) = nk∑ j=[nk/2+1]

β^{(j)}_k Z^{−n}k^{/2+j} .

Pust~ ε_k – dostatoqno malye poloßitel~nye qisla, a_{k,l} i b_{k,l} – sootvetstvu¸wie toqki na luqah L^′_{k,l} i L_{k,l}:

a_{k,l} = a_{k,l}(ε_k) = c_k + e^{i(γ}k^{+ω}k^{(l+1/2))}ε_k,

b_{k,l} = b_{k,l}(ε_k) = c_k + e^{i(γ}k^{+ω}k^{l)}ε_k. (6) Pust~

~Γ_{k,l}(ε_k), ~Γ_{k,l}[ε_k] i ~Γ^{(0)}_{k,l} (ε_k)

– krivye v ugle, zakl¸qennom meßdu luqami L_{k,l} i L_{k,l+1}, na kotoryh sootvetstvenno

Im g_{k,l}(z) = Im g_{k,l}(a_{k,l}), Im G_k(z) = Im G_k(a_{k,l})

i Im G^{(0)}_k (z) = Im G^{(0)}_k (a_{k,l}),

162 G. V. KUZ^MINA

i pust~

Γ_{k,l}(ε_k), Γ_{k,l}[ε_k] i Γ^{(0)}_{k,l} (ε_k) – krivye v ugle, zakl¸qennom meßdu luqami L^′_{k,l−1} i L^′_{k,l}, na kotoryh sootvetstvenno

Re g_{k,l}(z) = Re g_{k,l}(b_{k,l}), Re G_k(z) = Re G_k(b_{k,l}) i Re G^{(0)}_k (z) = Re G^{(0)}_k (b_{k,l}) (pol~zuemsØ oboznaqeniØmi L_{k,nk} = L_{k,0}, L^′_{k,−1} = L^′_{k,nk−1}). Pust~

Ω_k[ε_k], Ω_k(ε_k) i Ω^{(0)}_k (ε_k) – okrestnosti toqki c_k, ograniqennye sootvetstvenno dugami krivyh ~Γ_{k,l}[ε_k] i Γ_{k,l}[ε_k], ~Γ_{k,l}(ε_k) i Γ_{k,l}(ε_k), ~Γ^{(0)}_{k,l} (ε_k) i Γ^{(0)}_{k,l} (ε_k),

l = 0, 1, . . . , n_k − 1. Oboznaqim qerez D_{k,l}[ε_k], D_{k,l}(ε_k) i D^{(0)}_{k,l} (ε_k). qetyrehugol~niki, poluqaemye iz oblasti D_{k,l} udaleniem zamykaniæ sootvetstvenno okrestnosteæ Ω_k[ε_k], Ω_k(ε_k) i Ω^{(0)}_k (ε_k).

Pust~ Π_{k,l}[ε_k] i Π_{k,l}(ε_k) – obrazy qetyrehugol~nikov D_{k,l}[ε_k] i

D_{k,l}(ε_k) pri otobraßenii ζ = g_{k,l}(z). Storony qetyrehugol~nika Π_{k,l}(ε_k) otklonØ¸tsØ ot storon prØmougol~nikov Π_{k,l}[ε_k] i ^Π_{k,l}(ε_k) =

= {ζ : (−1)^{l−1} Re[G_k(b_{k,l})+C_{k,l}] < Re ζ < (−1)^{l−1} Re[G_k(b_{k,l+1})+C_{k,l}], 0 < Im ζ < (−1)^{l−1} Im[G_k(a_{k,l}) + C_{k,l}]} na veliqiny porØdka O(ε^{nk/2+1}_k ). Oboznaqim plowadi qetyrehugol~nikov Π_{k,l}[ε_k], Π_{k,l}(ε_k) i ^Π_{k,l}(ε_k) qerez S_{k,l}[ε_k], S_{k,l}(ε_k) i

^S_{k,l}(ε_k). ˚sno, qto

S_{k,l}[ε_k] = ^S_{k,l}(ε_k) + O(ε_k), S_{k,l}(ε_k) = ^S_{k,l}(ε_k) + O(ε_k). (7)

Pust~ S^{(0)}_k (ε_k) – plowad~ qetyrehugol~nika

^Π^{(0)}_{k,l} (ε_k) =

{ζ : (−1)^{l−1} Re[G^{(0)}_k (b_{k,l})+C_{k,l}] < Re ζ < (−1)^{l−1} Re[G^{(0)}_k (b_{k,l+1})+C_{k,l}],

0 < Im ζ < (−1)^{l−1} Im[G^{(0)}_k (a_{k,l}) + C_{k,l}]}.

V dal~neæxem, rassmatrivaØ oblasti D_{k,l} pri fiksirovannom k, dlØ uproweniØ formul budem sqitat~, qto c_k = 0 i γ_k = 0.

Spravedliva sledu¸waØ lemma.

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 163

Lemma 1._{nk−1∑} l=0 S_{k,l}(ε_k) = nk−1∑ l=0 S^{(0)}_{k,l} (ε_k) + O(ε_k). (8)

Dokazatel~stvo. Lemma dokazyvaetsØ prostym vyqisleniem.

Pust~ n_k – qetnoe. UqityvaØ (6) i (7), nahodim nk−1∑ l=0 S_{k,l}(ε_k) = nk−1∑ l=0 ^S_{k,l}(ε_k) + O(ε_k) =

= nk−1∑ l=0 {Re[G_k(b_{k,l+1}) − G_k(b_{k,l})] Im[G_k(a_{k,l}) + C_{k,l}]} + O(ε_k) = nk−1∑ l=0 {Re[G^{(0)}_k (b_{k,l+1}) − G^{(0)}_k (b_{k,l})] Im[G^{(0)}_k (a_{k,l}) + C_{k,l}]}+

+ nk−1∑ l=0 {Re[G^{(0)}_k (b_{k,l+1}) − G^{(0)}_k (b_{k,l})] Im G^{(1)}_k (a_{k,l})}+

+ nk−1∑ l=0 {Re[G^{(1)}_k (b_{k,l+1}) − G^{(1)}_k (b_{k,l})] Im[G^{(0)}_k (a_{k,l}) + C_{k,l}]}+

+ nk−1∑ l=0 {Re[G^{(1)}_k (b_{k,l+1}) − G^{(1)}_k (b_{k,l})] Im G^{(1)}_k (a_{k,l})} + O(ε_k) = = ∑ 0,0 + ∑ 0,1 + ∑ 1,0 + ∑ 1,1 +O(ε_k). Imeem

Re[G^{(0)}_k (b_{k,l+1)} − G^{(0)}_k (b_{k,l})] = =Re {[nk/2−1∑ j=0 β^{(j)}_k [e^{iω}k^{(l+1)(−n}k^{/2+j)}−e^{iω}k^{l(−n}k^{/2+j)}]ε^{−n}k^{/2+j}_k ] +B_k iω_k } =

= {nk/2−1∑ j=0 −2 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}]×

× sin [ ω_k 2 (−n_k/2 + j) ] ε^{−n}k^{/2+j} k } − ω_k Im B_k, (9)

164 G. V. KUZ^MINA

Im G^{(0)}_k (a_{k,l}) = {nk/2−1 ∑ j=0 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}]ε^{−n}k^{/2+j}_k } + + Im{B_k[iω_k(l + 1/2) + log ε_k]}, (10) i analogiqnye ravenstva spravedlivy dlØ

Re[G^{(1)}_k (b_{k,l+1}) − G^{(1)}_k (b_{k,l})] i Im G^{(1)}_k (a_{k,l}). Ots¸da nahodim ∑ 1,0 + ∑ 0,1 = nk−1∑ l=0 {[nk/2−1∑ j=0 −2 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}]×

× sin [ ω_k 2 (−n_k/2 + j) ] ε^{−n}k^{/2+j} k ] ×

× nk∑ μ=nk/2+1 Im[β^{(μ)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+μ)}]ε^{−n}k^{/2+μ}_k ]+

+ [_nk∑ μ=nk/2+1 −2 Im[β^{(μ)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+μ)}]×

× sin [ ω_k 2 (−n_k/2 + μ) ] ε^{−n}k^{/2+μ} k ] ×

× nk/2−1 ∑ j=0 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}]ε^{−n}k^{/2+j}_k ] } + O(ε_k). PreobrazuØ vyraßenie v figurnyh skobkah pri pomowi ravenstva −2 Im A = i(A − Ā) i uqityvaØ, qto nk−1∑ l=0 e^{iω}k^{(l+1/2)ν} = { 0 pri e^{iω}k^ν ≠ 1, n_k pri e^{iω}k^ν = 1,

(11)

prihodim k vyraßeni¸, v kotorom otliqny ot nulØ lix~ qleny, ne soderßawie stepeneæ ε. Takim obrazom, ∑ 1,0 + ∑ 0,1 = −n_k nk/2−1 ∑ j=0 Re[β^{(j)}_k β^{(n−j)}_k ]×

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 165 × { sin [ ω_k 2 (−n_k/2 + j) ] + sin [ ω_k 2 (n_k/2 − j) ]} + O(ε_k) = O(ε_k).

Tak kak ∑ 0,0 = nk−1∑ l=0 S^{(0)}_{k,l} (ε_k), ∑ 1,1 = O(ε^2_k),

to v sluqae qetnogo n_k lemma dokazana.

Pust~ n_k – neqetnoe. Togda

Re[G^{(0)}_k (b_{k,l+1}) − G^{(0)}_k (b_{k,l})] = = (nk−1)/2 ∑ j=0 −2 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}] sin [ ω_k 2 (−n_k/2 + j) ] ε^{−n}k^{/2+j} k , (9^′)

Im G^{(0)}_k (a_{k,l}) = (nk−1)/2 ∑ j=0 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}ε^{−n}k^{/2+j}_k , (10^′)

formuly dlØ Re[G^{(1)}_k (b_{k,l+1}) − G^{(1)}_k (b_{k,l})] i Im G^{(1)}_k (a_{k,l}) otliqa¸tsØ lix~ izmeneniem predelov summirovaniØ. Takim obrazom, dokazatel~stvo lemmy zaverxaetsØ analogiqno predyduwemu.

Lemma 2._∑

0,0 = nk−1∑ l=0 S^{(0)}_{k,l} (ε_k) = σ^{(1)}_k (ε_k) + A_k,

gde pri qetnom n_k

σ^{(1)}_k (ε_k) = n_k nk/2−1 ∑ j=0 |β^{(j)}_k |^2 sin [ ω_k 2 (n_k/2 − j) )] ε^{−n}k^{+2j} k +

+2π Re B_k nk/2−1 ∑ j=0 Re β^{(j)}_k ε^{−n}k^{/2+j} k +

+2 nk−1∑ l=0 Im C_{k,l} nk/2−1 ∑ j=0 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}]×

× sin [ ω_k 2 (n_k/2 − j) ] ε^{−n}k^{/2+j} k − 2π(Im B_k)^2 log ε_k, (12)

166 G. V. KUZ^MINA

A_k = −ω_k Im B_k ( πn_k Re B_k + nk−1∑ l=0 Im C_{k,l} ) , pri neqetnom n_k

σ^{(1)}_k (ε_k) = n_k (nk−1)/2 ∑ j=0 |β^{(j)}_k |^2 sin [ ω_k 2 (n_k/2 − j) ] ε^{−n}k^{+2j} k + 2 nk−1∑ l=0 Im C_{k,l}×

× (nk−1)/2 ∑ j=0 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}] sin [ ω_k 2 (n_k/2 − j) ] ε^{−n}k^{+j} k , (12^′)

A_k = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ nk – qetnoe. V silu (9) i (10), imeem ∑ 0,0 =

= nk−1∑ l=0 {[nk/2−1∑ j=0 i[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)} − β^{(j)}_k e^{−iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}]×

× sin [ω_k 2 (−n_k/2 + j) ] ε^{−n}k^{/2+j} k − ω_k Im B_k ] × nk/2−1 ∑ μ=0 [ − i 2 [β^{(μ)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+μ)} −β^{(μ)}_k e^{−iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+μ)}]ε^{−n}k^{/2+μ}_k +

+(l + 1/2)ω_k Re B_k + Im B_k log ε_k + Im C_{k,l} ]} . UqityvaØ, qto sin [ω_k 2 (−n_k/2 + j) ]^nk^{−1}∑ l=0 l e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)} = e^i

!k_2 (_{−n}k_/2+_j) ×

× sin [ ω_k 2 (−n_k/2 + j) ]^nk^{−1}∑ l=0 l e^{iω}k^{l(−n}k^{/2+j)} =

= −e^i !k_2 (_{−n}k_/2+_j) sin [ω_k 2 (−n_k/2 + j) ] n_k 1 − e^{iω}k^{(−n}k^{/2+j)} = n_k 2i

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 167

i potomu nk−1∑ l=0 li[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)} −β^{(j)}_ke^{−iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}]×

× sin [ ω_k 2 (−n_k/2 + j) ] = n_k Re β^{(j)}_k ,

v rezul~tate nesloßnyh vyqisleniæ poluqaem: ∑ 0,0 = nk−1∑ l=0 S^{(0)}_{k,l} (ε_k) = n_k nk/2−1 ∑ j=0 { |β^{(j)}_k |^2×

× sin [ ω_k 2 (n_k/2 − j) ] ε^{−n}k^{+2j} k + ω_k Re B_k Re β^{(j)}_k ε^{−n}k^{/2+j}_k } +

+2 nk−1∑ l=0 Im C_{k,l} nk/2−1 ∑ j=0 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}]×

× sin [ω_k 2 (n_k/2 − j) ] ε^{−n}k^{/2+j} k −

−n_kω_k(Im B_k)^2 log ε_k − ω^2_k n^2_k 2 Re B_k Im B_k − ω_k Im B_k nk−1∑ l=0 Im C_{k,l}. �tim v sluqae qetnogo n_k lemma dokazana. V sluqae neqetnogo

n_k dokazatel~stvo analogiqno. �

Funkci¸ σ^{(1)}_k (ε_k) nazovem funkcieæ osobennosteæ dlØ summy

∑_nk_{−1}

l=0 S^{(0)}_{k,l} (ε_k) (tem samym, i dlØ summy

∑_nk_{−1} l=0 S_{k,l}(ε_k)). 1.3. Pust~ Dk,l,t,k0,l0 ,t0 = Dk,l,t,... = Dk0,l0 ,t0,... – dvuugol~nik, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ ( ~A_{k,k}0_), g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (z) = g_{k,l,t,...}(z) =

g_k0_{,l}0_{,t}0_{,...}(z) – otobraßenie ukazannogo dvuugol~nika na polosu

(pol~zuemsØ opredeleniØmi p. 1.1). Pust~ D_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) (sootvetstvenno, D^{(0)}_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 )) – qetyrehugol~nik, poluqa¸wiæsØ iz D_{k,l,t,...} udaleniem okrestnosteæ toqek c_k i c_k0 , ograniqennyh dugami krivyh, na kotoryh Re g_{k,l,t,...}(z) = Re g_{k,l,t,...}(b_{k,l}) i Re g_{k,l,t,...}(z) = Re g_{k,l,t,...}(b_k0_{,l}0 ) (sootvetstvenno, Re G^{(0)}_k (z) =

Re G^{(0)}_k (b_{k,l}) i Re G^{(0)}_k0 (z) = Re G^{(0)}_k0 (b_k0_{,l}0 ). Pust~ Π_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) i

168 G. V. KUZ^MINA Π^{(0)}_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) – obrazy oblasteæ D_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) i D^{(0)}_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) pri otobraßenii ζ = g_{k,l,t,...}(z). Vertikal~nye storony prØmougol~nika Π_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) i storony qetyrehugol~nika

Π^{(0)}_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ), soedinØ¸wie ego gorizontal~nye storony, otklonØ¸tsØ ot vertikal~nyh storon prØmougol~nika ^Π_{k,l,t,...}(ε_k, ε_{k0} ) = = { ζ : (−1)^{l−1} Re[G^{(0)}_k (b_{k,l}) + C_{k,l,t}] <

< Re ζ < (−1)^{l0} Re[G^{(0)}_k0 (b_k0_{,l}0 ) + C_k0_{,l}0_{,t}0 ], | Imζ| < 1 2 h_{k,l,t,...} } na veliqinu O(ε^{δ(nk)}_k ) + O(ε^{δ(nk0 )}_k0 ), gde δ(n) = 1, esli n – qetnoe, i δ(n) = 1/2, esli n – neqetnoe. Sledovatel~no, dlØ plowadi

S_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) qetyrehugol~nika Π_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) imeem ravenstvo S_{k,l,t,...}[ε_k, ε_k0 ] = = {(−1)^l Re[G^{(0)}_k (b_{k,l})+C_{k,l,t}]+(−1)^{l0} Re[G^{(0)}_k0 (b_k0_{,l}0 )+C_k0_{,l}0_{,t}0 ]}h_{k,l,t,...}+

+O(ε^{δ(n}k^)_k ) + O(ε^{δ(n}k^{0 )}_k0 ). (13) Pust~

~G^{(0)}_k (Z) = G^{(0)}_k (Z) − B_k log Z,

esli G^{(0)}_k (Z) soderßit logarifmiqeskiæ qlen (v protivnom sluqaæ ~G^{(0)}_k (Z) = G^{(0)}_k (Z)). Ispol~zuØ formuly dlØ Re G^{(0)}_k (b_{k,l}) (sm. p. 1.1), vyraßenie (13) moßem zapisat~ v vide S_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) = σ_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 )+A_{k,l,t,...}+O(ε^{δ(n}k^)_k )+O(ε^{δ(n}k^{0 )}_k0 ), (14) gde σ_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) = {(−1)^l Re[ ~G^{(0)}_k (b_{k,l}) + B_k log ε_k]+

+(−1)^{l0} Re[ ~G^{(0)}_k0 (b_k0_{,l}0 ) + B_k0 log ε_k0 ]}h_{k,l,t,...}, A_{k,l,t,...} = {(−1)^l[Re C_{k,l,t} − ω_kl Im B_k]+ +(−1)^{l0} Re[C_k0_{,l}0_t0 − ω_k0 l^′ Im B_k0 ]}h_{k,l,t,...} .

Po analogii s opredeleniem privedennogo modulØ dvuugol~- nika s nenulevymi vnutrennimi uglami v ego verxinah (sm. [4, 5]), veliqinu M^{(2)}(D_{k,l,t,...}) ≡ A_{k,l,t,...} h^2_{k,l,t,...}

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 169

budem nazyvat~ privedennym modulem dvuugol~nika D_{k,l,t,...} otnositel~no semeæstva dug, soedinØ¸wih ego storony.

Summu

σ^{(2)}_k (ε_k) = nk−1∑ l=0 t(k,l)∑

t=1 (−1)^l Re[ ~G^{(0)}_k (b_{k,l}) + B_k log ε_k]h_{k,l,t,...} (15)

nazovem funkcieæ osobennosteæ dlØ summy privedennyh plowadeæ dvuugol~nikov D_{k,l,t,...}, ime¸wih toqku c_k odnoæ iz svoih verxin. Sootvetstvenno, veliqinu

σ_k(ε_k) = σ^{(1)}_k (ε_k) + σ^{(2)}_k (ε_k) (16)

nazovem funkcieæ osobennosteæ dlØ nk−1∑ l=0 { S^{(0)}_{k,l} (ε_k) + t(k,l)∑

t=1 (−1)^l[G^{(0)}_k (b_{k,l}) + C_{k,l,t}]h_{k,l,t,...} } . 1.4. Budem predpolagat~, qto vypolneno sledu¸wee uslovie: ka-

ßdaØ iz dostatoqno malyh okrestnosteæ kaßdoæ iz toqek c_k,

k = 1, . . . , p, zapolnena oblastØmi D_{k,l}, l = 0, . . . , n_k − 1, i dvu-

ugol~nikami D_{k,l,t,...} (uslovie zapolneniØ). Qerez σ_k(ε_k) oboznaqaem funkci¸ (16).

Lemma 3. Pust~ vypolneno predyduwee uslovie. Togda pri k =

1, . . . , p funkciØ osobennosteæ σ_k(ε_k) ne zavisit ot postoØnnyh C_{k,l}, C_{k,l,t}: σ_k(ε_k) = n_k nk/2−1 ∑ j=0 |β^{(j)}_k |^2 sin [ ω_k 2 ( n_k 2 − j )] ε^{−n}k^{+2j} k − 2π|B_k|^2 log ε_k,

(17) esli n_k – qetnoe,

σ_k(ε_k) = n_k (nk−1)/2 ∑ j=0 |β^{(j)}_k |^2 sin [ ω_k 2 ( n_k 2 − j )] ε^{−n}k^{+2j}

k , (17^′)

esli n_k – neqetnoe.

Dokazatel~stvo. Pust~ nk – qetnoe. Pust~ oblasti Dk,l−1 i Dk,l

ime¸t v okrestnosti toqki c_k obwu¸ graniqnu¸ dugu i pust~ z_0 – toqka fftoæ dugi. FunkciØ ζ = −g_{k,l−1}(z) = (−1)^{l−1}{G^{(0)}_k (z) + C_{k,l−1} + . . . }

170 G. V. KUZ^MINA

otobraßaet oblast~ D_{k,l−1} na poluploskost~ Im ζ < 0, a funkciØ

ζ = g_{k,l}(z) = (−1)^{l−1}{G^{(0)}_k (z) + C_{k,l} + . . . }

otobraßaet oblast~ D_{k,l} na poluploskost~ Im ζ > 0. Iz usloviØ

− Im g_{k,l−1}(z_0) = Im g_{k,l}(z_0)

vyteka¸t ravenstva (my pol~zuemsØ dannym v p. 1.1 opredeleniem vetvi arg(z − c_k)) Im C_{k,l−1} = Im C_{k,l}, l = 1, . . . , n_k − 1; Im C_{k,n}k_{−1} = Im C_{k,0} − 2π Re B_k. (18)

Pust~ teper~ ime¸tsØ dvuugol~niki D_{k,l,t,...}, 1 6 t 6 t(k, l), razdelØ¸wie oblasti D_{k,l−1} i D_{k,l} v okrestnosti toqki c_k, sledovatel~no, ime¸wie luq L_{k,l} svoeæ obweæ kasatel~noæ v toqke c_k. DlØ opredelennosti budem sqitat~, qto otobraßeniØ g_{k,l,t,...}(z) oblasteæ D_{k,l,t,...} na polosy udovletvorØ¸t sledu¸wemu uslo- vi¸: g_{k,l,t,...}(z) → −∞ pri z → c_k, z ∈ D_{k,l,t,...} (ostal~nye sluqai rassmatriva¸tsØ analogiqno). Imenno, pust~ funkciØ ζ = g_{k,l,1,...}(z) + 1 2 ih_{k,l,1,...} = (−1)^{l−1}{G^{(0)}_k (z) + C_{k,l,1} + . . . } + 1 2 ih_{k,l,1,...} otobraßaet dvuugol~nik D_{k,l,1,...} na polosu 0 < Im ζ < h_{k,l,1,...}, pri

2 6 t 6 t(k, l) funkciØ ζ = g_{k,l,t,...}(z) + i (_{t−1}∑ ν=1 h_{k,l,ν,...} + 1 2 h_{k,l,t,...} ) =

= (−1)^{l−1}{G^{(0)}_k (z) + C_{k,l,t} + . . . } + i (_{t−1}∑ ν=1 h_{k,l,ν,...} + 1 2 h_{k,l,t,...} )

otobraßaet dvuugol~nik D_{k,l,t,...} na polosu ∑_{t−1} ν=1 h_{k,l,ν,...} < Im ζ < ∑_t ν=1 h_{k,l,ν,...}, nakonec, funkciØ ζ = g_{k,l}(z)+i t(k,l)∑

ν=1 h_{k,l,ν,...} = (−1)^{l−1}{G^{(0)}_k (z)+C_{k,l} +. . . }+i t(k,l)∑

ν=1 h_{k,l,ν,...} otobraßaet oblast~ D_{k,l} na poluploskost~ Im ζ > ∑_{t(k,l)} ν=1 h_{k,l,ν,...}. Ots¸da i iz “skleivaniØ” poluploskosti Im ζ < 0, ukazannyh

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 171

polos i poluploskosti Im ζ > ∑_{t(k,l)} ν=1 h_{k,l,ν,...} poluqaem sistemu

ravenstv

(−1)^{l−1} Im C_{k,l−1} =

= (−1)^{l−1} Im C_{k,l,1} + 1 2 h_{k,l,1,...} = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = (−1)^{l−1} Im C_{k,l,t(k,l)} + t(k,l)−1 ∑ ν=1 h_{k,l,ν,...} + 1 2 h_{k,l,t(k,l)} = (19)

= (−1)^{l−1} Im C_{k,l} + t(k,l)∑

ν=1 h_{k,l,ν,...} pri l = 1, . . . , n_k − 1;

(−1)^nk^{−1} Im C_{k,n}k_{−1} = (−1)^nk^{−1} Im C_{k,0} + t(k,nk) ∑ ν=1 h_{k,n}k_{,ν,...} + 2π Re B_k. Pust~ n_k – neqetnoe. Esli dvuugol~niki D_{k,l,t,...} otsutstvu¸t, to imeem ravenstva

Im C_{k,l−1} = Im C_{k,l} pri l = 1, . . . , n_k − 1; Im C_{k,n}k_{−1} = Im C_{k,0}.

Esli ße dvuugol~niki D_{k,l,t,...} ime¸tsØ, to spravedlivy ravenstva (19) pri B_k = 0.

VernemsØ k sluqa¸ qetnogo n_k. Oboznaqim qerez ~G^{(0)}_k (z) funkci¸ G^{(0)}_k (z) bez logarifmiqeskogo slagaemogo:

~G^{(0)}_k (z) = G^{(0)}_k (z) − B_k log z.

PreobrazuØ vtoru¸ i tret~¸ summu v vyraßeniØ (12) dlØ

σ^{(1)}_k (ε_k), i ispol~zuØ usloviØ (19) i ravenstvo (15), poluqaem

−2 nk−1∑ l=0 Im C_{k,l} nk/2−1 ∑ j=0 Im[β^{(j)}_k e^{iω}k^{(l+1/2)(−n}k^{/2+j)}]×

× sin [ ω_k 2 (−n_k/2 + j) ] ε^{−n}k^{/2+j} k + 2π Re B_k nk/2−1 ∑ j=0 Re β^{(j)}_k ε^{−n}k^{/2+j} k =

172 G. V. KUZ^MINA = nk−1∑ l=0 Im C_{k,l} Re[ ~G^{(0)}_k (b_{k,l+1}) − ~G^{(0)}_k (b_{k,l})] + 2π Re B_k Re ~G^{(0)}_k (b_{k,0}) =

= Re ~G^{(0)}_k (b_{k,1}) Im(C_{k,0} − C_{k,1}) + . . . +

+ Re ~G^{(0)}_k (b_{k,n}k_{−1}) Im(C_{k,n}k_{−2} − C_{k,n}k_{−1})+

+ Re ~G^{(0)}_k (b_{k,0}) Im(C_{k,n}k_{−1} − C_{k,0}) + 2π Re B_k Re ~G^{(0)}_k (b_{k,0}) = = nk−1∑ l=0 Re ~G^{(0)}_k (b_{k,l})(−1)^{l−1}H_{k,l} =

= −σ^{(2)}_k (ε_k) + Re B_k log ε_k nk−1∑ l=− (−1)^lH_{k,l}, gde H_{k,l} = t(k,l)∑

t=1 h_{k,l,t,...}. Iz (19) poluqaem nk−1∑ l=0 (−1)^lH_{k,l} = −2π Re B_k

i prihodim k vyraßeni¸ (17) dlØ σ_k(ε_k).

V sluqae neqetnogo n_k dokazatel~stvo analogiqno. �

Zameqanie 1. Po lemmam 1–3, pri sformulirovannyh vyxe

usloviØh suwestvuet koneqnyæ predel lim ‖ε‖→0 p∑ k=1 {_nk_{−1}∑ l=0 [ S_{k,l}(ε_k) + 1 2 t(k,l)∑

t=1 S_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) ] − σ_k(ε_k) } , gde σ_k(ε_k) – funkciØ osobennosteæ, opredelennaØ v lemme 3. �tot predel my budem nazyvat~ privedennoæ plowad~¸ sistem oblasteæ D^{(3)} = {D_{k,l}} i D^{(4)} = {D_{k,l,t,...}} otnositel~no sistemy toqek

C = {c_k}^p_{k=1} i sistemy okrestnosteæ Ω(ε) = {Ω_k(ε_k)}^p_{k=1} i obozna-

qat~ qerez M(D^{(3)} , D^{(4)} ; C).

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 173

§2. Ob ffkstremal~nom svoæstve kvadratiqnyh differencialov

2.1. Pust~

A = {a_j}^n_{j=1}, B = {b_j}^m_{j=1}, C = {c_k}^p_{k=1}

– mnoßestva razliqnyh toqek na C . Predpolagaem, qto C ≠ ? i vse toqki mnoßestva C koneqny. Mnoßestvu C sopostavim sistemu natural~nyh qisel {n_k}^p_{k=1}, n_k > 1, sistemu vewestvennyh qisel {γ_k}^p_{k=1} i sistemu meromorfnyh funkciæ

G^{(0)}_k (z) = Nk∑ j=0 β^{(j)}_k Z^{−n}k^{/2+j}+B_k log Z, Z = e^{iγ}k (z−c_k), k = 1, . . . , p, gde N_k = [(n_k − 1)/2], β^{(j)}_k i B_k – zadannye kompleksnye qisla,

β^{(0)}_k > 0 (logarifmiqeskiæ qlen moßet prisutstvovat~ tol~ko

pri qetnom n_k).

Pust~ C^′ = C \ {A ∪ B ∪ C}. Na C^′ rassmotrim semeæstvo H sistem

H^{(1)} = {H^{(1)}_j }^{m1}_{j=1}, H^{(2)} = {H^{(2)}_j }^m_{j=1},

H^{(3)}_k = {H_{k,l}}^nk^{−1}_{l=0} , k = 1, . . . , p, H^{(4)} = {H_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 } gomotopiqeskih klassov ßordanovyh krivyh sledu¸wih tipov.

H^{(1)}_j – klass zamknutyh krivyh, ne gomotopnyh nul¸ na C^′, H^{(2)}_j

– klass zamknutyh krivyh, gomotopnyh toqeqnoæ krivoæ v toqke

b_j. Pri k = 1, . . . , p qerez H_{k,l}, 0 6 l 6 n_k − 1, oboznaqaem klass

dug, ime¸wih toqku c_k svoim koncom v oboih napravleniØh i gomotopnyh traektoriØm kvadratiqnogo differenciala

e^{iγ}k^nk (z − c_k)^nk^{+2} dz^2, leßawim v krugovom sektore

Δ_{k,l} = {z : |z − c_k| 6 ρ_k, γ_k + 2πl/n_k 6 arg(z − c_k) 6 γ_k + 2π(l + 1)/n_k}

dostatoqno malogo radiusa ρ_k. Qerez H_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 oboznaqaem klass dug, ime¸wih svoimi koncami toqki c_k i c_k0 i razdelØ¸- wih v okrestnostØh toqek c_k i c_k0 dugi krivyh, prinadleßawih sootvetstvenno klassam H_{k,l−1}, H_{k,l} i H_k0_{,l}0_{−1}, H_k0_{,l}0 .

174 G. V. KUZ^MINA

Dopustimoe semeæstvo D sistem

D^{(1)} = {D^{(1)}_j }^{m1}_{j=1}, D^{(2)} = {D^{(2)}_j }^m_{j=1}, D^{(3)}_k = {Dk,l}^{nk−1}_{l=0} , D^{(4)} = {Dk,l,t,k0,l0 ,t0 } nenalega¸wih oblasteæ na C^′ ∪B opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. D^{(1)}_j – dvusvØznaØ oblast~ na C^′, associirovannaØ s klassom

H^{(1)}_j . D^{(2)}_j – odnosvØznaØ oblast~ na C^′∪{b_j}, b_j ∈ D^{(2)}_j . Pri 1, . . . , p

sistema D^{(3)}_k sostoit iz oblasteæ D_{k,l}, l = 0, . . . , n_k − 1, ime¸wih toqku c_k svoeæ obweæ graniqnoæ toqkoæ, obrazu¸wih v toqke c_k vnutrennie ugly, ravnye 2π/n_k, i associirovannyh s klassami

H_{k,l}. Sistema D^{(4)} sostoit iz dvuugol~nikov D_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 , ime¸-

wih svoimi verxinami toqki c_k i c_k0 , oblada¸wimi nulevymi vnutrennimi uglami v fftih verxinah, razdelØ¸wih v okrestnostØh toqek c_k i c_k0 sootvetstvenno oblasti D_{k,l−1}, D_{k,l} i oblasti D_k0_{,l}0_{−1}, D_k0_{,l}0 i associirovannyh s klassami H_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 . DlØ otobraßeniØ ζ = g_{k,l}(z) oblasti D_{k,l} na poluploskost~ Im ζ > 0,

g_{k,l}(c_k) = ∞, v okrestnosti toqki c_k spravedlivo predstavlenie g_{k,l}(z) = (−1)^{l−1}{G^{(0)}_k (z) + C_{k,l} + ^g_{k,l}(z)}, gde C_{k,l} – postoØnnaØ, ^g_{k,l}(z) = ∞∑ j=[(nk+1)/2]

β^{(j)}_k [e^{−iγ} (z − c_k)]^{−n}k^{/2+j} ,

a dlØ otobraßeniØ ζ = g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (z) oblasti D_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 na polosu −^1_2 h < Im ζ <^1_2 h, h = h_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 , gde g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (c_k) = −∞,

g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (c_k0 ) = +∞, v okrestnosti toqki c_k g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (z) = (−1)^{l−1}{G^{(0)}_k (z) + C_{k,l,t} + ^g_{k,l}(z)}, v okrestnosti toqki c_k0

g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (z) = (−1)^{l0} {G^{(0)}_k0 (z) + C_k0_{,l}0_{,t}0 + ^g_k0_{,l}0 (z)},

C_{k,l,t} i C_k0_{,l}0_{,t}0 – postoØnnye. Funkcii g_{k,l}(z) i g_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 (z) ana-

litiqeski prodolßimy sootvetstvenno v okrestnostØh toqek c_k i toqek c_k, c_k0 i kaßdaØ iz dostatoqno malyh okrestnosteæ toqki

c_k, k = 1, . . . , p, zapolnena oblastØmi D_{k,l} i D_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 .

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 175

Pust~

ff^{(1)} = {α1, . . . , αm_1 }, ff^{(2)} = {αm_1+1, . . . , αm_1+m}

– zadannye sistemy poloßitel~nyh qisel.

Pust~ Q(z)dz^2 – meromorfnyæ kvadratiqnyæ differencial na C , udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØm. 1) Q(z)dz^2 imeet prostye pol¸sy v toqkah a_j ∈ A (vozmoßno, ne vo vseh iz fftih toqek), pol¸sy vtorogo porØdka v kaßdoæ iz toqek b_j ∈ B, pol¸- sy porØdkov n_k +2 v kaßdoæ iz toqek c_k ∈ C i ne imeet drugih pol¸sov na C . 2) Pust~ Φ – ob¨edinenie vseh kritiqeskih traektoriæ differenciala Q(z)dz^2. Vnutrennee zamykanie ^Φ mnoßestva

Φ pusto i C \Φ predstavlØet soboæ ob¨edinenie kol~cevyh oblasteæ D^{(1)∗}_j , j = 1, . . . , m_1, krugovyh oblasteæ D^{(2)∗}_j , j = 1, . . . , m,

b_j ∈ D^{(2)∗}_j , koncevyh oblasteæ D^∗_{k,l}, k = 1, . . . , p, l = 0, . . . , n_k − 1,

i nabora polosoobraznyh oblasteæ {D^∗_{k,l,t,k}0_{,l}0_{,t}0 } differenciala

Q(z)dz^2. Sistema D^∗ ukazannyh oblasteæ prinadleßit semeæstvu

D. 3) Dliny v Q-metrike, t.e. v metrike |Q(z)|^{1/2}|dz|, traektoriæ differenciala Q(z)dz^2 v oblasti D^{(1)∗}_j , j = 1, . . . , m_1, ravny α_j, dliny v Q-metrike traektoriæ fftogo differenciala v oblasti

D^{(2)∗}_j , j = 1, . . . , m, ravny α_{m1+j} .

Pust~ ε = {ε_1, . . . , ε_p} – sistema dostatoqno malyh poloßitel~nyh qisel. Pust~ Ω_k⟨ε_k⟩, k = 1, . . . , p, – okrestnosti toqek

c_k, ograniqennye dugami traektoriæ i ortogonal~nyh traekto-

riæ differenciala Q(z)dz^2, prohodØwimi sootvetstvenno qerez toqki a_{k,l}(ε_k) i b_{k,l}(ε_k), l = 0, . . . , n_k − 1. Pust~ D ⟨ε⟩ – sistema oblasteæ D^{(1)}_j , D^{(2)}_j , D_{k,l}⟨ε_k⟩ i D_{k,l,t,...}⟨ε_k, ε_k0 ⟩, gde oblasti D_{k,l}⟨ε_k⟩ i D_{k,l,t,...}⟨ε_k, ε_k0 ⟩ poluqa¸tsØ iz oblasteæ D_{k,l} i D_{k,l,t...} udaleniem zamykaniæ okrestnosteæ Ω_k⟨ε_k⟩, k = 1, . . . , p. Qerez D^∗ oboznaqaem sistemu oblasteæ D^{(1)∗}_j , D^{(2)∗}_{m+j} , D^∗_{k,l} i D^∗_{k,l,t,...}, ØvlØ¸wihsØ kol~cevymi, krugovymi, koncevymi i polosoobraznymi oblastØmi differenciala Q(z)dz^2. Pust~ α_{k,l}(ε_k) i α_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 ) – dliny v Q-metrike traektoriæ differenciala Q(z)dz^2 sootvet- stvenno v oblastØh D^∗_{k,l}⟨ε_k⟩ i D^∗_{k,l,t,...}⟨ε_k, ε_k0 ⟩. Na semeæstve D⟨ε⟩ sistem oblasteæ D ⟨ε⟩ rassmotrim funkcio- nal F(D ⟨ε⟩) = m1∑ j=1 α^2_j M (D^{(1)}_j ) + m∑ j=1 α^2_{m1+j} M (D^{(2)}_j , b_j)+

176 G. V. KUZ^MINA + p∑ k=1 {_nk_{−1}∑ l=0 [ α^2_{k,l}(ε_k)M (D_{k,l}⟨ε_k⟩)+

+ 1 2 t(k,l)∑

t=1 α^2_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 )M (D_{k,l,t,...}⟨ε_k, ε_k0 ⟩) ] − σ_k(ε_k) } . (20)

Zdes~ M (D^{(1)}_j ) – modul~ dvusvØznoæ oblasti D^{(1)}_j otnositel~- no semeæstva krivyh, razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty,

M (D^{(2)}_j , b_j) – privedennyæ modul~ odnosvØznoæ oblasti D^{(2)}_j ot-

nositel~no ee toqki b_j, M (D_{k,l}⟨ε_k⟩) i M (D_{k,l,t,...}⟨ε_k, ε_k0 ⟩) – moduli ukazannyh qetyrehugol~nikov otnositel~no semeæstv dug, soedinØ¸wih ih storony, prinadleßawie granicam udalØemyh okrestnosteæ. Qerez σ_k(ε_k) oboznaqaem funkci¸ osobennosteæ, opredelennu¸ v lemme 3. Pust~ F(D) = lim_{‖ε‖→0} F(D ⟨ε⟩). 2.2. Sledu¸waØ teorema ustanavlivaet ffkstremal~nu¸ rol~

differenciala Q(z)dz^2.

Teorema 1. Pust~ D – opredelennoe vyxe semeæstvo sistem

oblasteæ D. Pust~ suwestvuet kvadratiqnyæ differencial Q(z)dz^2, udovletvorØ¸wiæ usloviØm 1)–3), i pust~ D^∗ – sistema kol~cevyh, krugovyh, koncevyh i polosoobraznyh oblasteæ differenciala Q(z)dz^2. V semeæstve D spravedlivo neravenstvo

F(D) 6 F(D^∗ ), (21)

i ravenstvo v (21) imeet mesto tol~ko dlØ sistemy D^∗ . Suwestvuet edinstvennyæ kvadratiqnyæ differencial Q(z)dz^2, udovletvorØ¸wiæ usloviØm 1)–3).

Dokazatel~stvo. Pust~, kak i vyxe, ε = {ε1, . . . , εp} – sistema

dostatoqno malyh poloßitel~nyh qisel. V silu horoxo izvestnyh rezul~tatov metoda ffkstremal~noæ metriki, imeem neravenstvo F(D ⟨ε⟩) 6 F(D^∗ ⟨ε⟩). (22) Pri fftom v sluqae nesovpadeniØ kakih-libo oblasteæ sistem D ⟨ε⟩ i D^∗ ⟨ε⟩ na mnoßestve nenulevoæ mery neravenstvo (22) moßet byt~ usileno posredstvom dobavleniØ k ego levoæ qasti poloßitel~nogo slagaemogo, ne zavisØwego ot ε. Oqevidno, α^2_{k,l}(ε_k)M (D^∗_{k,l}⟨ε_k⟩) = S_Q(D^∗_{k,l}⟨ε_k⟩) = S_Q(D^∗_{k,l}(ε_k)),

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 177 α^2_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 )M (D^∗_{k,l,t,...}⟨ε, ε_k0 ⟩) = = S_Q(D^∗_{k,l,t,...}⟨ε_k, ε_k0 ⟩) = S_Q(D^∗_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 )), gde qerez S_Q(D) oboznaqaetsØ plowad~ oblasti D v Q-metrike. Po lemmam 1–3, veliqina F(D^∗ ⟨ε⟩), a potomu i F(D ⟨ε⟩), ograniqeny sverhu. PerehodØ v neravenstve (22) k predelu pri ‖ε‖ → 0, poluqaem (21). Iz predyduwego sleduet, qto ravenstvo v (21) imeet mesto tol~ko v ukazannom v teoreme sluqae. Standartnye rassußdeniØ metoda ffkstremal~noæ metriki pokazyva¸t, qto kvadratiqnyæ differencial, udovletvorØ¸wiæ usloviØm 1)–3), edinstvenen.

Zameqanie 2. Imeet mesto ravenstvo (pol~zuemsØ opredeleniem

zameqaniØ 1) lim ‖ε‖→0 p∑ k=1 {_nk_{−1}∑ l=0 [ α^2_{k,l}(ε_k)M (D^∗_{k,l}(ε_k))+ 1 2 t(k,l)∑

t=1 α^2_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 )M (D^∗_{k,l,t,...}(ε_k, ε_k0 )) ] − σ_k(ε_k) } = = M(D^{(3)∗} , D^{(4)∗} ; C).

Zameqanie 3. Teorema 1 legko rasprostranØetsØ na tot slu-

qaæ, kogda dopustimoe semeæstvo oblasteæ pomimo oblasteæ rassmatrivaemyh qetyreh tipov soderßit dvuugol~niki, podobnye v malom polosoobraznym oblastØm kvadratiqnyh differencialov, ime¸wim v verxinah upomØnutyh dvuugol~nikov pol¸sy vtorogo porØdka s lokal~noæ strukturoæ traektoriæ radial~- nogo ili spiral~nogo tipa.

Zameqanie 4. Teorema 1 ostavlØet otkrytymi rØd voprosov. K

ih qislu otnositsØ vopros ob usloviØh suwestvovaniØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala teoremy 1 v obwem sluqae. V nekotoryh sluqaØh suwestvovanie ukazannogo differenciala neposredstvenno vytekaet iz horoxo izvestnyh faktov metoda ffkstremal~noæ metriki. My ne ostanavlivaemsØ takße na usloviØh, pri kotoryh v teoreme 1 v kaqestve udalØemyh okrestnosteæ toqek c_k dostatoqno rassmatrivat~ okrestnosti Ω^{(0)}_k (ε_k), k = 1, . . . , p. �ti voprosy my predpolagaem rassmotret~ v sledu¸wih publikaciØh.

178 G. V. KUZ^MINA

§3. ZameqaniØ i primery

3.1. OstanovimsØ kratko na sposobe postroeniØ okrestnosti

toqki c_k = 0, pozvolØ¸wem ustanovit~ svØz~ privedennoæ plowadi sistemy oblasteæ D_{k,l}, l = 0, . . . , n_k − 1 (pol~zuemsØ opredeleniØmi §1) so vzvexennoæ summoæ privedennyh moduleæ oblasteæ

D_{k,l} otnositel~no ih vnutrennih toqek.

Pust~ l = 0. Indeks “k” v oboznaqeniØh oblasti D_{k,0}, otobraßa¸weæ funkcii g_{k,0}(z) i svØzannyh s nimi veliqin budem opuskat~.

Pust~

a^∗_0 = a^∗_0(ε) = e^{iπ/n}ε^λ, λ > 1, (23)

i pust~

ζ^∗_0 = g_0(a^∗_0).

Poloßim

L^{(1)}_0 = Re g_0(b_0), L^{(2)}_0 = Re g_0(b_1), H_0 = Im ζ_0, ζ_0 = g_0(a_0),

gde toqki b_0, b_1, a_0 opredeleny v (6): b_0 = ε, b_1 = e^{i2π/n}, a_0 = e^{iπ/n}ε. Rassmotrim differencial

Q_0(ζ)dζ^2 =

|ζ^∗_0 |^4dζ^2 (ζ^∗_0 − ζ)(ζ^∗_0 − ζ)^2 = dζ^2 (1 − ζ/ζ^∗_0 )(1 − ζ/ζ^∗_0 )^2

, (24)

dlØ kotorogo toqki ζ^∗_0 i ζ^∗_0 slußat pol¸sami vtorogo porØdka, leßawimi v ego krugovyh oblastØh, i pust~ ~Π^{(ζ)}(ε) – qetyrehugol~nik, ograniqennyæ otrezkom [L^{(1)}_0 , L^{(2)}_0 ], dugami ortogonal~nyh traektoriæ differenciala (24), ime¸wih svoimi koncami toqki L^{(1)}_0 i L^{(2)}_0 , i dugoæ traektorii fftogo differenciala, prohodØweæ qerez toqku ζ_0. Proobraz ~D_0(ε) qetyrehugol~nika

~Π^{(ζ)}_0 (ε) pri otobraßenii ζ = g_0(z) budem rassmatrivat~ v kaqe-

stve oblasti, poluqaemoæ iz oblasti D_0 udaleniem okrestnosti toqki c = 0.

FunkciØ

t = t_0(ζ) = 1 − ζ/ζ^∗_0 1 − ζ/ζ^∗

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 179

otobraßaet poluploskost~ Im ζ > 0 na krug |t| < 1, t_0(ζ^∗_0 ) = 0,

t_0(0) = 1, pri fftom traektoriØm i dugam ortogonal~nyh traek-

toriæ differenciala (24), leßawim v poluploskosti Im ζ > 0, sootvetstvu¸t okrußnosti |t| = r, 0 < r < 1, i radiusy kruga

|t| < 1. Pri otobraßenii

w = w_0(ζ) = ∫ √ Q_0(ζ) dζ = −i |ζ^∗_0 |^2 2 Im ζ^∗_0 log 1 − ζ/ζ^∗_0 1 − ζ/ζ^∗_0 (25)

qetyrehugol~niku ~Π^{(ζ)}_0 (ε) sootvetstvuet prØmougol~nik

Π^{(w)}_0 (ε) = {w : w_0(L^{(1)}_0 ) < Re w < w_0(L^{(2)}_0 ), 0 < Im w < Im w_0(ζ_0)}.

Sledu¸waØ lemma daet ocenku raznosti plowadeæ prØmougol~nikov

Π^{(w)}_0 (ε) i Π^{(ζ)}_0 (ε) = {ζ : L^{(1)}_0 < Re ζ < L^{(2)}_0 , 0 < Im ζ < H_0}.

Lemma 4. Pri n > 1 i λ > 3

plow. Π^{(w)}_0 (ε) − plow. Π^{(ζ)}_0 (ε) = O(ε^μ), μ = min{n, λ + 1}.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ razloßenie dlØ log(1 − ζ/a), iz (25)

poluqaem

w_0(ζ) = ζ + ∞∑ k=2 1 k Im((ζ^∗_0 )^k) |ζ^∗_0 |^{2k−2} Im ζ^∗_0 ζ^k, gde rØd v pravoæ qasti shoditsØ pri dostatoqno malyh znaqeni- Øh |ζ/ζ^∗|. Pol~zuØs~ vyraßeniem dlØ ζ^∗_0 = g_0(a^∗_0), poluqa¸wimsØ iz vyraßeniØ p. 1.1 pri zamene ε na ε^λ, nahodim (zdes~ i niße,

n = 2m)

|ζ^∗_0 | = O(ε^{−λm}), Im ζ^∗_0 = O(ε^{−λm}), Im((ζ^∗_0 )^2) = O(ε^{λ(−2m+1)}),

otkuda

Im((ζ^∗_0 )^2) |ζ^∗_0 |^2 Im ζ^∗_0

= O(ε^{λ(m+1)}).

Pri k > 3

Im(ζ^{∗k}_0 ) |ζ^∗_0 |^{2k−2} Im ζ^∗_0 6 1 |ζ^∗_0 |^{k−2} Im ζ^∗_0 6 1 (Im ζ^∗_0 )^{k−1}

180 G. V. KUZ^MINA

i iz (25) nahodim

w_0(L^{(2)}_0 )−w_0(L^{(1)}_0 ) = L^{(2)}_0 −L^{(1)}_0 + ∞∑ k=2 1 k Im((ζ^∗_0 )^k) |ζ^∗_0 |^{2k−2} Im ζ^∗_0 ( (L^{(2)}_0 )^k−(L^{(1)}_0 )^k ) . Pust~ λ > 3. PolagaØ max{−L^{(1)}_0 , L^{(2)}_0 } = L_0, uqityvaØ, qto

L_0 = O(ε^{−m}), L^{(2)}_0 − L^{(1)}_0 = O(ε^{−m}), L^{(2)}_0 + L^{(1)}_0 = O(ε^{−m+1}),

i ispol~zuØ poluqennye vyxe ocenki, nahodim

w_0(L^{(2)}_0 )−w_0(L^{(1)}_0 ) = L^{(2)}_0 −L^{(1)}_0 +O(ε^{(λ−2)m+λ+1})+O(ε^{(−3+2λ)m}). (26)

UqityvaØ ocenki dlØ ζ_0 = g_0(a_0):

|ζ_0| = O(ε^{−m}), Im ζ_0 = O(ε^{−m}), Im(ζ^2_0 ) = O(ε^{−2m+1}),

analogiqnym obrazom nahodim

w_0(ζ_0) = ζ_0 + ∞∑ k=2 1 k Im((ζ^∗_0 )^k) |ζ^∗_0 |^{2k−2} Im ζ^∗_0 ζ^k_0 =

= ζ_0 + O(ε^{(λ−2)m+λ+1}) + O(ε^{m(−3+2λ)}). (27)

Iz (26) i (27) poluqaem

plow. Π^{(w)}_0 (ε) = (L^{(2)}_0 − L^{(1)}_0 )H_0 + O(ε^{(λ−3)m+λ+1}) + O(ε^{(2λ−4)m})

i lemma dokazana. �

Legko videt~, qto utverßdenie, analogiqnoe lemme 4, spravedlivo dlØ dvuugol~nikov, podobnyh v malom polosoobraznym oblastØm kvadratiqnogo differenciala.

3.2. V kaqestve prostogo primera, ill¸striru¸wego vozmoßno-

sti primeneniØ teoremy 1, privedem dokazatel~stvo uße izvestnogo rezul~tata.

Pust~, kak obyqno, Σ klass funkciæ f(z), meromorfnyh i odnolistnyh v oblasti U^∗ = {z : |z| > 1} i ime¸wih loranovskoe razloßenie vida

f(z) = z + α_0 + α_1 z + . . . , i pust~ Σ(r), 0 < r < 1, – klass funkciæ iz Σ, dlØ kotoryh oblast~ f(U^∗) ne soderßit odnosvØznoæ oblasti D_0 takoæ, qto

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 181 0 ∈ D_0, R(D_0, 0) = r. (Qerez R(D_0, 0) oboznaqaem konformnyæ radius oblasti D otnositel~no naqala koordinat.)

Izvestna sledu¸waØ teorema [10–13] (my opuskaem opisanie ffkstremal~nyh otobraßeniæ).

Teorema 2. V klasse Σ(r), 0 < r < 1, spravedlivo toqnoe neraven-

stvo |α_n| 6 2 n + 1

P (r^{n+1}), n = 0, 1, 2.

Zdes~ pri x 6 64/(πe)^2

P (x) = 1 − 1 8 e^2x, pri x > 64/(πe)^2

P (x) = 1 − 2 k^2 [ 4 π^2

E^2(k) − k^{′2} ] , gde k, 0 < k < 1, – rexenie uravneniØ x = 64 (πe)^2

E^2(k) k^2 exp { −π K^′(k) − E^′(k) E(k) } . Dokazatel~stvo teoremy 2 pri n = 0 bylo poluqeno Dßenkinsom [10] pri pomowi ego “obweæ teoremy o kofffficientah”, pri

n = 1 dokazatel~stvo poluqili D¸ren i Xiffer [11], ispol~zuØ

metod vnutrennih variaciæ Xiffera, a takße A. ı. Solynin [12] metodom moduleæ. Dokazatel~stvo teoremy 2 pri n = 1 i 2, dannoe v [13], osnovyvaetsØ na rezul~tatah v zadaqe o maksimume proizvedeniØ stepeneæ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ i posledu¸wem predel~nom perehode.

Teorema 1 privodit k prostomu dokazatel~stvu teoremy 2 v sluqaØh n = 0, 1. OgraniqimsØ sluqaem n = 1 (pri n = 0 dokazatel~stvo po suwestvu analogiqno, no neskol~ko prowe).

Rassmotrim na z-sfere kvadratiqnyæ differencial

q(z)dz^2 = ( 1 − 1 z^2

)_2

dz^2. (28)

V strukture traektoriæ differenciala (28) prisutstvu¸t qetyre koncevyh oblasti:

D^{(z)}_1 = {z : z ∈ U^∗, Im z > 0}, D^{(z)}_2 = {z : z ∈ U^∗, Im z < 0},

182 G. V. KUZ^MINA

leßawie v oblasti U^∗, i oblasti ~D^{(z)}_j , j = 1, 2, gde ~D^{(z)}_j simmetriqna s D^{(z)}_j otnositel~no okrußnosti C = {z : |z| = 1}, leßawie v kruge U = {z : |z| < 1}. Pri nadleßawem vybore vetvi kornØ funkciØ ζ = ∫ √ q(z) dz = (−1)^{j−1} ( z + 1 z )

otobraßaet oblast~ D^{(z)}_j , j = 1, 2, na verhn¸¸ poluploskost~ H^{(ζ)} = {ζ : Im ζ > 0}, a funkciØ

ζ = (−1)^j ( 1 z + z )

otobraßaet oblast~ ~D^{(z)}_j , j = 1, 2, na tu ße poluploskost~. ˚sno, qto qetverka oblasteæ D^{(z)}_j , ~D^{(z)}_j , j = 1, 2, ØvlØetsØ ffkstremal~noæ sistemoæ oblasteæ zadaqi teoremy 1 ob ffkstremal~nom razbienii C^{(z)} \ {0} pri A = ?, B = ?, C = {c_1, c_2} = {∞, 0},

n_1 = n_2 = 2, G^{(0)}_1 = z, G^{(0)}_2 = 1/z. Oqevidno, qto oblasti D^{(z)}_j , j = 1, 2, – ffkstremal~naØ para oblasteæ v sootvetstvu¸weæ za-

daqe ob ffkstremal~nom razbienii oblasti U^∗.

Pust~ w = f(z) – funkciØ, realizu¸waØ max |α_1| v klasse Σ(r). Kak pokazyvaet nesloßnoe rassußdenie v [13], dostatoqno sqitat~, qto f(z) – neqetnaØ funkciØ:

f(z) = z + α_1 z + . . . . (29)

My moßem takße sqitat~, qto α_1 > 0. Qerez z = g(w) oboznaqaem otobraßenie, obratnoe k w = f(z): z = w − α_1 w + . . . (30)

Pust~ D_j , j = 1, 2, – obrazy oblasteæ D^{(z)}_j pri otobraßenii w =

f(z). V silu (30), dlØ otobraßeniØ ζ = ±g(w) oblasti D_j , j = 1, 2,

na poluploskost~ H^{(ζ)} imeem razloßenie

ζ = (−1)^{j−1} { w + 1 − α_1 w + . . . } . (31)

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 183

Takim obrazom, oblasti D_0, D_1, D_2 obrazu¸t dopustimu¸ sistemu oblasteæ v zadaqe teoremy 1 ob ffkstremal~nom razbienii w-ploskosti pri A = ?, B = {0}, C = {c_1} = {∞}, n_1 = 2,

G^{(0)}_1 (w) = w, a differencial

Q(w)dw^2 = w^2 − μ^2

w^2 dw^2, (32)

gde μ – nekotoroe poloßitel~noe qislo, ØvlØetsØ associirovannym kvadratiqnym differencialom ukazannoæ zadaqi. Pust~

D_0(μ) – krugovaØ oblast~, D_1(μ) i D_2(μ) – koncevye oblasti dif-

ferenciala (32), D_1(μ) ⊂ H^{(w)} . FunkciØ

ζ = (−1)^{j−1} ∫ √ Q(w) dw = (−1)^{j−1} { w + 1 2 μ^2 w + . . . } (33)

otobraßaet oblast~ D_j(μ), j = 1, 2, na poluploskost~ H^{(ζ)} .

Budem pol~zovat~sØ teoremoæ 1. DlØ ffkstremal~nogo otobraßeniØ w = f(z) rassmotrim ravenstvo

q(z)dz^2 = Q(w)dw^2. (34)

Iz (33) nahodim, qto cap ∂D_0(μ) = πμ/4. Sledovatel~no, oblasti

D_j (μ) ØvlØ¸tsØ obrazami oblasteæ D^{(z)}_j , j = 1, 2, pri otobraße-

nii f ∈ Σ pri uslovii

μ 6^4_π . (35)

Ispol~zuØ uravnenie −μ^2 dt^2 t^2 = Q(w)dw^2 dlØ otobraßeniØ t = t(w) oblasti D_0(μ) na krug |t| < 1, poluqaem

R(D_0(μ), 0) = 2μ e , (36)

Po teoreme 1,

R(D_0, 0) 6 R(D_0(μ), 0),

otkuda, v silu (35) i (36),

r = R(D_0, 0) 6 2μ e 6^8_{πe} .

184 G. V. KUZ^MINA

Tak kak dlØ ffkstremal~nogo otobraßeniØ spravedlivo (34), to iz (31) i (33) nahodim

α_1 = 1 − 1 2 μ^2.

Ots¸da i iz (35) poluqaem, qto pri r 6^8_{πe}

α_1 6 1 − 1 8 e^2r^2.

Takim obrazom, imeem neravenstvo dlØ |α_1|, ukazannoe v teoreme 2. Iz predyduwego sleduet, qto obrazom oblasti U^∗ pri normirovannom ffkstremal~nom otobraßenii w = f(z) pri r =^8_{πe} slußit vnexnost~ granicy oblasti D_0

(_4 π ) , pri r <^8_{πe} – vnexnost~ kontinuuma, poluqaemogo prisoedineniem k ∂D_0

(_4 π ) so- otvetstvu¸wih otrezkov vewestvennoæ osi w-ploskosti, otkuda vytekaet opisanie vseh ffkstremal~nyh konfiguraciæ.

Pust~ teper~ r >^8_{πe} . V fftom sluqae rassmotrim na z-sfere kvadratiqnyæ differencial

q_1(z)dz^2 =

(z^2 − λ^2)(z^2 − 1/λ^2) z^4 dz^2, 0 < λ < 1. (37)

V strukture traektoriæ differenciala (37) v oblasti U^∗ imeetsØ dvusvØznaØ oblast~ Δ^{(z)}, ime¸waØ okrußnost~ C = {z : |z| =

1} svoim vnutrennim graniqnym kontinuumom i otdelØ¸waØ fftu okrußnost~ ot toqek −1/λ, 1/λ, i dve koncevye oblasti D^{(z)}_1 i

D^{(z)}_2 , dlØ kotoryh poluprØmye (−∞, −1/λ) i (1/λ, ∞) slußat ob-

wimi graniqnymi dugami. Na w-ploskosti budem po-preßnemu rassmatrivat~ differencial (32). V silu teoremy 1, dlØ ffkstremal~nogo otobraßeniØ imeem ravenstvo

q_1(z)dz^2 = Q(w)dw^2. (38)

PolagaØ u = 1 2 ( z + 1 z ) , poluqaem

q_1(z)dz^2 = q_2(u)du^2, (39) gde q_2(u)du^2 = 4 k^2 k^2u^2 − 1 u^2 − 1 du^2, k = 2λ 1 + λ^2 .

K ZADAQAM OB �KSTREMAL^NOM RAZBIENII 185

RassmatrivaØ dliny otrezkov [1/λ, 1/ε] i [μ, 1/ε] sootvetstvenno v q_1-metrike i Q-metrike, ispol~zuØ (38), (39) i izvestnye formuly teorii fflliptiqeskih funkciæ, nahodim μ = 4 π E(k) k . (40)

Pri otobraßenii w = f(z) oblasti Δ^{(z)} sootvetstvuet dvusvØznaØ oblast~ Δ, leßawaØ v oblasti D_0(μ) i ime¸waØ granicu fftoæ oblasti svoim vnexnim graniqnym kontinuumom. Pust~

M (Δ^{(z)}) – konformnyæ modul~ oblasti Δ^{(z)}. Imeem 1 2π log M (Δ^{(z)}) = dl.^{q1} [1, 1/λ] dl._{q1} C = dl._{q2} [1, 1/k]

4dl._{q2} [0, 1] = 1 4 K^′(k) − E^′(k) E(k) . Pust~ ~D_0 = D_0(μ) \ Δ̄. Tak kak vnutrenniæ graniqnyæ kontinuum oblasti Δ ØvlØetsØ traektorieæ differenciala (32), to v silu (36) i (40)

log R( ~D_0, 0) =

= log R(D_0(μ), 0) − log M (Δ) = log ( 8 πe E(k) k ) − π 2 K^′(k) − E^′(k) E(k) , sledovatel~no,

R( ~D_0, 0) = 8 πe E(k) k exp { − π 2 K^′(k) − E^′(k) E(k) } . Pust~ k, 0 < k < 1, – rexenie uravneniØ r = 8 πe E(k) k exp { − π 2 K^′(k) − E^′(k) E(k) } . Iz (38) nahodim

α_1 =

1 + λ^4 2λ^2 − 1 2 μ^2 = 1 + 2k^{′2} k^2 − 1 2 μ^2,

otkuda

α_1 = 1 − 2 k^2 { 4 π^2

E^2(k) − k^{′2} } . Sledovatel~no, spravedliva ocenka dlØ |α_1|, ukazannaØ v teoreme 2. Iz predyduwego takße sleduet opisanie vseh ffkstremal~- nyh otobraßeniæ. �

186 G. V. KUZ^MINA

Dokazatel~stvo teoremy 2 v sluqae n = 2 osloßneno dokazatel~stvom togo fakta, qto ffkstremal~noe otobraßenie obladaet sootvetstvu¸weæ simmetrieæ. V [13] dlØ fftoæ celi ispol~zuetsØ rezul~tat v zadaqe o maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ.

Literatura

1. J. A. Jenkins, On the existence of certain general metric. I, II, Ann. Math. 66, No. 3 (1957), 440–453; Tôhoku Math. J. (2) 45, No. 2 (1993), 247–257.

2. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Matem. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

3. E. G. Emel~Ønov, K zadaqam ob ffkstremal~nom razbienii, Zap. nauqn.

semin. LOMI 154 (1986), 76–89.

4. V. G. Kuz~mina, Ob ffkstremal~nyh svoæstvah kvadratiqnyh differencialov s polosoobraznymi oblastØmi v strukture traektoriæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 154 (1986), 110–129.

5. E. G. Emel~Ønov, O svØzi dvuh zadaq ob ffkstremal~nom razbienii, Zap.

nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 91–98.

6. E. G. Emel~Ønov, G. V. Kuz~mina, Teoremy ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstvah sistem oblasteæ razliqnyh tipov, Zap. nauqn. semin. PO- MI 237 (1996), 74–104.

7. A. ı. Solynin, Moduli i ffkstremal~no-metriqeskie problemy, Algebra i analiz 11, vyp. 1 (1999), 3–86.

8. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103; vyp. 5 (1997), 1–50.

9. G. V. Kuz~mina, K voprosu ob ffkstremal~nyh svoæstvah kvadratiqnyh differencialov s koncevymi oblastØmi v strukture traektoriæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 98–113.

10. J. A. Jenkins, Univalent functions and conformal mappings, Ergeb. Math. Grenzgeb. (N.F.), Bd.18, Springer-Verlag, Berlin etc., 1958; 2nd ed. corrected, 1965;

Per. na rus. Øz. I-go izd., Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

11. P. L. Duren, M. Schiffer, Univalent functions which map onto regions of given transfinite diameter, Trans. Amer. Math. Soc. 323, No. 1 (1991), 413–248.

12. A. ı. Solynin, Nekotorye ffkstremal~nye zadaqi v klasse Σ(ø ), Zap.

nauqn. semin. POMI 196 (1991), 138–153.

13. G. V. Kuz~mina, Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii v klasse Σ(r), Zap.

nauqn. semin. POMI 196 (1991), 101–116.

Postupilo 14 dekabrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:kuzmina@pdmi.ras.ru