Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

L. V. Kovalev

OCENKI KONFORMNOGO RADIUSA I TEOREMY ISKAȷENI˚ DL˚ ODNOLISTNYH FUNKCI`

Vvedenie

Oboznaqim qerez r(D, a) konformnyæ radius oblasti D otnositel~no koneqnoæ toqki a ∈ D i poloßim r(D, ∞) = r({1/z :

z ∈ D}, 0). Pust~ D(R) – semeæstvo vseh odnosvØznyh oblasteæ

D ⊂ C , udovletvorØ¸wih usloviØm 0, 1 ∈ D, r(D, 0) = R. Qerez

D^c(R) oboznaqim mnoßestvo vseh vypuklyh oblasteæ semeæstva D(R). V stat~e [1] byla rexena sledu¸waØ ffkstremal~naØ zadaqa.

Zadaqa 1. V semeæstve D(R) naæti oblast~ s naibol~xim znaqe-

niem r(D, 1).

Bolee prostoe rexenie fftoæ zadaqi, ne ispol~zu¸wee teorem ob ffkstremal~nom razbienii, privoditsØ v §1 (teorema 1). Tak kak ffkstremal~naØ oblast~ zadaqi 1 ne ØvlØetsØ vypukloæ, estestvenno rassmotret~ analogiqnu¸ problemu v klasse D^c(R).

Zadaqa 2. V semeæstve D^c(R) naæti oblast~ s naibol~xim zna-

qeniem r(D, 1).

Rexenie zadaqi 2 privedeno v §1 (teorema 2). Vaßnost~ ocenok konformnogo radiusa obuslovlena ih svØz~¸ s teoremami iskaßeniØ, kotorye rassmatriva¸tsØ vo vtorom paragrafe.

V dal~neæxem U_r(z_0) = {z ∈ C : |z −z_0| < r}, U_r = U_r(0), U= U_1, S – klass regulØrnyh i odnolistnyh v U funkciæ f, normirovannyh usloviØmi f(0) = f^′(0) − 1 = 0; S_M = {f ∈ S : |f(z)| < M pri |z| < 1}, M > 1. Funkcii Kebe i Pika oboznaqaem qerez k i

k_M , obratnye im, sootvetstvenno, l i l_M . Takim obrazom,

k(z) = z(1 − z)^{−2}, l(w) = (1 + 2w − √ 1 + 4w)/2w, k_M (z) = M l(k(z)/M ), l_M (w) = l(M k(w/M )). Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 99-01-00443) i ISSEP (grant s99-406). 141

142 L. V. KOVALEV

Izvestny mnogoqislennye teoremy iskaßeniØ dlØ funkciæ iz klassov S i S_M (sm., naprimer, [2–5]). Nekotorye iz nih mogut byt~ neposredstvenno pereneseny na funkcii, obratnye fflementam fftih klassov. Naprimer, iz ocenki |f(z)| v klasse S_M sleduet, qto pri g^{−1} ∈ S_M i |w_0| = ρ < −M l(−1/(4M )) vypolnØetsØ neravenstvo

l_M (ρ) 6 |g(w_0)| 6 −l_M (−ρ). (1)

Ravenstvo v levoæ (sootvetstvenno, v pravoæ) qasti neravenstva (1) dostigaetsØ tol~ko pri g(w) = w_0ρ^{−1}l_M (ρw^{−1}_0 w) (sootvetstvenno, tol~ko pri g(w) = −w_0ρ^{−1}l_M (−ρw^{−1}_0 w)).

Tem ne menee, mnogie teoremy iskaßeniØ dlØ obratnyh funkciæ ne svodØtsØ k sootvetstvu¸wim ocenkam dlØ prØmyh funkciæ. Naprimer, ispol~zuØ klassiqesku¸ teoremu Biberbaha k^′(−|z|) 6 |f^′(z)| 6 k^′(|z|), f ∈ S, |z| < 1, vmeste s neravenstvom −k(−|z|) 6 |f(z)| 6 k(|z|), f ∈ S, |z| < 1, dlØ ocenki modulØ proizvodnoæ obratnoæ funkcii, poluqim 1 k^′(−l(−ρ)) 6 |g^′(w_0)| 6 l^′(−ρ), g^{−1} ∈ S, |w_0| = ρ < 1 4 . (2)

Ravenstvo dostigaetsØ v pravoæ qasti (2) togda i tol~ko togda, kogda g(w) = −w_0ρ^{−1}l(−ρw^{−1}_0 w). V levoæ qasti (2) ravenstvo ne imeet mesta ni pri kakom ρ > 0. ToqnaØ ocenka |g^′(w)| snizu budet dana v §2 (sledstvie 2).

Izuqenie analogiqnoæ problemy dlØ klassa S_M pokazyvaet (sm. sledstvie 1), qto funkciØ l_M ne daet minimuma modulØ proizvodnoæ pri M < 8/7. Vopros o toqnoæ ocenke |g^′(w)| snizu v fftom sluqae ostaetsØ otkrytym.

§1. Ocenki konformnogo radiusa

Rexenie zadaq 1 i 2 osnovyvaetsØ na sledu¸weæ lemme.

Lemma 1. Pust~ D ⊂ C – odnosvØznaØ oblast~, ime¸waØ bolee

odnoæ graniqnoæ toqki, z_0 ∈ D. Togda

lim_{ε↓0} ε^{−1}(r(D, z_0 + ε) − r(D, z_0)) 6 4, (3)

gde ravenstvo dostigaetsØ tol~ko pri D = C \ {z_0 + x : x 6 c}, gde c < 0.

OCENKI KONFORMNOGO RADIUSA 143 Esli, dopolnitel~no, D – vypuklaØ oblast~, to lim_{ε↓0} ε^{−1}(r(D, z_0 + ε) − r(D, z_0)) 6 2, (4) gde ravenstvo dostigaetsØ tol~ko pri D = {z : Re z > c}, gde c < Re z_0.

Dokazatel~stvo. Bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~,

qto z_0 = 0. Pust~ r = r(D, 0). Suwestvuet takaØ funkciØ f(z) =

z + c_2z^2 + · · · ∈ S, qto z → rf(z) otobraßaet U na D. Vvidu ra-

venstv

lim_{ε↓0} ε^{−1}(r(D, ε) − r) = lim_{ε↓0} ε^{−1}(r|f^′(f^{−1} (ε/r))|(1 − |f^{−1}(ε/r)|^2) − r) = = lim_{ε↓0} ε^{−1}r(|1 + 2c_2ε/r| − 1) = lim_{ε↓0} ε^{−1}r Re(2c_2ε/r) = 2 Re c_2, (5) oba utverßdeniØ lemmy sledu¸t iz izvestnyh ocenok dlØ Re c_2 (sm., naprimer, [2, s.50, 204]).

Teorema 1 (E. G. Emel~Ønov, [1, s.100]). Pri D ∈ D(R) vypolnØ-

etsØ neravenstvo r(D, 1) 6 R + 4.

Ravenstvo dostigaetsØ tol~ko pri D = C \ (−∞, −R/4].

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto [0, 1] ⊂ D. Togda, integri-

ruØ neravenstvo (3) vdol~ otrezka [0, 1], poluqim r(D, 1) − r(D, 0) 6 4 s sootvetstvu¸wim utverßdeniem o sluqae ravenstva. V sluqae [0, 1] ⊄ D s uqetom teoremy Kebe o pokrytii poluqaem r(D, 1) 6 4 dist(1, ∂D) < 4.

Teorema dokazana.

Teorema 2. Pri D ∈ D^c(R) vypolnØetsØ neravenstvo

r(D, 1) 6 R + 2.

Ravenstvo dostigaetsØ tol~ko pri D = {z ∈ C : Re z > −R/2}.

Dokazatel~stvo. V silu usloviæ teoremy [0, 1] ⊂ D. Inte-

griruØ neravenstvo (4) vdol~ otrezka [0, 1], poluqim r(D, 1) −

144 L. V. KOVALEV r(D, 0) 6 2 s trebuemym utverßdeniem o znake ravenstva. Teore-

ma dokazana.

S ispol~zovaniem dopolnitel~nyh geometriqeskih harakteristik oblasti D ∈ D^c(R) teorema 2 moßet byt~ utoqnena sledu¸wim obrazom.

Teorema 3. Pust~ D ∈ D^c(R).

a) Esli z_0 ∈ ∂D ∩ (−∞, 0) i vyhodØwie iz toqki z_0 kasatel~nye k ∂D obrazu¸t s poloßitel~nym napravleniem vewestvennoæ osi ugly φ_1, φ_2 ∈ (0, π), to

r(D, 1) 6 R + 2 π (φ_1 + φ_2) sin πφ_1 φ_1 + φ_2 . Ravenstvo dostigaetsØ v tom i tol~ko tom sluqae, esli D – vnutrennost~ ugla s verxinoæ na luqe (−∞, 0).

b) Esli (−∞, 0) ⊂ D, to r(D, 1) 6 R. Ravenstvo dostigaetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli D – gorizontal~naØ polosa ili poluploskost~, ograniqennaØ gorizontal~noæ prØmoæ.

Dokazatel~stvo. a) Pust~ G – vnutrennost~ ugla, obrazovanno-

go kasatel~nymi k ∂D v toqke z_0, G ⊃ D. Pri k > 0 poloßim

D(k) = {z_0 + k(z − z_0) : z ∈ D}.

V silu vypuklosti oblasti D pri k_1 < k_2 imeem D(k_1) ⊂ D(k_2), gde ravenstvo vozmoßno tol~ko pri D = G. Sledovatel~no, funk- ciØ f(x)^{def}= r(D, z_0 + x)/x = r(D(1/x), z_0 + 1)

strogo ubyvaet pri x > 0, za iskl¸qeniem sluqaØ D = G, kogda ona postoØnna. UqityvaØ, qto ⋃ x>0 D(x) = G, nahodim

lim_{x↓0} f(x) = r(G, z_0 + 1) = 2 π (φ_1 + φ_2) sin πφ_1 φ_1 + φ_2 . Sledovatel~no,

r(D, 1) = (|z_0| + 1)f(|z_0| + 1) 6 (|z_0| + 1)f(|z_0 |) = R + f(|z_0 |) 6

6 R +^2_π (φ1 + φ2) sin^{πφ1}_{φ1 + φ2} ,

OCENKI KONFORMNOGO RADIUSA 145

gde ravenstvo dostigaetsØ tol~ko pri D = G.

b) Legko videt~, qto {z−1 : z ∈ D} ⊂ D, gde ravenstvo vozmoßno tol~ko v sluqaØh, ukazannyh v formulirovke. Sledovatel~no, r(D, 1) = r({z − 1 : z ∈ D}, 0) 6 R. Teorema dokazana.

V zakl¸qenie pervogo paragrafa privedem primer priloßeniØ ocenok konformnogo radiusa.

Teorema 4. Esli f(z) = z + c2z^2 + · · · ∈ S^c, to pri |z| < 1 imeet

mesto neravenstvo Re(c_2f(z)) > − 1 2 . (6) Konstanta −1/2 ØvlØetsØ naibol~xeæ vozmoßnoæ.

Predvaritel~no dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 2. Esli D ⊂ C – vypuklaØ oblast~, D ≠ C , to r(D, a) –

vognutaØ funkciØ ot a pri a ∈ D.

Dokazatel~stvo. Bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~,

qto 0 ∈ D, r(D, 0) = 1. Pri dostatoqno malom ε > 0 otrezok [−ε, ε] leßit v D. DlØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno ustanovit~ neravenstvo lim_{ε↓0} ε^{−2}(r(D, ε) + r(D, −ε) − 2) 6 0. (7)

Pust~ funkciØ f(z) = z +c_2 z^2 +· · · ∈ S^c otobraßaet Una D. Pust~

z_1 = f^{−1}(ε), z_2 = f^{−1}(−ε). Iz sootnoxeniæ z_1 + c_2z^2_1 + o(ε^2) = ε i z_2 + c_2z^2_2 + o(ε^2) = −ε, ε → 0, poluqim z_1 + z_2 = −c_2(z^2_1 + z^2_2 ) + o(ε^2), ε → 0. (8)

S uqetom razloßeniØ |1+w| = 1+Re w +(Im w)^2/2+o(|w|^2), w → 0, nahodim

|f^′(z_i)| = 1 + Re(2c_2z_i + 3c_3z^2_i )+ + 2(Im(c_2z_i))^2 + o(ε^2), ε → 0, i = 1, 2. (9) Iz (9), (8) i sootnoxeniæ z_1 = ε + o(1), z_2 = −ε + o(1), ε → 0, sleduet

|f^′(z_1)| + |f^′(z_2)| = 2 + 2ε^2 Re(3c_3 − 2c^2) + 4ε^2(Im c_2)^2 + o(ε^2), ε → 0,

146 L. V. KOVALEV r(D, ε) + r(D, −ε) = |f^′(z_1)|(1 − |z_1|^2) + |f^′(z_2)|(1 − |z_2|^2) = = 2 + 2ε^2(Re(3c_3 − 2c^2) + 2(Im c_2)^2 − 1) + o(ε^2), ε → 0.

Itak,

lim_{ε↓0} ε^{−2}(r(D, ε) + r(D, −ε) − 2) = 2(Re(3c_3 − 2c^2) + 2(Im c_2)^2 − 1),

i ostaetsØ pokazat~, qto Re(3c_3 − 2c^2) + 2(Im c_2)^2 6 1.

V silu usloviØ f ∈ S^c funkciØ

g(z) = 1 + zf^{′′}(z) f^′(z)

= 1 + 2c_2z + (6c_3 − 4c^2)z^2 + · · · = 1 + a_1z + a_2z^2 + . . .

udovletvorØet uslovi¸ Re g(z) > 0, z ∈ U. Togda pri α ∈ R funk- ciØ g_α(z) =

(1 + e^{iα})g(z) + 1 − e^{iα} (1 − e^{iα})g(z) + 1 + e^{iα} = = 1 + e^{iα}a_1z + e^{iα}(a_2 − (1 − e^{iα})a^2_1/2)z^2 + . . .

takße imeet poloßitel~nu¸ vewestvennu¸ qast~ v U. Sledovatel~no (sm. [2, s. 109]), |a_2 − (1 − e^{iα})a^2_1/2)| 6 2. UqityvaØ, qto max_{α∈}R|a_2 −a^2_1/2+e^{iα}a^2_1/2| = |a_2 −a^2_1/2|+|a_1|^2/2 = 6|c_3 −c^2|+2|c_2|^2,

poluqaem neravenstvo 3|c_3 − c^2| + |c_2|^2 6 1. Sledovatel~no, Re(3c_3 − 2c^2) + 2(Im c_2)^2 = 3 Re(c_3 − c^2) + |c_2|^2 6 1.

Neravenstvo (7), iz kotorogo sleduet utverßdenie lemmy, dokazano.

Dokazatel~stvo teoremy 4. Pust~ D = {f(z) : |z| < 1}. Iz (5)

sleduet asimptotiqeskoe ravenstvo

r(D, w) = 1 + 2 Re(c_2w) + o(|w|), w → 0.

V silu lemmy 2 imeet mesto neravenstvo

r(D, w) 6 1 + 2 Re(c_2w), w ∈ D.

UqityvaØ, qto konformnyæ radius poloßitelen, prihodim k utverßdeni¸ (6). Tak kak pri 0 < p 6 1 i α ∈ R funkciØ f_{p,α}(z) = e^{−iα} 2p {( 1 + e^{iα}z 1 − e^{iα}z )_p − 1 } = z + pe^{iα}z^2 + . . . ,

OCENKI KONFORMNOGO RADIUSA 147

prinadleßit klassu S^c i lim_{r↑1} pe^{iα}f_{p,α}(−re^{−iα}) = − 1 2 , to konstanta −1/2 v (6) ØvlØetsØ naibol~xeæ vozmoßnoæ pri l¸- bom c_2 ≠ 0.

§2. Teoremy iskaßeniØ dlØ odnolistnyh funkciæ Naqnem so vspomogatel~nogo utverßdeniØ, ustanavliva¸wego svØz~ meßdu konformnymi radiusami oblasteæ, obrazu¸wih ffkstremal~noe razbienie oblasti D, i konformnym radiusom oblasti D. Qerez g_D(z, z_0) oboznaqaem funkci¸ Grina oblasti D s pol¸som v toqke z_0 ∈ D.

Lemma 3. Pust~ D ⊂ C – odnosvØznaØ oblast~, dopolnenie ko-

toroæ soderßit ne menee dvuh toqek; a_1, . . ., a_n ∈ D – razliqnye toqki, α_1, . . . , α_n > 0. Pust~ Q(z)dz^2 – kvadratiqnyæ differencial, krugovye oblasti D_1, . . . , D_n kotorogo realizu¸t maksimum

proizvedeniØ^n ∏ k=1 r^{αk} (G_k, a_k) po vsem nepereseka¸wimsØ odnosvØz-

nym oblastØm G_k ⊂ D. Esli Q(z)dz^2 ne imeet v D nuleæ neqetnogo porØdka, to naædutsØ takie qisla j_1, . . . , j_n ∈ {−1, 1}, qto:

a) esli k ≠ l i D ∩ ∂D_k ∩ ∂D_l \ ⋃ m≠k,l ∂Dm ≠ ?, to jk + jl = 0; b) pri k = 1, . . ., n

r(D_k, a_k) = r(D, a_k) exp { 1 j_k √ α_k ∑ l≠k j_l √ α_lg_D(a_k, a_l) } . Dokazatel~stvo. S pomow~¸ konformnogo otobraßeniØ svedem

zadaqu k sluqa¸ D = U. Normiruem Q(z) iz usloviØ Q(z) ∼

−α_k(z −a_k )^{−2}, z → a_k. UsloviØ lemmy obespeqiva¸t suwestvova-

nie v oblasti D odnoznaqnoæ vetvi funkcii Q^{1/2}(z). Opredelim

j_1, . . . , j_n sootnoxeniØmi Q^{1/2}(z) ∼ i j_k √ α_k z − a_k , z → a_k, k = 1, . . . , n. Togda funkciØ Q^{1/2}(z) − i n∑ k=1 j_k √ α_k z − a_k

148 L. V. KOVALEV

regulØrna v D. Sledovatel~no, funkciØ Im ∫ Q^{1/2}(z) dz − n∑ k=1 j_k √ α_k log |z − a_k| ØvlØetsØ garmoniqeskoæ v D. Mnoßestvo Φ =^n ⋃ k=1 ∂D_k svØzno,

soderßit granicu ∂D oblasti D i sostoit iz zamykaniæ traektoriæ kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2. Sledovatel~no, Im ∫ Q^{1/2}(z) dz = const na Φ; bez ograniqeniØ obwnosti fftu kon-

stantu moßno sqitat~ ravnoæ nul¸. OboznaqaØ h(z) = n∑ k=1 j_k √ α_kg_D(z, a_k), po principu maksimuma poluqim Im ∫ Q^{1/2}(z) dz = −h(z), z ∈ D. Sledovatel~no, Φ = {z ∈ D : h(z) = 0}. Pust~ k ≠ l, z_0 ∈ D ∩ ∂D_k ∩ ∂D_l \ ⋃ m≠k,l ∂Dm . Togda pri malyh r > 0 imeem Ur(z0) ⊂ Dk ∪ Dl.

Tak kak funkciØ h(z) prinimaet v U_r(z_0 ) znaqeniØ raznyh znakov, to s uqetom ravenstv sign h(z) = j_m, z ∈ D_m, m = k, l, poluqaem

j_k + j_l = 0. Utverßdenie (a) dokazano.

Po principu maksimuma g_{Dk} (z, a_k) = h(z)/j_k√α_k, z ∈ D_k. PribavlØØ k obeim qastØm fftogo ravenstva log |z − a_k| i perehodØ k predelu pri z → a_k, poluqim (b). Lemma dokazana.

Zameqanie 1. Pust~ oblast~ D, toqki a1, a2 i qisla α1, α2 udo-

vletvorØ¸t usloviØm lemmy 3. Esli B – odnosvØznaØ oblast~,

b_1, b_2 ∈ B i g_B (b_1, b_2) = g_D(a_1, a_2), to oblast~ B, toqki b_1, b_2 i

qisla α_1, α_2 takße udovletvorØ¸t usloviØm lemmy 3.

Deæstvitel~no, v fftom sluqae suwestvuet konformnoe otobraßenie D na B, perevodØwee a_1, a_2 v b_1, b_2 sootvetstvenno.

Pered formulirovkoæ osnovnyh rezul~tatov zametim, qto po teoreme Kebe o pokrytii oblast~ opredeleniØ funkcii g, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ g^{−1} ∈ S, zavedomo soderßit krug U_{1/4}, no ne vsegda soderßit krug U_r pri r > 1/4 (v sluqae g^{−1} ∈ S_M qislo 1/4 sleduet zamenit~ na −M l(−1/(4M ))). Sledovatel~no, ograniqeniØ, nalagaemye v nißesledu¸wih formulirovkah na peremennu¸ ρ, ne mogut byt~ oslableny.

OCENKI KONFORMNOGO RADIUSA 149

Teorema 5. Pust~ g^{−1} ∈ SM , 0 < ρ < −M l(−1/(4M )). Togda dlØ

l¸bogo δ 6 δ(ρ, M ) = 1+ 1 − 2M k(ρ/M ) √ 1 + 4M k(ρ/M ) pri |w_0| = ρ imeet mesto

neravenstvo |g^′(w_0)| |g(w_0)|^δ ¿ l^′_M (ρ) l_M (ρ)^δ

. (10)

Ravenstvo v (10) dostigaetsØ tol~ko pri g(w) = w_0ρ^{−1}l_M (ρw^{−1}_0 w).

Pri δ > δ(ρ, M ) neravenstvo (10) v obwem sluqae neverno.

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem ρ ∈ (0, −M l(−1/(4M ))) i vvedem

konstanty ρ^′ = M k(ρ/M ), ρ^{′′} = −M k(−ρ/M ), α_1 = 1/ √ 1 + 4ρ^′, α_2 = 1/ √ 1 − 4ρ^{′′}, R = M/ρ, A = (R + 1)/(R − 1). Zametim, qto α_2 ∈ R v silu neravenstva ρ^{′′} < 1/4, vyteka¸wego iz usloviØ ρ < −M l(−1/(4M )). Rassmotrim kvadratiqnyæ differencial Q_α(w)dw^2, gde

Q_α(w) = −P_α(w) ( z(z − 1)(z − R^2) )_{−2} , P_α(w) =

= (z + R)^2 ( z^2 + ( (_{R−1} α )_2

− R^2 − 1 ) z + R^2 ) , α_1 6 α 6 A^{−1}, ( z^2 + ( (R^2 − 1)/α^2 − R^2 − 1 ) z + R^2

)_2 , A^{−1} 6 α 6 A, (z − R)^2 ( z^2 + ( (_{R+1} α )_2

− R^2 − 1 ) z + R^2 ) , A 6 α 6 α2. Kritiqeskie traektorii fftogo differenciala razbiva¸t U_R na dve krugovye oblasti D_0(α), D_1(α), priqem

r^{α2} (D_0(α), 0)r(D_1(α), 1) ¿ r^{α2} (G_0, 0)r(G_1, 1)

dlØ l¸byh nepereseka¸wihsØ odnosvØznyh oblasteæ G_i ⊂ U_R.

Pri α_1 6 α < A^{−1} polinom P_α imeet v U_R odin nul~ c < 0. Oboznaqim B(α) = U_R \ [−1, c]. UqityvaØ ravenstvo

c + R^2/c = R^2 + 1 − (R − 1)^2/α^2,

vyteka¸wee iz formuly Vieta, netrudno vyqislit~ r(B(α), 0) = 4R^2 2R − c − R^2/c = 4α^2

1 − α^2 1 (1 − ρ/M )^2 ,

g_{B(α)}(0, 1) = log √ R^2 − (c + R^2/c) + 1 + R − 1 √ R^2 − (c + R^2/c) + 1 − R + 1

= log

1 + α 1 − α .

150 L. V. KOVALEV

Pri A^{−1} 6 α 6 A poloßim B(α) = U_R. V fftom sluqae

r(B(α), 0) = R, g_{B(α)}(0, 1) = log R.

Nakonec, pri A < α 6 α_2 oboznaqim B(α) = U_R \ [c, 1], gde c – edinstvennyæ nul~ polinoma P_α v U_R. Analogiqno pervomu sluqa¸, nahodim r(B(α), 0) = 4α^2 α^2 − 1 1 (1 + ρ/M )^2

, g_{B(α)}(0, 1) = log α + 1 α − 1 . Zametim, qto r(B(α_1), 0) = r(B(α_2), 0) = 1/ρ, qto v silu vozrastaniØ funkcii r(B(α), 0) na otrezke [α_1, A^{−1}] i ee ubyvaniØ na [A, α_2] vleqet neravenstvo r(B(α), 0) ¿ 1/ρ pri vseh α.

Po analogii s [1, s.95] vvedem v rassmotrenie semeæstvo oblasteæ {D(α) : α_1 6 α 6 α_2}, opredelØemyh sledu¸wimi usloviØ- mi: (1) D(α) ∈ D(1/ρ); (2) D_0(α) ∪ D_1(α) ⊂ D(α) ⊂ B(α);

(3) D(α) simmetriqna otnositel~no vewestvennoæ osi. Naædem Øvnoe vyraßenie dlØ funkcii r(α) = exp(−g_{D(α)}(0, 1)). PrimenØØ lemmu 3 k oblasti D(α) i differencialu Q_α(w)dw^2, nahodim

r(D_0(α), 0) = r(α)^{1/α}/ρ. (11)

PrimenØØ fftu ße lemmu k oblasti B(α) i kvadratiqnomu differencialu Q_α(w)dw^2, poluqim

r(D_0(α), 0) =

( 1 − α 1 + α )_{1/α} 4α^2 1 − α^2 1 (1 − ρ/M )^2

, α_1 6 α < A^{−1}, (M/ρ)^{1−1/α}, A^{−1} 6 α 6 A, ( α − 1 α + 1 )_{1/α} 4α^2 α^2 − 1 1 (1 + ρ/M )^2 , A < α 6 α_2. Iz dvuh poslednih ravenstv nemedlenno sleduet

r(α) = 1 − α 1 + α ( 4α^2ρ^′ 1 − α^2 )_α , α_1 6 α < A^{−1}, M^{α−1}ρ, A^{−1} 6 α 6 A, α − 1 α + 1 ( 4α^2ρ^{′′} α^2 − 1 )_α , A < α. (12)

OCENKI KONFORMNOGO RADIUSA 151

V silu sootnoxeniæ

(log r(α))^′ = log 4α^2ρ^′ 1 − α^2

> log

4α^2_1ρ^′ 1 − α^2_1

= 0, α_1 < α < A^{−1}, log M > 0, A^{−1} < α < A, log 4α^2ρ^{′′} α^2 − 1

> log

4α^2ρ^{′′} α^2 − 1 = 0, A < α < α_2 funkciØ r(α) nepreryvno differenciruema na otrezke [α_1, α_2] i strogo vozrastaet ot r(α_1) = l_M (ρ) do r(α_2) = −l_M (−ρ).

Pust~ |w_0| = ρ, δ 6 δ(ρ, M ). Oboznaqim f = g^{−1} ∈ S_M i poloßim G = {f(z)/w_0 : |z| < 1}. Legko videt~, qto r(G, 0) = 1/ρ i g_G(0, 1) = − log |g(w_0)|. Iz (1) sleduet, qto uravnenie r(α) =

|g(w_0)| imeet edinstvennyæ koren~ γ ∈ [α_1, α_2]. Pust~ G_0, G_1 – ne-

pereseka¸wiesØ odnosvØznye oblasti, leßawie v G i realizu- ¸wie maksimum proizvedeniØ r^{γ2} (G_0, 0)r(G_1, 1) po vsem oblastØm dannogo vida. Iz usloviØ G ⊂ U_R sleduet r^{γ2} (G_0, 0)r(G_1, 1) 6

r^{γ2} (D_0 (γ), 0)r(D_1(γ), 1). PrimenØØ lemmu 3 s uqetom ravenstv g_G(0, 1) = g_{D(γ)}(0, 1), r(G, 0) = r(D(γ), 0) i zameqaniØ 1, poluqim r(G, 1) 6 r(D(γ), 1). Sledovatel~no, ρ|g^′(w_0)| |g(w_0)|^δ = 1 − |g(w_0)|^2 |g(w_0)|^δr(G, 1) ¿

1 − r(γ)^2 r(γ)^δ r(D(γ), 1) . (13)

V silu lemmy 4, privedennoæ niße, 1 − r(γ)^2 r(γ)^δ r(D(γ), 1) ¿

1 − r(α_1)^2 r(α_1)^δ r(D(α_1), 1) , priqem ravenstvo dostigaetsØ tol~ko pri γ = α_1, t.e. |g(w_0)| =

l_M (ρ), qto vleqet g(w) = w_0ρ^{−1}l_M (ρw^{−1}_0 w). Netrudno videt~, qto

v poslednem sluqae G = B(α_1) = D(α_1), pofftomu v (13) takße dostigaetsØ ravenstvo. SummiruØ vyxeskazannoe, zakl¸qaem, qto imeet mesto neravenstvo ρ|g^′(w_0)| |g(w_0)|^δ ¿

1 − r(α_1)^2 r(α_1)^δr(D(α_1), 1) , so znakom ravenstva tol~ko dlØ funkcii g(w) = w_0ρ^{−1}l_M (ρw^{−1}_0 w). Pervoe utverßdenie teoremy dokazano.

Predpoloßim, qto δ > δ(ρ, M ), i pokaßem, qto v fftom sluqae (10) neverno. Deæstvitel~no, po lemme 4 suwestvuet α^′ ∈ (α_1, α_2)

152 L. V. KOVALEV

takoe, qto 1 − r(α^′)^2 r(α^′)^δ r(D(α^′), 1) < 1 − r(α_1)^2 r(α_1)^δr(D(α_1), 1) . Pust~ f ∈ S_M otobraßaet {z : |z| < 1} na {ρz : z ∈ D(α^′)}. Netrudno ubedit~sØ, qto dlØ funkcii g = f^{−1} pri w_0 = ρ neravenstvo (10) ne vypolnØetsØ. Teorema dokazana polnost~¸.

Sledstvie 1. Pri M ¿ 8/7 i g^{−1} ∈ SM imeet mesto neravenstvo

l^′_M (ρ) 6 |g^′(w_0)| 6 l^′_M (−ρ), (14)

gde |w_0| = ρ < −M l(−1/(4M )). Ravenstvo v levoæ (sootvetstvenno, v pravoæ) qasti neravenstva (14) dostigaetsØ tol~- ko pri g(w) = w_0ρ^{−1}l_M (ρw^{−1}_0 w) (sootvetstvenno, tol~ko pri g(w) = −w_0ρ^{−1}l_M (−ρw^{−1}_0 w)).

Pri M < 8/7 spravedliva tol~ko ocenka sverhu.

Dokazatel~stvo. PravaØ qast~ neravenstva (14) dokazyvaetsØ

analogiqno (2) pri vseh M > 1. Ocenka snizu sleduet iz teoremy 5 i legko proverØemogo sootnoxeniØ

sign δ(−M l(−1/(4M )), M ) = sign(M − 8/7), M > 1.

Lemma 4. Pri δ 6 δ(ρ, M ) funkciØ

Φ(α) = log(1 − r(α)^2) − δ log r(α) − log r(D(α), 1)

strogo vozrastaet na otrezke [α_1, α_2].

Pri δ > δ(ρ, M ) toqka minimuma Φ(α) na otrezke [α_1, α_2] ne sovpadaet s α_1.

Dokazatel~stvo. V silu strogogo vozrastaniØ funkcii r(α) pri

dokazatel~stve pervogo utverßdeniØ dostatoqno rassmotret~ sluqaæ δ = δ(ρ, M ) = 1 + 1 − 2ρ^′√ 1 + 4ρ^′

. S uqetom lemmy 3 nahodim d dα log r(D(α), 1) = d dα log r(D_1(α), 1) − log r(α) − α r^′(α) r(α) . (15)

Iz ffkstremal~nogo svoæstva oblasteæ D_0(α), D_1(α) sleduet ravenstvo

α^2 d dα log r(D_0(α), 0) + d dα log r(D_1(α), 1) = 0.

OCENKI KONFORMNOGO RADIUSA 153

Vvidu (11) ffto ravenstvo vleqet d dα log r(D_1(α), 1) = log r(α) − αr^′(α) r(α) . (16)

Ispol~zuØ (15) i (16), poluqim

Φ^′(α) = { −2 r(α) 1 − r(α)^2 − δ r(α) + 2α r(α) } r^′(α) = = { α − δ/2 1 + α − δ/2 − r(α)^2 } 2r^′(α) r(α)(1 − r(α)^2)

. (17)

Vvedem vspomogatel~nu¸ funkci¸

f(α) = log r(α) − log √ α − δ/2 1 + α − δ/2 , α ¿ α1, gde r(α) opredelØetsØ formulami (12). Zametim, qto f ∈

S^1(α_1, +∞) v silu nepreryvnoæ differenciruemosti r(α) i leg-

ko proverØemogo neravenstva α_1 > δ(ρ, M )/2. OstaetsØ pokazat~, qto f(α) < 0 pri α_1 < α < α_2. DlØ fftogo dostatoqno ustanovit~ sledu¸wie svoæstva funkcii f(α):

f(α_1) = 0; (18) f(α) − α log(4ρ^{′′}) → 0, α → +∞; (19) f^{′′}(α) > 0, α_1 < α < A, α ≠ A^{−1}; (20)

esli ρ^{′′} ¿ 1/5, to f^{′′}(α) < 0, α > A; (21) esli ρ^{′′} 6 1/5, to f(α) < 0, A 6 α 6 α_2. (22) Deæstvitel~no, v sluqae ρ^{′′} ¿ 1/5 iz (19) i (21) sleduet, qto

f(α) − α log(4ρ^{′′}) < 0 pri α ¿ A. Tak kak ρ^{′′} < 1/4, poluqaem f(α) < 0, α ¿ A. Vvidu (22) neravenstvo f(α) < 0, A 6 α 6 α_2

imeet mesto vne zavisimosti ot znaqeniØ ρ^{′′}. UqityvaØ (18), (20) i uslovie f(A) < 0, poluqim, qto f(α) < 0 pri α_1 < α < A.

Proverka svoæstv (18) i (19) fflementarna. Utverßdenie (20) nemedlenno sleduet iz ravenstva

f^{′′}(α) = 2χ(α) α(1 − α^2) + 1 + 2(α − δ/2) 2(α − δ/2)^2(1 + α − δ/2)^2 , α /∈ {A^{−1}, A}, gde χ – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva [α_1, A^{−1}] ∪ [A, +∞).

154 L. V. KOVALEV

Oboznaqim δ̃ = 1 + 1 − 2ρ^{′′}√ 1 + 4ρ^{′′}

. Iz neravenstva ρ^{′′} < ρ^′ sleduet, qto δ̃ > δ. Ots¸da f^{′′}(α) < 2 α(1 − α^2) + 1 + 2(α − δ̃/2) 2(α − δ̃/2)^2(1 + α − δ̃/2)^2 , α > A. Sledovatel~no, pri α > A imeem sign f^{′′}(α) 6 sign p(α), gde

p(α) = (1 + 2(α − δ̃/2))α(α^2 − 1) − 4(α − δ̃/2)^2(1 + α − δ̃/2)^2 = = −2(α − 1)^4 + (7δ̃ − 15)(α − 1)^3 + (−6δ̃^2 + 33δ̃ − 39)(α − 1)^2+ + 2(δ̃ − 3)(δ̃^2 − 6δ̃ + 7)(α − 1) − (δ̃ − 2)^2(δ̃ − 4)^2/4.

Zametim, qto pri 1/5 6 ρ^{′′} < 1/4 vypolnØetsØ 1 + 2^{−3/2} < δ̃ 6 1+1/ √ 5 i potomu vse kofffficienty v poslednem razloßenii otricatel~ny. Sledovatel~no, p(α) < 0 pri α > 1 i (21) dokazano. V silu neravenstva

f(α) 6 log r(α_2) − log √ 1 − δ/2 2 − δ/2 <

< log r(α_2) − log √ 1 − δ̃/2 2 − δ̃/2 , 1 6 α 6 α2,

dlØ dokazatel~stva (22) dostatoqno proverit~, qto v sluqae 0 <

ρ^{′′} 6 1/5 vypolnØetsØ

r(α_2)^2 < 1 − δ̃/2 2 − δ̃/2 , 1 − 2ρ^{′′} − √ 1 − 4ρ^{′′} 1 − 2ρ^{′′} + √ 1 − 4ρ^{′′} < √ 1 + 4ρ^{′′} − 1 + 2ρ^{′′} 3 √ 1 + 4ρ^{′′} − 1 + 2ρ^{′′} . Poslednee neravenstvo preobrazuetsØ k vidu

(1 − 2ρ^{′′})( √ 1 + 4ρ^{′′} + √ 1 − 4ρ^{′′}) < 2 √ 1 − 16ρ^{′′2}. OstaetsØ zametit~, qto pri 0 < ρ^{′′} 6 1/5

(1 − 2ρ^{′′})( √ 1 + 4ρ^{′′} + √ 1 − 4ρ^{′′}) < 2(1 − 2ρ^{′′}) = 2 √ 1 − 4ρ^{′′} + 4ρ^{′′2} = = 2 √ 1 − 16ρ^{′′2} + 4ρ^{′′}(5ρ^{′′} − 1) 6 2 √ 1 − 16ρ^{′′2}.

OCENKI KONFORMNOGO RADIUSA 155

Spravedlivost~ predloßeniæ (18)–(22), a vmeste s tem i pervogo utverßdeniØ lemmy, ustanovlena.

Dokaßem vtoroe utverßdenie lemmy. Iz (18) sleduet, qto pri

δ > δ(ρ, M ) vypolnØetsØ f(α_1) > 0. Vvidu (17), pri dostatoqno

malyh α > α_1 imeet mesto neravenstvo Φ^′(α) < 0. Lemma dokaza- na. Zameqanie 2. V stat~e [1] dlØ nahoßdeniØ proizvodnoæ funkcii

log r(D(α), 1) privlekaetsØ vspomogatel~noe konformnoe otobraßenie i formuly differencirovaniØ, dannye v [6, 7]. Podhod, osnovannyæ na primenenii lemmy 3, v dannom sluqae pozvolØet uprostit~ vyqisleniØ i izbeßat~ obraweniØ k formulam [6,7].

HotØ pri pomowi predel~nogo perehoda M → ∞ iz teoremy 5 moßno poluqit~ analogiqnu¸ ocenku dlØ funkciæ, obratnyh fflementam klassa S, dokazat~ takim obrazom utverßdenie o sluqae ravenstva ne udaetsØ. Tem ne menee, spravedliva sledu- ¸waØ teorema.

Teorema 6. Pust~ g^{−1} ∈ S, 0 < ρ < 1/4. Togda dlØ l¸bogo δ 6

δ(ρ) = 1 + (1 − 2ρ)/ √ 1 + 4ρ pri |w_0| = ρ imeet mesto neravenstvo

|g^′(w_0)| |g(w_0)|^δ ¿ l^′(ρ) l(ρ)^δ = ( 1 + 2ρ − √ 1 + 4ρ 2ρ )_{1−δ} 1 ρ √ 1 + 4ρ

. (23)

Ravenstvo v (23) dostigaetsØ tol~ko pri g(w) = w_0ρ^{−1}l(ρw^{−1}_0 w).

Pri δ > δ(ρ) neravenstvo (23) v obwem sluqae neverno.

Dokazatel~stvo ØvlØetsØ uprowennym variantom dokazatel~-

stva teoremy 5. OgraniqimsØ opisaniem otliqiæ: funkcii k_M i l_M sleduet zamenit~ na k i l sootvetstvenno; δ(ρ, M ) sleduet zamenit~ na δ(ρ); ρ^′ = ρ^{′′} = ρ; A = 1;

Q_α(w)dw^2 = − 1 − w/c(α) w^2(1 − w)^2 dw^2, c(α) = α^2 α^2 − 1 . Iz dvuh kritiqeskih traektoriæ fftogo differenciala odna ØvlØetsØ luqom {c(α)t : t ¿ 1}, a drugaØ v oboih napravleniØh stremitsØ k c(α). Krome togo, B(α) = C \ {c(α)t : t ¿ 1}; r(α) = |α − 1| α + 1 ( 4α^2ρ |α^2 − 1| )_α . S uqetom fftih izmeneniæ dokazatel~stva teoremy 5 i lemmy 4 osta¸tsØ v sile i v dannom sluqae.

156 L. V. KOVALEV

Sledstvie 2. Pri g^{−1} ∈ S imeet mesto neravenstvo

l^′(ρ) 6 |g^′(w_0)| 6 l^′(−ρ), |w_0| = ρ < 1/4. (24)

Ravenstvo v levoæ (sootvetstvenno, v pravoæ) qasti neravenstva (24) dostigaetsØ tol~ko pri g(w) = w_0ρ^{−1}l(ρw^{−1}_0 w) (sootvetstvenno, tol~ko pri g(w) = −w_0ρ^{−1}l(−ρw^{−1}_0 w)).

Dokazatel~stvo. Ocenka sverhu ustanovlena v (2). LevaØ qast~

(24) sleduet iz teoremy 6 i oqevidnogo neravenstva

δ(ρ) > 1 + 2^{−3/2} > 0, 0 < ρ < 1/4.

Posledniæ rezul~tat moßno sformulirovat~ v vide, podobnom teoreme ob obratnoæ funkcii.

Sledstvie 3. Pust~ w = f(z) – otobraßenie otkrytogo mnoße-

stva Ω ⊂ C v C , differenciruemoe po peremennoæ z. Pust~ a ∈ Ω, b = f(a) i f in¨ektivno v U_ε(a), ε > 0. Togda pri r = ε|f^′(a)|/4 obratnoe otobraßenie g differenciruemo v U_r(b), priqem |f^′(a)|^{−1}l^′ ( |w − b| 4r ) 6 |g^′(w)| 6 |f^′(a)|^{−1}l^{′ (}−^{|w − b|}_{4r}^) , w ∈ Ur(b). Ocenki ØvlØ¸tsØ toqnymi.

Literatura

1. E. G. Emel~Ønov, O maksimume konformnogo radiusa v semeæstvah oblasteæ, udovletvorØ¸wih dopolnitel~nym usloviØm, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 93–108.

2. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd. M., 1966.

3. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

4. N. A. Lebedev, Princip plowadeæ v teorii odnolistnyh funkciæ, M., 1975.

5. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp.3 (1997), 41–103; vyp.5 (1997), 1–50.

6. E. G. Emel~Ønov, Nekotorye svoæstva moduleæ semeæstv krivyh, Zap.

nauqn. semin. LOMI 144 (1985), 72–82.

7. A. ı. Solynin, Zavisimost~ problemy modulØ dlØ semeæstva neskol~- kih klassov krivyh ot parametrov, Zap. nauqn. semin. LOMI 144 (1985), 136–145.

Postupilo 12 i¸lØ 1999 g.

Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok