Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 263, 2000 g.

B. Dittmar, A. ı. Solynin

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA PRI KONFORMNOM OTOBRAȷENII I �KSTREMAL^NYE KONFIGURACII 1. Vvedenie

V [1] P. D¸ren i Dß. Pfal~cgraf, obobwaØ ponØtie emkosti Robina (sm. [2, 3]), vveli giperboliqesku¸ emkost~ Robina i issledovali mnogie ee svoæstva.

Pust~ E – kompaktnoe podmnoßestvo ediniqnogo kruga U =

{z : |z| < 1} so svØznym dopolneniem Ω = U \ E, ograniqennoe

zamknutymi analitiqeskimi krivymi ȷordana C_1, C_2, . . . , C_N ,

N > 1._{Pust~ vnutrennØØ granica C = ⋃N}

k=1 C_k oblasti Ω razbita

na nepereseka¸wiesØ zamknutoe mnoßestvo A i otkrytoe mnoßestvo B. Pust~ T = {z : |z| = 1}. SleduØ opredeleni¸ v [1], pod giperboliqeskoæ funkcieæ Robina (h-funkcieæ Robina) mnoßestva A otnositel~no oblasti Ω budem ponimat~ ograniqennu¸ funkci¸ R_h = R_h(z, A, Ω), garmoniqesku¸ v Ω i udovletvorØ¸- wu¸ graniqnym usloviØm

R_h(z, A, Ω) = 1 pri z ∈ T, (1.1a)

R_h(z, A, Ω) = 0 pri z ∈ A, (1.1b) ∂ ∂n R_h(z, A, Ω) = 0 pri z ∈ B, (1.1c)

gde qerez ∂/∂n oboznaqena vnexnØØ normal~ k granice ∂Ω. GiperboliqeskaØ emkost~ Robina (h-emkost~ Robina) opredelØetsØ sootnoxeniem

δ_h(A, Ω) = ∫ ∫ Ω | |∇R_h | |^2 dm. (1.2)

Rabota vtorogo avtora vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 97-01-00259. 49

50 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN

Pust~ F(Ω) – klass konformnyh otobraßeniæ f : Ω → U , normirovannyh usloviem f(T) = T. Kak legko videt~, pri f ∈ F(Ω) funkciØ R_h ∘ f^{−1} slußit h-funkcieæ Robina mnoßestva f(A) otnositel~no oblasti f(Ω) i

δ_h(f(A), f(Ω)) = δ_h(A, Ω).

Zdes~ i dalee qerez f(A) i t.p. oboznaqaetsØ predel~noe mnoßestvo funkcii f pri U ∋ z → A. UkazannaØ konformnaØ invariantnost~ pozvolØet rasprostranit~ ponØtie h-funkcii i hemkosti Robina i na koneqnosvØznye oblasti s negladkoæ graniceæ.

V sluqae A = C h-funkciØ Robina svoditsØ k garmoniqeskoæ mere ω(z, T, Ω) okrußnosti T otnositel~no oblasti Ω, a hemkost~ Robina ravna giperboliqeskoæ emkosti kompakta E:

δ_h(C, Ω) = cap_h E.

Opredelenie i svoæstva giperboliqeskoæ emkosti sm. v [4, 5].

Pri f ∈ F(Ω) predel~noe mnoßestvo f(A) ØvlØetsØ kompaktnym podmnoßestvom kruga U . V otliqie ot emkosti Robina, giperboliqeskaØ emkost~ graniqnyh mnoßestv A ⊂ C ne ØvlØetsØ v obwem sluqae invariantom otnositel~no otobraßeniæ klassa

F(Ω). V sluqae proizvol~nogo A izvestno [1], qto

cap_h f(A) > δ_h(f(A), f(Ω)) = δ_h(A, Ω). (1.3)

Takim obrazom, h-emkost~ Robina daet nißn¸¸ ocenku giperboliqeskoæ emkosti obrazov fiksirovannogo graniqnogo podmnoßestva pri otobraßeniØh iz klassa F(Ω).

Neravenstvo (1.3) ØvlØetsØ prostym sledstviem harakterizacii emkosteæ v terminah moduleæ semeæstv krivyh (ili v terminah ffkstremal~nyh dlin), dannoæ L. Al~forsom i A. Bœrlingom [6], sm. utverßdenie 1 §2 nastoØweæ raboty. V otliqie ot samogo neravenstva (1.3), vopros o ego toqnosti i o vozmoßnyh sluqaØh ravenstva v (1.3) ØvlØetsØ bolee trudnym.

DlØ priloßeniæ dostatoqno rassmatrivat~ sluqaæ, kogda kaßdoe iz mnoßestv A i B sostoit iz koneqnogo qisla nevyroßdennyh graniqnyh dug ili celyh graniqnyh komponent. V dal~neæxem rassmatrivaetsØ tol~ko fftot sluqaæ. Pri fftom udobno ispol~zovat~ “dvucvetnu¸” terminologi¸: mnoßestvo A, ego dugi i ih obrazy pri konformnyh otobraßeniØh nazyvaem “krasnymi”, a analogiqnye ob¨ekty, sootvetstvu¸wie mnoßestvu

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 51 B, – “sinimi”. Konfiguracii rassmatrivaemogo tipa nazyvaem “krasno-sinimi”.

Teorema 1 v [3] utverßdaet, qto neravenstvo dlØ (obyqnoæ) emkosti Robina, analogiqnoe (1.3), ØvlØetsØ toqnym dlØ krasnosinih konfiguraciæ. Odnako, kak otmeqeno v [7], dokazatel~stvo fftoæ teoremy v [3] soderßit probel, qto ograniqivaet klass konfiguraciæ, k kotorym ukazannoe neravenstvo primenimo, tem sluqaem, kogda kaßdoe iz mnoßestv A i B sostoit iz celyh graniqnyh komponent. V [1] dlØ fftogo ße klassa graniqnyh mnoßestv A ustanovlena toqnost~ ocenki (1.3) dlØ giperboliqeskoæ emkosti Robina i dana harakterizaciØ ffkstremal~nyh otobraßeniæ.

Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ raboty ØvlØetsØ teorema 1, ustanavliva¸waØ toqnost~ neravenstva (1.3) dlØ kaßdoæ krasno-sineæ konfiguracii. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy, privedennoe v §3, ispol~zuet upomØnutyæ rezul~tat D¸rena i Pfal~cgrafa i izvestnye utverßdeniØ o nepreryvnosti modulØ semeæstva krivyh, kak funkcii mnoßestva. Neobhodimye nam rezul~taty o emkostØh i modulØh formuliru¸tsØ v §2.

V §§4 i 5 rassmatrivaetsØ vopros o mnoßestve funkciæ f ∈

F(Ω), realizu¸wih minimum v (1.3). Privodimye zdes~ primery

pokazyva¸t, qto ffkstremal~naØ funkciØ v obwem sluqae needinstvenna, a takße demonstriru¸t vozmoßnyæ topologiqeskiæ vid ffkstremal~nyh konfiguraciæ.

Posle togo kak rabota nad dannoæ stat~eæ byla zakonqena, P. D¸ren i D. Betsakos soobwili avtoram, qto v sluqae (obyqnoæ) emkosti Robina utverßdenie o toqnosti neravenstva dlØ proizvol~nyh krasno-sinih konfiguraciæ, analogiqnogo neravenstvu (1.3), dokazano takße M. D. O’Neælom i R. E. Turmanom [8]. �ti avtory takße ispol~zu¸t rezul~tat D¸rena i Pfal~cgrafa i approksimaci¸. Odnako tehniqeski ih dokazatel~stvo suwestvenno otliqaetsØ ot naxego. Krome togo, naskol~ko nam izvestno, v [8] vopros o mnoßestve ffkstremal~nyh otobraßeniæ vovse ne zatragivaetsØ.

2. Predvaritel~nye rezul~taty

Ispol~zovanie vvedennyh vyxe ponØtiæ h-funkcii i h-emko-sti Robina svØzano s neobhodimost~¸ dokazyvat~ suwestvovanie garmoniqeskoæ funkcii, udovletvorØ¸weæ usloviØm (1a)– (1s). �tih zatrudneniæ udaetsØ izbeßat~, esli ispol~zovat~ ha-

52 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN rakterizaci¸ emkosteæ v terminah modulØ semeæstva krivyh, dannu¸ Al~forsom i Bœrlingom [6]. Opredelenie i svoæstva moduleæ privedeny, naprimer, v [5, 6, 9, 10].

Pust~ E i F – zamknutye nepereseka¸wiesØ mnoßestva, leßawie v zamykanii oblasti Ω. Qerez Γ(E, F, Ω) oboznaqaem semeæstvo krivyh γ ⊂ Ω, soedinØ¸wih E i F . Esli Ω = U , F = T, to polagaem Γ(E) = Γ(E, T, U). Dalee, qerez mod(E, F, Ω) oboznaqaem modul~ semeæstva Γ(E, F, Ω). V kaqestve sledstviØ teoremy 4–5 v [6] i ee dokazatel~stva poluqaem

Utverßdenie 1 (Al~fors–Bœrling [6]). Pust~ krasno-sineæ kon-

figuracii (A, B) sootvetstvuet oblast~ Ω i pust~ suwestvuet funkciØ Robina R_h(z, A, Ω). Togda

δ_h(A, Ω) = mod (A, T, Ω). (2.1)

Pri fftom metrika ρ(z)|dz| = |∇R_h(z, A, Ω)| |dz| ØvlØetsØ v suwestvennom edinstvennoæ ffkstremal~noæ metrikoæ dlØ semeæstva Γ(A, T, Ω).

Esli B = ?, to (2.1) svoditsØ k horoxo izvestnomu ravenstvu meßdu giperboliqeskoæ emkost~¸ i modulem semeæstva krivyh, soedinØ¸wih plastiny A(= C) i Tkondensatora (C, T):

cap_h C = mod (C, T, Ω). (2.2)

Vvidu sootnoxeniæ (2.1), (2.2) i konformnoæ invariantnosti moduleæ, neravenstvo (1.3) ØvlØetsØ sledstviem svoæstva vozrastaniØ modulØ pri rasxirenii semeæstva krivyh.

Tak kak h-funkciØ i h-emkost~ Robina invariantny pri konformnyh otobraßeniØh, to v kaqestve ishodnoæ moßno vybrat~ nadleßawu¸ kanoniqesku¸ oblast~, naprimer, krugovu¸. Budem govorit~, qto krasno-sinØØ konfiguraciØ (A, B) prinadleßit klassu B[k_1, . . . , k_n, n_1, n_2], gde vse parametry – celye neotricatel~nye qisla, esli eæ sootvetstvuet krugovaØ oblast~

Ω ⊂ U , ograniqennaØ absol¸tom Ti krasno-sinimi okrußnostØ-

mi C_1, . . . , C_N , N = n+n_1 +n_2, i esli pri fftom okrußnost~ C_j pri

1 6 j 6 n sostoit iz kj zamknutyh krasnyh dug Aj,s i kj otkry-

tyh sinih dug B_{j,s}, qeredu¸wihsØ i zanumerovannyh v porØdke poloßitel~nogo obhoda C_j; okrußnosti C_j pri n < j 6 n + n_1 sqitaem krasnymi, a pri n + n_1 < j 6 n + n_1 + n_2 – sinimi.

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 53 Sledu¸wee utverßdenie, ØvlØ¸weesØ trebu¸weæsØ nam modifikacieæ izvestnyh rezul~tatov, garantiruet suwestvovanie rassmatrivaemyh v dannoæ rabote funkciæ Robina.

Utverßdenie 2. Pust~ (A, B) – krasno-sinØØ konfiguraciØ klas-

sa B[k_1, . . . , k_n, n_1, n_2] i pust~ Ω – sootvetstvu¸waØ eæ krugovaØ oblast~. Togda suwestvuet h-funkciØ Robina R_h(z, A, Ω).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim krugovu¸ oblast~ Ω1 ⊂ C , ogra-

niqennu¸ okrußnostØmi C_j i okrußnostØmi C^∗_j , simmetriqnymi

C_j otnositel~no T. Rassmotrim dubl~ R oblasti Ω_1; kak izvest-

no, R – kompaktnaØ rimanova poverhnost~. Pust~ ^Ω – oblast~ na R, granica kotoroæ sostoit iz okrußnosteæ T i ^T, gde ^T – proekciØ T na vtoroæ list dublØ R, i razrezov po dugam i okrußnostØm mnoßestva A. V oblasti ^Ω rassmotrim zadaqu Dirihe:

Δu(p) = 0 pri p ∈ ^Ω,

u(p) = 1 pri p ∈ T∪ ^T,

u(p) = 0 pri p ∈ A,

kotoraØ, kak horoxo izvestno, imeet edinstvennoe rexenie u, sm. [11, s. 141]. V silu edinstvennosti, u(z) = u(^z), gde ^z – proekciØ z ∈ Ω na vtoroæ list dublØ. Ots¸da zakl¸qaem, qto ∂ ∂n u(z) = 0 pri z ∈ B. Sledovatel~no, sußenie u na Ω ØvlØetsØ

iskomoæ h-funkcieæ Robina. �

Privedem v trebu¸weæsØ nam forme izvestnye svoæstva moduleæ, kotorye suwestvenno ispol~zu¸tsØ v dannoæ rabote.

Utverßdenie 3 (o nepreryvnosti moduleæ, sm. [12]). Pri m =

1, 2, . . . pust~ (A^{(m)}, B^{(m)} ) – konfiguracii klassa B[k_1, . . . , k_n, n_1, n_2] s obweæ krugovoæ oblast~¸ Ω i mnoßestvami

A^{(m)} = (⋃ i,j A^{(m)}_{i,j} ) ⋃(⋃ j A^{(m)}_j )

takimi, qto

1) A^{(m)}_{i,j} ⊃ A^{(m+1)}_{i,j} , A^{(m)}_j = A_j pri vseh i, j i m; 2) mnoßestvo A^{(∞)}_{i,j} = ⋂ m A^{(m)}_{i,j} ØvlØetsØ nevyroßdennoæ dugoæ

na ∂Ω.

54 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN Pust~ (A^{(∞)} , B^{(∞)}) – konfiguraciØ klassa B[k_1, . . . , k_n, n_1, n_2] s oblast~¸ Ω i krasnym mnoßestvom

A^{(∞)} = (⋃ i,j A^{(∞)}_{i,j} ) ⋃(⋃ j A_j ) . Togda mod ( A^{(m)} , T, Ω ) → mod ( A^{(∞)}, T, Ω ) pri m → ∞. Sledu¸wee utverßdenie, ØvlØ¸weesØ variantom “lemmy ob izbytke plowadi nad modulem”, sm. [9, lemmy 2.1 i 2.3], izvestno specialistam po geometriqeskoæ teorii funkciæ. My privodim ego dokazatel~stvo, tak kak ne smogli otyskat~ podhodØweæ ssylki na dannyæ konkretnyæ sluqaæ.

Utverßdenie 4 (o semeæstve krivyh, ogiba¸wih prepØtstvie).

Pust~ Ω – krugovaØ oblast~ v U , T ⊂ ∂Ω i pust~ E – kompaktnoe podmnoßestvo v Ω, sostoØwee iz koneqnogo qisla komponent svØznosti. Pust~ Γ i Γ(E) – semeæstva krivyh, soedinØ¸wih mnoßestva Ti ∂Ω \ Tv Ω i Ω \ E, sootvetstvenno. Togda

modΓ(E) 6 mod Γ. (2.3)

Ravenstvo v (2.3) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda E prinadleßit koneqnomu mnoßestvu ortogonal~nyh liniæ urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(z, T, Ω).

Dokazatel~stvo. Neravenstvo (2.3) ØvlØetsØ sledstviem svoæ-

stva vozrastaniØ modulØ pri rasxirenii semeæstva krivyh. Dokaßem utverßdenie o ravenstve v (2.3).

Pust~ mod Γ(E) = modΓ, no E peresekaet beskoneqnoe qislo ortogonal~nyh liniæ urovnØ funkcii ω = ω(z, T, Ω). Togda naædutsØ qetyrehugol~nik Q, storonami kotorogo ØvlØ¸tsØ regulØrnye ortogonal~nye linii urovnØ l^′ i l^{′′} funkcii ω, duga

α^′ ⊂ T, duga α^{′′}, leßawaØ na nekotoroæ okrußnosti C_k, i kon-

tinuum e ⊂ E ∩ (Q ∪ α^′ ∪ α^{′′}), soedinØ¸wiæ storony l^′ i l^{′′}.

Pust~ g(z) = ω(z) + iω^∗(z), gde ω^∗ – garmoniqeski soprØßena s ω. Togda g odnoznaqna v qetyrehugol~nike Q i, pri nadleßawem vybore additivnoæ mnimoæ konstanty, otobraßaet ego na prØmougol~nik Π(1, h), gde h = (1/2) mod Q, i Π(a, b) = { w = u + iv : 0 < u < a, |v| < b } , a, b > 0.

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 55 VybiraØ Q dostatoqno uzkim, moßem sqitat~, qto 0 < h < 1.

Vyberem ε i δ takimi, qto 0 < ε < 1 − √ 1 − h^2, 0 < δ 6 h − √ ε(2 − ε). (2.4)

Pust~ Q_{ε,δ} = g^{−1}(Π(ε, δ)). Kak izvestno, sm. dokazatel~stvo teoremy 4–5 v [6], metrika ρ(z)|dz| = |g^′(z)| |dz| (2.5) ØvlØetsØ v suwestvennom edinstvennoæ ffkstremal~noæ metrikoæ dlØ semeæstva Γ. Pokaßem, qto metrika ~ρ(z)|dz| = { ρ(z)|dz|, esli z ∈ Ω \ Q_{ε,δ}, 0, esli z ∈ Q_{ε,δ}, dopustima dlØ Γ(e). Esli γ ∈ Γ(e) ne peresekaet Q_{ε,δ}, to ∫ γ ~ρ|dz| = ∫ γ ρ|gz| > 1, v silu dopustimosti metriki ρ|dz| dlØ semeæstva Γ. Pust~ γ ∈

Γ(e) peresekaet Q_{ε,γ} . Togda nepreryvnaØ krivaØ l = g(γ), soedi-

nØ¸waØ v w-ploskosti prØmye {w : u = 0} i {w : u = 1}, peresekaet prØmougol~nik Π(ε, δ) i hotØ by odnu iz gorizontal~nyh storon prØmougol~nika Π(1, h). Pust~ l^− = l \ Π(ε, δ) i pust~ l_u i

l_v – proekcii l^− na vewestvennu¸ i mnimu¸ osi, sootvetstvenno.

Togda

length l_u > 1 − ε, length l_v > h − δ.

Ispol~zuØ (2.4), ots¸da poluqaem

length l^− > √ (1 − ε)^2 + (h − δ)^2 > 1.

Pust~ γ^− = g^{−1}(l^−). Togda ∫ γ ~ρ(z)|dz| > ∫ γ� ~ρ(z)|dz| = ∫ γ� |g^′(z)| |dz| = length l^− > 1,

i dopustimost~ metriki ~ρ|dz| dlØ semeæstva Γ(e), znaqit, i dlØ semeæstva Γ(E) dokazana. Sledovatel~no,

modΓ(E) 6 ∫∫ Ω ~ρ^2 dm = mod Γ − ∫ ∫ Q_{ε,δ} |g^′(z)|^2 dm = modΓ − εδ,

56 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN qto protivoreqit predloßeni¸, qto modΓ(E) = modΓ.

Utverßdenie o ravenstve v odnu storonu dokazano. Predpoloßim teper~, qto E leßit na koneqnom mnoßestve ortogonal~nyh liniæ urovnØ l_1, . . . , l_m funkcii ω(z, T, Ω). Iz horoxo izvestnyh svoæstv liniæ urovnØ garmoniqeskoæ funkcii, v qastnosti, garmoniqeskoæ mery, sleduet, qto linii l_1, . . . , l_m vmeste s kritiqeskimi ortogonal~nymi liniØmi urovnØ l_{m+1} , . . . , l_{m+m1} funkcii ω(z, T, Ω) razbiva¸t Ω na koneqnoe qislo qetyrehugol~nikov

Q_1, . . . , Q_M . Pri fftom dve protivopoloßnye storony Q_j leßat na

mnoßestve ⋃ j l_j , a dvumØ drugimi storonami ØvlØ¸tsØ nekotorye

dugi α^′_j ⊂ T i α^{′′}_j ⊂ C = ∂Ω \ T.

Metrika |g^′(z)| |dz|, gde g(z) opredelena vyxe, ffkstremal~na dlØ semeæstva Γ. Ona takße ffkstremal~na i dlØ semeæstv Γ_j krivyh γ ⊂ Q_j, soedinØ¸wih storony α^′_j i α^{′′}_j qetyrehugol~nika Q_j . Pofftomu

mod Γ = M∑ j=1 mod Q_j. (2.6)

Tak kak Γ_j – podsemeæstva Γ(E), leßawie v nepereseka¸wihsØ oblastØh, to po izvestnomu svoæstvu moduleæ, sm. [10, s. 15],

mod Γ > mod Γ(E) > M∑ j=1 mod Q_j. (2.7)

Iz (2.6) i (2.7) sleduet neravenstvo (2.3) so znakom ravenstva. �

Dalee vs¸du qerez Ω oboznaqaetsØ oblast~ v U , sootvetstvu- ¸waØ krasno-sineæ konfiguracii (A, B). OboznaqeniØ ~Ω, ~Ω_1, ~Ω_f i t.p. zarezervirovany dlØ oblasteæ, granica kotoryh sostoit iz okrußnosti T i mnoßestva toqek krasnyh dug, vhodØwih v sostav granicy sootvetstvu¸weæ iz oblasteæ Ω, Ω_1, Ω_f i t.p.

Utverßdenie 5 (D¸ren, Pfal~cgraf [1]). Neravenstvo (1.3)

ØvlØetsØ toqnym dlØ l¸boæ krasno-sineæ konfiguracii (A, B), ne soderßaweæ okrußnosteæ s dvoænoæ okraskoæ. Pri fftom kaßdaØ ffkstremal~naØ funkciØ f ∈ F(Ω) otobraßaet B na sistemu dug, leßawih na ortogonal~nyh liniØh urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(w, f(A), ~Ω_f ), gde w = f(z), Ω_f = f(Ω).

3. Teorema suwestvovaniØ

Osnovnym rezul~tatom dannoæ raboty ØvlØetsØ

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 57

Teorema 1. DlØ l¸boæ konfiguracii (A, B) klassa B[k1,. . ., kn, n1,

n_2], gde vse parametry – celye neotricatel~nye qisla, hotØ by odno iz kotoryh ne ravno nul¸, suwestvuet otobraßenie f∈F(Ω), dostavlØ¸wee minimum v zadaqe ob iskaßenii giperboliqeskoæ emkosti, t.e. takoe, qto

cap_hf(A) = δ_h(f(A), f(Ω)) = δ_h(A, Ω). (3.1)

Dokazatel~stvo. Pri dokazatel~stve teoremy udobno sqitat~,

qto 0 ∈ Ω, a vmesto klassa F(Ω) rassmatrivat~ ego normirovannyæ podklass F_0(Ω) = {f ∈ F(Ω) : f(0) = 0, f(1) = 1}, tak kak takaØ normirovka delaet klass F_0(Ω) kompaktnym. PonØtno, qto ffti predpoloßeniØ ne ograniqiva¸t obwnosti rassußdeniæ.

1) Predvaritel~no pokaßem, qto suwestvuet funkciØ f_1 ∈

F_0(Ω), udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm:

• pri fiksirovannom j graniqnye mnoßestva A^1_{j,i} = f_1(A_{j,i}),

1 6 i 6 kj, ØvlØ¸tsØ dugami, sostavlØ¸wimi razbienie ne-

kotoroæ okrußnosti C^{(1)}_j ;

• kaßdoe iz graniqnyh mnoßestv B^1_{j,i} = f_1(B_{j,i}) ØvlØetsØ razrezom vdol~ analitiqeskoæ dugi, ortogonal~noæ C^1_{j,i} v odnom iz svoih koncov;

• mnoßestva A^1_j = f_1(A_j ) ØvlØ¸tsØ okrußnostØmi, a mnoßestva B^1_j = f_1(B_j ) – razrezami vdol~ analitiqeskih dug.

FunkciØ f_1 s trebuemymi svoæstvami moßet byt~ postroena v neskol~ko fftapov posledovatel~nym primeneniem izvestnyh teorem Kœbe.

(a) Pust~ Ω^′ – oblast~, ograniqennaØ okrußnostØmi T, C_1 i sinimi okrußnostØmi C_{n+n1+1}, . . . , esli takovye ime¸tsØ. Pust~

Ω^{′′} – oblast~, simmetriqnaØ Ω^′ otnositel~no C_1, a Ω^∗ – oblast~,

poluqennaØ ob¨edineniem oblasteæ Ω^′, Ω^{′′} i vnutrennih toqek krasnyh dug okrußnosti C_1. Po teoreme Kœbe, sm. [9, teorema 5.7], suwestvuet otobraßenie g_1 oblasti Ω^∗ na nadleßawee kol~- co K(ρ^2, 1), 0 < ρ < 1, s radial~nymi razrezami, pri kotorom okrußnost~ T perehodit v sebØ, a okrußnost~, simmetriqnaØ

T otnositel~no C1, perehodit v okrußnost~ Tρ2. Pri uslovii

g_1(1) = 1 takoe otobraßenie edinstvenno. Pofftomu, v silu sim-

metrii oblasti Ω^∗, g_1(C_1) = T_ρ. Takim obrazom, g_1 otobraßaet

Ω^′ na kol~co K(ρ, 1) s razrezami vdol~ radial~nyh otrezkov.

58 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN

Pust~ ^Ω – oblast~, ograniqennaØ okrußnostØmi T, T_ρ i krivymi g_1(C_j ), j = 2, . . . , n+n_1. Po izvestnoæ teoreme Kœbe, sm. [13, gl. 5, §6, teorema 4], suwestvuet otobraßenie g_2 oblasti ^Ω na krugovu¸ oblast~ Ω^{(1)}, kotoroe moßno normirovat~ usloviØmi:

g_2(1) = 1, g_2(g_1(0)) = 0. Granica oblasti Ω^{(1)} sostoit iz krasno-

sinih okrußnosteæ C^{(1)}_j = g_2(g_1(C_j )), 2 6 j 6 n, nekotoryh krasnyh okrußnosteæ i sinih razrezov po analitiqeskim dugam. Pri fftom funkciØ f^{(1)} = g_2 ∘ g_1 ∈ F_0(Ω) otobraßaet Ω na Ω^{(1)}.

(b) VzØv C^{(1)}_2 vmesto okrußnosti C_1 i povtorØØ proceduru p. (a), poluqim oblast~ Ω^{(2)}, ime¸wu¸ na odnu krasno-sin¸¸ okrußnost~ men~xe, qem Ω^{(1)}, a takße funkci¸ f^{(2)} ∈ F(Ω^{(1)}), otobraßa¸wu¸ Ω^{(1)} na Ω^{(2)}. PrimenØØ posledovatel~no ukazannu¸ proceduru, poluqim oblasti Ω^{(3)}, . . . , Ω^{(n)} i sootvetstvu¸- wie im funkcii f^{(3)} , . . . , f^{(n)}. VzØv f_1 = f^{(n)} ∘ . . . ∘ f^{(1)}, poluqim funkci¸ s trebuemymi svoæstvami.

2) Pust~ Ω_1 = f_1(Ω), gde f_1 – funkciØ p. 1). Pokaßem, qto suwestvuet otobraßenie g ∈ F(Ω_1), pri kotorom krasnye okrußnosti C^{(1)}_j perehodØt v krasnye okrußnosti C^{(2)}_j , kotorye vmeste

s Tograniqiva¸t krugovu¸ oblast~^~Ω2, a sinie dugi perehodØt

v razrezy, leßawie na ortogonal~nyh liniØh urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(z, T, ~Ω_2). Dokazatel~stvo provedem indukcieæ po qislu N toqek, v kotoryh sinie dugi prisoedinØ¸tsØ k krasnym okrußnostØm.

Pri N = 0 (toqek prisoedineniØ net) trebuemoe utverßdenie uße dokazano D¸renom i Pfal~cgrafom, sm. utverßdenie 5. Dopustim, qto trebuemoe utverßdenie vypolnØetsØ dlØ vseh konfiguraciæ, ime¸wih N > 0 toqek prisoedineniØ.

Predpoloßim, qto Ω_1 imeet N +1 toqku prisoedineniØ. Pust~

z_0 ∈ ∂Ω_1 – odna iz nih. Togda z_0 – konec sineæ analitiqeskoæ du-

gi γ, kotoraØ v toqke z_0 ortogonal~na nekotoroæ krasnoæ okrußnosti C. Pust~ z_n – posledovatel~nost~ toqek γ, monotonno na γ shodØwaØsØ k z_0. Pust~ γ_n – otkrytaØ duga na γ, soedinØ¸waØ toqki z_0 i z_n. Togda posledovatel~nost~ oblasteæ Ω^n = Ω_1 ∪ γ_n shoditsØ k Ødru Ω_1 pri n → ∞.

Oblast~ Ω^n imeet N toqek prisoedineniØ. Pofftomu po induktivnomu predpoloßeni¸ suwestvuet funkciØ g_n ∈ F_0(Ω^n), otobraßa¸waØ Ω^n na oblast~ Ω^′_n tak, qto krasnye okrußnosti C^{(1)}_j perehodØt v krasnye okrußnosti C^{(1,n)}_j , kotorye vmeste s Togra-

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 59 niqiva¸t krugovu¸ oblast~ ~Ω^′_n, a sinie dugi perehodØt v razrezy, leßawie na ortogonal~nyh liniØh urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(z, T, ~Ω^′_n).

Posledovatel~nost~ {g_n} ØvlØetsØ kompaktnym semeæstvom, pofftomu ona soderßit podposledovatel~nost~ (budem sqitat~, qto takovoæ ØvlØetsØ sama {g_n}), kotoraØ, v silu usloviæ normirovki klassa F_0(Ω^n), shoditsØ k funkcii g ∈ F_0(Ω_1). V ostavxeæsØ qasti fftogo dokazatel~stva my pokaßem, qto g udovletvorØet trebuemym usloviØm. �to budet vytekat~ iz dokazyvaemyh niße predel~nyh sootnoxeniæ dlØ garmoniqeskoæ mery i moduleæ special~nyh semeæstv krivyh.

OboznaqaØ qerez O^{(n)}_j i r^{(n)}_j centry i radiusy krasnyh okrußnosteæ C^{(1,n)}_j , bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~, qto

O^{(n)}_j → O^{(∞)}_j , r^{(n)}_j → r^{(∞)}_j pri n → ∞,

gde O^{(∞)}_j ∈ U , 0 6 r^{(∞)}_j 6 1.

Pust~ C^{(∞)}_j – okrußnost~ radiusa r^{(∞)}_j s centrom O^{(∞)}_j . Pokaßem, qto r^{(∞)}_j > 0 pri vseh j = 1, . . . , n + n_1, a okrußnosti T,

C^{(∞)}_1 , . . . , C^{(∞)}_{n+n1} poparno ne ime¸t obwih toqek. Funkcii g_n od-

nolistny v kol~ce K(1 − ε_0, 1), gde K(r_1, r_2) = {z : r_1 < |z| < r_2}, a ε_0 > 0 – dostatoqno maloe fiksirovannoe qislo. Pri fftom

g_n(z) ≠ 0 pri z ∈ K(1 − ε_0, 1). Pofftomu v silu izvestnogo re-

zul~tata Gretxa, sm. [10, s. 35; 14, gl. 2, §2], suwestvuet δ_0,

0 < δ_0 < 1, takoe, qto |g_n(z)| 6 δ_0 dlØ vseh n i vseh z takih,

qto |z| ≤ 1 − ε_0. Tem samym dokazano, qto vse okrußnosti C^{(∞)}_j otdeleny ot T.

Pokaßem, qto r^{(∞)}_j > 0. Dopustim, qto r^{(n)}_j → 0. Vyberem proizvol~nyæ qetyrehugol~nik Q ⊂ Ω_1, ime¸wiæ v kaqestve otmeqennoæ pary storon dugu A^1_{j,1} na okrußnosti C^{(1)}_j , i proizvol~- nu¸ dugu Γ na T. Pust~ mod Q oznaqaet modul~ Q otnositel~no semeæstva krivyh v Q, soedinØ¸wih otmeqennye storony. Modul~ semeæstva krivyh invarianten pri konformnyh otobraßeniØh i uveliqivaetsØ pri rasxirenii i ukoroqenii semeæstva krivyh, sm. [5, 6, 9], pofftomu vypolnØetsØ cepoqka sootnoxeniæ

0 < mod Q = mod g_n(Q) 6 mod ( U \ Δ_n ) 6^{2π}_{log(δ0/r(n)j )} → 0,

60 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN gde Δ_n – krug radiusa τ^{(n)}_j s centrom O^{(n)}_j , privodØwaØ k protivoreqi¸ so sdelannym predpoloßeniem.

DlØ togo, qtoby iskl¸qit~ vozmoßnost~ kasaniØ okrußnosteæ C^{(∞)}_l i C^{(∞)}m pri l ≠ m, vyberem proizvol~nu¸ dvusvØznu¸ oblast~ D ⊂ Ω_1, kotoraØ otdelØet okrußnost~ C^{(1)}_l ot okrußnosteæ C^{(1)}m i T. Pust~ mod D oznaqaet modul~ D otnositel~no semeæstva krivyh, razdelØ¸wih graniqnye komponenty. Pust~

r^{(n)}_l (1 + ε^{(n)}_{l,m}) – rasstoØnie ot toqki O^{(n)}_l do okrußnosti C^{(n)}_m . To-

gda ε^{(n)}_{l,m} → 0, esli rasstoØnie meßdu okrußnostØmi C^{(n)}_l i C^{(n)}m stremitsØ k nul¸ pri n → ∞. Ispol~zuØ konformnu¸ invariantnost~ i svoæstvo vozrastaniØ modulØ pri rasxirenii oblasti, poluqaem cepoqku sootnoxeniæ

0 < mod D = mod g_n(D) 6 mod D^′_n 6 4 log(1 + ε^{(n)}_{l,m} ) → 0, (3.2)

kotoraØ vedet k protivoreqi¸, esli dopustit~ vozmoßnost~ kasaniØ okrußnosteæ C^{(∞)}_l i C^{(∞)}m . Zdes~ qerez D^′_n oboznaqena dvusvØznaØ oblast~, ograniqennaØ okrußnost~¸ C^{(n)}_l i vnexneæ graniqnoæ komponentoæ oblasti g_n(D). ˚vnaØ ocenka modulØ, ispol~zovannaØ v (3.2), horoxo izvestna, sm. [10, gl. 2; 14, gl. 2, §2].

Itak, utverßdenie o nepereseqenii okrußnosteæ T, C^{(∞)}_1 , . . . ,

. . . , C^{(∞)}_{n+n1} dokazano. Pust~ ~Ω_∞ – krugovaØ oblast~, ograniqennaØ

fftimi okrußnostØmi. Togda ~Ω^′_n → ~Ω_∞ kak k Ødru i ω ( z, T,^~Ω^′_n^) → ω^(z, T,^~Ω∞^) (3.3)

ravnomerno na kompaktnyh podmnoßestvah ~Ω_∞. Pri bol~xih n oblast~ ~Ω^′_n ØvlØetsØ variacieæ Adamara oblasti ~Ω_∞, pofftomu (3.3) sleduet, naprimer, iz variacionnoæ formuly (P3.10) v [15].

ZaæmemsØ dokazatel~stvom neobhodimyh predel~nyh sootnoxeniæ dlØ moduleæ semeæstv krivyh. Pust~ Γ i Γ_n – semeæstva krivyh, soedinØ¸wih mnoßestva A^{(1)} = f_1(A) i T v oblastØh Ω_1 i Ω^n, sootvetstvenno. Tak kak Γ ⊂ Γ_n, to

mod Γ 6 mod Γ_n. (3.4)

Pust~ Γ^′_n – semeæstvo krivyh v Ω_1, soedinØ¸wih mnoßestva

A^{(1)} ∪ γ_n i T. Togda semeæstvo Γ^′_n koroqe semeæstva Γ_n i, znaqit,

mod Γ_n 6 mod Γ^′_n. (3.5)

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 61 Po utverßdeni¸ 3 (o nepreryvnosti modulØ) imeem

modΓ^′_n → mod Γ pri n → ∞. (3.6)

Iz (3.4)–(3.6) zakl¸qaem, qto

modΓ_n → mod Γ pri n → ∞. (3.7)

Pust~ ~Γ_n, gde n – natural~noe qislo ili ∞, – semeæstvo krivyh, soedinØ¸wih T i ∂ ~Ω^′_n \ T vnutri oblasti ~Ω^′_n. Soglasno utverßdeni¸ o sluqaØh ravenstva v (2.3),

mod ~Γ_n = mod g_n(Γ_n) = modΓ_n. (3.8)

Ispol~zuØ izvestnye rezul~taty o shodimosti moduleæ semeæstv krivyh, poluqaem

mod ~Γ_n → mod ~Γ_∞ pri n → ∞. (3.9)

Otmetim, qto (3.9) sleduet, naprimer, iz ravenstva

mod ~Γ_n = cap (T, ∂~Ω^′_n \ T),

sm. utverßdenie 1, i variacionnoæ formuly (P3.11) v [15]. Iz (3.7)–(3.9) i svoæstva konformnoæ invariantnosti modulØ zakl¸qaem, qto

mod g(Γ) = modΓ = mod ~Γ_∞. (3.10)

Tak kak g(Γ) – podsemeæstvo ~Γ_∞, sostoØwee iz krivyh, ogiba- ¸wih mnoßestvo g(B^{(1)} ), to iz (3.10), primenØØ utverßdenie o ravenstve v (2.3), zakl¸qaem, qto g(B^{(1)}) est~ koneqnoe podmnoßestvo dug, leßawih na ortogonal~nyh liniØh urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(z, T, ~Ω_∞). Takim obrazom, funkciØ g udovletvorØet trebuemym usloviØm. V sootvetstvii s principom indukcii, utverßdenie o suwestvovanii iskomogo otobraßeniØ dokazano.

Iz ravenstv (3.10) i harakterizacii emkosteæ v terminah moduleæ semeæstv krivyh, sm. ravenstva (2.1) i (2.2), sleduet (3.1). �

Sledstvie 1. Pust~ oblast~ Ω sootvetstvuet konfiguracii

(A, B) klassa B[k_1, . . . , k_n, n_1, n_2]. Togda R_h(z, A, Ω) = ω ( f(z), T, ~Ω_f ) , (3.11)

62 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN

gde f – ffkstremal~noe otobraßenie teoremy 1 i Ω_f = f(Ω) – oblast~, sootvetstvu¸waØ konfiguracii (f(A), f(B)).

Deæstvitel~no, funkciØ R_h(z, A, Ω), opredelennaØ ravenstvom (3.11), ograniqena i garmoniqna v Ω, prinimaet znaqeniØ 0 i 1 na A i T, sootvetstvenno. Krome togo, pri z ∈ B imeem ∂ ∂n R_h(z, A, Ω) = |f^′(z)| ∂ ∂n_0 ω(f(z), R, ~Ω_f) = 0, (3.12)

gde n_0 – normal~ k ortogonal~noæ linii urovnØ funkcii

ω(ζ, T, ~Ω_f) v toqke ζ = f(z). Ravenstvo (3.12) vypolnØetsØ, esli ζ

ne ØvlØetsØ toqkoæ vetvleniØ ortogonal~noæ linii urovnØ ili koncevoæ toqkoæ nekotoroæ iz sinih dug. Esli ße z_0 takova, qto

g(f_1(z_0)) ØvlØetsØ odnoæ iz takih toqek, to, ispol~zuØ uslovie

(3.12), moßno prodolßit~ funkci¸ R_h(z, A, Ω) po principu simmetrii v prokolotu¸ okrestnost~ toqki z_0, a zatem po teoreme ob izolirovannoæ osobennosti dlØ garmoniqeskih funkciæ

R_h(z, A, Ω) moßet byt~ prodolßena i v toqku z_0, v kotoroæ po ne-

preryvnosti budet vypolnØt~sØ ravenstvo^∂_{∂n} R_h(z, A, Ω) = 0. �

4. Edinstvennost~ i needinstvennost~. Primery

Krasno-sin¸¸ konfiguraci¸ (A, B) nazyvaem ffkstremal~noæ (dlØ giperboliqeskoæ emkosti), esli

cap_h A = δ_h(A, Ω). (4.1)

�kstremal~nye konfiguracii (A_1, B_1) i (A_2, B_2) sqitaem ffkvivalentnymi (topologiqeski ffkvivalentnymi), esli suwestvuet konformnoe (gomeomorfnoe) otobraßenie g : ~Ω_1 → ~Ω_2 takoe, qto

g(T) = T, g(A1) = A2, g(B1) = g(B2).

Soglasno teoreme 1, dlØ kaßdoæ krasno-sineæ konfiguracii

(A, B) klassa B[k_1, . . . , k_n, n_1, n_2] naædetsØ otobraßenie f ∈ F(Ω),

realizu¸wee minimum v (1.3). Takim obrazom, kaßdoæ takoæ konfiguracii (A, B) sootvetstvuet hotØ by odna ffkstremal~- naØ konfiguraciØ (f(A), f(B)). V fftom i sledu¸wem razdelah privodØtsØ primery i izuqa¸tsØ svoæstva mnoßestva vseh ffkstremal~nyh konfiguraciæ, sootvetstvu¸wih dannoæ konfiguracii (A, B) ∈ B[k_1, . . . , k_n, n_1, n_2].

Ob¨edinØØ utverßdeniØ 1 i 4, poluqaem

Kriteriæ ffkstremal~nosti (kriteriæ E). Krasno-sinØØ kon-

figuraciØ (A, B), sootvetstvu¸waØ nekotoroæ konfiguracii klassa B[k_1, . . . , k_n, n_1, n_2], ffkstremal~na togda i tol~ko togda, kogda B

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 63

prinadleßit koneqnomu mnoßestvu ortogonal~nyh liniæ urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(z, T, ~Ω).

Primer 1 (edinstvennost~). Pust~ A = C_ρ = {z : |z| = ρ}, B = n⋃ k=1 ( e^{2πik/n} I(r_1, r_2) ) , gde 0 < ρ < r_1 < r_2 < 1, n – natural~noe; I(r_1, r_2) = {t ∈ R : r_1 6

t 6 r2}. Tak kak otrezki mnoßestva B leßat na ortogonal~nyh

liniØh urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(z, T, K(ρ, 1)), to, soglasno kriteri¸ E, konfiguraciØ (A, B) ffkstremal~na dlØ giperboliqeskoæ emkosti, sm. ris. 1a.

Ris. 1.

Pust~ f ∈ F(Ω) takova, qto konfiguraciØ (A_f , B_f ), gde A_f =

f(A), B_f = f(B), takße ffkstremal~na. Togda ffkstremal~noæ ØvlØ-

etsØ i konfiguraciØ (A_{g∘f} , B_{g∘f} ), gde g ∈ F(~Ω_f ) otobraßaet ~Ω_f na nadleßawee kol~co K(ρ_1, 1), 0 < ρ_1 < 1. Vnov~ ispol~zuØ kriteriæ E, zakl¸qaem, qto Ω_{g∘f} ØvlØetsØ kol~com K(ρ_1, 1) s razrezami vdol~ radial~nyh otrezkov. Tak kak g(f(T)) = T i

g(f(C_1 )) = C_{ρ1} , to iz utverßdeniØ o edinstvennosti teoremy Kœ-

be ob otobraßenii na kol~co s radial~nymi razrezami, sm. [9, teorema 5.7], imeem g(f(z)) ≡ z. Znaqit, f = g^{−1} ∈ F(~Ω), sledovatel~no, konfiguracii (A, B) i (A_f , B_f ) ffkvivalentny.

Takim obrazom, ffkstremal~noe otobraßenie zadaqi ob iskaßenii giperboliqeskoæ emkosti mnoßestva A funkciØmi f ∈

F(Ω) edinstvenno s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti.

64 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN

Primer 2 (needinstvennost~). PolagaØ r1 = ρ v predyduwem

primere, poluqim predel~nu¸ dlØ rassmotrennyh tam konfiguraci¸ (A, B), sm. ris.1v. Interesno, qto takoe izmenenie konfiguracii, nepreryvnoe v smysle shodimosti k Ødru, no menØ¸wee eœ topologiqeskiæ vid, privodit k suwestvovani¸ neffkvivalentnyh ffkstremal~nyh konfiguraciæ.

Soglasno kriteri¸ E, konfiguraciØ (A, B) ostaetsØ ffkstremal~noæ. Pust~ Ω_1 = Ω_1(τ, δ) – dvusvØznaØ oblast~, vnexneæ graniqnoæ komponentoæ kotoroæ slußit okrußnost~ T, a vnutrennØØ graniqnaØ komponenta sostoit iz okrußnosteæ ^C_k = {z : |z−τ e^{πi(2k−1)/n}| = δ} i otrezkov J_k = {z : te^{πi(2k−1)/n} : 0 6 t 6 τ −δ}, gde k = 1, . . . , n, 0 < δ < τ < 1 − δ. Pust~ A_1 =^n ⋃ k=1 ^C_k. Ispol~zuØ

princip simmetrii Rimana–Xvarca, netrudno postroit~ otobraßenie f ∈ F(Ω) oblasti Ω, sootvetstvu¸weæ konfiguracii

(A, B), na nadleßawu¸ oblast~ Ω_1 = Ω_1(τ, δ). Pri fftom para-

metry τ = τ (ρ, r_1) i δ = δ(ρ, r_1) mogut byt~ vybrany tak, qto

f(A_{1,k}) = ^C_k, k = 1, . . . , n. Togda f(B) = B_1 =^n ⋃ k=1 J_k. Tak kak

oblast~ ~Ω_1 simmetriqna otnositel~no prØmyh, soderßawih otrezki J_k, to ffti otrezki leßat na ortogonal~nyh liniØh urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(z, A_1, ~Ω_1). Poslednee, soglasno kriteri¸ E, vleqet ffkstremal~nost~ konfiguracii (A_1, B_1).

Tak kak oblast~ ~Ω dvusvØzna, a oblast~ ~Ω_1 ØvlØetsØ (n + 1)- svØznoæ, to pri n > 2 ne suwestvuet gomeomorfizma oblasti ~Ω na ~Ω_1, znaqit, konfiguracii (A, B) i (A_1, B_1) ne ffkvivalentny daße topologiqeski.

Primer 3 (needinstvennost~). V predyduwem primere kon-

formno (i daße topologiqeski) razliqnye ffkstremal~nye konfiguracii voznikali po toæ priqine, qto odna iz graniqnyh komponent soderßala kak krasnye, tak i sinie dugi. Teper~ my pokaßem, qto ffffekt needinstvennosti moßet imet~ mesto daße v prosteæxeæ situacii, rassmotrennoæ v [1], kogda kaßdoe iz mnoßestv A i B sostoit iz celyh graniqnyh komponent.

Pust~ A = C^+ ∪ C^−, gde C^± = {z : |z ∓ r| = δ}, B = I_{r−δ} , gde

I_ρ = {t ∈ R : |t| < ρ}, 0 < ρ < r − δ < r + δ < 1. Pri 0 6 τ 6 ρ pust~ g_τ ∈ F(U \I_τ ) otobraßaet U \I_τ na oblast~ U \(e^{πi/2}I_τ ). Otmetim,

qto g_τ (z) ≢ iz, tak kak g_τ normirovana usloviem g_τ (1) = 1. Pust~

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 65

f_τ = h_τ ∘g_τ ∈ F(Ω), 0 6 τ 6 ρ, gde h_τ otobraßaet oblast~ Ω^τ , ogra-

niqennu¸ okrußnost~¸ T i krivymi g_τ (C^+) i g_τ (C^−), na simmetriqnu¸ otnositel~no koordinatnyh oseæ krugovu¸ oblast~

Ω_τ ⊂ U tak, qto h_τ (T) = T, h_r(1) = 1. Rassmotrim odnopara-

metriqeskoe semeæstvo konfiguraciæ (A_τ , B_τ ), gde A_τ = f_τ (A),

B_τ = f_τ (B), 0 6 τ 6 ρ, sm. ris. 2. Kak i v predyduwih prime-

rah, iz kriteriØ E sleduet, qto kaßdaØ iz konfiguraciæ (A_τ , B_τ ) ffkstremal~na v zadaqe ob iskaßenii giperboliqeskoæ emkosti.

Iz utverßdeniØ o edinstvennosti teoremy Kœbe ob otobraßenii na krugovu¸ oblast~ sleduet, qto esli naædetsØ funkciØ

g ∈ F(~Ω_{τ1} ), otobraßa¸waØ ~Ω_{τ1} na ~Ω_{τ2} , to ~Ω_{τ1} = ~Ω_{τ2} i g(z) ≡ z.

Poslednee, kak netrudno pokazat~, vleqet ravenstvo τ_1 = τ_2. Sledovatel~no, pri uslovii τ_1 ≠ τ_2, konfiguracii (A_{τ1} , B_{τ1} ) i

(A_{τ2} , B_{τ2} ) ne ffkvivalentny.

Otmetim, qto konfiguracii ris. 2a, 2v i 2s topologiqeski ne ffkvivalentny drug drugu. Odnako pri vseh 0 < τ_1 < ρ, 0 < τ_2 < ρ konfiguracii (A_{τ1} , B_{τ1} ) i (A_{τ2} , B_{τ2} ) topologiqeski ffkvivalentny.

Privedennye primery pokazyva¸t, qto mnoßestvo ffkstremal~nyh konfiguraciæ moßet byt~ dostatoqno xirokim i soderßat~ konfiguracii razliqnoæ topologiqeskoæ prirody. �kstremal~naØ konfiguraciØ teoremy 1 vydelØetsØ tem, qto ona soderßit minimal~no vozmoßnoe qislo krasnyh okrußnosteæ. Kak pokazyvaet primer 3, takaØ minimal~naØ ffkstremal~naØ konfiguraciØ v obwem sluqae ne edinstvenna. Sledu¸waØ teorema daet dostatoqnoe uslovie edinstvennosti minimal~noæ ffkstremal~noæ konfiguracii.

Teorema 2. Pust~ (A, B) – minimal~naØ ffkstremal~naØ konfigu-

raciØ, sootvetstvu¸waØ nekotoroæ konfiguracii klassa B[k_1, . . . . . . , k_n; n_1, n_2]. Esli garmoniqeskaØ mera ω(z, A, ~Ω) ne imeet osobyh toqek na mnoßestve B, to (A, B) edinstvenna (kak minimal~naØ konfiguraciØ) s toqnost~¸ do ffkvivaletnosti.

Dokazatel~stvo. Pust~ (A1, B1) – minimal~naØ ffkstremal~naØ

konfiguraciØ, otliqnaØ ot (A, B), i pust~ f : Ω → Ω_1 – normirovannoe konformnoe otobraßenie. V silu sledstviØ 1 i konformnoæ invariantnosti h-funkcii Robina imeem

ω(ζ, T, ~Ω_1) = ω(z, T, ~Ω), (4.2)

esli ζ = f(z) i z ∈ Ω. Iz (4.2) vytekaet, qto ω(ζ, T, ~Ω_1) ne imeet osobyh toqek na mnoßestve B_1 i qto pri otobraßenii f li-

66 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN nii urovnØ i ortogonal~nye linii urovnØ garmoniqeskoæ mery

ω(z, T, ~Ω) perehodØt sootvetstvenno v linii urovnØ i ortogonal~-

nye linii urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(ζ, T, ~Ω_1).

Pust~ γ_a – duga mnoßestva B, ime¸waØ konec v toqke a ∈ ~Ω. Iz predyduwih rassußdeniæ netrudno zakl¸qit~, qto f(γ_a) ØvlØetsØ dugoæ mnoßestva B_1, ime¸weæ konec v toqke f(a) ∈ ~Ω_1. Pust~ l – duga ortogonal~noæ linii urovnØ ω(z, T, ~Ω) s koncami v toqkah b i c, gde b ∈ γ_a, soderßawaØ toqku a vnutri i takaØ, qto duga

l_{a,c} ⊂ l, soedinØ¸waØ toqki a i c, leßit v oblasti Ω. Pust~ L i L_{a,c} – obrazy l i l_{a,c} pri otobraßenii f. Po principu simmetrii,

funkciØ f prodolßima qerez l i takoe prodolßenie sovpadaet s prodolßeniem f qerez poddugu l_{a,c} ⊂ l. Ots¸da vytekaet, qto f moßno doopredelit~ do funkcii, osuwestvlØ¸weæ konformnoe otobraßenie oblasti ~Ω na oblast~ ~Ω_1, qto i dokazyvaet trebuemoe utverßdenie. �

5. �kstremal~nye konfiguracii i sootvetstvu¸wie im gra- fy Qislo principial~no razliqnyh ffkstremal~nyh konfiguraciæ ograniqeno topologiqeskimi usloviØmi. Prosledim za konfiguraciØmi, kotorye mogut voznikat~ pri naliqii tol~ko odnoæ krasno-sineæ okrußnosti, sostoØweæ iz n krasnyh i n sinih dug. UdobnaØ klassifikaciØ konfiguraciæ poluqaetsØ pri ispol~zovanii special~nyh krasno-sinih grafov. Pod takim grafom my budem ponimat~ poloßitel~no orientirovannu¸ granicu L odnosvØznoæ oblasti Ω, ∞ ∈ Ω ⊂ C , sostoØwu¸ iz koneqnogo qisla nepereseka¸wihsØ krasnyh okrußnosteæ C_k, ograniqiva- ¸wih krugi Δ_k, i koneqnogo qisla sinih kusoqno-analitiqeskih graniqnyh dug B_l, esli ffti okrußnosti i dugi udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm:

(a) Ω = C \ ( ( ⋃ k Δ_k) ∪ ( ⋃ l B_l) ) ; (b) B_l – otkrytaØ graniqnaØ duga, ime¸waØ koncevye toqki na

mnoßestve C = ⋃ k C_k;

(c) iz kaßdoæ toqki z ∈ C vyhodit ne bolee odnoæ dugi, leßaweæ na granice oblasti Ω.

Otmetim, qto pri dvißenii vdol~ krasno-sinego grafa L krasnye dugi okrußnosteæ C_k qeredu¸tsØ s sinimi uqastkami

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 67 granicy Ω, leßawimi na B = ⋃ l B_l. �ti qasti granicy, ras-

smatrivaemye v porØdke ih sledovaniØ na L, budem oboznaqat~

A_1, B_1, . . . , A_n, B_n, gde A_1 – nekotoraØ naqal~naØ krasnaØ duga.

Paru (L, A_1) nazyvaem napravlennym grafom, a qislo krasnyh dug na L nazyvaem ego porØdkom.

Dva napravlennyh grafa (L^1, A^1) i (L^2, A^2_1), porØdka n kaßdyæ, sqitaem ffkvivalentnymi, esli im sootvetstvuet odinakovoe qislo krasnyh krugov Δ^1_k i Δ^2_k i esli suwestvuet gomeomorfizm f mnoßestva Ω^1 ∪ ( ⋃ k Δ^1_k) na mnoßestvo Ω^2 ∪ ( ⋃ k Δ^2_k) takoæ, qto

f(A^1_k) = A^2_k i f(Δ^1_l ) = Δ^2_l pri nadleßaweæ numeracii krugov Δ^1_l

i Δ^2_l . Zdes~ Ω^1, A^1_k i Ω^2, A^2_k – oblasti i dugi, sopostavlØemye grafam (L^1 , A^1) i (L^2, A^2_1), sootvetstvenno. Pust~ M (n) – qislo klassov ffkvivalentnosti napravlennyh krasno-sinih grafov porØdka n.

Netrudno pokazat~, qto kaßdaØ konfiguraciØ, ffkstremal~- naØ v zadaqe ob iskaßenii giperboliqeskoæ emkosti dlØ odnoæ krasno-sineæ okrußnosti, moßet byt~ sopostavlena nekotoromu napravlennomu grafu. Deæstvitel~no, pust~ (A, B) – ffkstremal~- naØ konfiguraciØ, kotoroæ sootvetstvuet dvusvØznaØ oblast~ Ω. Togda mnoßestvo A sostoit iz koneqnogo qisla zamknutyh nevyroßdennyh komponent. Pust~ ~Ω – svØznaØ komponenta U \ A takaØ, qto T⊂ ∂ ~D, i pust~ E_k – svØznye komponenty mnoßestva

U \ ~Ω. Po teoreme Kœbe, suwestvuet funkciØ f, otobraßa¸waØ

~Ω na krugovu¸ oblast~ f(~Ω) ⊂ U takaØ, qto f(T) = T. Tak kak konfiguraciØ (f(A), f(B)) ffkstremal~na v zadaqe ob iskaßenii giperboliqeskoæ emkosti, to iz sledstviØ 1 vytekaet, qto sinie dugi f(B) leßat na ortogonal~nyh liniØh urovnØ garmoniqeskoæ mery ω(f(z), T, f(~Ω)). Ots¸da sleduet, qto vnutrennØØ granica oblasti f(Ω) s sootvetstvu¸weæ raskraskoæ graniqnyh dug predstavlØet soboæ napravlennyæ krasno-siniæ graf porØdka n. Takim obrazom, qislo “grafiqeski” razliqnyh ffkstremal~nyh konfiguraciæ ne prevyxaet M (n). Bylo by interesno naæti Øvnoe vyraßenie dlØ M (n). DlØ malyh n znaqeniØ M (n) privedeny v sledu¸weæ tablice.

n 1 2 3 4 M (n) 1 2 5 12

68 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN

Kak pokazyvaet primer 3, ffkstremal~nye konfiguracii, sootvetstvu¸wie odnomu i tomu ße napravlennomu grafu, ne obØzany byt~ topologiqeski ffkvivalentnymi.

Ris. 2.

Konfiguracii ris. 2 demonstriru¸t suwestvovanie netrivial~nyh krasno-sinih konfiguraciæ (A, B) takih, qto dlØ kaßdogo iz vozmoßnyh napravlennyh krasno-sinih grafov sootvetstvu¸wego porØdka (ravnogo 3 na ris. 2) naædetsØ hotØ by odno ffkstremal~noe otobraßenie, associirovannoe v opisannom vyxe smysle s vybrannym grafom. V sluqae n = 3 imeem 5 razliqnyh napravlennyh grafov, iz kotoryh po odnomu grafu sootvetstvuet risunkam 2b i 2d i tri grafa sootvetstvu¸t ris. 2c. Dokazatel~stvo suwestvovaniØ sootvetstvu¸wih konformnyh otobraßeniæ f_1, f_2 i f_3 (pri nadleßawem vybore parametrov konfiguracii) ne predstavlØet trudnosti i my ego opuskaem.

ISKAȷENIE GIPERBOLIQESKO` EMKOSTI ROBINA 69

Literatura

1. P. Duren, J. Pfaltzgraff, Hyperbolic capacity and its distortion under conformal mapping, J. Analyse Math. 78 (1999), 205–218.

2. P. L. Duren, M. M. Schiffer, Robin functions and energy functionals of multiply connected domains, Pacific J. Math. 148 (1991), 251–273.

3. P. L. Duren, M. M. Schiffer, Robin functions and distortion of capacity under conformal mappinf, Complex Variables 21 (1993), 189–196.

4. M. Tsuji, Potential theory in modern function theory, Tokyo, 1959.

5. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. MIAN 139 (1980), 1–240.

6. L. V. Ahlfors, Conformal invariants: topicts in geometric function theory, Mc- Graw-Hill, New York, 1973.

7. P. Duren, Robin capacity, in: Computational Methods and Function Theory 1997.

World Scientific Publ. Co., Singapore, 177–190.

8. M. D. O’Neill, R. E. Thurman, Extremal domains for Robin capacity, to appear.

9. Dßenkins Dß., Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

10. L. Al~fors, Lekcii po kvazikonformnym otobraßeniØm, M., 1969.

11. L. V. Ahlfors, L. Sario, Riemann surfaces, Princeton, 1960.

12. P. M. Tamrazov, O nepreryvnosti nekotoryh konformnyh invariantov, Ukr. mat. ß. 18 (1966), No. 6 78–84.

13. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd. M., 1966.

14. O. Lehto, V. K. Virtanen, Quasikonforme Abbildungen, Springer-Verlag, Berlin etc., 1965.

15. M. Xiffer, Nekotorye novye rezul~taty v teorii konformnyh otobraßeniæ. Priloßenie k kn.: Kurant R. Princip Dirihle, konformnye otobraßeniØ i minimal~nye poverhnosti, s. 234–301, M., 1953.

Postupilo 15 fevralØ 1999 g.,

Martin-Lüther Universität zu Halle-Wittenberg, v pererabotannom vide Fachbereich Mathematik und Informatik 11 oktØbrØ 1999 g. Halle, Deutschland E-mail:dittmar@cantor.mathematik.uni-halle.de

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:solynin@pdmi.ras.ru