Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

G. M. Gubreev, E. I. Olefir

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ NEKOTORYH SEME`STV FUNKCI`, MATRIQNOE USLOVIE MAKENHAUPTA I SERII KARLESONA V SPEKTRE

0. Vvedenie

Pust~ w^2 – proizvol~nyæ A_2-ves na vewestvennoæ osi, w_− – vnexnØØ v oblasti Im z < 0 funkciØ, oblada¸waØ svoæstvom

w^2(x)^{p.v.}= |w_−(x − i0)|^2, x ∈ R.

FunkciØ w_− dopuskaet integral~noe predstavlenie

w_−(z) = z ∞∫ 0 e^{−izt}y_w(t) dt, Im z < 0, (0.1) s nekotoroæ funkcieæ y_w ∈ L^{loc}_2 (R_+). Formula

y_w (x, t) := d dt t∫ 0 y_w(t − s)e^{izs} ds, z ∈ C , t ∈ R_+, kaßdomu vesu Makenhaupta w^2 otnosit Ødro y_w(x, t), kotoroe budem nazyvat~ w-Ødrom [1].

Pust~ teper~ w^2_k (k = 1, 2, . . . , n) – proizvol~naØ sistema vesov Makenhaupta na R. V prostranstve L^{(n)}_2 (0, a) vektor-funkciæ (stolbcov) so standartnoæ normoæ

‖f‖^2 = n∑ k=1 a∫ 0 |f_k(t)|^2 dt < ∞, f = Col (f_k)^n_{k=1},

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke Pravitel~stva Ukrainy i Fonda graßdanskih issledovaniæ SXA, grant UMI-298, a takße Ukrainsko-Izrail~skogo proekta nauqnogo sotrudniqestva, dogovor

No. 2M/1516-97. 90

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 91 rassmotrim semeæstvo funkciæ

Y (λ_p, t) := Col ( c^p_k y_{wk} (λ_p, t) )_n k=1, c_p := Col (c^p_k)^n_{k=1} ∈ C^n , (0.2)

gde y_{wk} (z, t) – sootvetstvu¸wee w_k-Ødro, a λ_p probegaet posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel Λ.

S fftoæ ße sistemoæ vesov svØßem ewe odno semeæstvo funkciæ, no uße v prostranstve L_2(0, a):

Y (λ_p, t) := n∑ k=1 c^p_k y_{wk} (λ_p, t), c_p := Col (c^p_k)^n_{k=1}, λ_p ∈ Λ. (0.3)

Esli v pervom sluqae vesa w^2_k ne predpolaga¸tsØ daße razliqnymi, to vo vtorom budem sqitat~, qto sistema funkciæ

y_{wk} ∈ L_2(0, a) (1 ⩽ k ⩽ n), otveqa¸waØ fftim vesam v silu for-

muly (0.1), lineæno nezavisima.

Stat~Ø posvØwena vyØsneni¸ usloviæ na posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel Λ i posledovatel~nost~ vektorov {c_p}^{+∞}_{−∞}, pri kotoryh semeæstva (0.2) i (0.3) obrazu¸t bezuslovnye bazisy v sootvetstvu¸wih prostranstvah. V oboih sluqaØh my predpolagaem, qto

inf_{λp∈Λ} Im λ_p > −∞. (0.4)

S toqki zreniØ teorii operatorov obe zadaqi svodØtsØ k izuqeni¸ spektral~noæ struktury n-mernyh vozmuweniæ operatorov integrirovaniØ v sootvetstvu¸wih prostranstvah. Pofftomu dlØ ih rexeniØ primenØetsØ obwiæ podhod, kotoryæ predstavlØet soboæ modifikaci¸ varianta metoda proektirovaniØ B. S. Pavlova, izloßennogo v rabote [1]. Vmeste s tem, razliqiØ meßdu fftimi zadaqami ves~ma suwestvenny. V §1 my daem polnoe opisanie (po modul¸ zadaqi o bezuslovnoæ bazisnosti semeæstv vektornyh drobeæ) bezuslovnyh bazisov vida (0.2) v prostranstve L^{(n)}(0, a). Poqemu predyduwie rassußdeniØ ne privodØt k polnomu rexeni¸ vtoroæ zadaqi, ob¨Øsneno v §2. Zdes~ poluqeny lix~ dostatoqnye usloviØ dlØ bezuslovnoæ bazisnosti semeæstv (0.3) i dokazana neobhodimost~ dvuhvesovoæ ocenki dlØ preobrazovaniØ Gil~berta v prostranstvah vektor-funkciæ. Ne iskl¸qeno, qto tehnika, neobhodimaØ dlØ polnogo rexeniØ fftoæ zadaqi, ewe do konca ne razrabotana. Tot fakt, qto zadaqa o bezuslovnoæ bazisnosti rassmatrivaemyh semeæstv privodit

92 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR k vesovym ocenkam vektornogo preobrazovaniØ Gil~berta, nami byl osoznan davno; tolqkom k napisani¸ predlagaemoæ stat~i poslußili nedavnie uspehi v fftoæ oblasti [2].

Pri podgotovke stat~i k peqati my obnarußili, qto v odnom vaßnom dlØ priloßeniæ qastnom sluqae semeæstva (0.2) izuqalis~ v rabotah S. A. Avdonina i S. A. Ivanova [3]. Req~ idet o semeæstvah vektornyh ffksponent, qto sootvetstvuet vyboru: w^2_k(x) ≡ 1, y_{wk} (z, t) = e^{izt}, k = 1, 2, . . . , n. �ti avtory vvodØt ponØtie poroßda¸weæ matricy-funkcii dlØ semeæstva proekciæ vektornyh drobeæ, i ih rezul~tat takße formuliruetsØ v terminah ograniqennosti vzvexennogo preobrazovaniØ Gil~berta. Samo ße opredelenie poroßda¸weæ funkcii dovol~no sloßno i opiraetsØ na ponØtie vnutrennevnexneæ faktorizacii matriqnoznaqnyh funkciæ. Nax operatornyæ podhod pozvolØet dat~ prostoe opredelenie poroßda¸- wih matric-funkciæ kak v pervom, tak i vo vtorom sluqae. V ih terminah formuliru¸tsØ osnovnye rezul~taty o bazisnosti (teoremy 1.1 i 2.1).

V izuqenii bazisnyh svoæstv semeæstva vida (0.3) u nas toße byli predxestvenniki [4]. V sluqae stepennyh vesov w^2_k(x) = |x|^{2(1−αk)}, y_{wk} (z, t) = t^{αk−1} E_1(izt, α_k), 1/2 < α_k < 3/2, k = 1, 2, . . . , n semeæstvo (0.3) sovpadaet s lineænymi kombinaciØmi Øder, kotorye vyraßa¸tsØ qerez funkcii Mittag–Lefflera

E_1(z; α) := ∞∑ k=0 z^k Γ(α + k) . V upomØnutoæ rabote rassmatrivalis~ rØdy po sistemam Y (λ_p, t) = n∑ k=1 c_k t^{αk−1} E_1(iλ_pt; α_k), λ_p ∈ Λ, (0.5)

gde Λ – mnoßestvo korneæ zadannoæ celoæ funkcii. Dokazannyæ zdes~ variant ravnoshodimosti s klassiqeskimi rØdami Fur~e pozvolil sdelat~ vyvod, qto funkcii iz nekotorogo podklassa

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 93

L_2(0, a) razlaga¸tsØ v rØdy po sistemam (0.5). To obstoØtel~-

stvo, qto kofffficienty c_k ne zavisØt ot p, sil~no uprowaet zadaqu o bezuslovnoæ bizisnosti fftih semeæstv. Moßno pokazat~, qto suwestvuet izomorfizm prostranstva L_2(0, a), perevodØwiæ sistemu (0.5) v semeæstvo { t^{γ−1} E_1(iλ_pt; γ) : λ_p ∈ Λ } , γ = min{α_1, α_2, . . . , α_n}, dlØ kotorogo kriteriæ bezuslovnoæ bazisnosti izvesten [1].

Na protØßenii vseæ stat~i my neodnokratno ispol~zuem nekotorye fakty teorii Vinera–Pffli dlØ w-Øder [1]. Qtoby fftu stat~¸ moßno bylo qitat~ nezavisimo ot raboty [1], privedem zdes~ ih formulirovki, v kotoryh w^2 – proizvol~nyæ A_2-ves na

R, w− – otveqa¸waØ emu vnexnØØ v Im z < 0 funkciØ, yw(z, t) –

sootvetstvu¸wee w-Ødro.

1. CelaØ funkciØ f koneqnoæ stepeni togda i tol~ko togda dopuskaet integral~noe predstavlenie f(z) = a∫ 0 y_w(z, t)h(t) dt, h ∈ L_2(0, a), (0.6) kogda ona udovletvorØet usloviØm: ∫ R^{w−2(x)|f(x)|2dx < ∞, h} ( f, + π 2 ) ⩽ 0, h ( f, − π 2 ) ⩽ a, gde h(f, φ) – indikator rosta. Esli funkciØ f zapisana v vide (0.6), to pri kaßdom b ⩽ 0 ∫ R^{|f(x + bi)|2 |w−(x + bi)|−2dx ⩽ M (b)} a∫ 0 |h(t)|^2dt. 2. Znaqenie integrala h(t) = ∫ R^{yw((x + bi), t)g(x)dx, (0.7)} dlØ l¸boæ funkcii g takoæ, qto ∫ R^{|w−(x + bi)|2 |g(x)|2dx < ∞, b ⩽ 0,}

94 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR pri l¸bom a > 0 prinadleßit L_2(0, a), priqem ‖h‖^2_{L2(0,a)} ⩽ M (a, b) ∫ R^{|w−(x + bi)|2 |g(x)|2dx.} 3. Esli v (0.7) poloßit~ g(x) = ( w_−(x + bi) )_{−1}^a∫ 0 e^{−i(x+bi)s} f(s) ds, x ∈ R, gde f – proizvol~naØ funkciØ iz L_2(0, a), to h = 2πif.

4. Klass Hardi H^2_−(w^2) opredelØetsØ kak sovokupnost~ analitiqeskih v Im z < 0 funkciæ f takih, qto f(z)w_−(z) ∈ H^2_−, priqem

‖f‖^2_H2�_{(w}2_) := ‖fw_−‖^2_H2� .

Analogiqno opredelØetsØ klass H^2_+(w^2) s zamenoæ w_− na w_+(z) := w_−(z) (Im z > 0). Posle standartnogo vloßeniØ fftih klassov v L_2 s meroæ w^2(x)dx, imeem:

L_2

(R, w^2 dx^) = H^2_+(w^2) ˙+H^2_−(w^2).

Znaqenie f(z) (Im z > 0) funkcii klassa H^2_+(w^2) vosstanavlivaetsØ po uglovym predel~nym znaqeniØm na R s pomow~¸ integrala Koxi.

5. Klass Hardi H^2_+(w^{−2}) sovpadaet s mnoßestvom funkciæ f, dopuska¸wih predstavlenie f(z) = ∞∫ 0 y_w(z, t)h(t) dt, h ∈ L_2(R_+), priqem ‖f‖^2_H2�_{(w}�2_) ≍ ‖h‖^2_{L2(}R_{+)}.

6. V kaßdoæ oblasti Im z ⩽ b < 0 imeet mesto dvustoronnØØ ocenka ‖y_w(z, t)‖^2_{L2(0,a)} ≍ |w_−(z)|^2 | Im z|^{−1} exp{−2a Im z}.

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 95 RassußdeniØ fftoæ stat~i polnost~¸ prigodny i v tom sluqae, kogda posledovatel~nost~ Λ v (0.2), (0.3) imeet kratnye fflementy. Vaßno lix~, qtoby vse kratnosti byli ograniqeny v sovokupnosti. DlØ rassmatrivaemyh zdes~ operatorov ffto budet oznaqat~ libo to, qto razmernosti sobstvennyh podprostranstv bol~xe 1, libo naliqie kornevyh vektorov, libo to i drugoe odnovremenno. Voznika¸wie zdes~ trudnosti nesuwestvenny, nosØt sugubo tehniqeskiæ harakter i v fftoæ stat~e ne rassmatriva¸tsØ.

§1. Bezuslovnye bazisy v prostranstvah vektor-funkciæ

1. Pust~ w^2_k (1 ⩽ k ⩽ n) – sistema vesov Makenhaupta na vewe-

stvennoæ prØmoæ R, y_{wk} – funkcii, otveqa¸wie im v silu formuly (0.1). Vvedem oboznaqeniØ:

y_k(t) = Col ( y_{wj} (t) δ_{kj} )_n j=1, 0 ⩽ t ⩽ a, 1 ⩽ k ⩽ n, gde δ_{kj} – del~ta Kronekera. V prostranstve L^{(n)}_2 (0, a) rassmotrim operator Kh := n∑ k=1 (h, x_k)y_k + i t∫ 0 h(s) ds, (1.1)

gde x_k ∈ L^{(n)}_2 (0, a), skobki oboznaqa¸t skalØrnoe proizvedenie v L^{(n)}_2 (0, a), operator integrirovaniØ deæstvuet pokoordinatno. Prostye vyqisleniØ, kotorye my opuskaem, da¸t: K(I − zK)^{−1}h = n∑ j=1 x_j(h, z)y_j (z, t) + J(I − zJ)^{−1}h,

h ∈ L^{(n)}_2 (0, a), (Jh)(t) := i t∫ 0 h(s) ds, (1.2)

y_j (z, t) := (I − zJ)^{−1}y_j , 1 ⩽ j ⩽ n, funkcionaly x_j(h, z) opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ:

96 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR n∑ j=1 Φ_{kj}(z)x_j (h, z) = ( (I − zJ)^{−1}h, x_k ) , 1 ⩽ k ⩽ n, Φ(z) := E − zφ(z), (1.3) φ(z) := ‖φ_{ij}(z)‖, φ_{ij}(z) := ( y_{wj} (z, t), x^j_i ) L2(0,a), gde y_{wj} (z, t) – w_j -Ødro, x_i = Col (x^j_i )^n_{j=1}.

Ots¸da nemedlenno vytekaet, qto σ(K) sostoit iz zamykaniØ posledovatel~nosti λ^{−1}_p , gde mnoßestvo Λ := {λ_p}^{+∞}_{−∞} sovpadaet s mnoßestvom korneæ uravneniØ

Δ(λ) := det Φ(λ) = 0.

UqityvaØ naxu osnovnu¸ zadaqu o bazisnosti semeæstv vida (0.2), my predpolagaem, qto ffto uravnenie imeet beskoneqnoe mnoßestvo korneæ. Sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory ime- ¸t vid

Y (λ_p, t) := Col ( c^p_j y_{wj} (λ_p, t) )_n j=1, (1.4)

priqem vektory c_p := Col (c^p_j )^n_{j=1} nahodØtsØ iz sistemy uravneniæ

Φ(λ_p)c_p = 0. (1.5)

Takim obrazom, esli vypolneny usloviØ

rank Φ(λ_p) = n − 1, λ_p ∈ Λ,

to sobstvennye podprostranstva odnomerny i sobstvennye vektory nahodØtsØ iz formul (1.4), (1.5). Krome togo, esli vse korni determinanta Δ prostye, to prisoedinennye vektory otsutstvu¸t. V dal~neæxem budem rassmatrivat~ takie operatory K, dlØ kotoryh ffti usloviØ vypolneny. Drugimi slovami, v fftom sluqae sistema sobstvennyh vektorov operatora K sovpadaet s odnim iz semeæstv vida (0.2).

Vyvedem rØd neobhodimyh dlØ dal~neæxego izloßeniØ formul. Rassmotrim otobraßenie (Sh)(λ) := X(h, λ), X(h, λ) = Col ( x_j(h, λ) )_n j=1, (1.6)

gde x_j(h, λ) udovletvorØ¸t sisteme (1.3), i vvedem oboznaqenie

Y_z(μ, t) = Col ( z_j y_{wj} (μ, t) )_n j=1, z = Col (z_j )^n_{j=1}. (1.7)

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 97

Pravye qasti sistemy (1.3) pri h = Y_z(μ, t) legko vyqislØ¸tsØ: ( (I − λJ)^{−1}h, x_k ) = n∑ j=1 ( (I − λJ)^{−1}(I − μJ)^{−1}y_{wj} , x^j_k ) L2(0,a)zj =

(μ − λ)^{−1} k∑ j=1 ( Φ_{kj}(λ) − Φ_{kj}(μ) ) z_j , Φ(λ) = ‖Φ_{kj}(λ)‖. Pofftomu S ( Y_z(μ, t) ) (λ) = (μ − λ)^{−1}Φ^{−1}(λ) ( Φ(λ) − Φ(μ) ) z, λ^{−1} /∈ σ(K). (1.8) Dalee, tak kak vse koordinaty stolbca X(h, λ) sut~ nepreryvnye

v L^{(n)}_2 (0, a) funkcionaly, to ime¸t mesto predstavleniØ Rissa: x_k(h, λ) = ( h, Ψ^k(λ) ) Δ^{−1}(λ), Ψ^k(λ) ∈ L^{(n)}_2 (0, a). (1.9)

IntegriruØ rezol~ventu K^∗(I − zK^∗)^{−1} po zamknutomu konturu, ohvatyva¸wemu toqku (λ_p)^{−1}, zakl¸qaem, qto sobstvennoe podprostranstvo operatora K^∗, otveqa¸wee fftoæ toqke, natØgivaetsØ na vektory Ψ^k(λ_p) (1 ⩽ k ⩽ n). V silu sdelannyh predpoloßeniæ ono odnomerno, to est~ vse ffti vektory proporcional~ny odnomu iz nih. Iz (1.7)–(1.9) vytekaet, qto ( Y_z(μ, t), Ψ^k(ν) ) = Δ(ν)x_k ( Y_z(μ, t), ν ) = = Δ(ν)(ν − μ)^{−1} { Φ^{−1}(ν) ( Φ(μ) − Φ(ν) ) z } k, (1.10)

gde z ∈ C^n , a { ▪ }_k oboznaqaet k-u¸ koordinatu sootvetstvu¸wego stolbca. Pofftomu, esli y = Col (y_i)^n_{i=1}, to ( Y_z(μ, t), n∑ k=1 y_kΨ^k(λ_p) ) = (λ_p − μ)^{−1} (~ Φ(λ_p) Φ(μ)z, y )Cn^{, (1.11)}

gde ~Φ(λ_p) – matrica, prisoedinennaØ k Φ(λ_p).

2. Budem sqitat~, qto σ(K) udovletvorØet uslovi¸

inf_p Im λ_p > −∞, σ(K) = { λ^{−1}_p : p ∈ Z } . V dal~neæxem R+ bi – kakaØ-nibud~ prØmaØ, leßawaØ niße posledovatel~nosti Λ (i na poloßitel~nom rasstoØnii ot nee).

98 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR DlØ udobstva budem predpolagat~, qto vsegda b < 0. Vvedem v rassmotrenie matriqnyæ ves

W (x) := ( Φ_w(x + bi)Φ^∗_w(x + bi) )_{−1} , Φ_w(λ) := Φ(λ)w^{−1}(λ),

w(λ) := diag { w^−_j (λ) } , Im λ < 0, gde w^−_j – vnexnØØ funkciØ, otveqa¸waØ vesu w^2_j , to est~

w^2_j (x)^{p.v.}= |w^−_j (x − i0)|^2, x ∈ R, 1 ⩽ j ⩽ n.

Lemma 1.1. Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

1) imeet mesto ocenka ∫ R+bi n∑ j=1 |w^−_j (z)|^2 |x_j(h, z)|^2dz ⩽ M ‖h‖^2, h ∈ L^{(n)}_2 (0, a); (1.12)

2) ves W udovletvorØet matriqnomu uslovi¸ Makenhaupta

sup_J {‖ ‖ 1 |J| ( ∫ J W^{−1}(x)dx )_{1/2} 1 |J| ( ∫ J W (x)dx )_{1/2}‖ ‖ } < ∞, (A^m_2 )

gde J – proizvol~nyæ interval vewestvennoæ osi.

Dokazatel~stvo. Pust~ imeet mesto ocenka (1.12). Poloßim v neæ h(t) = Col ( ∫ R^{ywj (x + bi)fj (x) dx} )_n j=1 , ∫ R n∑ k=1 |w^−_k (x + bi)|^2 |f_k(x)|^2dx < ∞, 0 ⩽ t ⩽ a, (1.13) gde w^−_k – vnexnØØ v oblasti Im z < 0 funkciØ, otveqa¸waØ vesu

w^2. Srazu ße zametim, qto (§0, p. 2) ‖h‖^2_{L(n)2 (0,a)} ⩽ L ∫ R n∑ k=1 |w^−_k (x + bi)|^2|f_k(x)|^2 dx. (1.14)

DlØ takih h vyqislim stolbec X(h, λ). Iz formul (1.6)–(1.8) pri z = Col (f_j (x))^n_{j=1} vyvodim: X(h, λ) = ∫ R^{S(Yz(x + bi, t))(λ)dx =}

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 99 = ∫ R^Φ

−1(λ)(Φ(λ) − Φ(x + bi)) x + bi − λ f(x) dx. SoedinØØ ffto s (1.12) i (1.14), naædem ∫ R+bi^{‖w(λ)X(h, λ)‖2}C^{n dλ =} = ∫ R ‖ ‖ ‖ ‖w(y + bi)Φ^{−1}(y + bi) ∫ R^{Φ(y + bi) − Φ(x + bi)} x − y f(x)dx ‖ ‖ ‖ ‖ 2 Cn^{dy ⩽} ⩽ M_1 ∫ R^{‖w(y + bi)f(y)‖2}C^{n dy. (1.15)} Esli vspomnit~ opredelenie matricy Φ_w, to posledn¸¸ ocenku moßno perepisat~ v vide ‖ ‖w(y + bi)Hw^{−1}(y + bi)g − Φ^{−1}_w (y + bi)HΦ_w (y + bi)g ‖ ‖^2_{L(n)2 (}R_) ⩽

⩽ M_1‖g‖^2_{L(n)2 (}R_), (1.16)

gde H – preobrazovanie Gil~berta v prostranstve vektorfunkciæ L^{(n)}_2 (R). Poskol~ku matrica w diagonal~na i vesa

|w^−_j (y + bi)|^2 udovletvorØ¸t uslovi¸ Makenhaupta pri l¸bom

b < 0, pervoe slagaemoe v (1.16) ograniqeno v L^{(n)}_2 (R). Poffto-

mu ograniqeno vtoroe slagaemoe i, stalo byt~, v silu teoremy S. TreælØ, matriqnyæ ves W udovletvorØet uslovi¸ (A^m_2 ) [2].

Pust~ teper~ ves W (x) udovletvorØet uslovi¸ (A^m_2 ). RassußdaØ v obratnom porØdke, prihodim k vyvodu, qto (1.16) vleqet za soboæ ocenku ∫ R+bi^{‖w(z)X(h, z)‖2}C^{n dz ⩽ K} ∫ R+bi n∑ k=1 |w^−_k (x + bi)|^2 |f_k(x)|^2dx, (1.17)

v kotoroæ vektor-funkcii h i f svØzany ravenstvom (1.13). Voz~- mem zdes~ v kaqestve f vektor-funkci¸ vida f(x) = ( w^−(x + bi) )_{−1}^a∫ 0 e^{−i(x+bi)s}g(s) ds, g ∈ L^{(n)}_2 (0, a).

100 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR Kak otmeqalos~ vo vvedenii (§0, p. 3), pri takom vybore f imeem

h = 2πig, priqem: ∫ R+bi n∑ k=1 |w^−_k (x + bi)|^2 |f_k(x)|^2dx ⩽ L‖g‖^2_{L(n)2 (0,a)}. Tak kak v fftih rassußdeniØh g – proizvol~naØ funkciØ iz

L^{(n)}_2 (0, a), to iz (1.17) vytekaet uslovie (1.12). □

Napomnim, qto

Δ(z) = det Φ(z).

Lemma 1.2. Esli imeet mesto ocenka (1.12) i h ( Δ, − π 2 ) = na, h ( Δ, π 2 ) = 0, (1.18)

to sistemy sobstvennyh funkciæ operatorov K i K^∗ polny v prostranstve L^{(n)}_2 (0, a).

Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala polnotu semeæstva sobstven-

nyh vektorov operatora K^∗. Oboznaqim qerez F ortogonal~noe dopolnenie ko vsem vektoram Ψ^k(λ_p) (1 ⩽ k ⩽ n, λ_p ∈ Λ) i dokaßem, qto F = {0}. Iz (1.9) vytekaet, qto pri f ∈ F vse funkcii

x_k(f, λ) celye i, v silu (1.12), ∫ R+bi^{|w−k (z)|2 |xk(f, z)|2dz < ∞, 1 ⩽ k ⩽ n.} �lementy matricy-funkcii Φ sut~ funkcii vpolne regulØrnogo rosta. Pofftomu iz (1.3), (1.8) sleduet, qto h ( x_k(f, z), − π 2 ) ⩽ 0, h ( x_k(f, z), π 2 ) ⩽ 0, 1 ⩽ k ⩽ n, f ∈ F. Sledovatel~no (§0, p. 1) X(f, z) ≡ 0, i, stalo byt~, v silu (1.9) (f, Ψ^k(z)) ≡ 0, 1 ⩽ k ⩽ n, f ∈ F. (1.19) VspominaØ formulu (1.1), vyqislim:

Sp Im K = Im Sp n∑ k=1 ( ▪ , x_k)y_k + Sp Im J = Im n∑ k=1 (y_k, x_k) + 1 2 na.

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 101 Iz opredeleniØ (1.3) matricy Φ i funkciæ y_k vytekaet ravenstvo

−SpΦ^′(0) = n∑ k=1 ( y_{wk} , x^k ) L2(0,a) = n∑ k=1 (y_k, x_k). Poskol~ku [5] d dz log det Φ(z) | |_{z=0} = SpΦ^′(0),

prihodim k formule

Sp Im K = − Im d dz log Δ(z) | |_{z=0} + 1 2 na. CelaØ funkciØ Δ, buduqi funkcieæ klassa Kartraæt, dopuskaet kanoniqeskoe mul~tiplikativnoe predstavlenie. V silu usloviØ (1.18) ono imeet vid:

Δ(z) = e^{i na2 z}v.p. ∏ λ_p∈Λ ( 1 − z λ_p ) . Pofftomu d dz log Δ(z) = i 2 na + v.p. ∑ λ_p 1 z − λ_p ,

Im d dz log Δ(z) | |_{z=0} = 1 2 na − ∑ λ_p∈Λ Im 1 λ_p . Okonqatel~no imeem:

Sp Im K = ∑ λ_p∈Λ Im 1 λ_p . (1.20)

S drugoæ storony, podprostranstvo F invariantno otnositel~no K, priqem, v silu (1.19), K | |F = J | |F. Pust~ G – ortogonal~noe dopolnenie k F. Togda K^∗G ⊆ G, i semeæstvo sobstvennyh vektorov operatora K^∗ | |G polno v G. Pofftomu [5]

Sp Im ( K^∗ | |G) = ∑ λ_p∈Λ 1 λ_p = − ∑ λ_p∈Λ Im 1 λ_p . Takim obrazom

Sp Im K = Sp Im(J|F) − Sp Im(K^∗|G) = Sp Im(J|F) + ∑ λ_p Im 1 λ_p ,

102 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR qto vmeste s (1.20) vleqet ravenstvo Sp Im(J|F) = 0. Poskol~ku J – dissipativnyæ operator, ots¸da vytekaet, qto F = {0}.

Pereædem teper~ k dokazatel~stvu polnoty sistemy sobstvennyh vektorov operatora K. Vvedem v rassmotrenie vektorfunkci¸ h(t) = 1 2πi ∫ R+bi n∑ k=1 x_k ( Y_z(μ, t), λ ) y_k(λ, t)dλ, 0 ⩽ t ⩽ a, z ∈ C^n , Im μ < b, (1.21)

gde funkcii y_k(λ, t), x_k(h, λ), Y_z(μ, t) byli opredeleny v p. 1. Ocenka (1.12) obespeqivaet shodimost~ fftogo integrala, priqem h ∈ L^{(n)}_2 (0, a) (§0, p. 2). Pol~zuØs~ uße dokazannoæ polnotoæ operatora K^∗, vyqislim fftot integral. PrinimaØ vo vnimanie ravenstvo Y_z(μ, t) = n∑ k=1 z_k y_k(μ, t), z = Col (z_k)^n_{k=1},

a takße formuly (1.6), (1.8), (1.11), dlØ proizvol~nogo vektora

y = Col (y_k)^n_{k=1} naædem ( h, n∑ j=1 y_jΨ^j (λ_p) ) =

= 1 2πi ∫ R+bi (_n∑ k=1 x_k ( Y_z(μ, t), λ ) y_k(λ, t), n∑ j=1 y_j Ψ^j (λ_p) ) dλ =

= 1 2πi ∫ R+bi^{(λp − λ)−1(~Φ(λp)Φ(λ)X(Yz (μ, t), λ), y)}C^{n dλ =} = 1 2πi ∫ R+bi^{(~Φ(λp)Φ(λ)Φ−1(λ)(Φ(λ)−Φ(μ))z, y)}C^{n (λp−λ)−1(μ−λ)−1dλ =} = 1 2πi ∫ R+bi^{(~Φ(λp)Φ(μ)z, y)} (λ_p − λ)(λ − μ) dλ − 1 2πi ∫ R+bi^{(~Φ(λp)Φ(λ)z, y)} (λ_p − λ)(λ − μ) dλ =

= − (~Φ(λ_p)Φ(μ)z, y) (λ_p − μ) + Δ(λ_p)(z, y) λ_p − μ = − (~Φ(λ_p)Φ(μ)z, y) (λ_p − μ) , Im μ < b.

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 103 Zametim, qto pri vyqislenii vtorogo integrala my vospol~zovalis~ tem, qto fflementy matricy Φ(λ)(λ − μ)^{−1} prinadleßat klassam Hardi s vesami Makenhaupta v oblasti Im λ > b (§0, p. 1, 4). Snova vspominaØ (1.11), prihodim k ravenstvam ( h, n∑ k=1 y_k Ψ^k(λ_p) ) = ( − Y_z(μ, t), n∑ k=1 y_k Ψ^k(λ_p) ) , λ_p ∈ Λ, y ∈ C^n , to est~ v formule (1.21) h(t) = −Y_z (μ, t) (Im μ < b).

Predpoloßim teper~, qto vektor f ≠ 0 ortogonalen vsem sobstvennym vektoram operatora K. RassmatrivaØ proektory Rissa, s uqetom formuly (1.2) poluqim 0 = ( 1 2πi ∫ γ K(I − zK)^{−1}hdz, f ) = 1 2πi ∫ γ h∑ k=1 x_k(h, z)(y_k(z, t), f)dz dlØ l¸bogo h ∈ L_2(0, a) i l¸bogo zamknutogo kontura γ, kotoryæ ne prohodit qerez toqki posledovatel~nosti Λ. V silu prostoty

σ(K) funkcii x_k(h, z) mogut imet~ pol¸sy lix~ tol~ko pervogo

porØdka. Ravenstvo nul¸ integralov oznaqaet, qto ffto ustranimye osobennosti. Takim obrazom, prinimaØ vo vnimanie (1.9), zakl¸qaem, qto pri kaßdom h ∈ L^{(n)}_2 (0, a) funkcii

F_h(z) := ∑_n k=1(h, Ψ^k(z))(y_{wk} (z, t), f_k) Δ(z)

, h ∈ L^{(n)}_2 (0, a),

ØvlØ¸tsØ celymi. Razdelim teper~ qislitel~ i znamenatel~ fftoæ drobi na podhodØwiæ polinom stepeni 2n tak, qtoby oni stali ograniqennymi funkciØmi v oblasti Im z > b. Suwestvovanie takogo polinoma vytekaet iz formul (1.3), (1.9). V silu vtorogo usloviØ (1.18) vnutrenniæ mnoßitel~ vo vnexnevnutrenneæ faktorizacii znamenatelØ svoditsØ k proizvedeni¸ BlØxke. I, nakonec, v silu (1.12) i (§0, p. 1) imeem: ∫ R+bi^{|Fh(z)| dz ⩽} n∑ k=1 |x_k(h, z)| | ( y_{wk} (z, t), f_k ) |dz ⩽

⩽ n∑ k=1 ( ∫ R+bi^{|xk(h, z)|2 |w−k (z)|2 dz} )_{1/2} ×

104 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR × ( ∫ R+bi^{|w−k (z)|−2|(ywk (z, t), fk)|2dz} )_{1/2} ⩽ C‖h‖ n∑ k=1 ‖f_k‖_{L2(0,a)}. Pofftomu funkcii F_h prinadleßat prostranstvu H^1 v oblasti

Im z > b [6] i, stalo byt~, 0 = ∫ R+bi^{Fh(z) dz =} ( ∫ R+bi n∑ k=1 x_k(h, z) y_k(z, t)dz, f ) , h ∈ L^{(n)}_2 (0, a).

Pri h = Y_z(μ, t) fftot integral my vyqislili. Takim obrazom, dlØ kaßdogo z ∈ C^n ( Y_z(μ, t), f ) ≡ 0, to est~ f = 0. □

Lemma 1.3. Esli semeæstva sobstvennyh vektorov operatorov

K i K^∗ polny v prostranstve L^{(n)}_2 (0, a) i imeet mesto ocenka

(1.12), to h ( Δ, − π 2 ) = na, h ( Δ, π 2 ) = 0.

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ Δ sleduet, qto h ( Δ, − π 2 ) ⩽ na, h ( Δ, π 2 ) ⩽ 0. Tak kak sistema sobstvennyh vektorov operatora K polna v

L^{(n)}_2 (0, a), to [5] Sp Im K = ∑ λ_p∈Λ Im 1 λ_p . FunkciØ Δ dopuskaet predstavlenie

Δ(λ) = e^{iδλ}v.p. ∏ λ_p∈Λ ( 1 − λ λ_p ) , δ ∈ R. Privedennye pri dokazatel~stve lemmy 1.2 vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

Sp Im K = − Im d dλ log Δ(λ) | λ=0 + 1 2 na = −δ + 1 2 na + ∑ λ_p∈Λ Im 1 λ_p ,

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 105 to est~ δ = na/2. Poskol~ku indikatornaØ diagramma beskoneqnogo proizvedeniØ simmetriqna otnositel~no vewestvennoæ osi, dostatoqno dokazat~ lix~ odno iz dvuh ravenstv dlØ indikatora. Dokaßem vtoroe. Dopustim protivnoe, to est~ h ( Δ, π 2 ) = −α < 0. Pust~ Y (λ_p, t) – sobstvennyæ vektor operatora K, otveqa¸wiæ sobstvennomu qislu λ^{−1}_p . Iz (1.4), (1.5) vyvodim:

Y (λ_p, t) = Y_{cp} (λ_p, t), c_p = Col (c^p_j )^n_{j=1}, Φ(λ_p)c_p = 0.

Pofftomu iz (1.9) sledu¸t ravenstva ( Y (λ_p, t), Ψ^k(λ) ) = Δ(λ)c^p_k λ_p − λ , 1 ⩽ k ⩽ n, λ_p ∈ Λ. Takim obrazom, dlØ plotnogo v L^{(n)}_2 (0, a) mnoßestva vektorov f imeem h ( F_f ; π 2 ) ⩽ −α, F_f (λ) := ( f, Ψ^k(λ) ) . Snova razdelim qislitel~ i znamenatel~ drobi x_k(f, λ) = (f, Ψ^k(λ))

Δ(λ) = (f, Ψ^k_{2n}(λ)) Δ_{2n}(λ)

na sootvetstvu¸wiæ polinom stepeni 2n s kornØmi v poluploskosti Im λ < b. Zdes~ Ψ^k_{2n}, Δ_{2n} oboznaqa¸t rezul~taty deleniØ funkciæ Ψ^k, Δ na fftot polinom. Takim obrazom, x_k(h, λ) (1 ⩽ k ⩽ n) ØvlØ¸tsØ funkciØmi ograniqennogo vida v oblasti Im λ < b. Dalee, poskol~ku (w^−_j (z))^{−1}(z + i)^{−1} ∈ H^2_−, iz ocenki (1.12) vyvodim ∫ R+bi^{|(λ − λ0)−1Δ−1(λ)(f, Ψk(λ))|2dλ =} = ∫ R+bi^{|w} − k (λ)|^2 |(f, Ψ^k(λ))|^2 |Δ(λ)|^2 · |w^−_k (λ)|^{−2} |λ − λ_0|^2 dλ ⩽

⩽ C ∫ R+bi^{|w−k (λ)|2 |xk(f, λ)|2 dλ ⩽ K‖f‖2, f ∈ L(n)2 (0, a), Im λ0 < b.}

106 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR Ots¸da vytekaet, qto

(f, Ψ^k_{2n}(λ)) (λ − λ_0)Δ^{out}_{2n} (λ) ∈ H^2 (Im λ > b), 1 ⩽ k ⩽ n, pri l¸bom f ∈ L^{(n)}_2 (0, a), gde Δ^{out}_{2n} – vnexnØØ qast~ funkcii Δ_{2n}. Pofftomu neravenstvo h ( F_f ; π 2 ) ⩽ −α spravedlivo uße dlØ vseh f ∈ L^{(n)}_2 (0, a), poskol~ku ranee byla ustanovlena ego spravedlivost~ dlØ plotnogo mnoßestva vektorov f. PolagaØ f = Y_z(μ, t), iz (1.10) naædem

F_f (λ) = { ~ Φ(λ)Φ(μ)z − Δ(λ)z λ − μ } k , Im μ < b, 1 ⩽ k ⩽ n. VybiraØ dolßnym obrazom vektory z, zakl¸qaem, qto h ( ~Φ_{kj}, π 2 ) ⩽ −α, 1 ⩽ k, j ⩽ n, gde ~Φ_{kj} – fflementy prisoedinennoæ matricy ~Φ. Oboznaqim qerez u_{kj}(λ) fflementy matricy-funkcii, prisoedinennoæ k ~Φ(λ). V silu poslednego neravenstva h ( u_{kj}, π 2 ) ⩽ −α(n − 1), 1 ⩽ k, j ⩽ n. Poskol~ku

Φ_{kj}(λ) = u_{kj}(λ)Δ^{−(n−2)}(λ), Φ(λ) = ‖Φ_{kj}(λ)‖,

imeem h ( Φ_{kj}(λ), π 2 ) = h ( u_{kj}(λ), π 2 ) − (n − 2)h ( Δ, π 2 ) ⩽ −α. No teper~ iz formuly (1.10) sleduet (§0, p. 1), qto nositeli vektor-funkciæ Ψ^k(λ_p) leßat na segmente [α, a], qto protivoreqit polnote sistemy sobstvennyh funkciæ operatora K^∗. □

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 107

3. VernemsØ teper~ k zadaqe o bezuslovnoæ bazisnosti semeæstv

vektor-funkciæ vida (0.2), poroßdaemyh sistemoæ vesov Makenhaupta w^2_k (1 ⩽ k ⩽ n) na vewestvennoæ osi. Vvedem v rassmotrenie klass celyh matric-funkciæ Φ ffksponencial~nogo tipa, razmerom n × n, udovletvorØ¸wih usloviØm

1) h ( Φ_{kj},^π_2 ) ⩽ 0, h ( Φ_{kj}, −^π_2 ) ⩽ a, Φ(λ) := ‖Φ_{kj}(λ)‖, 1 ⩽ k, j ⩽ n;

2) Φ(z) = E − zφ(z), priqem ∫ R^{w−2k (x)|φik(x)|2dx < ∞, φ(λ) = ‖φkj(λ)‖, 1 ⩽ k, j ⩽ n;} 3) rank Φ(λ_p) = n − 1, gde Λ := {λ_p : p ∈ Z} – mnoßestvo korneæ uravneniØ

Δ(λ) = 0, Δ(λ) := det Φ(λ),

kotorye prostye.

Po kaßdoæ takoæ matrice-funkcii Φ v prostranstve L^{(n)}_2 (0, a) postroim sistemu vektor-funkciæ vida (0.2)

Y (λ_p, t) := Col ( c^p_j y_{wj} (λ_p, t) )_n j=1 , (1.22)

gde stolbec c_p = Col (c^p_j )^n_{j=1} ØvlØetsØ rexeniem sistemy

Φ(λ_p)c_p = 0.

UslovimsØ govorit~, qto matrica-funkciØ Φ ØvlØetsØ poroßda- ¸weæ dlØ semeæstva vektor-funkciæ (1.22).

Pust~ teper~ proizvol~naØ sistema funkciæ (0.2) obrazuet bezuslovnyæ bazis prostranstva L^{(n)}_2 (0, a). Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto 0 /∈ Λ. Togda operator K, zadavaemyæ na fflementah bazisa ravenstvami KY (λ_p, t) = λ^{−1}_p Y (λ_p, t), λ_p ∈ Λ, prodolßaetsØ do ograniqennogo v L^{(n)}_2 (0, a) operatora. Esli zapisat~ operator K v vide

K = J + Γ, (Jh)(t) = i t∫ 0 h(s) ds,

108 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR i vospol~zovat~sØ oboznaqeniØmi p. 1, to poslednie ravenstva da¸t:

ΓY (λ_p, t) = λ^{−1}_p Y (λ_p, t) − JY (λ_p, t) = λ^{−1}_p Col ( c^p_j y_{wj} (t) )_n j=1 =

= n∑ j=1 λ^{−1}_p c^p_j y_j , λ_p ∈ Λ.

Takim obrazom, operator Γ ØvlØetsØ koneqnomernym, i pofftomu suwestvu¸t funkcii x_k (1 ⩽ k ⩽ n) iz L^{(n)}_2 (0, a) takie, qto

Γh = n∑ k=1 (h, x_k)y_k, h ∈ L^{(n)}_2 (0, a). �ti funkcii odnoznaqno opredelØ¸tsØ problemami momentov: ( Y (λ_p, t), x_k ) = λ^{−1}_p c^p_k, 1 ⩽ k ⩽ n. Itak, operator K imeet vid (1.1), ego spektr i sobstvennye funkcii opisyva¸tsØ s pomow~¸ matricy-funkcii Φ, opredelØemoæ formulami (1.3). Iz fftih formul vytekaet (§0, p. 1), qto Φ udovletvorØet usloviØm 1)–3) iz opredeleniØ poroßda- ¸weæ matricy-funkcii. Drugimi slovami, nami dokazano, qto kaßdyæ bezuslovnyæ bazis (0.2) prostranstva L^{(n)}_2 (0, a) obladaet edinstvennoæ poroßda¸weæ matriceæ-funkcieæ.

V sledu¸weæ formulirovke predpolagaetsØ, qto 0 /∈ Λ, i ispol~zovany sledu¸wie oboznaqeniØ:

Φ_w(λ) := Φ(λ) w^{−1}(λ), w(λ) := diag { w^−_j (λ) }_n j=1, Im λ < 0. Teorema 1.1. Pust~ Φ – poroßda¸waØ matrica-funkciØ semeæ-

stva (0.2) i vypolneno uslovie (0.4). DlØ bezuslovnoæ bazisnosti fftogo semeæstva v L^{(n)}_2 (0, a) neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ trebovaniØ:

1) h ( Δ,^π_2 ) = 0, h ( Δ, −^π_2 ) = na, gde Δ(λ) = det Φ(λ);

2) matriqnyæ ves W (x) := (Φ_w(x + bi)Φ^∗_w(x + bi))^{−1} udovletvo-

rØet uslovi¸ (A^m_2 ) pri kakom-nibud~ b < min { inf_{λp∈Λ} Im λ_p, 0 } ;

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 109 3) semeæstvo racional~nyh drobeæ

~c_p(λ − μ_p)^{−1}, μ_p = λ_p − bi, ~c_p = Col ( c^p_k w^−_k (λ_p + 2bi) )_n k=1 obrazuet bezuslovnyæ bazis zamykaniØ svoeæ lineænoæ oboloqki v vektornoznaqnom klasse Hardi H^2_−(C^n ).

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Iz usloviæ 1)–2), vhodØwih

v opredelenie poroßda¸weæ matricy-funkcii Φ, vytekaet (§0, p. 1), qto ona moßet byt~ zapisana v vide Φ(λ) = E − λφ(λ), φ_{ij}(λ) = ( y_{wj} (λ, t), x^j_i ) L2(0,a) , x^j_i ∈ L_2(0, a). Sostavim teper~ vektor-funkci¸ x_i = Col (x^j_i )^n_{j=1} (1 ⩽ i ⩽ n) i rassmotrim, kak i v p. 1, operator K vida (1.1): Kh = n∑ k=1 (h, x_k)y_k + Jh, y_k = Col ( y_{wj} (t)δ_{kj} )_n j=1 . Formuly (1.2)–(1.4) pokazyva¸t, qto semeæstvo sobstvennyh vektorov operatora K sovpadaet s semeæstvom (0.2), priqem KY (λ_p, t) = λ^{−1}_p Y (λ_p, t), λ_p ∈ Λ. DlØ l¸bogo vektora h ∈ L^{(n)}_2 (0, a) ime¸t mesto razloßeniØ h = ∑ λ_p∈Λ z_p Y (λ_p, t), K(I − λK)^{−1}h = ∑ λ_p∈Λ (λ_p − λ)^{−1}Y (λ_p, t). Sledovatel~no, ∫ R+bi^{‖K(I − λK)−1h‖dλ ⩽ M ∑λ}p^{|zp|2} ∫ R+bi^{|λ − λp|−2dλ‖Y (λp, t)‖2 ⩽} ⩽ M_1 ∑ λ_p |z_p|^2 ‖Y (λ_p, t)‖^2 ⩽ M_2‖h‖^2, h ∈ L^{(n)}_2 (0, a),

gde b – l¸boe qislo iz formulirovki teoremy. Legko proverØetsØ, qto ∫ R+bi^{‖J(I − λJ)−1h‖2 dλ ⩽ L‖h‖2, h ∈ L(n)2 (0, a).}

110 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR

Tak kak (§0, p. 6) ‖ ‖ ‖ ‖ n∑ j=1 x_j(h, λ)y_j (λ, t) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 =

= n∑ j=1 |x_j(h, λ)|^2 ‖y_j (λ, t)‖^2 ≍ n∑ j=1 |x_j(h, λ)|^2 |w^−_j (λ)|^2 na prØmoæ R+ bi, to iz (1.2) vytekaet naliqie ocenki (1.12). Iz

lemm 1.1, 1.3 sleduet, qto vypolneny trebovaniØ 1)–2).

Esli w^2 – proizvol~nyæ ves Makenhaupta na R, to ~w^2(x) :=

|w^−(x + bi)|^2 takße ØvlØetsØ vesom Makenhaupta, priqem [1] y_w(λ, t) = e^{−bt} y e_w(λ − bi, t). Pofftomu bezuslovnyæ bazis prostranstva L^{(n)}_2 (0, a) obrazuet tak-

ße sistema vektorov

~Y (μ_p, t) := Col (c^p_j y e_{wj} (μ_p, t))^n_{j=1} , μ_p = λ_p − bi.

Krome togo, dlØ proizvol~nogo vesa Makenhaupta w^2 imeet mesto

formula (sm. [1]) ∞∫ 0 y e_w(μ, t)e^{−itz} dt = w^−(z + bi) z − μ , Im μ > 0, Im < z ⩽ 0. Takim obrazom, dlØ l¸boæ lineænoæ kombinacii h = ∑ p z_pY (λ_p, t) spravedlivo neravenstvo: ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ p z_pY (λ_p, t) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 ⩽ m ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ p z_p ~Y (μ_p, t) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 =

= m n∑ k=1 a∫ 0 | | | | ∑ p z_p c^p_k y e_{wk} (μ_p, t) | | | | 2 dt < m n∑ k=1 ∞∫ 0 | | | | ∑ p z_p c^p_k y e_{wk} (μ_p, t) | | | | 2 dt =

= 2πm n∑ k=1 +∞∫ −∞ | | | ∑ p z_p c^p_k(x − μ_p)^{−1} | | | 2 |w^−_k (x + bi)|^2 dx.

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 111

Pokaßem teper~, qto imeet mesto obratnoe neravenstvo. Snova

rassmotrim otobraßenie S, opredelØemoe formuloæ (1.6). Iz

(1.8) i (1.5) vytekaet, qto S ( ∑ p z_p Y (λ_p, t) ) = ∑ z_p(λ_p − λ)^{−1} ( c_p − Φ^{−1}(λ)Φ(λ_p)c_p ) = ∑ z_p c_p(λ_p − λ)^{−1}.

Ocenka (1.12) oznaqaet, qto dlØ l¸boæ lineænoæ kombinacii

sobstvennyh vektorov n∑ k=1 ∫ R+bi | | | | ∑ p z_p c^p_k(λ_p − λ)^{−1} | | | | 2 |w^−_k (λ)|^2dλ =

= n∑ k=1 +∞∫ −∞ | | | | ∑ p z_p c^p_k(x − μ_p)^{−1} | | | | 2 |w^−_k (x + bi)|^2dx ⩽ M ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ p z_p Y (λ_p, t) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 . Sledovatel~no, prihodim k dvustoronnim ocenkam ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ p z_p Y (λ_p, t) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 ≍ +∞∫ −∞ n∑ k=1 | | | | ∑ p z_p c^p_k(x − μ_p)^{−1} | | | | 2 |w^−_k (x + bi)|^2dx. V rabote [1] dokazano, qto dlØ l¸bogo A_2-vesa w^2 na R i l¸boæ

koneqnoæ sovokupnosti ν_p (Im ν_p < 0) imeem +∞∫ −∞ | | | | ∑ p a_p(x − ν_p)^{−1} | | | | 2 w^2(x)dx ≍

≍ +∞∫ −∞ | | | ∑ p a_p w^−(ν_p)(x − ν_p)^{−1} | | | 2 dx, a_p ∈ C . Pofftomu ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ p z_p Y (λ_p, t) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 ≍ ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ p z_p ~c_p(x − μ_p)^{−1} ‖ ‖ ‖ ‖ 2 H2�^(C^{n )}

, Im μ_p > 0, (1.23)

112 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR gde vvedeno oboznaqenie

~c_p := Col ( c^p_k w^−_k (λ_p + 2bi) )_n k=1 . Takim obrazom, trebovanie 3) vypolneno.

Dostatoqnost~. Snova po matrice-funkcii Φ postroim operator K. Iz lemm 1.1, 1.3 vytekaet, qto sistema (0.2) polna v prostranstve L^{(n)}_2 (0, a) i imeet mesto ocenka (1.12). PovtorØØ sootvetstvu¸wie rassußdeniØ iz dokazatel~stva neobhodimosti, prihodim k (1.23), to est~ semeæstvo (0.2) obrazuet bezuslovnyæ bazis L^{(n)}_2 (0, a). □

4. Trebovanie 3) teoremy 1.1 navernØka vypolneno, esli posle-

dovatel~nost~ {μ_p}^{+∞}_{−∞} udovletvorØet uslovi¸ Karlesona:

inf_n ∏ p≠k | | | μ^k − μ^p μ_k − μ_p | | | > 0. (C) DlØ formulirovki bolee toqnyh priznakov bazisnosti vektornyh drobeæ vospol~zuemsØ rezul~tatami Nikol~skogo–Pavlova o seriØh Karlesona [7]. Normiruem vektornye kofffficienty ~c_p (norma evklidova):

e_p := ( ‖~c_p‖^{−1} )_{−1} ~c_p, p ∈ Z. Podmnoßestvo M_1 = {μ^1_k}^{+∞}_{−∞} mnoßestva M = {μ_p}^{+∞}_{−∞} nazyvaetsØ serieæ Karlesona, esli:

1) M_1 udovletvorØet uslovi¸ Karlesona (C); 2) suwestvuet predel~nyæ vektor lim |μ1_k|→∞ e^1_p = e_1,

gde e^1_p – normirovannyæ vektornyæ kofffficient drobi

c^1_p(λ − μ^1_p)^{−1}.

Dve serii Karlesona nazyva¸tsØ asimptotiqeski ortogonal~nymi, esli ih predel~nye vektory ortogonal~ny.

V [7] dokazano, qto uslovie 3) teoremy 1.1 vypolneno, esli mnoßestvo M raspadaetsØ v koneqnoe ob¨edinenie asimptotiqeski ortogonal~nyh seriæ Karlesona.

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 113

PrØmoe primenenie teoremy 1.1 zatrudneno iz-za neobhodimosti proverki usloviØ (A^m_2 ). Prostoe neobhodimoe dlØ vypolneniØ (A^m_2 ) uslovie zakl¸qaetsØ v tom, qto vse vesa

W^±_f (x) := ( W^{±1}(x)f, f ) , f ∈ C^n udovletvorØet skalØrnomu uslovi¸ Makenhaupta.

OstanovimsØ na odnom priznake vypolneniØ usloviØ (A^m_2 ) dlØ vesa W iz formulirovki teoremy 1.1. Oboznaqim qerez u_{kj}(λ),

v_{kj}(λ) fflementy matric Φ_w i Φ^{−1}_w sootvetstvenno: n∑ j=1 v_{kj}(λ)u_{js}(λ) ≡ δ_{ks}, 1 ⩽ k, s ⩽ n. Osnovnoe zagrublenie v sledu¸weæ teoreme proishodit iz-za trebovaniØ sup λ∈R+bi^{n∑}_{j=1}^{|vkj(λ)ujs(λ)| < ∞, 1 ⩽ k, s ⩽ n. (1.24)} Teorema 1.2. Esli imeet mesto (1.24) i vse vesa |ukj(λ)|^2 (1 ⩽

k, j ⩽ n) udovletvorØ¸t skalØrnomu uslovi¸ Makenhaupta na prØ-

moæ R+ bi, to ves W udovletvorØet uslovi¸ (A^m_2 ).

Dokazatel~stvo. Perepixem vyraßenie v pravoæ qasti (1.3) v

vide ( (I − λJ)^{−1}h, x_k ) = n∑ p=1 ( (I − λJ)^{−1}h_p, x^p_k ) L2(0,a) , h = Col (h_p)^n_{p=1}, x_k = Col (x^p_k)^n_{p=1},

gde operator integrirovaniØ v L_2(0, a) snova oboznaqaetsØ qerez J. Teper~ iz (1.3), (1.24) vytekaet: ∫ R+bi^{|w−k (λ)|2 |xk(h, λ)|2dλ =} = ∫ R+bi | | | | n∑ p=1 n∑ j=1 v_{kj}(λ)u_{jp}(λ)w^−_p (λ) ((I − λJ)^{−1}h_p, x^p_j )

Φ_{jp}(λ) | | | | 2 dλ ⩽

⩽ c ∑ j,p ∫ R+bi^{|w−p (λ)|2 |Φjp(λ)|−2 |((I − λJ)−1hp, xpj )|2 dλ.}

114 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR

Pofftomu ocenka (1.12) budet imet~ mesto, esli my dokaßem, qto ∫ R+bi^{|w−p (λ)|2 |Φjp(λ)|−2 |((I − λJ)−1 hp, xpj )|2 dλ ⩽} ⩽ M_{pj} a∫ 0 |h_p(s)|^2ds. (1.25)

Poskol~ku vesa |u_{kj}(λ)|^2 udovletvorØ¸t uslovi¸ Makenhaupta

na prØmoæ R+ bi, spravedlivy ocenki ∫ R+bi^{|w−p (λ)|2} | | | | Œ^∫ R+bi^{f(z)dzz − λ − Φ−1jp (λ) Œ} ∫ R+bi^{Φjp(z)f(z)dzz − λ} | | | | 2 dλ ⩽

⩽ L ∫ R+bi^{|f(λ)|2 |w−p (λ)|2dλ,} kotorye moßno perepisat~ v vide ∫ R+bi^{|w−p (λ)|2 |Φjp(λ)|−2 |((I − λJ)−1 hp, xpj )|2 dλ ⩽} ⩽ L ∫ R+bi^{|f(λ)|2 |w−p (λ)|2dλ,} gde h_p prinadleßit prostranstvu L_2(0, a) i zadaetsØ formuloæ

h_p(t) = ∫ R+bi^{ywp (z, t)f(z)dz,} ∫ R+bi^{|f(z)|2 |w−p (z)|2dz < ∞.} Kak i pri dokazatel~stve lemmy 1.1, poloßim v neæ

f(z) = (w^−_p (z))^{−1} a∫ 0 e^{izs}g(s)ds, ∫ R+bi^{|w−p (z)|2 |f(z)|2dz ⩽ c} a∫ 0 |g(s)|^2ds,

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 115 gde g – proizvol~naØ funkciØ iz L_2(0, a). Togda h_p = 2πig i, stalo byt~, neravenstva (1.25) vypolnØ¸tsØ dlØ proizvol~noæ funkcii h_p ∈ L_2(0, a). □

ZakanqivaØ fftot paragraf, privedem prosteæxiæ primer, v kotorom sdvinutaØ posledovatel~nost~ {μ_p}^{+∞}_{−∞} ne udovletvorØet uslovi¸ Karlesona, no raspadaetsØ na karlesonovy serii. Budem sqitat~, qto n = 2, a = 2π, w^2_1 = w^2 = 1. Rassmotrim funkcii

g_1(z) := e^{i2πz} − 1 z (z − i), g_2(z) := 2π∫ 0 e^{izt}f(t)dt, f ∈ L_2(0, a), i pust~

G(z) := αg1(z) + g2(z) βg1(z) − g2(z) g_1(z) g_1(z) , α ≠ β. Legko podobrat~ funkci¸ g_2 tak, qtoby matrica-funkciØ

Φ(z) = G^{−1}(0) G(z)

byla poroßda¸weæ dlØ sootvetstvu¸wego semeæstva vida (0.2). Posledovatel~nost~ Λ sovpadaet s mnoßestvom korneæ uravne- niØ g_1(z) ( (α − β)g_1(z) + 2g_2(z) ) = 0. (1.26)

˚sno, qto pri l¸bom sdvige posledovatel~nost~ μ_p = λ_p − bi

(p ∈ Z) ne udovletvorØet uslovi¸ Karlesona. Pri fftom posle-

dovatel~nost~ M raspadaetsØ na dve asimptotiqeski ortogonal~nye serii Karlesona, otveqa¸wie kaßdomu mnoßitel¸ v (1.26). Legko videt~ takße, qto pervye dva usloviØ teoremy 1.1 vypolneny. Takim obrazom, sistema vektornyh ffksponent, poroßdaemaØ matriceæ-funkcieæ Φ, obrazuet bezuslovnyæ bazis prostranstva L^{(2)}_2 (0, 2π).

§2. BezuslovnaØ bazisnost~ lineænyh kombinaciæ w-Øder

1. V fftom paragrafe my sosredotoqimsØ tol~ko lix~ na razli-

qiØh meßdu zadaqami o bezuslovnoæ bazisnosti semeæstv (0.2) i (0.3). Ispol~zovanie oboznaqeniæ §1 ne privedet k putanice, poskol~ku zdes~ budet idti req~ tol~ko o sistemah vida (0.3).

116 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR

Pust~ snova w^2_k – ves Makenhaupta na R, y_{wk} – otveqa¸waØ emu soglasno (0.1) funkciØ (1 ⩽ k ⩽ n). Predpoloßiv, qto y_{wk} (k =

1, 2, . . . , n) lineæno nezavisimy na [0, a], v prostranstve L_2(0, a)

rassmotrim operator Kh := n∑ k=1 (h, x_k)y_{wk} + Jh, (Jh)(t) = i t∫ 0 h(s) ds, x_k ∈ L_2(0, a). Snova imeem K(I − zK)^{−1}h = n∑ k=1 x_k(h, z)y_{wk} (z, t) + J(I − zJ)^{−1}h, (2.1) gde y_{wk} (z, t) – Ødro, poroßdennoe vesom w^2_k, a x_k(h, z) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ n∑ j=1 Φ_{kj}(z) x_j(h, z) = ((I − λJ)^{−1}h, x_k), 1 ⩽ k ⩽ n, Φ(z) := E − zφ(z), φ(z) := ‖φ_{kj}(z)‖, (2.2) φ_{kj}(z) := (y_{wj} (z, t), x_k). Oboznaqim qerez Λ = {λ_p}^{+∞}_{−∞} mnoßestvo korneæ uravneniØ

Δ(z) := det Φ(z) = 0,

kotorye predpolaga¸tsØ prostymi. Esli rank Φ(λ_p) = n − 1

(λ_p ∈ Λ), to sobstvennyæ vektor operatora K, otveqa¸wiæ sob-

stvennomu qislu λ^{−1}_p , imeet vid

Y (λ_p, t) := n∑ j=1 c^p_j y_{wj} (λ_p, t), (2.3)

gde vektor c_p = Col (c_j )^n_{j=1} nahoditsØ iz sistemy uravneniæ

Φ(λ_p)c_p = 0. (2.4)

Predpoloßiv ffti vse usloviØ vypolnennymi, snova rassmotrim otobraßenie (Sh)(z) := X(h, z), X(h, z) = Col (x_j(h, z))^n_{j=1}, h ∈ L_2(0, a),

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 117 i zapixem snova analogi formul (1.8)–(1.11). PolagaØ Y_z(μ, t) = n∑ j=1 z_j y_{wj} (μ, t), z = Col (z_j )^n_{j=1} ∈ C^n ,

naædem

S(Y_z (μ, t))(λ) = (μ − λ)^{−1}Φ^{−1}(λ)(Φ(λ) − Φ(μ))z, λ^{−1} /∈ σ(K). (2.5)

Ostal~nye formuly takße sohranØ¸t svoæ preßniæ vid:

(Y_z(μ, t), Ψ^k(ν)) = Δ(ν)(ν − μ)^{−1} { Φ^{−1}(ν)(Φ(μ) − Φ(ν))z } k, ( Y_z (μ, t), n∑ k=1 y_k Ψ^k(λ_p) ) = (λ_p − μ)^{−1} (~ Φ(λ_p)Φ(μ)z, y ) , (2.6)

λ_p ∈ Λ, y = Col (y_i)^n_{i=1}.

Zdes~ vektor-funkcii Ψ^k(λ) opredelØ¸tsØ ravenstvami

x_k(h, λ) = (h, Ψ^k(λ))Δ^{−1}(λ), Ψ^k(λ) ∈ L_2(0, a), 1 ⩽ k ⩽ n. (2.7)

Esli spektr operatora K udovletvorØet uslovi¸

inf_p Im λ_p > b > −∞,

to v sluqae bezuslovnoæ bazisnosti semeæstva ego sobstvennyh vektorov, kak i v §1, prihodim k ocenke: ∫ R+bi ‖ ‖ ‖ n∑ k=1 x_k(h, λ)y_{wk} (λ, t) ‖ ‖ ‖^2dλ ⩽ M ‖h‖^2, h ∈ L_2(0, a), kotoru¸ moßno perepisat~ tak: ∫ R+bi^{(v(λ)X(h, λ))}C^{n dλ ⩽ M ‖h‖2, (2.8)} v_{kj}(λ) := ( y_{wk} (λ, t), y_{wj} (λ, t) ) L2(0,a) , gde R + bi – kakaØ-nibud~ prØmaØ, leßawaØ niße Λ. Ne ograni-

qivaØ obwnosti, sqitaem, qto b < 0. Rassmotrim na prØmoæ R matriqnye vesa:

~W (x) := (Φ^∗(x + bi))^{−1}v(x + bi)Φ^{−1}(x + bi),

W (x) := (Φ_w(x + bi)Φ^∗_w(x + bi))^{−1}, (2.9)

Φ_w(λ) := Φ(λ)w^{−1}(λ), w(λ) := diag {w^−_j (λ)}, Im λ < 0.

118 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR

Lemma 2.1. Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

1) ocenka (2.8) imeet mesto dlØ vseh h ∈ L_2(0, a); 2) dlØ preobrazovaniØ Gil~berta H spravedliva dvuhvesovaØ ocenka ∫ R^{( ~W (x)(Hf)(x), (Hf)(x))}C^{n dx ⩽ c} ∫ R^{(W (x)f(x), f(x))}C^{n dx.}_{(2.10)} Dokazatel~stvo. Pust~ vypolnØetsØ ocenka (2.8). Poloßim v neæ h(t) = n∑ j=1 y_{wj} (x + bi, t)f_j(t)dt, 0 ⩽ t ⩽ a, n∑ j=1 ∫ R^{|w−j (x + bi)|2 |fj(x)|2dx < ∞. (2.11)} Snova ispol~zuØ svedeniØ iz §0, naædem ‖h‖^2_{L2(0,a)} ⩽ K ∫ R n∑ j=1 |w^−_j (x + bi)|^2 |f_j(x)|^2dx =

= K ∫ R^{‖w(x + bi)f(x)‖2}C^{n dx,} a takße ( (I − λJ)^{−1}h, x_k ) = n∑ j=1 ( (I − λJ)^{−1}y_{wj} (x + bi, t), x_k ) f_j (x)dx =

= n∑ j=1 ∫ R^{Φkj(λ) − Φkj(x + bi)} x + bi − λ f_j(x)dx. Pofftomu

X(h, λ) = Φ^{−1}(λ) ∫ R^{Φ(λ) − Φ(x + bi)} x + bi − λ f(x)dx,

f(x) = Col (f_j )^n_{j=1}.

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 119 Sledovatel~no, esli vvesti oboznaqenie ( v(x + bi)g(x), g(x) )Cn^{= ‖g(x)‖2}v^, to iz (2.8) vyvodim: ∫ R^{‖(Hf)(x) − Φ−1(x + bi)HΦ(x + bi)f(x)‖2vdx ⩽} ⩽ M_1 ∫ R^{‖w(x + bi)f(x)‖2}C^{n dx.} Poskol~ku (§0, p. 6) v(x + bi) ⩽ Lw^∗(x + bi)w(x + bi), x ∈ R, (2.12) iz posledneæ ocenki vytekaet (2.10).

Pust~ teper~ imeet mesto (2.10). PrinimaØ vo vnimanie (2.12) i rassußdaØ v obratnom porØdke, prihodim k neravenstvu ∫ R+bi^{(v(λ)X(h, λ), X(h, λ))}C^{n dλ ⩽ M} ∫ R^{‖w(x + bi)f(x)‖2}C^{n dx,} v kotorom h i f svØzany sootnoxeniem (2.11). Esli poloßit~ zdes~

f_1(x) = w^−_1 (x + bi) a∫ 0 e^{−i(x+bi)s}g(s)ds, g ∈ L_2(0, a), f_k(x) ≡ 0, 2 ⩽ k ⩽ n, to togda h = 2πig, priqem ∫ R^{‖w(x + bi)f(x)‖2}C^{n dx ⩽ K‖g‖2L2(0,a).} Pofftomu ocenka (2.8) imeet mesto dlØ l¸bogo g ∈ L_2(0, a). □

Sledstvie. Ocenka (2.8) vypolnØetsØ navernØka, esli matriq-

nyæ ves W udovletvorØet uslovi¸ Makenhaupta (A^m_2 ). V svo¸ oqered~, ffto uslovie ravnosil~no ocenke ∫ R+bi n∑ k=1 |w^−_k (λ)|^2 |x_k(h, λ)|^2dλ ⩽ L‖h‖^2, h ∈ L_2(0, a). (2.13)

120 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR

Pervoe utverßdenie vytekaet iz neravenstva ~W (x) ⩽ LW (x),

x ∈ R. Dokazatel~stvo vtorogo poluqaetsØ doslovnym povtore-

niem rassußdeniæ iz dokazatel~stva lemmy 1.1.

Lemma 2.2. Esli semeæstva sobstvennyh vektorov operatorov K

i K^∗ polny v prostranstve L_2(0, a) i imeet mesto (2.13), to 1) h ( Δ, −^π_2 ) = a, h ( Δ,^π_2 ) = 0;

2) fflementy matricy w(λ)Φ^{−1}(λ)(λ − μ)^{−1} (Im μ > b) prinadleßat klassu Hardi H^2 v oblasti Im λ < b.

Dokazatel~stvo. 1. Snova vyqislim

Sp Im K = Im n∑ k=1 (y_{wk} , x_k) + 1 2 a = −SpΦ^′(0) + 1 2 a =

= − Im d dλ log Δ(λ) | | | |_{λ=0} + 1 2 a. Poskol~ku determinant Δ predstavim v vide

Δ(λ) = e^{iδλ}v.p. ∏ λ_p∈Λ ( 1 − λ λ_p ) , δ ∈ R, iz sootvetstviØ [5]

Sp Im K = ∑ λ_p∈Λ Im 1 λ_p vytekaet, qto δ = a/2. Pofftomu dostatoqno dokazat~ ravenstvo

h(Δ, π/2) = 0, v spravedlivosti kotorogo legko ubedit~sØ, do-

slovno povtorØØ sootvetstvu¸wie rassußdeniØ iz dokazatel~- stva lemmy 1.3.

2. Iz formul (2.3)–(2.5) sleduet, qto dlØ l¸boæ koneqnoæ sovokupnosti kompleksnyh qisel {z_p} imeem S ( ∑ p z_p Y (λ_p, t) ) = ∑ p z_p c_p λ_p − λ . �to oznaqaet, qto dlØ plotnogo v L_2(0, a) mnoßestva vektorov h znaqeniØ funkcionalov x_k(h, λ) prinadleßat klassu Hardi H^2 v oblasti Im λ < b s vesom |w^−_k (x + bi)|^2 (§0). V silu (2.13) fftot

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 121 vyvod ostaetsØ vernym i dlØ l¸bogo h ∈ L_2(0, a). PolagaØ h =

Y_z(μ, t) i prinimaØ vo vnimanie formulu (2.5), ubeßdaemsØ v

spravedlivosti utverßdeniØ 2. □

Lemma 2.3. Esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie trebovaniØ:

1) h ( Δ, −^π_2 ) = a, h ( Δ,^π_2 ) = 0;

2) pri nekotorom μ (Im μ > b) fflementy matricy

w(λ)Φ^{−1}(λ)(λ − μ)^{−1}

prinadleßat klassu Hardi H^2 v oblasti Im λ < b; 3) imeet mesto ocenka (2.13), to semeæstva sobstvennyh vektorov operatorov K i K^∗ polny v prostranstve L_2(0, a).

Dokazatel~stvo. Dokaßem polnotu semeæstva sobstvennyh vek-

torov operatora K^∗. Pust~ F – podprostranstvo, ortogonal~noe vsem sobstvennym vektoram operatora K^∗. Iz (2.7) sleduet, qto vse funkcii x_k(f, λ) (f ∈ F, 1 ⩽ k ⩽ n) celye, priqem ∫ R+bi^{|w−k (λ)|2 |xk(f, λ)|2dλ < ∞, 1 ⩽ k ⩽ n.} Iz formuly (2.2) vytekaet takße, qto h ( x_k(f, λ);^π_2 ) ⩽ 0. Pofftomu (§0, p. 1, 5) kaßdaØ funkciØ x_k(f, x + bi) prinadleßit klassu Hardi H^2 s vesom |w^−_k (x + bi)|^2 v oblasti Im z > 0. S drugoæ storony, x_k(f, z + bi) prinadleßit H^2 s vesom |w^−_k (x + bi)|^2 v nißneæ poluploskosti, i, stalo byt~ (§0, p. 4), x_k(f, λ) ≡ 0, 1 ⩽ k ⩽ n, f ∈ F. (2.14) V samom dele, iz usloviØ 2) i formuly (2.5) vyvodim, qto fftomu klassu prinadleßat vse funkcii vida

x_k(y_{w1} (μ, t), λ) = (μ − λ)^{−1}Φ^{−1}(λ) ( Φ(λ) − Φ(μ) ) e, e = Col (δ_{1j} )^n_{j=1},

gde λ = z + bi, Im μ > b. Izvestno [1], qto semeæstvo

y_{w1} (μ_n, t), μ_n = 2π a n, n ∈ Z,

122 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR obrazuet bezuslovnyæ bazis prostranstva L_2(0, a). Esli teper~ razloßit~ kaßdyæ vektor f ∈ F v rØd po fftoæ sisteme i uqest~ ocenku (2.13), to pridem k nußnomu zakl¸qeni¸.

Posle togo, kak ustanovleny ravenstva (2.14), dokazatel~- stvo zakanqivaetsØ po toæ ße sheme, qto i dokazatel~stvo lemmy 1.2. □

Zameqanie. Ne vsegda uslovie 2) iz formulirovki lemmy ØvlØ-

etsØ nezavisimym ot ostal~nyh dvuh usloviæ. Netrudno dokazat~, qto ono iz nih vytekaet v tom sluqae, kogda h ( Δ_{kj}, − π 2 ) ⩽ a, 1 ⩽ k, j ⩽ n, gde Δ_{kj} – proizvol~nyæ minor porØdka n−1 matricy-funkcii Φ. Takim obrazom, esli n = 1, 2, to trebovanie 2) v formulirovke lemmy moßno opustit~.

2. Dadim teper~ opredelenie poroßda¸wih matric-funkciæ

dlØ semeæstv vida (0.3). Tak nazyvaetsØ celaØ matrica-funkciØ Φ, udovletvorØ¸waØ usloviØm: 1) Φ predstavima v vide Φ(z) = E − zφ(z), φ_{kj}(z) := (y_{wj} (z, t), x_k)_{L2 (0,a)}, φ(z) = ‖φ_{kj}(z)‖, (2.15) gde x_k ∈ L_2(0, a), 1 ⩽ k ⩽ n;

2) rank Φ(λ_p) = n − 1, gde Λ := {λ_p, p ∈ Z} – mnoßestvo korneæ uravneniØ

Δ(λ) = 0, Δ(λ) := det Φ(λ),

kotorye prostye.

Kaßdoæ poroßda¸weæ matrice-funkcii Φ otveqaet v prostranstve L_2(0, a) sistema funkciæ vida (0.3): Y (λ_p, t) = n∑ k=1 c^p_k y_{wk} (λ_p, t), λ_p ∈ Λ, priqem

Φ(λ_p)c_p = 0, c_p = Col (c^p_k)^n_{k=1}.

Kak i v §1, dokazyvaetsØ, qto kaßdyæ bezuslovnyæ bazis vida (0.3) prostranstva L_2(0, a) (0 /∈ Λ) obladaet poroßda¸weæ matriceæ-funkcieæ Φ. Napomnim, qto matrica-funkciØ Φ_w opredelØetsØ formuloæ (2.9). Imeet mesto

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 123

Teorema 2.1. Pust~ Φ – poroßda¸waØ matrica-funkciØ semeæ-

stva funkciæ (0.3) i vypolneno uslovie (0.4). Togda ffto semeæstvo obrazuet bezuslovnyæ bazis prostranstva L_2(0, a), kol~ skoro vypolneny usloviØ:

1) h ( Δ,^π_2 ) = 0, h ( Δ, −^π_2 ) = a;

2) matriqnyæ ves W (x) := (Φ_w(x + bi)Φ^∗_w(x + bi))^{−1} udovletvorØet uslovi¸ Makenhaupta (A^m_2 ) pri kakom-nibud~ b < min { inf_{λp∈Λ} Im λ_p, 0 } ; 3) pri nekotorom μ (Im μ > b) fflementy matricy Φ^{−1}_w (λ)(λ −

μ)^{−1} prinadleßat klassu Hardi H^2 v oblasti Im λ < b;

4) sistema racional~nyh drobeæ ~c_p(λ − μ_p)^{−1}, μ_p := λ_p − bi, ~c_p = Col ( c^p_k w^−_k (λ_p + 2bi) )_n k=1 obrazuet bezuslovnyæ bazis zamykaniØ svoeæ lineænoæ oboloqki v klasse Hardi H^2_−(C^n ).

ZameqaniØ. 1. Napomnim, qto po kraæneæ mere pri n = 1, 2 uslo-

vie 3) v formulirovke teoremy moßno opustit~.

2. DlØ bezuslovnoæ bazisnosti semeæstva (0.3) neobhodimo naliqie dvuhvesovoæ ocenki (2.10). Esli okaßetsØ, qto ∫ R+bi^{‖w(λ)f(λ)‖2}C^{n dλ ⩽ K} ∫ R+bi^{(v(λ)f(λ), f(λ))}C^{n dλ,} gde f – proizvol~nyæ fflement lineænoæ oboloqki semeæstva

{c_p(λ − λ_p)^{−1} : λ_p ∈ Λ}, to usloviØ 1)–4) budut i neobhodimy-

mi dlØ bazisnosti fftoæ sistemy.

Poskol~ku snova imeet mesto ocenka ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ p z_pY (λ_p, t) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 L2(0,a) ⩽ C n∑ k=1 ∫ R | | | | ∑ p z_p c^p_k(x − μ_p)^{−1} | | | | 2 |w^−_k (x + bi)|^2dx, dokazatel~stvo fftoæ teoremy analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1.1.

124 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR

OstanovimsØ ewe na analoge teoremy 1.2. OboznaqaØ qerez

Φ_{kj}(λ), Ψ_{kj}(λ) fflementy matric Φ i Φ^{−1} sootvetstvenno, potre-

buem, qtoby sup λ∈R+bi^{n∑}_{j=1}^{|Ψkj(λ)Φjk(λ)| < ∞, 1 ⩽ k ⩽ n. (2.16)} �lementy matricy-funkcii Φ_w snova oboznaqa¸tsØ qerez u_{kj}(λ).

Teorema 2.2. Esli vypolneno uslovie (2.16) i vse vesa |ukj(λ)|^2

(1 ⩽ k, j ⩽ n) udovletvorØ¸t uslovi¸ Makenhaupta na R + bi, to ves W (iz formulirovki teoremy 2.1) udovletvorØet uslovi¸ (A^m_2 ).

Deæstvitel~no, poskol~ku |x_k(h, λ)| ⩽ n∑ j=1 | |Ψ_{kj}(λ)Φ_{jk}(λ) | | | |((I − λJ)^{−1}h, x_j) | | |Φ_{jk}(λ)|^{−1} ⩽

⩽ M max_j | |((I − λJ)^{−1}h, x_j) | | |Φ_{jk}(λ)|^{−1}, 1 ⩽ k ⩽ n, vse snova svoditsØ k ocenkam ∫ R+bi^{|wk(h, λ)|2|Φjk(λ)|−2|((I − λJ)−1h, xj)|2dλ ⩽ Mkj} a∫ 0 |h(s)|^2ds, kotorye obespeqiva¸tsØ usloviØmi teoremy.

Rassmotrim sledu¸wiæ primer. Pust~

w^2_1(x) = |x|^{2(1−α)}, w^2(x) = |x|^{2(1−β)} ( 1 2 < α < β < 3 2 ) . Togda, polagaØ

w^−_1 (z) = e^{−i πα2} z^{1−α}, w^−_2 (z) = e^{−i πβ2} z^{1−β}, 0 > arg z > −π, (2.17)

poluqim

y_{w1} (y) = Γ^{−1}(α)t^{α−1}, y_{w1} (z, y) = t^{α−1} E_1(izt; α);

y_{w2} (y) = Γ^{−1}(β)t^{β−1}, y_{w2} (z, y) = t^{β−1} E_1(izt; β).

BEZUSLOVNA˚ BAZISNOST^ 125 Vospol~zovavxis~ formuloæ [8] 1 Γ(ω) a∫ 0 (a − t)^{ω−1} t^{ν−1} E_1(izt; ν)dt = a^{ν+ω−1}E_1(iza; ω + ν), ω, ν > 0, zakl¸qaem, qto matrica-funkciØ

Φ(z) = 1 − za^{α+γ−1} E1(iza; α + γ) −za^{β+γ−1} E1(iza; β + γ) −za^{α+δ−1} E_1(iza; α + δ) 1 − za^{β+δ−1} E_1(iza; β + δ) , gde γ, δ >^1_2 , dopuskaet predstavlenie (2.15) s funkciØmi:

x_1(t) = Γ^{−1}(γ)(a − t)^{γ−1}, x_2(t) = Γ^{−1}(γ)(a − t)^{δ−1}, 0 ⩽ t ⩽ a.

Ne analiziruØ podrobno vse voznika¸wie zdes~ situacii, pokaßem, qto moßno vybrat~ γ, δ tak, qtoby matrica-funkciØ Φ byla poroßda¸weæ dlØ sootvetstvu¸wego semeæstva (0.3) i udovletvorØla usloviØm teoremy 2.1. Vyberem γ i δ tak, qtoby

α + γ = 2, α + δ > 2. Togda i podavno β + γ > 2, β + δ > 2.

Primenim teper~ izvestnye asimptotiqeskie formuly [8] E_1(iza; μ) = − (iza)^{−1} Γ(μ − 1) + O(|z|^{−2}) vnutri kaßdogo ugla 0 < |π/2 − arg z| < ε (ε < π/2) i E_1(iza; μ) = (iaz)^{1−μ} e^{iaz} − (iza)^{−1} Γ(μ − 1) + O(|z|^{−2}) vne fftih uglov. Iz fftih formul vytekaet, qto korni funkcii

Δ(z) moßno sqitat~ prostymi, poqti vse oni leßat v uglah |π/2− arg z| ⩾ ε > 0, priqem v fftih uglah

Δ(z) =

= Δ_0−d_1 e^{iza} +e^{iza} ( d_2 z^{2−(β+γ)} +d_3 z^{2−(α+δ)} +d_4 z^{2−(β+δ)} ) +O ( 1 |z| ) , gde Δ_0, d_i (1 ⩽ i ⩽ 4) – otliqnye ot nulØ konstanty. Pofftomu uslovie 1) teoremy 2.1 vypolneno. Krome togo, pri podhodØwih b < 0 sdvinutaØ posledovatel~nost~ M = {λ_p − bi; p ∈ Z} udovletvtorØet uslovi¸ Karlesona. Qtoby proverit~, qto matriqnyæ ves W udovletvorØet uslovi¸ (A^m_2 ), vospol~zuemsØ teoremoæ 2.2. Otmetim, qto trebovanie (2.16) svoditsØ k odnomu uslovi¸ sup z∈R+bi^{|Φ11(z) Φ22(z)| |Δ(z)|−1 < ∞,}

126 G. M. GUBREEV, E. I. OLEFIR kotoroe vypolneno pri pravil~nom vybore b. I, nakonec, iz formul (2.17) vytekaet, qto kvadraty moduleæ fflementov matricy

Φ(z) w^{−1}(z) udovletvorØ¸t skalØrnomu uslovi¸ Makenhaupta na

prØmoæ R+bi. Pofftomu sootvetstvu¸wee semeæstvo funkciæ vida (0.3) obrazuet bezuslovnyæ bazis prostranstva L_2(0, a).

Literatura 1. G. M. Gubreev, Spektral~nyæ analiz biortogonal~nyh razloßeniæ, poro-

ßdaemyh vesami Makenhaupta. — Zap. nauqn. semin. LOMI 190 (1991),

34–80.

2. F. L. Nazarov, S. R. Treæl~, Ohota na funkci¸ Bellmana: priloße-

niØ k ocenkam singulØrnyh integralov i k drugim klassiqeskim zadaqam garmoniqeskogo analiza. — Algebra i Analiz 8, vyp. 5 (1996), 32–162.

3. S. A. Avdonin, S. A. Ivanov, UpravlØemost~ sistem s raspredelennymi

parametrami i semeæstva ffksponent. UMK VO, Kiev, 1989.

4. M. M. DßrbaxØn, A. B. NersesØn, RazloßeniØ po special~nym biorto-

gonal~nym sistemam i kraevye zadaqi dlØ differencial~nyh uravneniæ drobnogo porØdka. — Trudy MMO 10 (1961), 89–179.

5. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn, Vvedenie v teori¸ lineænyh nesamosoprØ-

ßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Nauka, M. 1965.

6. Dß. Garnett, Ograniqennye analitiqeskie funkcii. Mir, M. 1984. 7. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. Nauka, M. 1980. 8. M. M. DßrbaxØn, Integral~nye preobrazovaniØ i predstavleniØ funk-

ciæ v kompleksnoæ oblasti. Nauka, M. 1966.

Gubreev G. M., Olefir E. I. Unconditional bases, the matrix Muckenhoupt condition, and Carleson series in the spectrum.

For two families of functions generated by a system of n scalar Muckenhoupt weights, criteria are obtained for being unconditional basic sequences. From the point of view of the spectral operator theory, the problem is reduced to analyzing the structure of n-dimensional perturbations of the integration operator. With the help of weighted estimates for the Hilbert transform in the spaces of vector-functions, an operator is constructed that transforms the functions of the given families into vector-valued rational functions. The concept of Carleson series is used for solving the problem of being an unconditional basis.

Postupilo 28 i¸nØ 1999 g. ıßno-Ukrainskiæ pedagogiqeskiæ gosudarstvennyæ universitet g. Odessa

rector@tm.odessa.ua (for Gubreev)