Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 262, 1999 g.

V. I. Vas¸nin

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI`

V poslednie gody rezko aktivizirovalsØ interes k podhodu k gipoteze Rimana, predloßennomu B. Nimanom [1] (sm. [2–10]). Sut~ fftogo podhoda sostoit v ravnosil~nosti gipotezy Rimana i plotnosti v L^2([0, 1]) semeæstva stupenqatyh funkciæ

ρ_α(x) = [ α x ] − α [ 1 x ] , 0 < α < 1, (1)

gde [t] – celaØ qast~ qisla t.

Na samom dele (sm. citirovavxiesØ vyxe raboty) utverßdenie o plotnosti semeæstva ρ_α(x) ravnosil~no vozmoßnosti approksimirovat~ edinstvennu¸ funkci¸, toßdestvenno ravnu¸ edinice, lineænymi kombinaciØmi funkciæ ρ_α. A toßdestvo ∞∑ n=2 μ(n)ρ 1_n (x) = 1, (2)

spravedlivoe pri vseh x, x ∈ (0, 1), ukazyvaet na osobu¸ rol~ parametrov α =^1_n . HotØ rØd (2) ne shoditsØ v norme L^2 (sm. [9]), vopros o vozmoßnosti approksimacii edinicy lineænymi kombinaciØmi funkciæ ρ_{1/n} ostaetsØ otkrytym.

Zametim, qto koneqnye lineænye kombinacii funkciæ ρ_α ime- ¸t vid koneqnyh summ ∑ c_k [ α_k x ] , (3) podqinennyh uslovi¸ ∑ c_kα_k = 0. (4)

Poslednee uslovie – ffto prosto uslovie prinadleßnosti funkcii (3) prostranstvu L^2.

Issledovanie qastiqno podderßano Rossiæskim Fondom Fundamental~- nyh issledovaniæ (grant 98-01-00312). 49

50 V. I. VASıNIN

Pri rabote s funkciØmi ρ_{1/n} udobno sdelat~ zamenu peremennoæ x →^1_x i pereæti iz L^2((0, 1), dx) v L^2 ( (1, ∞),^{dx}_{x2} ) , togda vse lineænye kombinacii funkcii ρ_{1/n} pereædut v kusoqno-postoØnnye funkcii so skaqkami lix~ v celyh toqkah, t.e. budut imet~ vid ∑ c_k [ x m_k ] , m_k ∈ N, ∑ c_k m_k = 0. (5)

Otmetim srazu, qto vse funkcii vida (5) periodiqny s periodom M = N.O.K.(m_k).

Sredi funkciæ vida (5) netrudno vydelit~ prosteæxee semeæstvo {f_n}^∞_{n=1}, f_n(x) = [ x n ] − 2 [ x 2n ] , (6)

dostatoqnoe dlØ potoqeqnoæ approksimacii toßdestvennoæ konstanty. Deæstvitel~no, f_1(x) = 1 pri x ∈ (1, 2), i my postroim trebuemu¸ posledovatel~nost~ ∑_n k=1 c_kf_k po indukcii, prosto polagaØ c_n = 1 − ∑_{n−1} k=1 c_kf_k(n).

Odnako, “ispravlØØ” funkci¸ v okrestnosti toqki n, my vnosim slixkom bol~xoe vozmuwenie na intervale (n + 1, ∞). Pofftomu dlØ vypolneniØ toæ ße samoæ procedury gorazdo predpoqtitel~nee budet semeæstvo {g_n}^∞_{n=1},

g_n(x) = [ x n ] − [ x n + 1 ] − [ x n(n + 1) ] , (7)

ili, ewe luqxe, {h_n}^∞_{n=1},

h_n(x) = [ x n ] − [ x n + 1 ] − [ x 2n ] + [ x 2n + 2 ] − [ x 2n(n + 1) ] . (8)

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 51 Poisk funkciæ, ime¸wih pervoe plato na zadannom intervale, posle kotorogo funkciØ dostatoqno dolgo ravna nul¸, estestvenno privel k sledu¸weæ zadaqe.

0. Zadaqa. Opisat~ vse koneqnye summy vida ∑ c_k [ x m_k ] , m_k ∈ N, (9)

prinima¸wie tol~ko znaqeniØ 0 i 1.

1. Zameqanie. Sgruppirovav v (9) slagaemye s odinakovymi

m_k, my moßem sqitat~ vse m_k razliqnymi. Togda kofffficienty c_k obØzatel~no ime¸t celoqislennye znaqeniØ. Deæstvitel~no, pust~ m_1 = min{m_k}, togda, oqevidno, c_1 = 1. Poskol~ku skaqok v toqke x, ravnyæ summe ∑ m_k|x c_k, moßet prinimat~ lix~ znaqe-

niØ 0, ±1, po indukcii zakl¸qaem, qto vse c_k mogut prinimat~ tol~ko celye znaqeniØ.

2. Zameqanie. Esli f – rexenie Zadaqi 0, r ∈ N, to f^{( x}_r^) –

toße rexenie s m^′_k = rm_k. I naoborot, esli r = N.O.D.{m_k}, to f(rx) – toße rexenie. Pofftomu estestvenno rassmatrivat~ neprivodimye rexeniØ s N.O.D. {m_k} = 1. Ta ße zamena peremennoæ pokazyvaet, qto my poluqim v suwestvennom tot ße kdass rexeniæ, esli pozvolim m_k probegat~ mnoßestvo poloßitel~- nyh racional~nyh qisel. �to moßet byt~ neskol~ko udobnee, poskol~ku my togda moßem vybrat~ normirovku, otliqnu¸ ot usloviØ N.O.D. {m_k} = 1, a poloßit~, naprimer, m_1 = 1.

3. Utverßdenie. Vse rexeniØ Zadaqi 0 moßno predstavit~ v

vide f(x) = N∑ k=1 [ x m_k ] − 2N+1∑ k=N+1 [ x m_k ] . (10)

Dokazatel~stvo. Tak kak soglasno Zameqani¸ 1 vse koffffi-

cienty c_k – celye, to dopuskaØ ravnye znaqeniØ m_k, my moßem sqitat~ vse c_k ravnymi po modul¸ edinice. Togda ravenstvo (10) ravnosil~no utverßdeni¸ ∑ c_k = −1. Qtoby proverit~ ffto toßdestvo, vospol~zuemsØ sootnoxeniem

[x] + [−x] = −1,

52 V. I. VASıNIN spravedlivom pri l¸bom necelom x.

Pust~ M = N.O.K.{m_k} – period funkcii f. Togda f(x) + f(M − x) = ∑ c_k [ x m_k ] + ∑ c_k [ M m_k − x m_k ] =

= ∑ c_k ([ x m_k ] + [ − x m_k ]) + M ∑ c_k m_k = − ∑ c_k pri l¸bom necelom x. Voz~mem dve toqki x_0 i x_1, takie qto f(x_0) = 0 i f(x_1) = 1, togda

1 6 f(x1) + f(M − x1) = −^∑ ck = f(x0) + f(M − x0) 6 1,

t.e. ∑ c_k = −1, qto i trebovalos~ dokazat~. • Itak, soglasno dokazannomu utverßdeni¸ vse iskomye funkcii raspada¸tsØ na klassy funkciæ s fiksirovannym neqetnym qislom qlenov vida [_x m_k ] . Trehqlennye funkcii dopuska¸t prostoe opisanie.

4. Utverßdenie. FunkciØ f(x) = [ x m_1 ] − [ x m_2 ] − [ x m_3 ] (11)

prinimaet znaqeniØ 0 i 1 v tom i tol~ko tom sluqae, kogda 1 m_1 = 1 m_2 + 1 m_3

. (12)

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto uslovie (12) neobhodimo, ono

uße soderßitsØ v (5) i ØvlØetsØ prosto usloviem ograniqennosti funkcii (11). Predpoloßim teper~, qto uslovie (12) vypolneno i vospol~zuemsØ toßdestvom [x] = x − {x}, gde {x} – drobnaØ qast~ qisla x, 0 6 {x} < 1. Togda v silu toßdestva (12) imeem f(x) = − { x m_1 } + { x m_2 } + { x m_3 } ,

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 53 i, sledovatel~no, −1 < f(x) < 2. A posol~ku f prinimaet lix~ celoqislennye znaqeniØ, ffto mogut byt~ tol~ko qisla 0 i 1. •

5. Zameqanie. V predyduwem utverßdenii my nigde ne ispol~-

zovali celoqislennost~ znaqeniæ m_k, ono spravedlivo pri l¸- byh poloßitel~nyh znaqeniØh m_k. Mnoßestvo rexeniæ s celoqislennymi m_k moßno opisat~ sledu¸wim obrazom

6. Sledstvie. Vse neprivodimye trehqlennye rexeniØ Zadaqi 0

ime¸t vid f(x) = [ x a · b ] − [ x a(a + b) ] − [ x b(a + b) ] , (13)

gde a 6 b, a N.O.D. {a, b} = 1.

Dokazatel~stvo. Sperva opixem racional~nye rexeniØ, ot-

normirovav ih usloviem m_2 6 m_3 = 1. Poloßim m_2 =^a_b s vzaimno prostymi a, b ∈ N. Togda^1_{m1} =^1_{m2} + 1 =^b_a + 1 =^{a+b}_a , m_1 =^a_{a+b} . Iz naædennogo racional~nogo rexeniØ poluqaem rexenie s celymi vzaimno prostymi m_k, domnoßaØ na b(a + b):

m_1 = ab, m_2 = a(a + b), m_3 = b(a + b). •

7. Zameqanie. Rexenie Zadaqi 0 vida (10) budem zapisyvat~

simvolom [m_1, . . . , m_N ; m_{N+1}, . . . , m_{2N+1}],

predpolagaØ m_1 6 . . . 6 m_N ; m_{N+1} 6 . . . 6 m_{2N+1}.

Takim obrazom semeæstvo trehqlennyh rexeniæ imeet vid [ab; a(a + b), b(a + b)]. UpomØnutaØ vo vvedenii posledovatel~nost~ funkciæ g_n (sm.

formulu (7)) poluqaetsØ iz (13) pri a = 1, b = n.

Suwestvuet analogiqnaØ nepreryvnaØ seriØ 5-qlennyh rexeniæ (qastnyæ sluqaæ – posledovatel~nost~ h_n, zadavaemaØ formuloæ (8)), odnako krome togo suwestvu¸t 29 osobyh neprivodimyh rexeniæ, naædennyh s pomow~¸ komp~¸tera. Bolee togo, komp~¸ternyæ ffksperiment pokazyvaet, qto pri bol~xih periodah suwestvu¸t lix~ trehqlennye i pØtiqlennye rexeniØ iz upomØnutyh seriæ, a beskoneqnyh seriæ rexeniæ s qislom qlenov bol~xe pØti, po vseæ vidimosti, ne suwestvuet. Po rezul~tatam komp~¸ternogo ffksperimenta moßno sformulirovat~ sledu¸wu¸ gipotezu.

54 V. I. VASıNIN

8. Gipoteza. Suwestvuet tol~ko 21 neprivodimoe 7-qlennoe re-

xenie Zadaqi 0:

M=12: [1, 4, 6; 2, 2, 3, 12] M=60: [2, 20, 30; 4, 6, 10, 15]

[2, 12, 15; 4, 5, 6, 30] [2, 12, 20; 4, 5, 6, 60] [3, 10, 60; 5, 6, 20, 30] [4, 10, 60; 5, 12, 20, 30] M=72: [3, 18, 24; 6, 8, 9, 36]

[4, 18, 24; 8, 9, 12, 36] M=84: [6, 14, 21; 7, 12, 28, 42] M=90: [3, 10, 18; 5, 6, 9, 90] M=120: [4, 24, 30; 8, 12, 15, 20]

[5, 24, 60; 10, 12, 15, 120] [6, 40, 60; 12, 15, 20, 120] M=126: [7, 42, 63; 14, 18, 21, 126] M=140: [7, 20, 70; 10, 14, 35, 140] M=168: [7, 42, 168; 14, 21, 24, 84]

[7, 24, 42; 12, 14, 21, 168] M=180: [9, 20, 30; 10, 18, 45, 60] M=210: [7, 42, 70; 14, 21, 30, 35]

[21, 35, 210; 30, 42, 70, 105]

Suwestvuet tol~ko 2 neprivodimyh 9-qlennyh rexeniØ Zada-

qi 0:

M=72: [3, 8, 12, 18; 4, 6, 9, 24, 36] M=120: [4, 24, 40, 60; 8, 12, 15, 20, 120]

Rexeniæ Zadaqi 0 s koliqestvom qlenov bol~xim devØti ne suwestvuet.

VeroØtno, imeetsØ dostatoqno prostaØ arifmetiqeskaØ priqina, prepØtstvu¸waØ suwestvovaniØ rexeniæ s bol~xim koliqestvom qlenov. Bez vyØsneniØ fftoæ priqiny, kak my uvidim, daße analiz 5-qlennyh rexeniæ prevrawaetsØ v slixkom gromozdku¸ zadaqu.

Opixem sperva nepreryvnye serii 5-qlennyh rexeniæ.

9. Utverßdenie. Esli 1 m_1 + 1 m_2 = 1 m_3 + 1 m_4 + 1 m_5

, (14)

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 55 m_3 = 2m_1, (15) i libo m_4 = 2m_2, (16) libo m_2 = 2m_4, (17) to funkciØ f(x) = [ x m_1 ] + [ x m_2 ] − [ x m_3 ] − [ x m_4 ] − [ x m_5 ] (18)

prinimaet tol~ko znaqeniØ 0 i 1.

Dokazatel~stvo. Kak i pri dokazatel~stve UtverßdeniØ 4, so-

otnoxenie (14) pozvolØet perepisat~ funkci¸ (18) v vide f(x) = − { x m_1 } − { x m_2 } + { x m_3 } + { x m_4 } + { x m_5 } . Teper~ vospol~zuemsØ neravenstvom −1/2 6 {x} − {_x 2 } < 1/2. Togda toßdestvo (15) vleqet ocenku −1/2 < − {_x m1 } + {_x m3 } 6 1/2, a kak iz (16), tak i iz (17) vytekaet neravenstvo −1/2 6 − {_x m2 } + {_x m4 } 6 1/2. DobavlØØ k fftim dvum neravenstvam ocen-

ku 0 6 {_x m5 } < 1, poluqaem −1 < f(x) < 2, otkuda v silu celoqislennosti funkcii f i vytekaet, qto ona prinimaet lix~ znaqeniØ 0 i 1. •

10. Sledstvie. RexeniØ Zadaqi 0, soderßawiesØ v predyduwem

utverßdenii, moßno sgruppirovat~ v sledu¸wie qetyre serii: [a(a − b), ab; 2b(a − b), 2a(a − b), 2ab], a, b ∈ N, b < a < 2b, b ¿ 3, N.O.D. (a, 2b) = 1; (19) [a(2a − b), ab; b(2a − b), 2a(2a − b), 2ab], a, b ∈ N, a < b < 2a, b – neqetnoe, N.O.D. (a, b) = 1; (20) [a(b − a), 2ab; 2a(b − a), ab, 2b(b − a)], a, b ∈ N, a < b, b ¿ 4, N.O.D. (a, 2b) = 1; (21) [a(b − 2a), 2ab; 2a(b − 2a), ab, b(b − 2a)],

56 V. I. VASıNIN

a, b ∈ N, 2a < b, b – neqetnoe, N.O.D. (a, b) = 1. (22)

Dokazatel~stvo. Sperva naædem racional~nye rexeniØ, udo-

vletvorØ¸wie usloviØm (14), (15) i (16), normirovannye usloviem m_5 = 1. V silu simmetrii meßdu m_1 i m_2 moßem srazu sqitat~, qto m_1 < m_2, i poloßim m_1 =^a_b , a, b ∈ N, N.O.D.(a, b) = 1. Togda uravnenie (14) b a + 1 m_2 = b 2a + 1 2m_2 + 1 rexaem otnositel~no m_2 i poluqaem

m_2 = a 2a − b . Uslovie m_1 > m_2 ffkvivalentno uslovi¸ 0 < 2a − b < b, t.e. a < b < 2a. (23) V rezul~tate poluqaem seri¸ racional~nyh rexeniæ [ a b , a 2a − b ; 2a b , 2a 2a − b , 1 ] . (24)

Qtoby pereæti k neprivodimym celoqislennym rexeniØm, rassmotrim otdel~no dva sluqaØ qetnyh i neqetnyh znaqeniæ b. Esli b qetno, zamenØØ v (24) b na 2b, poluqim [ a 2b , a 2(a − b) ; a b , a a − b , 1 ] ; (25)

pri fftom uslovie (23) pereædet v b < a < 2b. (26) Poskol~ku naimen~xim obwim znamenatelem drobeæ iz (25) ØvlØetsØ qislo 2b(a − b), rexenie (25) ffkvivalentno celoqislennomu neprivodimomu rexeni¸ [a(a − b), ab; 2a(a − b), 2ab, 2b(a − b)]. RazmewaØ qleny v porØdke vozrastaniØ m_3 6 m_4 6 m_5, pri uslovii (26) poluqim [a(a − b), ab; 2b(a − b), 2a(a − b), 2ab]. (27)

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 57 Otmetim, qto parametry a i b opredelØ¸tsØ rexeniem odnoznaqno, poskol~ku m_1 + m_2 = a^2. Teper~ ostalos~ udalit~ iz privedennogo spiska vyroßda¸wiesØ rexeniØ, kogda m_i = m_j ; i = 1, 2; j = 3, 4, 5. Uslovie a < 2b vleqet neravenstva a(a − b) < 2b(a − b) < ab, pofftomu edinstvenno vozmoßnoe sovpadenie ab = 2a(a − b), qto ffkvivalentno uslovi¸ 3b = 2a. Poskol~ku N.O.D. (a, 2b) = 1, poslednee ravenstvo imeet mesto lix~ pri a = 3, b = 2. �ti znaqeniØ parametrov da¸t vyroßdennoe rexenie [3, 6; 4, 6, 12] = [3; 4, 12].

Tak kak pri b = 2 edinstvennym znaqeniem a, udovletvorØ¸- wim uslovi¸ (26), ØvlØetsØ a = 3, to pri b = 2 semeæstvo (27) ne daet 5-qlennyh rexeniæ. Tak my prihodim k ograniqeni¸ b ¿ 3 i poluqaem semeæstvo rexeniæ (19).

Teper~ pust~ b neqetno, togda naimen~xim obwim znamenatelem drobeæ iz (24) ØvlØetsØ qislo b(2a − b). Pofftomu pri neqetnom b rexenie (24) ffkvivalentno celoqislennomu rexeni¸ [a(2a − b), ab; 2a(2a − b), 2ab, b(2a − b)]. Snova razmewaØ qleny v porØdke vozrastaniØ, pri uslovii (23) poluqim [a(2a − b), ab; b(2a − b), 2a(2a − b), 2ab]. (28) Uslovie m_1 + m_2 = 2a^2 obespeqivaet nam, vo-pervyh, odnoznaqnoe opredelenie parametrov a i b po zadannomu rexeni¸ (28), a vo-vtoryh, to, qto semeæstva (28) i (19) ne ime¸t obwih rexeniæ. Tem samym, qtoby poluqit~ seri¸ rexeniæ (20), ostalos~ proverit~, qto ni pri kakih dopustimyh znaqeniØh parametrov a i b rexenie (28) ne vyroßdaetsØ v trehqlennoe rexenie.

Poskol~ku pri uslovii a < b spravedlivy neravenstva a(2a − b) < b(2a − b) < ab,

58 V. I. VASıNIN vyroßdenie vozmoßno lix~ pri sovpadenii ab = 2a(2a − b), qto ffkvivalentno uslovi¸ 3b = 4a, a ffto nevozmoßno, poskol~ku b neqetno.

Teper~ pereædem k rexeniØm, udovletvorØ¸wim usloviØm (14), (15) i (17). Snova normiruem racional~noe rexenie usloviem m_5 = 1 i poloßim m_1 =^a_b , a, b ∈ N, N.O.D.(a, b) = 1. RexaØ (14) otnositel~no m_4, poluqaem

m_4 = a b − 2a . Tak kak m_4 > 0, to neobhodimym ØvlØetsØ ograniqenie na znaqeniØ parametrov b > 2a. (29) Togda poluqaem seri¸ racional~nyh rexeniæ [ a b , 2a b − 2a ; 2a b , a b − 2a , 1 ] . (30)

Pri perehode k celoqislennym rexeniØm opØt~ rassmotrim otdel~no sluqaæ qetnyh i neqetnyh znaqeniæ b.

Pust~ b qetno. ZamenØØ ego v (30) i (29) na 2b, poluqim semeæstvo rexeniæ [ a 2b , a b − a ; a b , a 2(b − a) , 1 ] (31)

pri ograniqenii b > a. (32) UmnoßaØ qleny (31) na naimen~xiæ obwiæ znamenatel~ 2b(b−a), poluqaem neprivodimoe celoqislennoe rexenie [a(b − a), 2ab; 2a(b − a), ab, 2b(b − a)]. (33) Zdes~ uslovie (32) nakladyvaet edinstvennoe ograniqenie na vzaimnoe raspoloßenie treh poslednih qlenov: 2b(b−a) > 2a(b−a). Esli a < b 6^3_2 a, to 2a(b − a) < 2a(b − a) 6 ab, esli a^3_2 a 6 b 6 2a, to 2a(b − a) 6 ab 6 2b(b − a), esli b ¿ 2a, to ab 6 2a(b − a) < 2b(b − a).

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 59 Qtoby ne razbivat~ semeæstvo (33) na tri otdel~nyh mnoßestva, my v dannom sluqae ne budem predpolagat~, qto tri poslednih qlena raspoloßeny v porØdke vozrastaniØ.

Sootnoxenie m_2 − 2m_1 = 2a^2 pokazyvaet, qto parametry a i b opredelØ¸tsØ odnoznaqno zadannym rexeniem semeæstva (33).

Teper~ udalim iz naædennogo semeæstva vyroßdennye rexeniØ i te, kotorye uße vhodØt v semeæstva (19) i (20). Edinstvennym sovpadeniem sredi qlenov rexeniØ (33) moßet byt~ lix~ 2ab = 2b(b − a), qto ffkvivalentno uslovi¸ b = 2a. Poskol~ku N.O.D. (a, b) = 1, edinstvennym rexeniem poslednego upravleniØ ØvlØetsØ para a = 1, b = 2, qto daet vyroßdennoe rexenie [1, 4; 2, 2, 4] = [1; 2, 2].

Tak kak pri b = 2 edinstvennoe znaqenie parametra a, udovletvorØ¸wee uslovi¸ (32), ffto a = 1, to ograniqenie b ¿ 3 ØvlØetsØ usloviem nevyroßdennosti rexeniØ (33).

Teper~ naædem znaqeniØ parametrov a i b, pri kotoryh rexenie (33) prinadleßit odnomu iz uße naædennyh semeæstv (19) ili (20). DlØ fftogo neobhodimo i dostatoqno, qtoby odno iz qisel m_i, i ¿ 3, sovpadalo s udvoennym znaqeniem m_2 = 2ab. Poskol~ku sredy vseh m_i, i ¿ 3, v semeæstve (33) lix~ 2b(b − a) moßet byt~ bol~xe, qem m_2 = 2ab, iskomye znaqeniØ parametrov a i b dolßny udovletvorØt~ uravneni¸ 2b(b − a) = 2(2ab), otkuda b = 3a. Tak kak N.O.D. (a, b) = 1, to edinstvennaØ para znaqeniæ parametrov, pri kotoryh rexenie (33) soderßitsØ v ranee naædennyh semeæstvah, ffto a = 1, b = 3. Deæstvitel~no, ffto – rexenie [2, 6; 3, 4, 12],

kotoroe prinadleßit semeæstvu (20) pri a = 2, b = 3. Poskol~ku pri b = 3 edinstvennym znaqeniem parametra a, udovletvorØ¸- wim usloviØm a < b, N.O.D. (a, 2b) = 1, ØvlØetsØ a = 1, semeæstvo

60 V. I. VASıNIN (33) ne daet novyh rexeniæ pri b = 3, t.e. my dolßny ograniqit~sØ usloviem b ¿ 4, qto i daet semeæstvo (21).

Ostalos~ rassmotret~ sluqaæ neqetnogo b v racional~nom rexenii (30). Togda naimen~xiæ obwiæ znamenatel~ – b(b − 2a) i, sledovatel~no, ffkvivalentnoe neprivodimoe celoqislennoe rexenie – ffto [a(b − 2a), 2ab; 2a(b − 2a), ab, b(b − 2a)]. (34) Sootnoxenie m_2 − 2m_1 = 4a^2, vo-pervyh, garantiruet to, qto parametry, a i b odnoznaqno opredelØ¸tsØ rexeniem (34), a vovtoryh, qto mnoßestva rexeniæ (34) i (21) ne pereseka¸tsØ, poskol~ku dlØ rexeniæ (21) vyraßenie m_2 − 2m_1 = 2a^2 ne ØvlØetsØ polnym kvadratom. Ostalos~ proverit~, qto sredi rexeniæ (34) net vyroßdennyh i sovpada¸wih s rexeniØmi iz semeæstv (19) i (20). Tak kak 2a(b − 2a) < 2ab i ab < 2ab, to usloviem vyroßdennosti ØvlØetsØ ravenstvo b(b − 2a) = 2ab, (35) a usloviem sovpadeniØ s odnim iz rexeniæ iz semeæstv (19) ili (20) ØvlØetsØ ravenstvo

b(b − 2a) = 2(2ab), (36)

no ni uravnenie (35), ni (36) rexeniæ ne ime¸t, tak kak b – neqetno, a (35) i (36) ravnosil~ny toßdestvam

b = 4a i b = 6a.

Takim obrazom my poluqaem seri¸ rexeniæ (22). •

11. Gipoteza. Mnoßestvo 5-qlennyh neprivodimyh rexeniæ Zadaqi 0 krome rexeniæ sostavlØ¸wih semeæstva (19)–(22) soder-

ßit tol~ko sledu¸wie 29 rexeniæ: M=12: [1, 12; 2, 3, 4] M=24: [2, 24; 3, 8, 12]

[2, 8; 3, 4, 24] M=30: [1, 30; 2, 3, 5]

[2, 15; 3, 5, 30] M=36: [2, 36; 4, 6, 9]

[2, 9; 3, 4, 36] [3, 18; 4, 9, 36]

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 61 [4, 18; 6, 9, 36] M=60: [3, 20; 5, 6, 60]

[4, 30; 6, 15, 20] [4, 15; 5, 12, 30] [5, 20; 10, 12, 15] [5, 12; 6, 15, 20] M=72: [8, 18; 9, 24, 36] M=84: [7, 42; 12, 21, 28] M=90: [5, 45; 10, 15, 18]

[6, 90; 10, 18, 45] [9, 15; 10, 18, 45] [10, 90; 18, 30, 45] M=120: [5, 120; 10, 15, 24]

[6, 120; 12, 15, 40] [8, 120; 15, 24, 40] [8, 30; 15, 20, 24] M=126: [9, 42; 14, 18, 126] M=140: [7, 140; 14, 20, 35] M=180: [9, 60; 18, 20, 45] M=210: [14, 30; 15, 42, 70]

[15, 210; 30, 42, 70] V tom, qto privedennye 29 funkciæ deæstvitel~no ØvlØ¸tsØ rexeniØmi Zadaqi 0, legko ubedit~sØ, vypisyvaØ dlØ kaßdoæ funkcii posledovatel~nosti poloßitel~nyh i otricatel~- nyh skaqkov i proverØØ, qto ffto – peremeßa¸wiesØ posledovatel~nosti. Ne udalos~ naæti priemlemogo dokazatel~stva togo, qto pereqisleny vse neprivodimye rexeniØ. Ime¸weesØ rassußdenie qrezvyqaæno gromozdko i sostoit v perebore ogromnogo qisla podmnoßestv vozmoßnyh znaqeniæ parametrov, i dlØ kaßdogo takogo podmnoßestva nahoditsØ vsØkiæ raz svoØ toqka, v kotoroæ funkciØ prinimaet znaqenie ravnoe libo 2, libo −1, t.e. ne moßet byt~ rexeniem. �to nesmotrØ na to, qto mnoßestvo “zaprewennyh” znaqeniæ parametrov moßet byt~ vypisano Øvno. Qtoby Øvno vypisat~ dopustimye parametry, uslovimsØ o normirovke. My vyberem m_1 = 1 i budem rassmatrivat~ funk- ci¸ f(t) = [t] + [ t m_2 ] − [ t m_3 ] − [ t m_4 ] − [ t m_5 ] (37)

62 V. I. VASıNIN pri proizvol~nyh vewestvennyh znaqeniØh parametrov m_i. Kak i ran~xe, my predpolagaem, qto m_2 > m_1 (v silu simmetrii my moßem vybrat~ m_2 ¿ m_1, a pri m_2 = m_1 net nevyroßdennyh rexeniæ). Togda neotricatel~nost~ f(t) pri t < 1 pozvolØet nam ograniqit~sØ rassmotreniem parametrov m_i ¿ 1, a nevyroßdennost~ privodit k uslovi¸ m_i > 1, i ¿ 2. Poloßim x_i =^1_{mi} , togda troæki {x_3, x_4, x_5} probega¸t vnutrennost~ ediniqnogo kuba 0 < x_i < 1, a parametr x_2 odnoznaqno zadaetsØ toqkoæ iz ediniqnogo kuba qerez sootnoxenie x_2 = x_3 + x_4 + x_5 − 1, qto predstavlØet soboæ prosto uslovie (14) ograniqennosti funkcii f. Poskol~ku 0 < x_2 < 1, dopustimymi znaqeniØmi parametrov {x_3, x_4, x_5} mogut byt~ lix~ toqki ediniqnogo kuba, leßawie meßdu ploskostØmi x_3 + x_4 + x_5 = 1 i x_3 + x_4 + x_5 = 2.

Teper~ my moßem sformulirovat~ utverßdenie, opisyva¸- wee mnoßestvo znaqeniæ parametrov {x_3, x_4, x_5}, kotorye zada¸t funkcii f, prinima¸wie znaqeniØ 0 i 1.

12. Utverßdenie. Pust~ ni – celye neotricatel~nye qisla, udo-

vletvorØ¸wie sootnoxeni¸ n_1 6 n_3 + n_4 + n_5 6 2n_1 + 1.

Oboznaqim simvolom (_{n3,n4,n5} n1 ) + mnoßestvo vnutrennih toqek mnogogrannika s verxinami { n_3 n_1 , n_4 n_1 , n_5 n_1 } , { n_3 − 1 n_1 , n_4 n_1 , n_5 n_1 } , { n_3 n_1 , n_4 − 1 n_1 , n_5 n_1 } , { n_3 n_1 , n_4 n_1 , n_5 − 1 n_1 } , { n_3 n_1 + 1 , n_4 n_1 + 1 , n_5 n_1 + 1 } , (38)

i simvolom (_{n3,n4,n5} n1 ) − mnoßestvo vnutrennih toqek mnogogrannika s verxinami_{ n3 n1 , n4 n1 , n5 n1 } , { n3+1 n1+1 , n4 n1+1 , n5 n1+1 } , { n3 n1+1 , n4+1 n1+1 , n5 n1+1 } , { n3 n1+1 , n4 n1+1 , n5+1 n1+1 } , { n3 n1+1 , n4 n1+1 , n5 n1+1 } . (39)

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 63 Togda parametry m_i, m_i > 1, 2 6 i 6 5, zada¸t funkci¸ (37), prinima¸wu¸ tol~ko znaqeniØ 0 i 1, v tom i tol~ko v tom sluqae, esli 1 < 1 m_3 + 1 m_4 + 1 m_5

< 2, (40) 1 m_2 = 1 m_3 + 1 m_4 + 1 m_5

− 1, (41)

i toqka s koordinatami

{_1 m3 ,^1_{m4} ,^1_{m5} } ne prinadleßit mnoßestvu Ω_+ ∪ Ω_−, gde

Ω_+ = ⋃ 16ni6n1, i=3,4,5 n1+16n3+n4+n562n1+1

( n_3, n_4, n_5 n_1 ) + ,

Ω_− = ⋃ 06ni6n1, i=3,4,5 n1+16n3+n4+n562n1+1

( n_3, n_4, n_5 n_1 ) − .

Dokazatel~stvo. Snaqala zametim, qto funkciØ vida (37) pri-

nimaet celoqislennye znaqeniØ, ne men~xie −1 i ne bol~xie 2, esli vypolneno (41). Deæstvitel~no, v fftom sluqae f(t) = −{t} − { t m_2 } + { t m_3 } + { t m_4 } + { t m_5 }

i, sledovatel~no, −2 < f(t) < 5. Pofftomu utverßdenie budet dokazano, esli my proverim, qto f prinimaet znaqenie 2 v nekotoroæ toqke v tom i tol~ko v tom sluqae, esli

{_1 m3 ,^1_{m4} ,^1_{m5} } ∈ Ω_+, a znaqenie −1 funkciØ f prinimaet v tom i tol~ko v tom sluqae, esli

{_1 m3 ,^1_{m4} ,^1_{m5} } ∈ Ω_−.

Pust~ toqka t takova, qto f(t) = 2. Vvedem qisla n_i ravenstva- mi [t] = n_1, (42) [ t m_2 ] = n_2, (43) [ t m_3 ] = n_3 − 1, (44)

64 V. I. VASıNIN [ t m_4 ] = n_4 − 1, (45) [ t m_5 ] = n_5 − 1. (46) Togda uslovie f(t) = 2 primet vid n_1 + n_2 + 1 = n_3 + n_4 + n_5. (47) Poskol~ku funkciØ f menØet znaqeniØ tol~ko v toqkah skaqkov, ne umalØØ obwnosti, my moßem sqitat~, qto t = n_1 ili t = n_2m_2.

Snaqala rassmotrim sluqaæ t = n_1. Poloßim x_i =^1_{mi} i perepixem usloviØ (43)–(46) v sledu¸wem vide n_2 6 n_1x_2 < n_2 + 1, (48) n_3 − 1 6 n_1x_3 < n_3, (49) n_4 − 1 6 n_1x_4 < n_4, (50) n_5 − 1 6 n_1x_5 < n_5. (51) Proverim, qto semeæstvo usloviæ (48)–(51) ravnosil~no sledu- ¸wim usloviØm n_1x_2 ¿ n_2, (52) n_1x_3 < n_3, (53) n_1x_4 < n_4, (54) n_1x_5 < n_5. (55) Deæstvitel~no, skladyvaØ neravenstva (53)–(55), poluqaem n_1(x_3 + x_4 + x_5) < n_3 + n_4 + n_5.

Vospol~zovavxis~ toßdestvami (41) i (47), perepixem ffto neravenstvo v vide n_1(x_2 + 1) < n_1 + n_2 + 1, t.e.

n_1x_2 < n_2 + 1, qto vmeste s (52) daet (48).

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 65 V sledu¸weæ vykladke my predpolagaem, qto indeksy i, j, k prinima¸t raznye znaqeniØ iz mnoßestva {3, 4, 5}. VyraßaØ n_2 iz (47) i x_2 iz (41), preobrazuem (52) sledu¸wim obrazom (52) =⇒ n_1(x_2 + 1) ¿ n_1 + n_2 =⇒ n_1(x_3 + x_4 + x_5) ¿ n_3 + n_4 + n_5 − 1 =⇒ n_1x_i ¿ n_i − 1 + (n_j − n_1x_j) + (n_k − n_1x_k).

V silu (53)–(55) v poslednem neravenstve vyraßeniØ v skobkah poloßitel~ny i, sledovatel~no,

n_1x_i ¿ n_i − 1, i = 3, 4, 5,

t.e. spravedlivy neravenstva (49)–(51).

RassmatrivaØ (52)–(55) kak usloviØ na koordinaty toqki {x_3, x_4, x_5} v trehmernom prostranstve, my vidim, qto neravenstvam x_3 + x_4 + x_5 ¿ n_3 + n_4 + n_5 − 1 n_1

, (56)

x_3 < n_3 n_1

, (57)

x_4 < n_4 n_1

, (58)

x_5 < n_5 n_1

(59)

udovletvorØ¸t toqki, leßawie vnutri pravil~noæ piramidy s verxinoæ v toqke {_{n3} n1 ,^{n4}_{n1} ,^{n5}_{n1} } , osnovaniem kotoroæ slußit treugol~nik s verxinami { n_3 − 1

n_1 , n_4 n_1 , n_5 n_1 } , { n_3 n_1 , n_4 − 1 n_1 , n_5 n_1 } , { n_3 n_1 , n_4 n_1 , n_5 − 1 n_1 } , pl¸s ewe toqki samogo osnovaniØ za iskl¸qeniem ego granicy.

Teper~ rassmotrim sluqaæ, kogda f(n_1m_2) = 2. Togda perepisyvaem usloviØ (42), (44)–(46) v vide dvustoronnih neravenstv

n_1 6 n_2 x_2

< n_1 + 1,

n_3 − 1 6 n_2 x_3 x_2 < n_3,

66 V. I. VASıNIN n_4 − 1 6 n_2 x_4 x_2 < n_4, n_5 − 1 6 n_2 x_5 x_2 < n_5. Kak i v predyduwem sluqae ffta sistema dvustoronnih neravenstv ravnosil~na sisteme odnostoronnih neravenstv n_2 ¿ n_1x_2,

n_2x_3 < n_3x_2,

n_2x_4 < n_4x_2,

n_2x_5 < n_5x_2.

OpØt~, delaØ zamenu x_2 = x_3 +x_4 +x_5 −1 i n_2 = n_3 +n_4 +n_5 −n_1 −1, prihodim k usloviØm

x_3 + x_4 + x_5 6 n_3 + n_4 + n_5 − 1

n_1

, (60)

n_1 + 1 − n_4 − n_5

n_3 x_3 + x_4 + x_5 > 1, (61)

x_3 + n_1 + 1 − n_3 − n_5 n_4 x_4 + x_5 > 1, (62)

x_3 + x_4 + n_1 + 1 − n_3 − n_4 n_5 x_5 > 1. (63)

Esli n_3 + n_4 + n_5 > n_1 + 1, to neravenstva (60)–(63) zada¸t tetraffdr s tem ße osnovaniem, qto i u piramidy (56)–(59), i ewe odnoæ verxinoæ v toqke {_{n3} n1+1 , n4 n1+1 , n5 n1+1 } , raspoloßennoæ po drugu¸ storonu ploskosti x_3 + x_4 + x_5 =^{n3+n4+n5−1}_{n1} , neßeli verxina piramidy (56)–(59). Takim obrazom, ob¨edinenie fftih dvuh mnoßestv daet vypuklyæ mnogogrannik (_{n3,n4,n5} n1 ) + s verxinami (38).

Rassmotrim teper~ vopros o tom, kakie znaqeniØ mogut prinimat~ parametry n_i. Uslovie m_2 > 1 vleqet neravenstvo 0 6 n_2 6 n_1, otkuda

n_1 + 1 6 n_3 + n_4 + n_5 6 2n_1 + 1. (64)

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 67 L¸boæ nabor {n_3, n_4, n_5}, 1 6 n_i 6 n_1, udovletvorØ¸wiæ neravenstvam (64), opredelØet oblast~ (_{n3,n4,n5} n1 ) + . Osobo rassmotret~ nado lix~ sluqaæ n_3 + n_4 + n_5 = n_1 + 1. V fftom sluqae usloviØ (60)–(63) zada¸t pustoe mnoßestvo, i mnoßestvo (_{n3,n4,n5} n1 ) + svoditsØ k piramide (56)–(59), osnovanie kotoroæ leßit v ploskosti x_3 + x_4 + x_5 = 1. Uslovie (64) garantiruet ne tol~ko vypuklost~ mnogogrannika (_{n3,n4,n5} n1 ) + , no i tot fakt, qto on imeet nepustoe pereseqenie s interesu¸weæ nas polosoæ 1 < x_3 + x_4 + x_5 < 2.

Teper~ pereædem k neskol~ko bolee sloßnomu sluqa¸, kogda f(t) = −1, i opredelim qisla n_i ravenstvami, neskol~ko otliqa- ¸wimisØ ot (42)–(46), a imenno, poloßim

n_i = [ t m_i ] (65)

dlØ vseh i = 1, . . . , 5. Pri takom opredelenii uslovie f(t) = −1 vnov~ vleqet toßdestvo (47).

Teper~ v kaqestve toqki t moßet vystupat~ odna iz treh toqek, gde funkciØ imeet otricatel~nyæ skaqok: t = n_3m_3, t = n_4m_4, t = n_5m_5. V silu simmetrii dostatoqno rassmotret~ kakoæ-nibud~ odin sluqaæ, a dva drugih poluqatsØ formal~noæ cikliqeskoæ perestanovkoæ indeksov {3, 4, 5}. Pust~ t = n_3m_3, togda (65) daet sledu¸wie qetyre dvoænyh neravenstva

n_1 6 n_3 x_3

< n_1 + 1, (66)

n_2 6 n_3 x_2 x_3

< n_2 + 1, (67)

n_4 6 n_3 x_4 x_3

< n_4 + 1, (68)

n_5 6 n_3 x_5 x_3

< n_5 + 1. (69)

Kak i ran~xe semeæstvo dvustoronnih neravenstv (66)–(69) privoditsØ k sledu¸wemu semeæstvu odnostoronnih neravenstv: n_3 < (n_1 + 1)x_3, (70)

n_3x_2 < (n_2 + 1)x_3, (71)

68 V. I. VASıNIN n_4x_3 6 n_3x_4, (72)

n_5x_3 6 n_3x_5. (73) SkladyvaØ (72) i (73) i dobavlØØ k obeim qastØm slagaemoe n_3x_3, poluqaem (n_3 + n_4 + n_5)x_3 6 n_3(x_3 + x_4 + x_5), qto s uqetom (41) i (47) dast (n_1 + n_2 + 1)x_3 6 n_3(1 + x_2).

�to neravenstvo vmeste s (70) i (71) vleqet (66): n_1x_3 6 n_3 + [n_3x_2 − (n_2 + 1)x_3] < n_3, i (67):

n_2x_3 6 n_3x_2 + [n_3 − (n_1 + 1)x_3] < n_3x_2.

Analogiqno, skladyvaØ (70) i (71), vosstanavlivaem nedosta¸- wie neravenstva v (68) i (69): n_3(1 + x_2) < (n_1 + n_2 + 2)x_3,

n_3(x_3 + x_4 + x_5) < (n_3 + n_4 + n_5 + 1)x_3,

n_3(x_4 + x_5) < (n_4 + n_5 + 1)x_3,

n_3x_4 < (n_4 + 1)x_3 + [n_5x_3 − x_3x_5] 6 (n_4 + 1)x_3,

n_3x_5 < (n_5 + 1)x_4 + [n_4x_3 − n_3x_4] 6 (n_5 + 1)x_4.

Mnoßestvo, opisyvaemoe neravenstvami (70)–(73), predstavlØet soboæ vnutrennost~ tetraffdra s verxinami { n_3 n_1 , n_4 n_1 , n_5 n_1 } , (74) { n_3 n_1 + 1 , n_4 + 1 n_1 + 1 , n_5 n_1 + 1 } , { n_3 n_1 + 1 , n_4 n_1 + 1 , n_5 + 1 n_1 + 1 } , (75) { n_3 n_1 + 1 , n_4 n_1 + 1 , n_5 n_1 + 1 } , (76)

pl¸s vnutrennie toqki graneæ, primyka¸wie k rebru s verxinami (74), (76), pl¸s vnutrennie toqki samogo fftogo rebra.

OB ODNO` SISTEME STUPENQATYH FUNKCI` 69 Analogiqno, uslovie t = n_4m_4 privodit k tetraffdru s verxinami { n_3 n_1 , n_4 n_1 , n_5 n_1 } , { n_3 + 1 n_1 + 1 , n_4 n_1 + 1 , n_5 n_1 + 1 } , { n_3 n_1 + 1 , n_4 n_1 + 1 , n_5 + 1 n_1 + 1 } , { n_3 n_1 + 1 , n_4 n_1 + 1 , n_5 n_1 + 1 } , i uslovie t = n_5m_5 k tetraffdru s verxinami { n_3 n_1 , n_4 n_1 , n_5 n_1 } , { n_3 + 1 n_1 + 1 , n_4 n_1 + 1 , n_5 n_1 + 1 } , { n_3 n_1 + 1 , n_4 + 1 n_1 + 1 , n_5 n_1 + 1 } , { n_3 n_1 + 1 , n_4 n_1 + 1 , n_5 n_1 + 1 } . Ob¨edinenie fftih mnoßestv i daet mnoßestvo (_{n3,n4,n5} n1 ) − – mnoßestvo vnutrennih toqek vypuklogo mnogogrannika s verxinami (39).

Ostalos~ otmetit~, qto uslovie 0 6 n_2 6 n_1 privodit k sledu- ¸wemu mnoßestvu dopustimyh znaqeniæ parametrov n_i, i = 3, 4, 5:

0 6 ni 6 n1, n1 + 1 6 n3 + n4 + n5 6 2n1 + 1. •

V zakl¸qenie sformuliruem ewe odno predpoloßenie.

13. Gipoteza. Pust~ Π = { {x_3, x_4, x_5} : 0 < x_i < 1, 1 < x_3 + x_4 + x_5 < 2 } . Togda Π ∩ Ω_+ = Π ∩ Ω_−. (77) �ta gipoteza osnovana na toßdestve f(x) + f(M − x) = − ∑ c_i = 1, spravedlivom dlØ periodiqeskih 5-qlennyh funkciæ f v l¸boæ toqke, otliqnoæ ot toqki skaqka. Sledovatel~no, oblast~ znaqeniØ takoæ funkcii soderßit i toqku −1 i toqku 2 ili ne soderßit ni odnu iz nih. Spravedlivost~ toßdestva (77) oznaqala by to, qto ffto utverßdenie ostaetsØ v sile i dlØ neperiodiqeskih funkciæ.

70 V. I. VASıNIN Literatura

1. B. Nyman, On some groups and semigroups of translation. These, Uppsala, 1950. 2. A. Beurling, A closure problem related to the Riemann Zeta-function. Proc. Nat.

Acad. Sci., 41 (1955), 312–314.

3. H. Bercovici and C. Foiaş, A real variable restatement of Riemann’s hypothesis.

Israel J. of Maths., 48 (1984), 57–68.

4. L. Báez-Duarte, On Beurling’s real variable reformulation of the Riemann hypothesis. Adv. in Maths., 101 (1993), 10–30.

5. N. Nikolski, Distance formulae and invariant subspaces, with an application to localization of zeroes of the Riemann ζ-function. Ann. Inst. Fouries, 45 (1995), 143–159.

6. V. Vas¸nin, Ob odnoæ biortogonal~noæ sisteme, svØzannoæ s gipotezoæ

Rimana. Algebra i analiz, 7 (1995), No. 3, 118–135; English transl. in:

St. Petersburg Math. J., 7 (1996), 405–419.

7. J. Lee, Convergence and Riemann hypothesis. Comm. Korean Math. Soc., 11 (1996), 57–62.

8. M. Balazard et É. Saias, Notes sur la fonction ζ de Riemann, 1. Adv. in Maths,

139 (1998), 310–321.

9. L. Báez-Duarte, A class of invariant unifary operators. to appear in Adv. in Math..

10. L. Báez-Duarte, M. Balazard, B. Landrean et É. Saias, Notes sur la fonction ζ de Riemann, 3. to appear.

Vasyunin V. I. On a system of step functions.

It is well-known that the Riemann hypothesis is equivalent to the assertion that the identity function belongs to the linear span in L^2(0, 1) of the following function set [ α x ] − α [ 1 x ] , 0 < α < 1. (∗) A step is presented in describing the set of all idempotents representable as a finite sum of functions of the form (∗). Postupilo 1 sentØbrØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN