Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

S. E. Stepanov

VEKTORNOE PROSTRANSTVO KONFORMNO–KILLINGOVYH FORM NA RIMANOVOM MNOGOOBRAZII

§1. Vvedenie i rezul~taty

1.1. UstanovlennaØ nami svØz~ (sm. [10] i [11]) meßdu uravneni-

Ømi Maksvella relØtivistskoæ fflektrodinamiki i differencial~nymi konformno-killingovymi 2-formami pobudila nas napisat~ stat~¸ [24], idei i rezul~taty kotoroæ poluqili dal~- neæxee razvitie v nastoØweæ rabote. Metodiqeskie soobraßeniØ, qto budet Øsno iz nißesledu¸wego, obØzali nas provesti issledovanie na rimanovom mnogoobrazii, hotØ bol~xinstvo formuliruemyh rezul~tatov praktiqeski bez izmeneniØ perenositsØ na mnogoobraziØ s neopredelennoæ kvadratiqnoæ formoæ (sm. [12]).

1.2. Budem rassmatrivat~ rassloenie differencial~nyh

p-form Λ^pM dlØ vseh 1 6 p 6 m−1 nad m-mernym rimanovym mnogoobraziem (M, g) i estestvennye operatory D porØdka 1, opredelennye na prostranstve seqeniæ C^∞Λ^pM rassloeniØ Λ^pM . Ne uglublØØs~ v obwu¸ teori¸ (sm., napr., [7] i [22]) skaßem, qto budem rassmatrivat~ differencial~nye operatory estestvennye v tom smysle, v kakom operator vnexnego differencirovaniØ d : C^∞Λ^pM → C^∞Λ^{p+1}M estestvenen dlØ differenciruemyh otobraßeniæ f : (M, g) → (M^′, g^′), kogda d ∘ f^∗ = f^∗ ∘ d dlØ lineænogo transponirovannogo differencialu f_∗ otobraßeniØ f^∗ (sm. [5], str. 17, 18). Tak, naprimer, vse estestvennye operatory

D : C^∞Λ^pM → C^∞Λ^{p+1}M isqerpyva¸tsØ (sm. [23]) operatorami

vida D = λd dlØ λ ∈ R.

ȷan-Pol~ Burgin~on izuqal (sm. [1], str. 260–279) estestvennye differencial~nye operatory porØdka 1, opredelennye na prostranstve C^∞Λ^pM . Sredi estestvennyh im vydelØlis~ fundamental~nye differencial~nye operatory. Po opredeleni¸ glavnye simvoly takih operatorov ØvlØ¸tsØ proektorami na potoqeqno O(m)-neprivodimye podprostranstva razloße- 240

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 241

niØ prostranstv T^∗M ⊗ Λ^pM i Λ^pM . Prostranstvo Λ^pM iz-za ego potoqeqnoæ O(m)-neprivodimosti ȷ.-P. Burgin~on iskl¸- qil iz rassmotreniØ i vse vnimanie sosredotoqil na T^∗M ⊗Λ^pM . V rezul~tate bylo dokazano suwestvovanie treh fundamental~- nyh operatorov, no v Øvnom vide on privel tol~ko dva. �to, oqevidno, operator vnexnego differencirovaniØ d i soprØßennyæ emu operator kodifferencirovaniØ d^∗. V stat~e bylo otmeqeno (sm. [1], str. 265): “ImeetsØ ewe odin fundamental~nyæ operator ... . Pomimo sluqaØ p = 1 on ne imeet prosto geometriqeskoæ interpretacii”. I dalee dlØ p = 1 utoqnØlos~ (sm. [1], str. 274): “˚dro operatora sostoit iz infinitezimal~nyh konformnyh preobrazovaniæ”. V zakl¸qenii ȷ.-P. Burgin~onom bylo dokazano, qto vse tri fundamental~nyh operatora obrazu¸t bazis prostranstva estestvennyh differencial~nyh operatorov na C^∞Λ^pM so znaqeniØmi v prostranstve odnorodnyh tenzorov.

V predlagaemoæ stat~e prodolßeno issledovanie, naqatoe ȷ.- P. Burgin~onom. Vypisan v Øvnom vide tretiæ fundamental~nyæ differencial~nyæ operator i dokazano, qto ego Ødro sostavlØ- ¸t vvedennye ewe za desØt~ let do raboty ȷ.-P. Burgin~ona konformno-killingovye p-formy (sm. [21] i [26]), kotorye slußat obobweniem konformno-killingovyh vektornyh poleæ (sm., napr., [19], str. 46, 47). V rezul~tate okazyvaetsØ spravedlivoæ

Teorema 1. Pust~ (M, g) – rimanovoe mnogoobrazie m izmereniæ

s metrikoæ g i svØznost~¸ Levi–Qivita ∇. Suwestvu¸t tri fundamental~nyh differencial~nyh operatora pervogo porØdka na prostranstve C^∞Λ^pM seqeniæ rassloeniØ Λ^pM differencial~nyh p-form (1 6 p 6 m − 1) nad M . �timi operatorami budut

D_1 = 1 p + 1 d, D_2 = 1 m − p + 1 g � d^∗ i D_3 = ∇ − 1 p + 1 d − 1 m − p + 1 g � d^∗. ˚drom pervogo operatora slußat zamknutye, vtorogo – kozamknutye, tret~ego – konformno-killingovye p-formy, obrazu¸- wie tri podprostranstva D^p(M, R), F^p(M, R) i T^p(M, R) vektornogo prostranstva differencial~nyh p-form Ω^p(M, R).

S pomow~¸ vydelennogo ȷ.-P. Burgin~onom bazisa {D_1,D_2,

D_3} prostranstva estestvennyh differencial~nyh operatorov

242 S. E. STEPANOV

provedena klassifikaciØ seqeniæ rassloeniØ Λ^pM , kogda k odnomu klassu otnosilis~ differencial~nye p-formy, prinadleßawie Ødram odnogo, dvuh ili srazu treh bazisnyh differencial~nyh operatorov. V dopolnenii k pereqislennym v teoreme, vydeleny vektornoe prostranstvo H^p(M, R) zamknutyh kozamknutyh p-form ili, po drugoæ terminologii, garmoniqeskih pform (sm., napr., [19], str. 43); vektornoe prostranstvo K^p(M, R) kozamknutyh konformno-killingovyh p-form ili, po drugoæ terminologii, killingovyh p-form (sm., napr., [27] i [30]); vektornoe prostranstvo P^p(M, R) zamknutyh konformno-killingovyh p-form ili, po drugoæ terminologii, ploskih p-form (sm. [25] i [13]). Rezul~tatom moßet slußit~ sledu¸waØ tablica vkl¸qe- niæ D^p(M, R) −→ P^p(M, R)

Ω^p(M, R) −→ T^p(M, R) H^p(M, R) −→ C^p(M, R)

F^p(M, R) −→ K^p(M, R),

gde C^p(M, R) – vektornoe prostranstvo kovariantno postoØnnyh ili parallel~nyh p-form (sm., napr., [17]), kotorye prinadleßat Ødram srazu treh bazisnyh differencial~nyh operatorov.

Dalee prodolßeno issledovanie prostranstva T^p(M, R) konformno-killingovyh p-form v ego svØzi so svoimi podprostranstvami kozamknutyh K^p(M, R) i zamknutyh P^p(M, R) konformnokillingovyh p-form.

Oqevidno, qto summa proizvol~nyh kozamknutoæ i zamknutoæ konformno-killingovyh p-form budet konformno-killingovoæ pformoæ. Obratnoe spravedlivo tol~ko dlØ mnogoobraziØ (M, g) postoØnnoæ sekcionnoæ krivizny, qto i sostavlØet odin iz osnovnyh rezul~tatov rabot T. Kaxivady (sm. [21]) i X. Taqibany (sm. [26]). Na osnovanii fftogo formuliruetsØ

Sledstvie 1. Na m-mernom rimanovom mnogoobrazii (M, g) po-

stoØnnoæ nenulevoæ sekcionnoæ krivizny T^p(M, R) = K^p(M, R) ⊕ P^p(M, R).

Vvedem lokal~nu¸ orientaci¸ mnogoobraziØ (M, g) i qerez ∗ oboznaqim operator Hodßa, togda spravedliva sledu¸waØ

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 243

Teorema 2. Na m-mernom rimanovom mnogoobrazii (M, g) R-

moduli P^p(M, R) zamknutyh konformno-killingovyh p-form i K^{m−p}(M, R) kozamknutyh konformno-killingovyh (m − p)-form ØvlØ¸tsØ ∗-izomorfnymi.

Iz fftoæ Teoremy 2 i SledstviØ 1 vyvoditsØ dva rezul~- tata, odin iz kotoryh ØvlØetsØ analogom izvestnogo fakta ∗- izomorfizma R-moduleæ H^p(M, R) i H^{m−p}(M, R) garmoniqeskih p- i (m − p)-form.

Sledstvie 2. Na m-mernom rimanovom mnogoobrazii (M, g) po-

stoØnnoæ nenulevoæ sekcionnoæ krivizny R-moduli T^p(M, R) i T^{m−p}(M, R) ØvlØ¸tsØ ∗-izomorfnymi.

Sledstvie 3. Na m-mernom rimanovom mnogoobrazii postoØnnoæ

sekcionnoæ krivizny dim K^p(M, R) >^{m!}_{p!(m−p)!} i dim P^p(M, R) > m! p!(m−p)! . V relØtivistskoæ fizike osobyæ interes predstavlØ¸t simmetriqeskie tenzory Killinga vtorogo porØdka, poskol~ku oni svØzany s kvadratiqnymi pervymi integralami dvißeniØ dlØ geodeziqeskih i s razdeleniem peremennyh v razliqnyh differencial~nyh uravneniØh v qastnyh proizvodnyh, naprimer, v uravneniØh Gamil~tona–˚kobi (sm. ob fftom [8], str. 339, 340). Iz komponent killingovoæ ili ploskoæ p-form vsegda moßno postroit~ nevyroßdennyæ tenzor Killinga vtorogo porØdka (sm. [8], str. 339, 340 i [13]). OkazyvaetsØ, ffto moßno sdelat~ i iz komponent konformno-killingovoæ p-formy.

Teorema 3. Esli na m-mernom rimanovom mnogoobrazii (M, g) su-

westvuet konformno-killingovaØ p-forma (1 6 p 6 m − 1), to na (M, g) suwestvuet i nevyroßdennyæ simmetriqeskiæ tenzor Killinga vtorogo porØdka.

Analiz differencial~nyh uravneniæ zamknutyh konformnokillingovyh p-form pozvolil poluqit~ ih integraly na lokal~no ploskom rimanovom mnogoobrazii, a ustanovlennyæ v Teoreme 2 ∗-izomorfizm prostranstv zamknutyh i kozamknutyh konformno-killingovyh form pozvolil utverßdat~, qto spravedliva sledu¸waØ

Teorema 4. Pust~ ω i ω^′ sut~ zamknutaØ i kozamknutaØ konfo-

rmno-killingovye p-formy na m-mernom lokal~no ploskom rima-

244 S. E. STEPANOV

novom mnogoobrazii (M, g). Togda suwestvuet okrestnost~ U kaßdoæ toqki x ∈ M , gde komponenty form ime¸t sledu¸wiæ vid: ω_{i1...ip} = x_{[i1} A_{i2...ip]} + B_{i1...ip} , ω^′_{i1...ip} = x^lA^′_{li1...ip} + B^′_{i1...ip} , dlØ lokal~noæ dekartovoæ sistemy koordinat x^1, . . . , x^m v okrest- nosti U i postoØnnyh komponent A^′_{li1...ip} , B^′_{i1...ip} , A_{i2...ip} , B_{i1...ip} kososimmetriqeskih tenzorov v U .

Vyraßenie, analogiqnoe privedennomu v Teoreme 4, izvestno tol~ko dlØ zamknutoæ konformno-killingovoæ 2-formy v evklidovom prostranstve E^m (sm. [27]).

Pust~ (M^′, g^′) est~ n-mernoe podmnogoobrazie mnogoobraziØ

(M, g) s estestvennym vloßeniem f : (M^′, g^′) → (M, g), togda for-

mu ω^′ = f^∗ω nazovem proekcieæ formy ω iz (M, g) na (M^′, g^′). Spravedliva

Teorema 5. DlØ proizvol~noæ konformno-killingovoæ p-formy na

m-mernom rimanovom mnogoobrazii (M, g) ee proekciØ na n-mernoe ombiliqeskoe podmnogoobrazie (M^′, g^′) dlØ m > n > p > 0 budet konformno-killingovoæ p-formoæ.

Ispol~zuØ sformulirovannoæ utverßdenie, Teoremu 4, a takße upominavxiæsØ uße rezul~tat T. Kaxivady (sm. [21]) i X. Taqibany (sm. [26]) o stroenii konformno-killingovyh pform na rimanovom mnogoobrazii postoØnnoæ sekcionnoæ krivizny nami naæden vid konformno-killingovoæ p-formy na gipersfere S^{m−1} evklidova prostranstva E^m.

1.3. Vtorym osnovnym rezul~tatom T. Kaxivady (sm. [21]) ØvlØ-

los~ naædennoe im uslovie, zaprewa¸wee suwestvovanie otliqnyh ot nulevyh konformno-killingovyh p-form ω na m-mernom

(m > 2p) zamknutom, to est~ kompaktnom bez granicy, orien-

tirovannom rimanovom mnogoobrazii (M, g). �to uslovie vyraßalos~ v vide otricatel~noæ opredelennosti kvadratiqnoæ formy F_p(ω), q~i kofffficienty izvestnym obrazom (sm., napr., [19], str. 53) vyraßa¸tsØ qerez komponenty tenzorov krivizny i Riqqi mnogoobraziØ (M, g). Pri fftom neobhodimo otmetit~, qto geometriqeskiæ smysl usloviØ znakoopredelennosti kvadratiqnoæ formy F_p(ω) na rimanovom mnogoobrazii (M, g) ewe ne do konca proØsnen (sm. ob fftom [28], str. 985–987).

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 245

Pozdnee (sm. [25]) nami bylo ustanovleno, qto neravenstvo

F_p(ω) < 0 ØvlØetsØ usloviem, zaprewa¸wim suwestvovanie na

m-mernom zamknutom orientirovannom rimanovom mnogoobrazii

(M, g) otliqnyh ot nulevyh konformno-killingovyh p-form ω

pri vseh p = 1, . . . , m − 1.

Oznaqennoe “uslovie prepØtstviØ” bylo rasprostraneno (sm. [30]) dlØ killingovyh, a v vide F_p(ω) > 0 i dlØ garmoniqeskih, p-form na kompaktnoe orientirovannoe rimanovo mnogoobrazie (M, g) s kraem ∂M pri dopolnitel~nom uslovii znakoopredelennosti vtoroæ kvadratiqnoæ formy kraØ ∂M . �to pobudilo nas prodolßit~ issledovanie. V rezul~tate byl poluqen analogiqnyæ rezul~tat dlØ zamknutoæ konformno-killingovoæ p-formy (sm. [14]).

Rassmotrim teper~ konformno-killingovu¸ p-formu ω na kompaktnom rimanovom mnogoobrazii (M, g) s kraem ∂M . Spravedliva sledu¸waØ

Teorema 6. Pust~ m-mernoe kompaktnoe orientirovannoe ri-

manovo mnogoobrazie (M, g) s kraem ∂M neset kasa¸wu¸sØ ∂M konformno-killingovu¸ p-formu ω dlØ 1 6 p 6 m − 1. Esli mnogoobrazie (M, g) ØvlØetsØ

(1) vypuklym i imeet nepoloßitel~nu¸ sekcionnu¸ kriviznu, to ‖ω‖ = const i libo lokal~no (M, g)-mnogoobrazie rimanova proizvedeniØ, libo ω udovletvorØet ravenstvam (3.11);

(2) vypuklym i imeet kvaziotricatel~nu¸ sekcionnu¸ kriviznu, to ω udovletvorØet ravenstvam (3.11);

(3) strogo vypuklym i imeet nepoloßitel~nu¸ sekcionnu¸ kriviznu, to ω = 0.

Utoqnim, qto v formulirovke Teoremy 6 ravenstvo (3.11) imeet vid: ω_{ii2...ip} ω^{ji2...ip} = p! m ‖ω‖^2δ^j_i dlØ ‖ω‖^2 = 1 p! g(ω, ω) = const .

Konformno-killingovye p-formy v rabote [29] rassmatrivalis~ na zamknutyh kfflerovyh mnogoobraziØh, gde bylo dokazano, qto na 2m-mernom (m > 5) zamknutom kfflerovom mnogoobrazii l¸baØ konformno-killingovaØ p-forma (m > p > 3) parallel~na. S toqki zreniØ priloßeniæ budet interesnym i tot fakt, kotoryæ dopolnØet dokazannoe avtorom v stat~e [13] utverßdenie o zamknutyh i kozamknutyh konformno-killingovyh 2-

246 S. E. STEPANOV

formah maksimal~nogo ranga na zamknutom rimanovom mnogoobrazii (M, g).

Sledstvie 4. Pust~ zamknutoe rimanovo mnogoobrazie (M, g)

razmernosti 2m neset konformno-killingovu¸ 2-formu ω maksimal~nogo ranga. Esli mnogoobrazie (M, g) imeet kvaziotricatel~- nu¸ sekcionnu¸ kriviznu ili nepoloßitel~nu¸ sekcionnu¸ kriviznu i pri fftom lokal~no ne ØvlØetsØ mnogoobraziem rimanova proizvedeniØ, to (M, g) budet poqti ffrmitovym mnogoobraziem s fundamental~noæ 2-formoæ Ω = ( √ 2m‖ω‖)^{−1}ω. Sleduet otmetit~, qto v otliqie ot klassiqeskogo rezul~tata M. Audina i Dß. Lafontena (sm. [20]) v Sledstvie 4 obsußdaetsØ vopros ffrmitovosti poqti simplektiqeskogo mnogoobraziØ po otnoxeni¸ k fiksirovannoæ metrike.

§2. Lokal~naØ geometriØ prostranstva konformno-killingovyh form

2.1. Vospol~zovavxis~ klassiqeskoæ teorieæ predstavleniæ

polnoæ lineænoæ i ortogonal~noæ grupp (sm. [2] i [1], str. 154– 162) postavim zadaqu naæti vse fundamental~nye differencial~nye operatory pervogo porØdka vida

D : C^∞Λ^pM → C^∞(T^∗M ⊗ Λ^pM )

i dokazat~ spravedlivost~ Teoremy 1.

Imeet mesto potoqeqno GL(m, R)-neprivodimoe razloßenie rassloeniØ

T^∗M ⊗ Λ^pM = Λ^{p+1}M ⊕ Ker Λ^{p+1}.

Neposredstvenno proverØetsØ, qto podrassloeniØ Λ^{p+1}M i

Ker Λ^{p+1} ortogonal~ny. Dalee, tenzornoe rassloenie Ker Λ^{p+1}

moßno razloßit~ v ortogonal~nu¸ summu dvuh potoqeqno O(m)- invariantnyh podrassloeniæ – “sledovoæ” Rg � Λ^{p−1} i “bessledovoæ” Ker Λ^{p+1} ∩ Ker Tr_{12} tenzornyh qasteæ. Zdes~ po opredeleni¸ Tr_{12} : T^∗M ⊗ Λ^pM → Λ^{p−1}M polagaem potoqeqno O(m)- ffkvivariantnym otobraßeniem svertki i (g � ω)(X0, X1, . . . , Xp) = = p∑ i=1 (−1)^ig(X_0, X_i)ω(X_1, . . . , X_{i−1}, X̂_i, X_{i+1}, . . . , X_p)

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 247

dlØ proizvol~noæ ω ∈ C^∞Λ^{p−1}M i l¸byh X_0, . . . , X_p ∈ C^∞T M . Pri fftom ortogonal~nye komponenty razloßeniØ

T^∗M ⊗ Λ^pM = Λ^{p+1}M ⊕ (Rg � Λ^{p−1}M ) ⊕ (Ker Λ^{p+1} ∩ Ker Tr_{12}) (2.1)

ØvlØ¸tsØ potoqeqno O(m)-neprivodimymi, poskol~ku pri 1 6

p 6 m − 1 prostranstvo O(m)-invariantnyh kvadratiqnyh form

na prostranstve T^∗M ⊗ Λ^pM trehmerno. �to prostranstvo poroßdaetsØ formami vida

Q_1(K) = g(K, K); Q_2(K) = g(Tr_{12}K, Tr_{12}K);

Q^3(K) = m∑ i1,i2,...i_p+1=1 K(e_{i1} , e_{i2} , . . . , e_{ip+1} )K(e_{i2} , e_{i1} , . . . , e_{ip+1} ), kotorye predstavlØ¸t sobo¸ vsevozmoßnye sledy formy K ⊗ K dlØ proizvol~nogo polØ tenzorov K ∈ C^∞(T^∗M ⊗ Λ^pM ).

Iz (2.1) vyvodim izvestnoe potoqeqno O(m)-neprivodimoe razloßenie

⊗^2T^∗M = Λ^2M ⊕ S^2M = Λ^2M ⊕ S^2_0 M ⊕ C^∞M g. (2.2)

Ortogonal~nye proekcii na neprivodimye podrassloeniØ v razloßenii (2.1) zada¸tsØ formuloæ

Id_T ∗_{M⊗Λ}p_M = Pr_Λp+1_M + Pr R_g �_Λp−1_M + Pr_{Ker Λ}p+1_{∩Ker Tr 12} ,

gde dlØ proizvol~nogo polØ K ∈ C^∞(T^∗M ⊗ Λ^pM ) imeem

[Pr_Λp+1_M K](X_0, X_1, . . . , X_p) = = 1 p + 1 [K(X_0, X_1, . . . , X_{p−1}, X_p) + K(X_1, . . . , X_{p−1}, X_p, X_0) + . . . . . . + K(X_p, X_0, X_1, . . . , X_{p−1}]; [Pr Rg � Λ^{p−1}M^{K](X}0^{, X}1^{, . . . , X}p^{) =} = 1 m − p + 1 ×

× [_p ∑ i=1 (−1)^ig(X_0, X_i)(Tr_{12}K)(X_1, . . . , X_{i−1}, X̂_i, X_{i+1}, . . . , X_p) ] ; [Pr_{Ker Λ}p+1_{∩Ker Tr 12} K](X_0, X_1, . . . , X_{p−1}, X_p) =

248 S. E. STEPANOV = K(X_0, X_1, . . . , X_{p−1}, X_p) − 1 p + 1 [K(X_0, X_1, . . . , X_{p−1}, X_p)+ +K(X_1, . . . , X_{p−1}, X_p, X_0) + . . . + K(X_p, X_0, X_1, . . . , X_{p−1})]− − 1 m − p + 1 ×

× [_p ∑ i=1 (−1)^ig(X_0, X_i)(Tr_{12}K)(X_1, . . . , X_{i−1}, X̂_i, X_{i+1}, . . . , X_p) ] ; gde {e_1, . . . , e_m} – proizvol~nyæ ortonormirovannyæ bazis T_xM .

Znaqenie na Θ ∈ C^∞T^∗M glavnogo simvola σ(d) operatora vnexnego differencirovaniØ d : C^∞Λ^pM → C^∞Λ^{p+1}M budet (sm. [9], str. 76, 77) lineænym otobraßeniem C^∞M -modulØ C^∞Λ^pM v C^∞Λ^{p+1}M po sledu¸wemu zakonu:

σ(d)Θ : ω ∈ C^∞Λ^pM → Θ ∧ ω ∈ C^∞Λ^{p+1}M.

Pofftomu pervym fundamental~nym differencial~nym operatorom pervogo porØdka D_1 na C^∞Λ^pM , kak ffto netrudno usmotret~, budet normirovannyæ operator vnexnego differencirovaniØ

D_1 = 1 p + 1 d. Vvedem v rassmotrenie differencial~nyæ operator pervogo porØdka

D_2 : C^∞Λ^pM → C^∞(T^∗M ⊗ Λ^pM ),

predstavlØ¸wiæ kompozici¸ dvuh operatorov: operatora kodifferencirovaniØ d^∗ : C^∞Λ^pM → C^∞Λ^{p−1}M i algebraiqeskogo operatora C^∞Λ^{p−1}M → C^∞(T^∗M ⊗ Λ^pM ), deæstvu¸wego po sledu¸wemu zakonu: Θ ∈ C^∞Λ^{p−1}M → 1 m − p + 1 g � Θ ∈ C^∞(T^∗M ⊗ Λ^pM ).

Napomnim, qto znaqeniem na proizvol~noæ 1-forme Θ ∈

C^∞T^∗M glavnogo simvola σ(d^∗) operatora kodifferencirova-

niØ ØvlØetsØ (sm. [9], str. 71 i 79) lineænoe otobraßenie C^∞M - modulØ C^∞Λ^pM v C^∞M -modul~ C^∞Λ^{p−1}M po sledu¸wemu zako- nu: σ(d^∗)Θ : ω ∈ C^∞Λ^pM → −i_Θω ∈ C^∞Λ^{p+1}M,

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 249

gde i_Θ – vnutrennee proizvedenie. Togda znaqenie na Θ ∈ C^∞T^∗M glavnogo simvola operatora D_2 budet soglasno (1.9) sledu¸wim otobraßeniem C^∞M -moduleæ:

σ(D_2)Θ : ω ∈ C^∞Λ^pM → − 1 m − p + 1 g � iΘω ∈ C^∞Λ^{p+1}M. Takim obrazom, glavnyæ simvol σ(D_2) operatora D_2 budet proektorom na potoqeqno neprivodimu¸ otnositel~no deæstviØ gruppy O(m) komponentu Rg � Λ^{p−1}M razloßeniØ (1.5), a potomu vtorym fundamental~nym operatorom budet operator

D_2 = 1 m − p + 1 g � d^∗. I, nakonec, rassmotrim differencial~nyæ operator pervogo porØdka

D_3 = ∇ − 1 p + 1 d − 1 m − p + 1 g � d^∗;

znaqenie na Θ ∈ C^∞T^∗M ego glavnogo simvola ØvlØetsØ lineænym otobraßeniem C^∞M -moduleæ po sledu¸wemu zakonu:

σ(D_3)Θ : ω ∈ ∈ C^∞Λ^pM → ( Θ ⊗ ω − 1 p + 1

Θ ∧ ω + 1 m − p + 1 g � (iΘ ω)^) ∈ ∈ C^∞(T^∗M ⊗ Λ^pM ). Netrudno usmotret~, qto glavnyæ simvol σ(D_3) operatora D_3 ØvlØetsØ proektorom na tret~¸ potoqeqno neprivodimu¸ komponentu razloßeniØ (2.1), a potomu tret~im fundamental~nym operatorom na prostranstve C^∞Λ^pM seqeniæ rassloeniØ Λ^pM budet operator D_3.

Netrudno usmotret~, qto Ødrom pervogo differencial~nogo operatora D_1 slußat zamknutye p-formy, sostavlØ¸wie podprostranstvo D^p(M, R) vektornogo prostranstva Ω^p(M, R) differencial~nyh p-form na (M, g). V svo¸ oqered~, Ødro vtorogo differencial~nogo operatora D_2 sostavlØet kozamknutye pformy ω, dlØ kaßdoæ iz kotoryh spravedlivo ravenstvo d^∗ω = 0. Neposredstvenno proverØetsØ, qto mnoßestvo takih form obrazuet podprostranstvo prostranstva Ω^p(M, R). Oboznaqim ego qerez F^p(M, R).

250 S. E. STEPANOV

Opixem Ødro tret~ego fundamental~nogo operatora D_3. Polagaem p = 1, togda dlØ ω ∈ C^∞T^∗M budem imet~

(D_3ω)(X, Y ) = 1 2 [(∇_X ω)Y + (∇_Y ω)X] + 1 n g(X, Y )d^∗ω = = 1 2 (L_ξ g)(X, Y ) − 1 n (div ξ)g(X, Y ), (2.3)

gde ξ – vektornoe pole, dvoæstvennoe 1-forme ω. Sledovatel~no, dlØ p = 1 Ødro operatora D_3 sostoit iz infinitezimal~nyh konformnyh preobrazovaniæ (sm. [19], str. 47), qto i podtverßdaet vyvod ȷ.-P. Burgin~ona (sm. [1], str. 274).

VernemsØ k obwemu sluqa¸, kogda p > 1. Oqevidno, qto Ødro operatora D_3 sostoit iz takih p-form ω ∈ C^∞Λ^pM , qto ∇ω = 1 p + 1 dω + 1 m − p + 1 g � d^∗ω. (2.4)

Togda po analogii s (2.3) naædem vyraßenie dlØ sledu¸weæ summy kovariantnyh proizvodnyh:

(∇_{X0} ω)(X_1, X_2, . . . , X_p) + (∇_{X1} ω)(X_0, X_2, . . . , X_p) = = 1 p + 1

[(dω)(X_0, X_1, X_2, . . . , X_p) + (dω)(X_1, X_0, X_2, . . . , X_p)]+

+ 1 m − p + 1 {[ − g(X_0, X_1)(d^∗ω)(X_2, . . . , X_p) + p∑ i=2 (−1)^ig(X_0, X_i)×

×(d^∗ω)(X_1, X_2, . . . , X_{i−1}, X̂_i, X_{i+1}, . . . , X_p) ] +

+ [ − g(X_1, X_0)(d^∗ω)(X_2, . . . , X_p)+

+ p∑ i=2 (−1)^ig(X_1, X_i)(d^∗ω)(X_0, X_2, . . . , X_{i−1}, X̂_i, X_{i+1}, . . . , X_p) ]} =

= −2 m − p + 1 g(X_0, X_1)(d^∗ω)(X_2, . . . , X_p) + 1 m − p + 1 p∑ i=1 [g(X_0, X_i)× ×(d^∗ω)(X_1, X_2, . . . , X_{i−1}, X̂_i, X_{i+1}, . . . , X_p)+

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 251 +g(X_1, X_i)(d^∗ω)(X_0, X_2, . . . , X_{i−1}, X̂_i, X_{i+1}, . . . , X_p)]. PrinimaØ oboznaqeniØ

Θ = − 1 m − p + 1 d^∗ω, prihodim k sledu¸wemu uravneni¸:

(∇_{X0} ω)(X_1, X_2, . . . , X_p) + ((∇_{X1} ω)(X_0, X_2, . . . , X_p) =

= 2g(X_0, X_i)Θ(X_2, . . . , X_p)− − p∑ i=1 (−1)^i[g(X_0, X_i)Θ(X_1, X_2, . . . , X_{i−1}, X̂_i, X_{i+1}, . . . , X_p)+

+g(X_1, X_i)Θ(X_0, X_2, . . . , X_{i−1}, X̂_i, X_{i+1}, . . . , X_p)]. (2.5)

Uravnenie (2.5) ØvlØetsØ opredelØ¸wim (sm. [21] i [26]) dlØ konformno-killingovoæ p-formy ω na rimanovom mnogoobrazii

(M, g). Sledovatel~no, nami dokazano, qto l¸baØ p-forma ω na

rimanovom mnogoobrazii (M, g), prinadleßawaØ Ødru operatora

D_3, ØvlØetsØ konformno-killingovoæ.

S pomow~¸ uravneniØ (2.4) neposredstvenno dokazyvaetsØ, qto mnoßestvo konformno-killingovyh p-form na (M, g) obrazuet podprostranstvo prostranstva Ω^p(M, R). Oboznaqim ego qerez T^p(M, R).

Uslovie ω ∈ Ker D_2 ∩Ker D_3 harakterizuet p-formu ω kak kozamknutu¸ konformno-killingovu¸, to est~ killingovu¸ p-formu. V svo¸ oqered~, uslovie ω ∈ Ker D_2 ∩Ker D_3 vydelØet zamknutu¸ konformno-killingovu¸, to est~ plosku¸ p-formu. Zamknutye i kozamknutye konformno-killingovye p-formy obrazu¸t na M podprostranstva P^p(M, R) i K^p(M, R) prostranstva Ω^p(M, R).

Ewe odin klass sostoit iz p-form, prinadleßawih Ødram srazu dvuh fundamental~nyh differencial~nyh operatorov D_1 i

D_2. Formy fftogo klassa obrazu¸t podprostranstvo H^p(M, R)

prostranstva Ω^p(M, R) i nosØt nazvanie garmoniqeskih (sm., napr., [27], str. 43).

I, nakonec, dlØ l¸boæ p-formy ω, kotoraØ prinadleßit Ødram srazu treh fundamental~nyh operatorov, spravedlivo oqevidnoe ravenstvo ∇ω = 0. Teorema dokazana.

252 S. E. STEPANOV

2.2. Pristupim k dokazatel~stvu Teoremy 2. DlØ qego vybe-

rem lokal~nu¸ orientaci¸ mnogoobraziØ M i oboznaqim qerez η formu ob¨ema mnogoobraziØ M , polagaØ η = √ det(g_{ij} )dx^1 ∧ . . . ∧ dx^m v koordinatnoæ okrestnosti U ⊂ M s lokal~noæ siste-

moæ koordinat x^1, . . . , x^m, soglasovannoæ s lokal~noæ orientacieæ M . Togda moßno opredelit~ dlØ l¸bogo qisla p(0 6 p 6 m) operator Hodßa ∗, kak edinstvennyæ lokal~nyæ izomorfizm vektornyh rassloeniæ ∗ : Λ^pM → Λ^{m−1}M , dlØ kotorogo ω ∧ (∗ω) =

g(ω, ω)η pri vseh ω, ω^′ ∈ C^∞Λ^pT^∗_x M i x ∈ M .

Vnexniæ differencial d : C^∞Λ^pM → C^∞Λ^{m−p}M i formal~no soprØßennyæ emu operator kodifferencirovaniØ d^∗ na lokal~no orientirovannom rimanovom mnogoobrazii (M, g) moßno svØzat~ (sm., napr., [9], str. 78) sledu¸wim ravenstvom: d^∗ = − ∗ ∘d ∘ ∗. V rezul~tate dlØ l¸boæ p-formy ω ∈ C^∞Λ^pM ∗(d^∗ω) = −d(∗ω); d^∗(∗ω) = − ∗ (dω). (2.6) Polagaem ω proizvol~noæ zamknutoæ konformno-killingovoæ p-formoæ, to est~ ∇ω =^1_{m−p+1} g � d^∗ω, togda dlØ (m − p)-formy ∗ω budet vypolnØt~sØ ravenstvo

(∇_X ∗ ω)(X_{p+1}, . . . , X_m) = = 1 (p − 1)!(m − p + 1) × × m∑ i2,... ,i_p=1 η(X, e_{i2} , . . . , e_{ip} , X_{p+1}, . . . , X_m)(d^∗ω)(e_{i2} , . . . , e_{ip} ), a potomu ∇ ∗ ω ∈ C^∞Λ^{m−p+1}M , i, sledovatel~no, ∗ω-kozamknutaØ konformno-killingovaØ (m − p)-forma.

Obratno, pust~ ω-kozamknutaØ konformno-killingovaØ p-for-ma, to est~ dω = (p + 1)∇ω, togda kontravariantnye komponenty

(m − p)-formy ∗ω budut udovletvorØt~ ravenstvu ∇_j(∗ω)^{ip+1...im} = η^{i1...ip ip+1...im} ∇_{[j}ω_{i1...ip]}, gde 1 6 i_1 < . . . < i_p 6 m; 1 6 i_{p+1} < . . . < i_m; j ≠ i_1, . . . , i_p i pri fftom i_α ≠ i_a dlØ a = 1, . . . , p i α = p + 1, . . . , m. V fftom sluqae

∇_j(∗ω)^{ip+1...im} = 0 dlØ vseh j ≠ i_{p+1}, . . . , i_m.

Poskol~ku ∗ω-kososimmetriqeskaØ (m − p)-forma, to vse indeksy ee komponenty (∗ω)^{ip+1...im} ravnopravny. Na fftom osnovanii rassmotrim sluqaæ, kogda i_{p+1} = j. Zafiksiruem znaqeniØ

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 253

indeksov i_{p+2}, . . . , i_m, tak qto 1 6 i_{p+2} < . . . < i_m 6 m, togda znaqeniØ dlØ indeksa i_{p+1} = j moßno budet vybrat~ p + 1 sposobom sredi ostavxihsØ p + 1 qisel sredi 1, . . . , m. Nakonec, znaqeniØ indeksov i_1, . . . , i_p, takih, qto 1 6 i_1 < . . . < i_p 6 m opredelØetsØ odnoznaqno, poskol~ku na nih pridetsØ uße rovno p qisel sredi

1, . . . , m. V rezul~tate poluqim ravenstvo ∇_j(∗ω)^{ji2...im} = η^{i1...ipjip+2...im} ∇_{[j}ω_{i1...ip]}, gde, kak v levoæ, tak i v pravoæ qastØh, otsutstvuet summirovanie. Priqem dlØ teh ße samyh znaqeniæ indeksov i_{p+2}, . . . , i_m, no uße drugogo znaqeniØ indeksa i_{p+1} = k budem imet~ η^{l1...lp kip+2...im} ∇_{[k}ω_{l1...lp ]} = η^{i1...ip jip+2...im} ∇_{[j}ω_{i1...ip]}, poskol~ku [k l_1 . . . l_p] i [j i_1 . . . i_p] – ffto dva uporØdoqennyh nabora iz odnih i teh ße natural~nyh p + 1 qisel, vybrannyh v promeßutke ot 1 do m. V rezul~tate ∇_j(∗ω)^{ip+1ip+2...im} = 1 p + 1 { (δ^{ip+1}_j η^{i1...iplip+2 ...im} − −δ^{ip+2}_j η^{i1...ip lip+1ip+3...im} − . . . − δ^{im}_j η^{i1...ip lip+1im−1ip+1} )∇_{[l}ω_{i1...ip]} } , a potomu ∗ω – zamknutaØ konformno-killingovaØ (m − p)-forma. Teorema 2 dokazana.

Teper~ iz sledstviØ 1 i Teoremy 2 vytekaet spravedlivost~ SledstviØ 2.

Izvestno (sm. 18], str. 165, 166), qto proektivno-ploskoe mmernoe (m > 2) rimanovo mnogoobrazie imeet postoØnnu¸ sekcionnu¸ kriviznu. Verno i obratnoe. V rabote [15] nami bylo dokazano, qto m-mernoe proektivno-ploskoe mnogoobrazie dopuskaet^{m!}_{p!(m−p)!} lineæno nezavisimyh kozamknutyh konformnokillingovyh p-form. S uqetom fftogo fakta na osnovanii Teoremy 2 zakl¸qaem, qto spravedlivo Sledstvie 3.

2.3. V fftom punkte postroim primer nevyroßdennogo simmetri-

qeskogo killingova 2-tenzora na osnove konformno-killingovoæ p-formy i tem samym dokaßem Teoremu 3. Opredelim v proizvol~noæ koordinatnoæ okrestnosti U na rimanovom mnogoobrazii (M, g) simmetriqeskiæ 2-tenzor φ sledu¸wimi ravenstvami: φ_{ij} = g^{l2k2} . . . g^{lp kp} ω_{il2...lp} ω_{jk2...kp} = ω_{il2...lp} ω^{l2...lp}_j . (2.7)

254 S. E. STEPANOV

Polagaem ω konformno-killingovoæ p-formoæ, togda na osnovanii ravenstv (2.4) i (2.7) vyvodim takie uravneniØ: ∇_kφ_{ij} = ∇_kω_{il2...lp} ω^{l2...lp}_j + ω^{l2...lp}_i ∇_kω_{jl2...lp} + + 1 m − p + 1 {g_{kj}Θ_i + g_{ki}Θ_j − (p − 1)(Θ_{ikj} + Θ_{jki})},

gde nami prinØty sledu¸wie oboznaqeniØ: Θ_l = g^{l2k2} . . . g^{lp kp} ω_{ll2 ...lp} ∇_kω^k_{2...kp} ; Θ_{jlk} = g^{ls ks} . . . g^{lp kp} ω_{jlls...lp} ∇_jω^j_{kks...kp} . Prostoæ podstanovkoæ proverØetsØ, qto dlØ l¸byh X, Y, Z ∈ C^∞T M (δ^∗φ)(X, Y, Z) = = − 2 m − p + 2 {g(X, Z)(δφ)(Y ) + g(Y, Z)(δφ)(X) + g(X, Y )(δφ)(Z)}, (2.8) gde operatory δ^∗ i δ opredelØ¸tsØ na (M, G) otnositel~no lokal~noæ sistemy koordinat x^1, . . . , x^m sledu¸wimi ravenstva- mi: (δ^∗φ)_{ijk} = 3∇_{(i}φ_{jk)}; (δφ) = −∇^iφ_{ik}. (2.9)

Pust~ v kaqestve ω vystupaet konformno-killingovaØ pforma. Esli vospol~zovat~sØ uravneniØmi (2.5) i (2.8) i ravenstvami (2.7) i (2.9), moßno ubedit~sØ, qto simmetriqeskiæ 2-tenzor φ^′ = φ − 1/p(Tr φ)g ØvlØetsØ nevyroßdennym killingovym, to est~ φ^′ ne ØvlØetsØ nul~-tenzorom i δ^∗φ^′ = 0. Dokazana Teorema 3.

2.4. Dokaßem Teoremu 4. Rassmotrim zaknutu¸ konformno-

killingovu¸ p-formu ω na rimanovom mnogoobrazii (M, g) i predstavim ee uravnenie v sledu¸wem vide: ∇_kω_{i1...ip} = g_{k[i1} Θ_{i2...ip]}, (2.10) gde, kak ffto netrudno ustanovit~, Θ_{i2...ip} = −p(m − p + 1)^{−1}(d^∗ω)_{i2...ip} .

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 255

Usloviem integriruemosti uravneniæ tipa (2.10) slußat (sm., napr., [18], str. 43) toßdestva Riqqi: ∇_j∇_kω_{i1...ip} − ∇_k∇_jω_{i1...ip} = − p∑ a=1 ω_{i1...ia−1lia+1...ip} R^l_{iajk}, (2.11) gde R^l_{ikj} sut~ komponenty tenzora R^∇ krivizny svØznosti Levi– Qivita ∇ v lokal~noæ sisteme koordinat x^l, . . . , x^m na (M, g).

Polagaem (M, g) rimanovym mnogoobraziem postoØnnoæ nenulevoæ sekcionnoæ krivizny C, togda R^l_{ijk} = C(δ^i_j g_{ik} − δ^j_kg_{ij}). V fftom sluqae usloviØ integriruemosti (2.11) uravneniæ (2.10) primut sledu¸wiæ vid: g_{j[il} ∇_{|k|}Θ_{i2...ip]} − g_{k[il} ∇_{|j|}Θ_{i2...ip]} = = 2C{g_{il[k}ω_{j]i2...ip} + g_{i2[k}ω_{|i1|j]i3...ip} + . . . + g_{ip[k}ω_{|il...ip−l|j]}}. (2.12) Umnoßim levye i pravye qasti kaßdogo iz ravenstv (2.12) na

g^{ilj} , a zatem proizvedem summirovanie po indeksam i_l i j ot 1 do

m. Togda poluqim ∇_kΘ_{i2...ip} = −pCω_{ki2...ip} . (2.13) Iz vida uravneniæ (2.13) sleduet, qto ∇Θ ∈ C^∞Λ^pM i Θ ØvlØetsØ kozamknutoæ konformno-killingovoæ (p − 1)-formoæ, t.e.

dΘ = p∇Θ. Togda, v sluqae C ≠ 0 imeem ω = dΘ^′, gde Θ^′ =^1_{p2C} Θ.

V sluqae lokal~no ploskogo rimanova mnogoobraziØ (M, g) kaßdaØ ego toqka x imeet okrestnost~ U , izometriqnu¸ otkrytomu podmnoßestvu evklidova prostranstva. V fftoæ okrestnosti

C = 0 i vsegda moßno podobrat~ (sm., napr., [3], str. 88) lokal~-

nu¸ dekartovu sistemu koordinat x^1, . . . , x^m, v kotoroæ uravneniØ (2.13) primut vid ∂_kΘ_{i2...ip} = 0, gde ∂_k = ∂/∂x^k. A potomu v fftoæ okrestnosti (p − 1)-forma Θ imeet postoØnnye komponenty

A_{i2...ip} . V svo¸ oqered~, usloviØ integriruemosti (2.11) otnosi-

tel~no toæ ße sistemy koordinat perepixutsØ tak: ∂_j ∂_kω_{i1...ip} = ∂_k∂_jω_{i1...ip} . V fftom sluqae integraly samih uravneniæ (2.10) budut imet~ v U sledu¸wiæ vid: ω_{i1...ip} = x_{[i1} A_{i2...ip]} + B_{i1...ip} , (2.14)

256 S. E. STEPANOV

gde B_{i1...ip} sut~ postoØnnye komponenty nekotoroæ p-formy.

Zdes~ ße na osnovanii Teoremy 2 zakl¸qaem, qto v koordinatnoæ okrestnosti U mnogoobraziØ (M, g) lokal~nymi komponentami kozamknutoæ konformno-killingovoæ (m − p)-formy ω^′ budut ω^′_{ip+1...im} = (∗ω)_{ip+1...im} = x^lA^′_{l ip+1...im} + B^′_{ip+1...im} , qto i zaverxaet dokazatel~stvo Teoremy 4.

2.5. DlØ dokazatel~stva Teoremy 5 polagaem, qto M^′ ØvlØetsØ

n-mernym podmnogoobraziem (M, g) s metrikoæ g^′. Poskol~ku naxi rassußdeniØ lokal~nye, to vloßenie f : (M^′, g^′) → (M, g) moßno zadat~ v terminah lokal~nyh koordinat uravneniØmi

x^i = x^i(u^1, . . . , u^n) dlØ koordinatnyh okrestnosteæ U ⊂ M s koor-

dinatami x^1, . . . , x^m i U^′ ⊂ M^′ s koordinatami u^1, . . . , u^n, takimi, qto f(U^′) ⊂ U . Pri fftom budem polagat~, qto α, β, γ = 1, . . . , n.

Differencial df otobraßeniØ f oboznaqim qerez f_∗ tak, qto vektor f_∗X^′ dlØ X^′ ∈ C^∞T M^′ i X^′ = X^{′α ∂}_{∂uα} imeet koordinaty f_∗X^′ = f^i_αX^{′α ∂}_{∂xi} . DlØ kaßdoæ toqki x ∈ M^′ oboznaqim qerez T^⊥_x M^′ podprostranstvo prostranstva T_xM , kotoroe ØvlØetsØ ortogonal~nym dopolneniem T_xM^′ i obladaet sledu¸wim svoæstvom: T^⊥_x M^′ ∩ T_xM^′ = {0}. Oboznaqim qerez ∇^′ svØznost~ Levi–Qivita na (M^′, g^′), poroßdaemu¸ metrikoæ g^′. PoslednØØ sovpadaet so svØznost~¸, sproektirovannoæ na (M^′, g^′) iz rimanova mnogoobraziØ (M, g). Togda imeet mesto ravenstvo

∇_{f∗X}′ f_∗Y = f_∗∇^′_X′ Y^′ + Q(X^′, Y^′), (2.15)

gde bilineænaØ forma Q : T M^′ ⊗T M^′ → T^⊥M^′ nazyvaetsØ vtoroæ fundamental~noæ formoæ (M^′, g^′), priqem (sm. [30], str. 193, 194)

Q(X^′, Y^′) = (∇^′_X′ f_∗)Y^′, (2.16) gde (∇^′_X′ f_∗)Y^′ = ∇_{f∗ X}′ f_∗Y^′ − f_∗(∇^′_X′ Y^′).

UravneniØ (2.16) nazyva¸tsØ uravneniØmi Gaussa, a ∇^′f_∗ – proizvodnoæ Van der Vardena–Bortolotti.

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 257

Podmnogoobrazie (M^′, g^′) nazyvaetsØ ombiliqeskim, esli (sm., napr., [18], str. 216, 217) suwestvuet seqenie N vektornogo rassloeniØ T^⊥M^′, takoe, qto dlØ l¸byh X^′, Y^′ ∈ C^∞T M^′

Q(X^′, Y^′) = g^′(X^′, Y^′)N . (2.17)

S pomow~¸ transponirovannogo k f_∗ otobraßeniØ f^∗ dlØ l¸boæ p-formy ω na (M, g) moßno opredelit~ p-formu f^∗ω na (M^′, g^′) kak ω^′ = f^∗ω ili podrobnee

(f^∗ω)(X^′_1, . . . , X^′_p) = ω(f_∗X^′_1, . . . , f^∗X^′_p) (2.18)

dlØ X^′_1, . . . , X^′_p ∈ C^∞T M^′. Formu ω^′ = f^∗ω nazovem proekcieæ formy ω iz (M, g) na podmnogoobrazie (M^′, g^′).

Prodifferenciruem kovariantnym obrazom vdol~ (M^′, g^′) ravenstvo (2.18) s uqetom (2.15) i (2.16), poluqim

(∇^′_X′ f^∗ω)(X^′_1, X^′_2, . . . , X^′_p) = (∇_{f∗X}′ ω)(f_∗X^′_1, f_∗X^′_2, . . . , f_∗X^′_p)+

+ω(Q(X^′, X^′_1), f_∗X^′_2, . . . , f_∗X^′_p) + ω(f_∗X^′_1, Q(X^′, X^′_2), . . . , f_∗X^′_p) + . . . . . . + ω(f_∗X^′_1, f_∗X^′_2, . . . , Q(X^′, X^′_p)). Potrebuem, qtoby p-forma ω byla konformno-killingovoæ, togda dlØ ombiliqeskogo (M^′, g^′) v sootvetstvii s (2.17) poluqim

(∇^′_X′ f^∗ω)(X^′_1, X^′_2, . . . , X^′_p) = 1 p + 1 d(f^∗ω)(X^′, X^′_1, X^′_2 . . . , X^′_p)+

+g^′(X^′, X^′_1)(f^∗Θ + i_N ω)(X^′_2, . . . , X^′_p)−

−g^′(X^′, X^′_2)(f^∗ Θ + i_N ω)(X^′_1, X^′_3, . . . , X^′_p) . . .

. . . − g^′(X^′, X^′_p)(f^∗Θ + i_N ω)(X^′_2, . . . , X^′_{p−1}, X^′_1). (2.19)

Zdes~ prinØto vo vnimanie, qto d ∘ f^∗ = f^∗ ∘ d. Ravenstvo (2.19) oznaqaet, qto f^∗ω ØvlØetsØ konformno-killingovoæ p-formoæ.

V zakl¸qenie otmetim, qto analogiqnoe svoæstvo dlØ zamknutoæ konformno-killingovoæ p-formy moßno poluqit~ iz (2.19), esli poloßit~ dω = 0.

258 S. E. STEPANOV

2.6. Pust~ v kaqestve M vystupaet m-mernoe evklidovo pro-

stranstvo E^m so skalØrnym proizvedeniem ⟨, ⟩. Rassmotrim ediniqnu¸ gipersferu S^{m−l} v E^m, zadavaemu¸ uravneniem X = X(u^1, . . . , u^{m−1}), gde X = x^i(u^1, . . . , u^m)e_i est~ radius-vektor toqki gipersfery

S^{m−1} v ortonormirovannom repere {O, e_1, . . . , e_m} s verxinoæ –

toqkoæ O, ØvlØ¸weæsØ centrom S^{m−1}.

Polagaem X_α = ∂/∂u^αX i g^′_{αβ} = ⟨X_α, X_β⟩. Oboznaqim qerez ∇_α operator kovariantnogo differencirovaniØ s simvolami KristofelØ {_β α γ } , opredelØemymi inducirovannoæ na gipersfere

S^{m−1} metrikoæ g^′ = {g_{αβ}}. Togda uravneni Gaussa (2.16) giper-

sfery S^{m−1} v E^m primut vid

∇_αX_β = ∂ ∂u^α X_β − {_β α γ } X_γ = Q_{αβ}N , (2.20)

gde qerez Q_{αβ} oboznaqeny komponenty vtoroæ fundamental~noæ formy Q^′ gipersfery S^{m−1} i qerez N -pole ediniqnyh normal~- nyh S^{m−1} vektorov s komponentami N^i = x^i.

Pri fftom dlØ gipersfery S^{m−1} ediniqnogo radiusa budem imet~

Q_{αβ} = g^′_{αβ}. (2.21)

DlØ postroeniØ primera konformno-killingovoæ p-formy obratimsØ k rassußdeniØm p. 2.4.

Zametim, qto v naxem sluqae f^′_α =^{∂xi}_{∂uα} = X^i_α i pri fftom ∑_m i=1 x^iX^i_α = 0 dlØ l¸bogo α = 1, . . . , m − 1, t.k. ⟨X, X_α⟩ = 0.

Krome togo,

∇_αX^i_β = g^′_{αβ}N^i. (2.22)

Napomnim, qto komponenty ω_{i1,i2...ip} zamknutoæ konformnokillingovoæ p-forme ω v E^m nahodØtsØ iz ravenstv ω_{i1,i2...ip} = x_{[i1} A_{i2...ip]} + B_{i1,i2...ip} dlØ proizvol~nyh postoØnnyh kososimmetriqeskih (p − 1, 0)- tenzora A s komponentami A_{i2...ip} i (p, 0)-tenzora B s komponentami B_{i1,i2,... ,ip} v ortonormirovannom repere prostranstva E_m.

ProekciØ f^∗ω formy ω na S^{m−1} predstanet v sledu¸wem vide: (f^∗ω)_{α1...αp} = B_{i1...ip} X^{i1}_{α1} . . . X^{ip}_{αp} , (2.23)

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 259

poskol~ku x_{i1} A_{i2...ip} X^{i1}_{[a1} . . . X^{ip}_{ap ]} = 0. ProverØetsØ neposredstvenno, qto ∇_α(f^∗ω)_{α1...αp} = g^′_{αα1}(B_{i1i2...ip} N^{i1} X^{i2}_{α2} . . . X^{ip}_{αp} − −g^′_{αα2}(B_{i1i2...ip} N^{i1} X^{i2}_{α1} . . . X^{ip}_{αp} ) − . . . − g^′_{ααp} (B_{i1i2...ip} N^{i1} X^{i2}_{α2} . . . X^{ip}_{α1} ). Sledovatel~no, p-forma ω, komponenty kotoroæ nahodØtsØ iz ravenstva (2.23) dlØ proizvol~nogo postoØnnogo kososimmetriqeskogo tenzornogo polØ B s komponentami B_{i1i2...ip} ØvlØetsØ zamknutoæ konformno-killingovoæ formoæ, zadannoæ na gipersfere S^{m−1}.

Poskol~ku (m − 1)-forma ob¨ema η^′ gipersfery S^{m−1} opredelØetsØ iz ravenstva η^′_{a1...am−1} = η_{ki1...im−1} N^kX^{i1}_{α1} . . . X^{im−1}_{αm−1} = η_{ki1...im−1} x^kX^{i1}_{α1} . . . X^{im−1}_{αm−1} , to primerom kozamknutoæ konformno-killingovoæ p-formy, zadannoæ na gipersfere S^{m−1}, budet p-forma ω^′ s komponentami ω^′_{α1...αp} = A^′_{ki1...ip} x^kX^{i1}_{α1} . . . X^{ip}_{αp} , to est~ ω^′ = ∗(f^∗ω) dlØ nekotoroæ zamknutoæ konformnokillingovoæ (m − p − 1)-formy ω na S^{m−1}.

V sootvetstvii so Sledstviem 1 moßem utverßdat~, qto primerom, zadannoæ na gipersfere S^{m−1} konformno-killingovoæ pformy, budet forma s komponentami ω^′_{α1...αp} = A^′_{ki1...ip} x^kX^{i1}_{α1} . . . X^{ip}_{αp} + B_{i1...ip} X^{i1}_{α1} . . . X^{ip}_{αp} . §3. Nekotorye aspekty global~noæ geometrii prostranstva konformno-killingovyh form

3.1. Pust~ (M, g) budet m-mernym (m > 2) kompaktnym orien-

tirovannym rimanovym mnogoobraziem s kraem ∂M . Posledniæ ØvlØetsØ zamknutym podmnogoobraziem v (M, g) s estestvennym vloßeniem f : ∂M → (M, g). Pri fftom orientaciØ na (M, g) induciruet estestvennu¸ orientaci¸ na ∂M s pomow~¸ zadaniØ v kaßdoæ toqke x ∈ ∂M napravlennogo narußu ediniqnogo normal~nogo k ∂M vektora N_x ∈ T_xM .

Pust~ lokal~nye uravneniØ kraØ v okrestnosti U^′ = U ∩ ∂M dlØ koordinatnoæ okrestnosti U v M proizvol~noæ toqki x ∈

260 S. E. STEPANOV

∂M ime¸t vid x^i = x^i(u^1, . . . , u^{m−1}). Polagaem, kak i ran~xe

f_∗ differencialom (estestvennogo) vloßeniØ f s komponentami f^i_α =^{∂xi}_{∂uα} v U^′. Togda inducirovannu¸ na ∂M metriku g^′ zadadim

ravenstvom g^′ = g(f_∗, f_∗).

Vypixem dlØ kraØ ∂M kak vloßennogo v M podmnogoobraziØ uravneniØ Gaussa

(∇^′_X′ f_∗)Y^′ = Q^′(X^′, Y^′)N (3.1)

i Veængartena (sm., napr., [30], str. 92, 93) ∇^′_X′ N = −f_∗BX^′, (3.2) gde Q = Q^′ ⊗ N – vtoraØ fundamental~naØ forma ∂M i B – operator Veængartena, opredelØemyæ ravenstvom Q^′(X^′, Y^′) =

g^′(BX^′, Y^′) dlØ proizvol~nyh kasatel~nyh k ∂M vektornyh po-

leæ X^′ i Y^′.

3.2. Rassmotrim na M p-formu ω ∈ C^∞Λ^pM . Po analogii s vek-

tornym polem p-formu ω nazyva¸t (sm. [30], str. 126) kasatel~- noæ k kra¸ ∂M , esli vdol~ nego f^∗i_N ω = 0, to est~ ω_{i1i2...ip} N^{i1} f^{i2}_{α2} . . . f^{ip}_{αp} = 0. (3.3) UslovimsØ dlØ dal~neæxego, qto f^α_i = g^{′αβ}g_{ij}f^j_β , togda

N_jN^i + f^α_j f^i_α = δ^i_j . (3.4)

Zdes~ g^{′αβ} – kontrvariantnye komponenty matriqeskogo tenzora

g^′ kraØ ∂M .

Svernem levu¸ i pravu¸ qasti ravenstva (3.3) s f^α_j f^{α2}_{j2} . . .

f^{αp}_{jp} ω^{jj2...jp} i prinimaØ vo vnimanie toßdestvo (3.4), poluqim ω_{i1i2...ip} ω^{i2...ip}_j N^{i1} f^j_α = 0. (3.5) Svernem levu¸ i pravu¸ qasti ravenstva (3.3) s N^j f^{α2}_{j2} . . .

f^{αp}_{jp} ω^{i2−ip}_j , poluqim ω_{ii2...ip} ω^{i2...ip}_j N^i N^j = 0. (3.6) Iz fftih dvuh ravenstv sleduet, qto simmetriqeskiæ tenzor φ s lokal~nymi komponentami (2.7) vdol~ kraØ ∂M mnogoobraziØ M udovletvorØet usloviØm

φ(N , f_∗Y^′) = φ(N , N ) = 0 (3.7)

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 261

dlØ proizvol~nogo Y^′ ∈ C^∞T ∂M .

Vospol~zovavxis~ komponentami simmetriqeskogo tenzornogo polØ φ postroim vektornoe pole Z s lokal~nymi komponentami

Z^i = (∇_kφ^{ij} )φ^k_j − (∇_lφ^{lj} )φ^i_j .

Soglasno [13] budem imet~

div Z = 1 2 ∑ i<j R(e_i, e_j , e_i, e_j )(λ_i − λ_j)^2 + 1 6 ‖δ^∗φ‖^2 − 1 2 ‖∇φ‖^2 − ‖δφ‖^2. Zdes~ {e_1, . . . , e_m} – ortonormirovannyæ bazis prostranstva

T_xM v proizvol~noæ toqke x ∈ M , dlØ kotorogo φ(e_i, e_j ) = λ_iδ_{ij} i K(e_i, e_j) = R(e_i, e_j, e_i, e_j) – sekcionnaØ krivizna mnogoobraziØ M

v napravlenii 2-podprostranstva iz T_xM s bazisom {e_i, e_j} dlØ tenzora krivizny R.

S drugoæ storony, v silu (3.7) vdol~ kraØ ∂M mnogoobraziØ M budem imet~ g(Z, N ) = (∇_kφ_{ij})φ^{kj}N^i. Pridadim pravoæ qasti fftogo ravenstva geometriqeski soderßatel~nyæ vid. DlØ qego prodifferenciruem vdol~ kraØ ∂M mnogoobraziØ M s uqetom uravneniæ Gaussa (3.1), Veængartena (3.2) i ravenstv (3.7) sledu¸wee ravenstvo φ_{ij}f^j_αN^i, poluqim

f^k_β (∇_kφ_{ij} )f^j_αN^i + φ_{ij} f^i_γ f^j_β Q^γ_α = 0.

Svernem levu¸ i pravu¸ qasti poluqennogo ravenstva s f^α_n f^β_l φ^{nl}, zatem vospol~zuemsØ toßdestvami (3.4) i ravenstvami (3.7). V rezul~tate pridem k sledu¸wemu vyraßeni¸:

(∇_kφ_{ij})φ^{kj}N^i = Q_{αβ}(f^α_i φ^i_l )(f^β_j φ^{jl}). (3.8)

OboznaqaØ kvadratiqnu¸ formu v pravoæ qasti ravenstva (3.8) qerez Q(φ) budem imet~ g(Z, N ) = Q(φ).

Vospol~zuemsØ teper~ Teoremoæ Stoksa ∫ M div Zdv = ∫ ∂M g(Z, N )dv^′, (3.9) gde div = √ det gdx^1 ∧ . . . ∧ dx^m i dv^′ = √ det g^′du^1 ∧ . . . ∧ du^{m−1}. PoslednØØ v naxem sluqae primet sledu¸wiæ vid: ∫ M 1 2 ∑ i<j R(e_i, e_j, e_i, e_j)(λ_i −λ_j )^2 + 1 6 ‖δ^∗φ‖^2 − 1 2 ‖∇φ‖^2−‖δφ‖^2 dv =

262 S. E. STEPANOV = ∫ ∂M Q(φ)dv^′. (3.10)

3.3. VernemsØ k rassmotreni¸ differencial~nyh p-form. Pust~

simmetriqeskiæ 2-tenzor φ, zadaetsØ v koordinatnoæ okrestnosti U ravenstvami (2.7). Togda uslovie ∇φ = 0, zapisyvaemoe v sledu¸wem vide: ∇_kφ_{ij} = (∇_kω_{i i2...ip} )ω^{i2...ip}_j + ω_{i i2...ip} (∇_kω^{i2...ip}_j ) = 0, v rezul~tate operacii svertki privodit k ravenstvu ∇‖ω‖^2 = 0. V svo¸ oqered~, uslovie φ = λg dlØ λ = const v dannom sluqae imeet vid: ω_{ii2...ip} ω^{i2...ip}_j = p! m ‖ω‖^2g_{ij} ‖ω‖^2 = const

(3.11)

Pust~ teper~ uqastvu¸wie v ravenstvah (2.7) komponenty

ω_{i1...ip} prinadleßat konformno-killingovoæ p-forme ω dlØ 1 6

p 6 m − 1, kasa¸weæsØ kraØ ∂M . Togda dlØ simmetriqeskogo

bessledovogo 2-tenzora φ^′ = φ − 1/p(Tr φ)g, kak ffto otmeqalos~,

δ^∗φ^′ = 0. Vospol~zuemsØ integral~noæ formuloæ (3.10). V naxem

sluqae dlØ ∫ M ∑_{1...m} i<j K(e^′_i, e^′_j)(λ^′_i − λ^′_j )^2dv 6 0 i Q^′ > 0 imeem 1...m∑

i<j K(e^′_i, e^′_j )(λ^′_i − λ^′_j)^2 = 0; (3.12)

∇φ^′ = ∇φ − 1 p ∇(Tr φ)g = 0; (3.13)

(δφ^′)(X) = (δφ)(X) + 1 p X(Tr φ) = 0, (3.14)

gde φ^′_{ij} = λ^′_iδ_{ij} v ortonormirovannom bazise {e_1, . . . , e_m} i l¸bogo X ∈ C^∞T M . Neravenstvo ∫ M ∑_{1...m} i<j K(e^′_i, e^′_j)(λ^′_i −λ^′_j )^2dv 6 0 moßet byt~ sled-

stviem odnogo iz sledu¸wih trebovaniæ:

(1) sekcionnaØ krivizna K kvaziotricatel~naØ (sm. [28], str. 975, 976), to est~ K 6 0 vs¸du na (M, g) za iskl¸qeniem, po men~xeæ mere, odnoæ toqki x ∈ M , gde dlØ vseh 2-mernyh napravleniæ σ ⊂ T_xM spravedlivo neravenstvo K(σ) < 0;

(2) sekcionnaØ krivizna K 6 0 vs¸du na (M, g).

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 263

Pervoe trebovanie v silu (3.12) povleqet ravenstva λ^′_1 =

. . . = λ^′_m = λ^′ i φ^′ = λ^′g. Togda na osnovanii ravenstva φ^′ = φ − p^{−1}(Tr φ)g zakl¸qaem, qto

λ^′ = p − m mp Tr φ;

φ = φ^′ + 1 p (Tr φ)g = p − m mp (Tr φ)g + 1 p (Tr φ) = 1 m (Tr φ)g. Krome togo, v predpoloßenii, qto 1 6 p 6 m − 1, iz (3.22) imeem: Tr φ = const. Sledovatel~no, esli zamknutaØ konformnokillingovaØ p-forma ω otliqna ot nulØ, to ona dolßna udovletvorØt~ ravenstvam (3.11).

Vtoroe trebovanie v silu ravenstv (2.8), (2.9) i (3.14) privodit k uslovi¸ Θ^′ = 0. Vsledstvie fftogo δφ = ∇(Tr φ) = 0 i, bolee togo, iz (3.13) pri fftom vyvodim, qto ∇φ = 0. Naliqie na mnogoobrazii (M, g) polØ kovariantno postoØnnyh simmetriqeskih 2-tenzornyh φ v silu teoremy P. A. Xirokova (sm. [17]) pozvolØet rassmatrivat~ lokal~no (M, g) v vide mnogoobraziØ rimanova proizvedeniØ.

I, nakonec, pri uslovii K 6 0 i Q^′ > 0 iz integral~nogo uravneniØ (3.10) v sluqae konformno-killingovoæ p-formy ω vyvodim ω = 0.

Zdes~ ße zametim, qto uslovie Q^′ > 0 oznaqaet (sm. [4], str. 285) vypuklost~ mnogoobraziØ (M, g). V svo¸ oqered~, uslovie Q^′ > 0 oznaqaet strogu¸ vypuklost~ mnogoobraziØ (M, g).

PodvodØ itog, moßem sformulirovat~ Teoremu 6.

3.4. Polagaem (M, g) zamknutym rimanovym mnogoobraziem, udo-

vletvorØ¸wim odnomu iz dvuh privedennyh v Teoreme 6 uslovi- Øm, togda proizvol~naØ zadannaØ na (M, g) konformno-killingo-vaØ 2-forma ω maksimal~nogo ranga dolßna podqinØt~sØ ravenstvam: g^{lk} ω_{il}ω_{jk} = 1 2m ‖ω‖^2g_{ij} dlØ ‖ω‖^2 = const .

Togda moßno usmotret~, qto tenzornoe pole J tipa (1.1) s komponentami

J^i_j = ( √ 2m‖ω‖)^{−1}g^{il}ω_{lj} obladaet sledu¸wimi svoæstvami: J^2 = −Id i g(JX, JY ) =

g(X, Y ) dlØ proizvol~nyh X, Y ∈ C^∞T M . Sledovatel~no, rima-

264 S. E. STEPANOV

novo (M, g) ØvlØetsØ poqti ffrmitovym mnogoobraziem (sm. [6], str. 139, 140) s fundamental~noæ 2-formoæ Ω = ( √ 2m‖ω‖)^{−1}ω. Literatura

1. A. Besse, QetyrehmernaØ rimanova geometriØ. Mir, M., 1985. 2. G. Veæl~, Klassiqeskie gruppy, ih invarianty i predstavleniØ. IL, M., 1947.

3. Dß. Vol~f, Prostranstva postoØnnoæ krivizny. Nauka, M., 1982. 4. D. Gromol, V. Klingenberg, V. Meæer, Rimanova geometriØ v celom.

Mir, M., 1971.

5. X. KobaØsi, K. Nomidzu, Osnovy differencial~noæ geometrii. t. 1, Nauka, M., 1981.

6. X. KobaØsi, K. Nomidzu, Osnovy differencial~noæ geometrii. t. 2, Nauka, M., 1981.

7. I. Kolarß, Estestvennye rassloeniØ i operatory. Itogi nauki i tehn.

VINITI, Probl. geometrii 23 (1990), 67–98.

8. D. Kramer, H. Xtefani, �. Herl~, M. Mak-Kallum, Toqnye rexeniØ uravneniæ �ænxteæna. �nergoizdat, M., 1982.

9. R. Pale, Seminar po teoreme At~i–Zingera ob indekse. Mir, M., 1970. 10. S. E. Stepanov, Ob odnom primenenii teorii predstavleniæ grupp v relØtivistskoæ fflektrodinamike. IzvestiØ vuzov. Fizika No. 5 (1996), 90–93.

11. S. E. Stepanov, O gruppovom podhode k izuqeni¸ uravneniæ �ænxteæna i Maksvella. Teor. i matem. fizika 111, No. 1 (1997), 32–43.

12. S. E. Stepanov, Ploskie differencial~nye 2-formy i special~nye uravneniØ Maksvella. Diff. geomet. mnogoob. figur No. 27 (1996), 107–111.

13. S. E. Stepanov, O primenenii odnoæ teoremy P. A. Xirokova v tehnike Bohnera. IzvestiØ vuzov. Matematika No. 9 (1996), 53–59.

14. S. E. Stepanov, Formy Killinga na kompaktnom mnogoobrazii s kraem.

Tezisy dokladov Meßd. geom. semin. im. N. I. Lobaqevskogo “SovremennaØ geometriØ i teoriØ fiziqeskih poleæ,” Kazanskiæ gos. un-t, Kazan~, 1997, s.114.

15. S. E. Stepanov, I. I. Cyganok, Operator Hodßa na mnogoobrazii s ffkviaffinnoæ strukturoæ. Diff. geom. mnogoob. figur No. 27 (1996), 114–117.

16. S. E. Stepanov, Simmetriqeskie tenzory na kompaktnom rimanovom mnogoobrazii. Matem. zametki 52, No. 4 (1992), 85–88.

17. P. A. Xirokov, PostoØnnye polØ vektorov i tenzorov vtorogo porØdka v Riemann’-ovyh prostranstvah. IzvestiØ Fiz.-matem. o-va, Kazan~ 25 (1925), 86–114.

18. L. P. �æzenhart, Rimanova geometriØ. IL, M., 1948. 19. K. ˚no, S. Bohner, Krivizna i qisla Betti. IL, M., 1957.

20. M. Audin, J. Lafontaine, Holomorphic curves in sympletic geometry. Progg. Math

117 (1944), 40–45.

21. T. Kashiwada, On conformal Killing tensor. Natural Sci. Rep., Ochanomizu Univ.

19, no. 2 (1968), 67–74.

VEKTORNOE PROSTRANSTVO 265

22. I. Kolař, P. W. Michor, J. Slovak, Natural operation in differential geometry.

Springer-Verlag, Berlin-New York, 1993.

23. R. Palais, Natural operations on differential forms. Transl. Amer. Math. Soc. 92, no. 1 (1959), 125–141.

24. S. E. Stepanov, A class of closed forms and special Maxwell’s equations. Tensor, N.S. 58 (1997), 245–255.

25. S. E. Stepanov, The seven classes of almost symplectic structures. Webs & Quasigroups, Tver’ State Univ., Tver’, 1992, 93–96.

26. Th. Tashibana, On conformal Killing tensor in a Riemannian space. Tohoku Math. J. 21 (1969), 56–64.

27. Th. Tashibana, On Killing tensor in a Riemannian space. Tohoku Math. J. 20 (19689), 257–264.

28. H. Wu, The Bochner technique. Proc. Beijing symp. Diff. geom. and diff. equat., Sci.-Press & Gordon-Breach, New York, 1982, pp. 929–1071.

29. S. Yamaguchi, Jun Jae-Bok, S. Ayabe, On the conformal Killing p-form in compact Kaehlerian manifolds,. Tensor 42, no. 3 (1985), 258–271.

30. K. Yano, Integral formulas in Riemannian geometry. Marcel Dekker, New York, 1970.

Stepanov S. E. The vector space of the conformal Killing forms on a Riemannian manifold.

The concept of a conformal Killing p-form in a Riemannian manifold of dimension m > p > 1 was introduced by S. Tashibana and T. Kashiwada. They generalized some results of a conformal Killing vector field to a conformal Killing p-form.

In this paper we define a conformal Killing p-form with the help of natural differental operators on Riemannian manifolds and representations of orthogonal groups. Then we consider the vector space T^p(M, R) of conformal Killing p-forms and it’s two subspaces K^p(M, R) of coclosed conformal Killing p-forms and P^p(M, R) of closed conformal Killing p-forms. In particular, we generalize some local and global results of Tashibana and Kashiwada about a conformal Killing and Killing p-forms.

In the end of the paper we give an interesting application to Hermitian geometry.

Postupilo 29 marta 1999 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet