Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

S. A. Krat

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA GRUPPY GE`ZENBERGA

Vvedenie

IdeØ rassmatrivat~ gruppy kak geometriqeskie ob¨ekty i izuqat~ ih svoæstva metodami geometrii posledovatel~no razvita M. Gromovym v rabote [4]. K qislu naibolee vaßnyh svoæstv beskoneqnyh diskretnyh grupp otnosØtsØ ih asimptotiqeskie svoæstva, t.e. grubo govorØ, metriqeskie svoæstva, kotorye moßno nabl¸dat~ neograniqenno udalØØs~ ot gruppy. Formal~no, sootvetstvu¸wee prostranstvo opredelØetsØ kak predel po Hausdorfu–Gromovu gomotetiæ metriki slov na gruppe s kofffficientami stremØwimisØ k nul¸ i nazyvaetsØ asimptotiqeskim konusom gruppy. Asimptotiqeskiæ konus ØvlØetsØ kvaziinvariantom i daet polnu¸ kartinu povedeniØ diskretnoæ gruppy na beskoneqnosti.

DlØ koneqno-poroßdennyh abelevyh grupp asimptotiqeskiæ konus ØvlØetsØ prostranstvom Minkovskogo (koneqno-mernym banahovym prostranstvom) i, soglasno zameqatel~nomu rezul~- tatu D. Burago [1], fftot konus udalen ot samoæ abelevoæ gruppy na koneqnoe rasstoØnie po Hausdorfu–Gromovu.

DlØ diskretnyh nil~potentnyh grupp izvestno, qto ih asimptotiqeskiæ konus vsegda suwestvuet i ØvlØetsØ odnosvØznoæ nil~potentnoæ gruppoæ Li s metrikoæ Karno-Karateodori [7]. Taku¸ metriqesku¸ strukturu moßno obnarußit~ izuqaØ granicu na beskoneqnosti kompleksnyh giperboliqeskih prostranstv

CH^n ._{V nastoØweæ rabote my rassmatrivaem prosteæxu¸ netrivi-}

al~nu¸ beskoneqnu¸ diskretnu¸ nil~potentnu¸ gruppu – gruppu Geæzenberga Γ. Naxeæ cel~¸ ØvlØetsØ poluqenie obobweniØ rezul~tata D. Burago dlØ fftoæ gruppy, to est~ poluqenie ocenok dlØ rasstoØniØ meßdu gruppoæ Geæzenberga s levoinvariantnoæ vnutrenneæ metrikoæ i eœ asimptotiqeskim konusom Con_∞Γ.

Osnovnoæ rezul~tat raboty sostoit v sledu¸wem: 125

126 S. A. KRAT

Teorema 0.1. DlØ l¸boæ metriki slov na gruppe Geæzenberga Γ

rasstoØnie po Hausdorfu–Gromovu meßdu Γ i eœ konusom Con_∞Γ koneqno.

Gruppa Γ ØvlØetsØ rexœtkoæ v 3-mernoæ odnosvØznoæ nil~potentnoæ gruppe Li H ≃ R^3. V standartnyh koordinatah (x, y, z) na H os~ Oz ØvlØetsØ centrom gruppy i 1-forma w = dz − xdy opredelØet 2-raspredelenie na H, dlØ kotorogo metrika asimptotiqeskogo konusa ØvlØetsØ metrikoæ Karno-Karateodori (my otoßdestvlØem H ∼= Con_∞Γ). Puti v H oblada¸t tem zameqatel~nym svoæstvom, qto raznost~ vysot koneqnoæ i naqal~noæ toqki ravna plowadi, ograniqivaemoæ proekcieæ rassmatrivaemogo puti na ploskost~ Oxy. Imenno na ffto svoæstvo opiraetsØ dokazatel~stvo teoremy 0.1.

Opixem strukturu raboty. Rabota sostoit iz vvedeniØ i treh paragrafov.

V pervom paragrafe napomina¸tsØ osnovnye ponØtiØ i opredeleniØ, ispol~zuemye v rabote. OpisyvaetsØ struktura asimptotiqeskogo konusa diskretnoæ gruppy Geæzenberga s metrikoæ slov i privoditsØ pereformulirovka teoremy 0.1, kotoraØ v dal~neæxem dokazyvaetsØ v paragrafah 2 i 3.

Vo vtorom paragrafe my privodim dokazatel~stvo osnovnogo rezul~tata raboty dlØ gorizontal~nyh (sm. paragraf 2) metrik slov. DlØ fftogo my ustanavlivaem svØz~ sloßeniØ v gruppe Geæzenberga s plowad~¸ na ploskosti i zatem svodim dokazatel~stvo k sravneni¸ dlin razliqnyh krivyh v ploskosti Oxy gruppy H, ograniqiva¸wih odinakovye plowadi.

V tret~em paragrafe my zaverxaem dokazatel~stvo teoremy 0.1, putem svedeniØ obwego sluqaØ metriki slov k sluqa¸ gorizontal~noæ metriki slov.

1. AsimptotiqeskaØ norma i predel~nyæ konus

V fftom paragrafe my napominaem ponØtie gruppy Geæzenberga i opredelenie asimptotiqeskogo konusa. Krome togo, my privodim opisanie stroeniØ asimptotiqeskogo konusa dlØ gruppy Geæzenberga, opiraØs~ na rezul~tat raboty [7]. DlØ fftogo my vvodim ponØtie asimptotiqeskoæ normy, ispol~zu¸wee ponØtie rastØßeniØ v gruppe Geæzenberga. V konce punkta my privodim pereformulirovku teoremy 0.1, kotoru¸ v dal~neæxem i budem dokazyvat~.

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 127 Osnovnoæ ob¨ekt nastoØweæ raboty – diskretnaØ gruppa Geæzenberga Γ, t.e. gruppa, kotoraØ dopuskaet predstavlenie < a, b, c | [a, b] = c, [a, c] = 1, [b, c] = 1 >, gde [a, b] = aba^{−1}b^{−1} – kommutator. �lementy gruppy Γ moßno sqitat~ toqkami rexœtki {(x, y, z) | x, y ∈ Z, 2z ∈ Z} Pri fftom gruppovaØ operaciØ imeet vid:

γ_1 ∗ γ_2 = ( x_1 + x_2, y_1 + y_2, z_1 + z_2 + 1 2 (x_1y_2 − x_2y_1) ) , esli γ_1, γ_2 ∈ Γ i γ_1 = (x_1, y_1, z_1), a γ_2 = (x_2, y_2, z_2). V fftom sluqae poroßda¸wie fflementy moßno otoßdestvit~ s a = (1, 0, 0), b = (0, 1, 0), c = (0, 0, 1). Oqevidno, qto gruppa ne kommutativna, a ediniqnym fflementom slußit fflement (0, 0, 0).

Napomnim teper~ opredelenie asimptotiqeskogo konusa, kak ono daetsØ v rabote [5]. Pust~ X, X_1, X_2, . . . – metriqeskie prostranstva, iskaßeniem otobraßeniØ f : X → X_n nazyvaetsØ veliqina dis(f) = sup_{x,y∈X} | ||f(x), f(y)|_{Xn} − |x, y|_X | |. Pust~ vse prostran-

stva X_n ØvlØ¸tsØ kompaktnymi, togda govorØt, qto X ØvlØetsØ predelom po Hausdorfu–Gromovu posledovatel~nosti metriqeskih prostranstv X_n, esli dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet ε-set~ A_ε ⊂ X, ØvlØ¸waØsØ ravnomernym predelom nekotoryh ε-seteæ (A_ε)_n prostranstv X_n, t.e. suwestvu¸t biekcii f_n : (A_ε)_n → (A_ε) takie, qto lim_{n→∞} dis(f_n) = 0. V sluqae, kogda prostranstva X_n ne ØvlØ¸tsØ kompaktnymi, ffto opredelenie ne udobno, i ponØtie predela po Hausdorfu–Gromovu vvoditsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ (X, x) – metriqeskoe prostranstvo s otmeqennoæ toqkoæ. GovorØt, qto (X, x) ØvlØetsØ predelom po Hausdorfu–Gromovu posledovatel~nosti metriqeskih prostranstv s otmeqennymi toqkami (X_n, x_n) i pixut lim_{n→∞}(X_n, x_n) = (X, x), esli dlØ l¸bogo R > 0 xar B(R, x) radiusa R s centrom v toqke x s metrikoæ, inducirovannoæ iz prostranstva X, ØvlØetsØ predelom po Hausdorfu–Gromovu posledovatel~nosti xarov B(R, x_n) radiusov R s centrami v toqkah x_n s metrikami, inducirovannymi iz prostranstv X_n. Esli suwestvuet predel Con_∞Γ = lim_{λ→0}(Γ, λ‖ · ‖),to prostranstvo Con_∞Γ nazyvaetsØ asim-

ptotiqeskim konusom gruppy Γ s metrikoæ ‖ · ‖.

128 S. A. KRAT

Opixem teper~ strukturu asimptotiqeskogo konusa gruppy Geæzenberga. DlØ fftogo, kak uße bylo skazano vyxe vvedem ponØtie rastØßeniØ.

Opredelenie 1.1. RastØßeniem gruppy Γ s kofffficientom k na-

zyvaetsØ funkciØ δ_k : Γ → Γ, δ_k(γ) = (kx, ky, k^2z), gde γ = (x, y, z), k ∈ Z. RastØßeniØ δ_k igra¸t dlØ gruppy Γ tu ße rol~, qto i gomotetii dlØ kommutativnyh grupp. Pereqislim nekotorye svoæstva rastØßeniæ, kotorye legko sledu¸t iz ih opredeleniØ.

Svoæstva:

(1) RastØßenie δ_k ØvlØetsØ gomomorfizmom dlØ vseh k ∈ Z;

esli k ≠ 0, to gomomorfizm δ_k in¨ektiven. (2) δ_{km}(γ) = δ_k ( δ_m(γ) ) . (3) δ_{k+m}(γ) = δ_k(γ) ∗ δ_m(γ) ∗ c^{2kmz}, gde γ = (x, y, z). (4) Esli z = 0, to δ_k(γ) = γ^k dlØ vseh k ∈ Z.

Pust~ na gruppe Γ vvedena norma ‖·‖ : Γ → R. S l¸boæ normoæ moßno associirovat~ levoinvariantnu¸ metriku na Γ,

|γ_1, γ_2| = ‖γ^{−1}_1 ∗ γ_2‖.

Napomnim opredelenie vnutrenneæ metriki na diskretnoæ gruppe, kak ego privodit Pansu [7].

Opredelenie 1.2. LevoinvariantnaØ metrika associirovonnaØ

s normoæ ‖·‖, na diskretnoæ gruppe G nazyvaetsØ vnutrenneæ, esli dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet p > 0 takoe, qto ∀γ ∈ G, γ moßno predstavit~ v vide γ = γ_1 ∗ · · · ∗ γ_n, gde ‖γ_i‖ 6 p i ‖γ_1‖+· · ·+‖γ_n‖ 6 (1 + ε)‖γ‖. Iz rezul~tata Pansu [7] sleduet, qto esli levoinvariantnaØ metrika associirovannaØ s ishodnoæ normoæ ‖ · ‖ na gruppe Geæzenberga Γ ØvlØetsØ vnutrenneæ, to asimptotiqeskim konusom gruppy Geæzenberga s fftoæ metrikoæ ØvlØetsØ prostranstvo (H, ‖ · ‖_∞), gde pod H podrazumevaetsØ nepreryvnaØ gruppa Geæzenberga, a imenno gruppa verhnih treugol~nyh vewestvennyh matric 3 × 3 s edinicami na glavnoæ diagonali. LevoinvariantnaØ metrika d_∞ associirovannaØ s normoæ ‖·‖_∞ ØvlØetsØ metrikoæ Karno–Karateodori–Finslera, zadannoæ paroæ (L_0, F_0), gde L_0 – dvumernoe podprostranstvo algebry Li gruppy Li H, natØnutoe na vektory (1, 0, 0) i (0, 1, 0), a F_0 – metrika Minkovskogo

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 129 na L_0. Krome togo dlØ fflementov γ ∈ Γ ⊂ H suwestvuet predel lim_{k→∞}^{‖δk(γ)‖}_k i spravedlivo ravenstvo ‖γ‖_∞ = lim_{k→∞} ‖δ_k(γ)‖ k . Opredelenie 1.3. Veliqinu ‖γ‖∞ budem nazyvat~ asimptotiqe-

skoæ normoæ fflementa γ ∈ Γ.

Opixem formulu gruppovogo umnoßeniØ v gruppe H. exp 0 a c 0 0 b 0 0 0 = 1 a c +^{ab}_2 0 1 b 0 0 1 ,

0 a c 0 0 b 0 0 0 , 0 a_1 c_1 0 0 b_1 0 0 0 = 0 0 ab_1 − ba_1 0 0 0 0 0 0 ,

exp A ∗ exp A_1 = exp(A + A_1 + 1 2 [A, A_1]),

zdes~ A, A_1 – fflementy algebry Li gruppy H. OtoßdestvlØØ algebru Li gruppy Li H s pomow~¸ otobraßeniØ obratnogo k ffksponencial~nomu my poluqim formulu gruppovogo umnoßeniØ taku¸ ße kak i v diskretnom sluqae (sm. [8]). Takim obrazom grupp H – ffto mnoßestvo {(x, y, z) | x, y, z ∈ R}, gde sloßenie osuwestvlØetsØ po pravilu

(x, y, z) ∗ (x_1, y_1, z_1) = ( x + x_1, y + y_1, z + z_1 + 1 2 (xy_1 − yx_1) ) . V dal~neæxem my rassmatrivaem metriki slov na gruppe Geæzenberga Γ. KaßdaØ takaØ metrika associirovana s koneqnym poroßda¸wim mnoßestvom E ⊂ Γ, kotoroe budem nazyvat~ alfavitom. L¸boæ fflement γ ∈ Γ moßet byt~ predstavlen v vide γ = a_1 ∗ · · · ∗ a_k, a_i ∈ E. Naimen~xee takoe k nazyvaetsØ dlinoæ fflementa γ, ‖γ‖ = k. Dlina, oqevidno, ØvlØetsØ normoæ, i sootvetstvu¸waØ levoinvariantnaØ metrika na Γ nazyvaetsØ metrikoæ slov.

Oqevidno, qto metrika slov ØvlØetsØ vnutrenneæ na gruppe Geæzenberga Γ.

130 S. A. KRAT

V dal~neæxem my otoßdestvlØem E s podmnoßestvom naxeæ rexetki kotoru¸, v svo¸ oqered~, vkladyvaem v H. Takim obrazom sqitaem, qto E ⊂ H. Budem takße predpolagat~, qto E simmetriqno, t.e. E = E^{−1}. V qastnosti, |E| = 2n – qetnoe qislo. Koneqnu¸ posledovatel~nost~ vektorov alfavita budem nazyvat~ slovom. Koliqestvo vektorov v slove nazyvaetsØ dlinoæ fftogo slova.

Pereformuliruem osnovnoæ rezul~tat raboty. Napomnim, qto rasstoØniem po Hausdorfu–Gromovu meßdu prostranstvami X i Y nazyvaetsØ veliqina |X, Y |_H = max(δ(X, Y ), δ(Y, X)), gde δ(X, Y ) = inf_{f:X→Y} dis(f). DlØ dokazatel~stva togo fakta, qto | |(Γ, ‖ · ‖), (H, ‖ · ‖_∞) | |_H 6 Const,

gde ‖ · ‖ ØvlØetsØ normoæ slov na gruppe Geæzenberga Γ, dostatoqno sravnit~ dve razliqnye normy na Γ ‖ · ‖ i ‖ · ‖_∞. Dokazav, qto | |‖γ‖ − ‖γ‖_∞ | | 6 Const dlØ vseh γ ∈ Γ i rassmotrev vloße-

nie Γ → H, poluqim trebuemoe utverßdenie. Inaqe govorØ, dlØ dokazatel~stva teoremy 0.1 dostatoqno ustanovit~, qto ime¸t mesto dva neravenstva

‖γ‖_∞ 6 ‖γ‖ + Const, (1) ‖γ‖ 6 ‖γ‖∞ + Const. (2) Proverke fftih ocenok posvØwena ostal~naØ qast~ fftoæ raboty.

2. Gorizontal~nye metriki slov

V fftom paragrafe my privodim dokazatel~stvo neravenstv (1) i (2) dlØ metrik slov nekotorogo special~nogo vida, kotorye seæqas opredelim.

Opredelenie 2.1. Esli tret~i koordinaty vseh vektorov al-

favita ravny 0, to alfavit E budem nazyvat~ gorizontal~nym, i sootvetstvu¸wu¸ emu metriku slov gorizontal~noæ metrikoæ slov.

2.1. Neravenstvo ‖γ‖∞ 6 ‖γ‖ v sluqae gorizontal~noæ metriki. Pust~ levoinvariantnaØ metrika na gruppe Geæzenberga Γ

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 131 associirovannaØ s normoæ ‖ · ‖ ØvlØetsØ gorizontal~noæ metrikoæ slov. Predpoloßim, qto ‖γ‖ = N i γ predstavlØetsØ v vide γ = a_1 ∗ · · · ∗ a_N , togda

δ_k(γ) = δ_k(a_1) ∗ · · · ∗ δ_k(a_N ) = a_1^k ∗ · · · ∗ a_N^k

(po svoæstvu 4 rastØßeniØ).

A togda ‖δ_k(γ)‖ 6 kN = k‖γ‖ , i ‖γ‖_∞ = lim_{k→∞} 1 k ‖δ_k(γ)‖ 6 N = ‖γ‖. 2.2. SvØz~ sloßeniØ v gruppe Geæzenberga s plowad~¸ na ploskosti. V fftom punkte my pokaßem, qto tret~Ø koordinata

fflementa, ravnogo summe neskol~kih gorizontal~nyh vektorov, ravna plowadi, ograniqivaemoæ proekciØmi fftih vektorov na ploskosti Oxy. �to daet novyæ sposob vyqislØt~ normu proizvol~nogo fflementa γ = (x, y, z) v metrike slov, kak koliqestvo fflementov v naimen~xem nabore vektorov na ploskosti Oxy, summa kotoryh ravna vektoru (x, y) i ograniqiva¸wih plowad~ z. Takoæ sposob vyqisleniØ normy daet vozmoßnost~ svesti dokazatel~stvo neravenstv (1) i (2) k sravneni¸ izoperimetriqeskih krivyh na ploskosti.

Opredelenie 2.2. Pust~ E ⊂ Γ – alfavit, a1 . . . ak – slovo v fftom

alfavite. Oboznaqim proekcii vektorov a_1, . . . , a_k na ploskost~ Oxy kak ā_1, . . . , ā_k. Pust~ C – nekotoraØ toqka naxeæ rexetki na ploskosti. Sostavim lomanu¸ iz vektorov ā_1, . . . , ā_k tak: vektor ā_1 otloßim iz toqki C, a kaßdyæ sledu¸wiæ vektor fftoæ posledovatel~nosti budem otkladyvat~ iz konca predyduwego. Toqku, ØvlØ¸wu¸sØ koncom vektora ā_k, oboznaqim A. Taku¸ lomanu¸ s fiksirovannym napravleniem obhoda ot C k A budem nazyvat~ putem s naqalom C, sootvetstvu¸wim slovu a_1 . . . a_k. Toqku A budem nazyvat~ koncom fftogo puti. Esli naqalo puti sovpadaet s koncom, to budem nazyvat~ ego zamknutym.

Opredelenie 2.3. Esli slovo a1 . . . ak realizuet nekotoryæ ffle-

ment γ ∈ Γ, t.e. γ = a_1 ∗ · · · ∗ a_k, to put~ s naqalom v 0, sootvetstvu¸wiæ slovu a_1 . . . a_k, budem nazyvat~ putem, realizu¸wim fflement γ i oboznaqat~ l_γ . Konec puti, realizu¸wego fflement γ, budem oboznaqat~ A_γ .

132 S. A. KRAT

Opredelenie 2.4. Dlinoæ puti l s naqalom v toqke C, soot-

vetstvu¸wego slovu a_1 . . . a_k, nazyvaetsØ dlina fftogo slova (t.e. k). Budem oboznaqat~ eœ |l|.

Opredelenie 2.5. Esli slovo a1 . . . ak realizuet fflement γ ∈ Γ i

k = ‖γ‖, to put~, realizu¸wiæ γ, sootvetstvu¸wiæ fftomu slovu, nazovem kratqaæxim putem, realizu¸wim fflement γ.

VvedennaØ sistema koordinat zadaet na ploskosti Oxy orientaci¸, pofftomu moßno govorit~ o dvißenii po ili protiv qasovoæ strelki na fftoæ ploskosti.

Opredelenie 2.6. Pust~ vektor a = (xa, ya) otloßen ot toqki

C s koordinatami (x_1, y_1). Konec fftogo vektora popadet v toqku A s koordinatami

(x_2, y_2) = (x_1 + x_a, y_1 + y_a).

Plowad~ treugol~nika CAO, vzØtu¸ so znakom “+”, esli vektor a vhodit v ego granicu protiv qasovoæ strelki, i so znakom “−”, esli vektor a vhodit v ego granicu po qasovoæ strelke nazovem plowad~¸, sootvetstvu¸weæ vektoru a, i oboznaqim S(a) (sm. ris. 1).

Ris. 1. Plowad~, sootvetstvu¸waØ vektoru a.

Pust~ l – put~ s naqalom v toqke C, sootvetstvu¸wiæ slovu a_1 . . . a_k. Vektory ā_1, . . . , ā_k – proekcii vektorov a_1, . . . , a_k na

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 133 ploskost~ Oxy. Toqka, iz kotoroæ otkladyvaetsØ vektor ā_i v puti l, odnoznaqno opredelØetsØ fftim putem, pofftomu plowad~, sootvetstvu¸wu¸ vektoru ā_i, budem oboznaqat~ S_l(ā_i).

Plowad~¸, ograniqennoæ putem l, sootvetstvu¸wim slovu a_1 . . . a_k, budem nazyvat~ summu plowadeæ S_l(ā_i), sootvetstvu¸- wih proekciØm vektorov slova. �tu plowad~ budem oboznaqat~ S(l). Teorema 2.1. Pust~ na gruppe Geæzenberga Γ vvedena gorizontal~-

naØ metrika slov s alfavitom E. Esli γ = (x, y, z) – fflement iz Γ, l_γ – put~, realizu¸wiæ fflement γ, to z = S(l_γ ).

Dokazatel~stvo. Pust~ put~ lγ sootvetstvuet slovu a1 . . . ak, t.e. γ = a_1 ∗ · · · ∗ a_k, a_i = (x_i, y_i, 0) ∈ E. Oboznaqim put~ s naqalom v 0, sootvetstvu¸wiæ slovu a_1 . . . a_i, qerez l(i), a koordinaty proizvedeniØ a_1∗· · ·∗a_iqerez x(i), y(i), z(i). Oqevidno, imeem: S ( l(1) ) = 0 = z(1). Pust~ S ( l(i) ) = z(i), dokaßem, qto S ( l(i + 1) ) = z(i + 1). Deæstvitel~no, soglasno formule umnoßeniØ imeem:

z(i+1) = z(i)+ 1 2 (x(i)y_{i+1} −x_{i+1}y(i)) = S ( l(i) ) +S_l (ā_{i+1}) = S ( l(i+1) ) . Opredelenie 2.7. Pust~ l – put~ s naqalom v toqke C(x1, y1) i

koncom v toqke A(x_2, y_2), O – naqalo koordinat. Popolneniem puti l nazyvaetsØ lomanaØ L, sostavlennaØ iz lomanoæ l i dvuh vektorov −→ AO i −→ OC. V neæ zafiksirovan porØdok obhoda: sperva put~ l, a potom vektory v ukazannom porØdke.

Zameqanie. Oqevidno, qto esli razbit~ put~ l na neskol~ko

men~xih puteæ l_1, . . . , l_n, to

S(l) = S(l_1) + · · · + S(l_n).

Zameqanie. Esli put~ l ne imeet samopereseqeniæ, t.e. ograni-

qivaet mnogougol~nik, to plowad~ fftogo mnogougol~nika ravna S(l). Razbienie na zamknutye lomanye. Pust~ l – put~ s naqalom

v toqke C, sootvetstvu¸wiæ slovu a_1 . . . a_k, L – ego popolnenie.

134 S. A. KRAT

L moßet imet~ samopereseqeniØ i razbivat~ ploskost~ na neskol~ko oblasteæ. Razob~em L na neskol~ko zamknutyh lomanyh, ispol~zuØ sledu¸wiæ process. Rassmotrim vektory, sostavlØ- ¸wie lomanu¸ L, ØvlØ¸wu¸sØ popolneniem puti l, kak napravlennye otrezki. Zametim, qto ffta lomanaØ sostoit iz koneqnogo qisla vektorov, kaßdyæ iz kotoryh moßet peresekat~sØ s drugim po odnomu otrezku, odnoæ toqke ili pustomu mnoßestvu. Otrezki samopereseqeniØ lomanoæ L mogut byt~ dvuh vidov: pervogo vida, kogda vektory pereseka¸wiesØ po otrezku ØvlØ¸tsØ sosednimi i vtorogo vida, kogda oni ne ØvlØ¸tsØ sosednimi (sm. ris. 2).

Ris. 2. Otrezki samopereseqeniØ pervogo i vtorogo vida.

Rassmotrim estestvennu¸ parametrizaci¸ L : [0, x] → R^2, L(0) = L(x) = C. Vyædem iz toqki C i budem idti po krivoæ L, poka pervyæ raz ne pridem v toqku samopereseqeniØ ili v pervu¸ toqku otrezka samopereseqeniØ vtorogo vida. Otrezki samopereseqeniØ pervogo vida budem ignorirovat~. Kogda-nibud~ ffto obØzatel~no sluqitsØ, t.k. lomanaØ zamknutaØ. Oboznaqim fftu toqku qerez K. Pust~ L(t_1) = L(t_2) = K, t_1 – moment pervogo prohoßdeniØ toqki K, t_2 – moment vtorogo prohoßdeniØ toqki K. Krivu¸ L|_{[t1,t2]} oboznaqim l_1. Zamenim L na krivu¸ L_1 : [0, x − (t_2 − t_1)] → R^2,

L_1(t) = { L(t) t < t_1, L(t + t_2 − t_1) t > t_1

(sm. ris. 3).

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 135

Ris. 3. Vydelenie zamknutoæ lomanoæ.

Poluqilas~ zamknutaØ krivaØ, k kotoroæ snova primenim tot ße process, i tak do teh por poka na oqerednom xage poluqennaØ lomanaØ L ne budet imet~ toqek samopereseqeniØ ukazannogo vida. Pri kaßdoæ takoæ procedure my vydelØem mnogougol~nik l_i (moßet byt~ vyroßdennyæ).

Oboznaqenie. KaßdaØ iz krivyh li – zamknutaØ lomanaØ, koto-

ru¸ moßno sqitat~ mnogougol~nikom. Oboznaqim qerez S_i plowad~ mnogougol~nika, ograniqennogo lomanoæ l_i, vzØtu¸ so znakom “+”, esli l_i obhodit mnogougol~nik protiv qasovoæ strelki, i so znakom “−”, esli po qasovoæ strelke.

Iz privedennyh vyxe zameqaniæ, oqevidno, vytekaet sledu¸- waØ teorema.

Teorema 2.2. Pust~ dan put~ l s naqalom v toqke C, sootvet-

stvu¸wiæ slovu a_1 . . . a_k, L – ego popolnenie, a l_1, . . . , l_m – razbienie L na zamknutye lomanye, proizvedennoe po pravilu, privedennomu vyxe. Togda S(l) = m∑ i=1 S_i. � 2.3. ObobwennaØ metrika slov. VernemsØ teper~ k prostran-

stvu (H, ‖·‖_∞) ØvlØ¸wemusØ asimptotiqeskim konusom prostranstva (Γ, ‖ · ‖). V fftom punkte my opixem metriku fftogo prostranstva, kotoraØ, kak legko videt~, ØvlØetsØ vnutrenneæ. Zatem sravnim dlinu kratqaæxeæ, soedinØ¸weæ proizvol~nyæ fflement γ s nulevym s normoæ fflementa γ v prostranstve (Γ, ‖ · ‖).

Oboznaqenie. Vypuklu¸ oboloqku proekciæ vektorov alfavita

136 S. A. KRAT ishodnoæ metriki slov na ploskost~ Oxy, otloßennyh iz naqala koordinat oboznaqim qerez P .

P ØvlØetsØ vypuklym central~no-simmetriqnym mnogougol~- nikom.

Kak uße bylo skazano vyxe, levoinvariantnaØ metrika, sootvetstvu¸waØ norme ‖ · ‖_∞ na gruppe Li H ØvlØetsØ metrikoæ Karno–Karateodori–Finslera, zadannoæ paroæ (L_0, F_0), gde L_0 – dvumernoe podprostranstvo algebry Li gruppy Li H, natØnutoe na vektory (1, 0, 0) i (0, 1, 0), a F_0 – metrika Minkovskogo na L_0, gde v kaqestve ediniqnogo xara vzØt mnogougol~nik P . �to oznaqaet, qto sprØmlØemymi v fftom prostranstve ØvlØ¸tsØ krivye l(t), kasa¸wiesØ raspredeleniØ opredelØemogo podprostranstvom L_0, i ih dlina vyqislØetsØ kak |l| = ∫ F_0(^{dl}_{dt} )dt. Pri fftom rasstoØnie meßdu fflementami γ_1, γ_2 ∈ H vyqislØetsØ po formule

d_∞(γ_1, γ_2) = inf{|l| | l(0) = γ_1, l(1) = γ_2, l – sprØmlØemaØ}.

Soglasno [8, teorema 1] proekcii geodeziqeskih (x(t), y(t), z(t)) v prostranstve (H, ‖ · ‖_∞) na ploskost~ Minkovskogo Oxy ØvlØ- ¸tsØ libo metriqeskimi prØmymi libo periodiqeskimi traektoriØmi na izoperimetriksah. Pri fftom z(t) ravno orientirovannoæ plowadi, zaqerqivaemoæ otrezkom [O, (x(t), y(t))]. Krome togo, esli geodeziqeskaØ ØvlØetsØ kratqaæxeæ, to ona ne moßet delat~ neskol~ko oborotov vokrug izoperimetriksa.

Napomnim, qto po opredeleni¸, metriqeskoæ prØmoæ v prostranstve s vnutrenneæ metrikoæ nazyvaetsØ izometriqeskoe vloßenie evklidovoæ prØmoæ v ffto prostranstvo. Izoperimetriksom na ploskosti Minkovskogo nazyvaetsØ prostaØ zamknutaØ krivaØ, ograniqiva¸waØ oblast~ naibol~xeæ evklidovoæ plowadi sredi krivyh takoæ ße dliny [6]. Zanumeruem vektory alfavita E = {a_1, . . . , a_{2n}} takim obrazom, qto orientirovannye ugly α_i, kotorye sostavlØ¸t ih proekcii s os~¸ Ox, vozrasta- ¸t ot vektora a_1 k vektoru a_{2n}, to est~ α_1 6 α_2 6 . . . 6 α_{2n}. OrientaciØ uglov odnoznaqno zadaetsØ orientacieæ ploskosti. Inymi slovami oni zanumerovany protiv qasovoæ strelki.

Pust~ fflement γ = (x, y, z). Rassmotrim vektor s koordinatami (x, y) kak napravlennyæ otrezok, otloßennyæ ot naqala koordinat.

Opredelenie 2.8. Budem govorit~, qto γ = (x, y, z) fflement ti-

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 137 pa i, i ∈ {1, . . . , 2n}, esli ugol, kotoryæ sostavlØet vektor (x, y) s os~¸ Ox, bol~xe libo raven α_i i men~xe α_{i+1}. Esli ugol, kotoryæ sostavlØet vektor (x, y) s os~¸ Ox bol~xe libo raven α_{2n} ili men~xe α_1, to budem govorit~, qto γ = (x, y, z) fflement tipa 2n.

Oboznaqenie. Pust~ γ = (x, y, z) – fflement tipa i. Predpoloßim,

qto (x, y) = r_iā_i + r_{i+1}ā_{i+1}. Otloßim iz naqala koordinat vektor r_iā_i i pust~ konec fftogo vektora toqka C, a konec vektora (x, y) – toqka A. Togda plowad~ treugol~nika OCA oboznaqim C(x, y) (sm. ris. 4).

Ris. 4. Plowad~ C(x, y).

Zameqanie. Otrezok metriqeskoæ prØmoæ, soedinØ¸wiæ toqku s

koordinatami (x, y) s naqalom koordinat, ograniqivaet plowad~ ne bol~xu¸, qem C(x, y). Iz fftogo, oqevidno, vytekaet, qto esli dlØ fflementa γ spravedlivo |z| > C(x, y), to proekciØ kratqaæxeæ, soedinØ¸weæ γ s naqalom koordinat ØvlØetsØ qast~¸ izoperimetriksa. V protivnom sluqae proekciØ kratqaæxeæ ØvlØetsØ metriqeskoæ prØmoæ v prostranstve Minkovskogo.

Opredelenie 2.9. Metriqeskie prØmye, kotorye ØvlØ¸tsØ lo-

manymi, sostavlennymi iz vektorov, sonapravlennyh s proekciØmi sosednih vektorov alfavita ā_i i ā_{i+1}, v kotoryh prisutstvuet hotØ by odin vektor sonapravlennyæ s vektorom ā_i, budem nazyvat~ alfavitnymi tipa i.

138 S. A. KRAT

Lemma 2.3. DlØ l¸bogo fflementa γ = (x, y, z) ∈ H, takogo qto |z| 6 C(x, y) suwestvuet kratqaæxaØ, soedinØ¸waØ ukazanyæ ffle-

ment s naqalom koordinat, proekciØ kotoroæ na ploskost~ Minkovskogo ØvlØetsØ alfavitnoæ metriqeskoæ prØmoæ togo ße tipa, qto i fflement γ.

Dokazatel~stvo. Pust~ fflement γ imeet tip i. Vozmoßny dva

sluqaØ: kogda vektor s koordinatami (x, y) sonapravlen s vektorom ā_i i kogda on ne sonapravlen.

V pervom sluqae C(x, y) = 0, a znaqit i z = 0 i iskomoæ kratqaæxeæ slußit lomanaØ, sostoØwaØ iz odnogo vektora s koordinatami (x, y, 0).

Pereædem k dokazatel~stvu vtorogo sluqaØ. Predpoloßim, qto (x, y) = r_iā_i + r_{i+1}ā_{i+1}. Iz usloviØ vytekaet, qto uravnenie z = C(x, y)α^2 − C(x, y)(1 − α)^2 imeet edinstvennoe rexenie α i α ∈ [0, 1]. Otloßim iz naqala koordinat vektor αr_iā_i. Pust~ toqka C ego konec. Zatem otloßim iz toqki C vektor αr_{i+1}ā_{i+1} i oboznaqim ego konec qerez D. Otloßim iz toqki D vektor (1 − α)r_{i+1}ā_{i+1}. Pust~ ego konec toqka E. I, nakonec, otloßim iz toqki E vektor (1 − α)r_iā_i, oboznaqiv ego konec qerez A (sm. ris. 5).

Ris. 5. Plowad~ C(x, y).

Plowadi treugol~nikov OCD i DEA ravny sootvetstvenno C(x, y)α^2 i C(x, y)(1 − α)^2. Pofftomu lomanaØ, sostoØwaØ iz vektorov αr_ia_i, r_{i+1}a_{i+1}, (1 − α)r_ia_i, soedinØet naqalo koordinat s fflementom γ i ØvlØetsØ iskomoæ kratqaæxeæ. �

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 139 Napomnim teper~ kakie krivye ØvlØ¸tsØ izoperimetriksami v ploskosti Minkovskogo, gde ediniqnym telom slußit mnogougol~nik P – vypuklaØ obloqka proekciæ vektorov alfavita.

Iz izoperimetriqeskogo neravenstva, privedennogo v knige [6, glava 5, teorema 22.4], sleduet, qto sredi vseh zamknutyh krivyh odinakovoæ dliny v ploskosti Minkovskogo s ediniqnym xarom P naibol~xu¸ plowad~ ograniqivaet mnogougol~nik, podobnyæ dvoæstvennomu mnogougol~niku P^∗, povernutomu na 90^∘.

Napomnim, qto figuroæ, dvoæstvennoæ k figure Φ , nazyvaetsØ figura Φ^∗ = {y | < x, y >6 1 ∀x ∈ Φ}. Zdes~ <, > – obyqnoe skalØrnoe proizvedenie. Sledu¸waØ lemma legko sleduet iz opredeleniØ dvoæstvennoæ figury.

Lemma 2.4. DvoæstvennaØ k P figura P^∗ ØvlØetsØ central~no-

simmetriqnm mnogougol~nikom, poluqennym pereseqeniem polos, kaßdu¸ iz kotoryh ograniqivaet para prØmyh perpendikulØrnyh odnomu iz vektorov alfavita a_i, prohodØwih na rasstoØnii^2_{|ai|} po raznye storony ot naqala koordinat.

IshodØ iz vsego skazannogo vyxe figura, opisannaØ v lemme 2.4, ØvlØetsØ izoperimetriksom v ploskosti Minkovskogo, gde ediniqnym telom slußit mnogougol~nik P .

2.4. Tehniqeskie lemmy. V fftom punkte my pokazyvaem svØz~

sloßeniØ ne gorizontal~nyh vektorov v gruppe Geæzenberga Γ s plowad~¸ na ploskosti Oxy. �ta svØz~ neskol~ko sloßnee, qem dlØ gorizontal~nyh vektorov.

Krome togo v fftom punkte my takße vvodim ponØtie obobwennogo puti v (H, ‖ · ‖_∞) po analogii s ponØtiem puti v (Γ, ‖ · ‖), privodim lemmu, pokazyva¸wu¸, kak s pomow~¸ peremeny mest vektorov v obobwennom puti dobit~sØ togo, qtoby fftot put~ sootvetstvoval fflementu, otliqa¸wegosØ ot zadannogo ne bol~xe qem na konstantu, obwu¸ dlØ vseh fflementov H.

S pomow~¸ fftoæ lemmy my dokazyvaem utverßdenie, kotoroe v sluqae gorizontal~noæ metriki slov ffkvivalentno neravenstvam (1) i (2).

DlØ alfavita, ne ØvlØ¸wegosØ gorizontal~nym, teorema 2.1 ne verna. Deæstvitel~no, put~ l, sootvetstvu¸wiæ slovu, sostavlennomu iz vektorov fftogo alfavita, ograniqivaet nekotoru¸

140 S. A. KRAT plowad~ S(l) (opredelenie plowadi, ograniqennoæ putem, bylo dano dlØ proizvol~nogo alfavita). Pust~ l – ffto put~, realizu¸wiæ fflement γ = (x, y, z), i kaßdyæ iz vektorov alfavita a_i = (x_i, y_i, z_i) vhodit v sootvetstvu¸wee l slovo r_i raz. Togda

z = S(l) + 2n∑ i=1 r_iz_i. �ta formula legko vyvoditsØ iz togo, qto a_i = (x_i, y_i, z_i) = (x_i, y_i, 0) + (0, 0, z_i) i togo, qto fflement (0, 0, 1) kommutiruet so vsemi fflementami.

Opredelenie 2.10. Pust~ put~ l realizuet fflement γ = (x, y, z).

Togda z budem nazyvat~ vysotoæ, nabiraemoæ putem l, a^{2n} ∑ i=1 r_iz_i –

dobavkoæ.

Opredelim ponØtie obobwennogo puti v gruppe H. �to ponØtie sootvetstvuet ponØti¸ puti v gruppe Γ.

Opredelenie 2.11. Pust~ a1, . . . , aN vektory alfavita E (vzØ-

tye ne obØzatel~no po porØdku), r_1, . . . , r_N – vewestvennye neotricatel~nye qisla, a C – toqka ploskosti Oxy. Pust~

a_k = (x_k, y_k, z_k), 1 6 k 6 N.

Vvedem vektory ã_k = (r_kx_k, r_ky_k, r^2_kz_k) i oboznaqim ih proekcii na ploskost~ Oxy qerez ¯ã_k.

Posledovatel~nost~ ã_1 . . . ã_N budem nazyvat~ obobwennym slovom.

Otloßim vektor ¯ã_1 iz toqki C, a zatem kaßdyæ iz vektorov ¯ã_k iz konca ¯ã_{k−1}. Oboznaqim toqku, ØvlØ¸wu¸sØ koncom vektora ¯ã_N , za A. Poluqennu¸ lomanu¸ budem nazyvat~ obobwennym putem s naqalom v toqke C, sootvetstvu¸wim obobwennomu slovu ã_1 . . . ã_N , ili obobwennym putem s naqalom v toqke C i koncom v toqke A. Esli γ = ã_1 ∗ · · · ∗ ã_N , to obobwennyæ put~ s naqalom v 0, sootvetstvu¸wiæ slovu ã_1 . . . ã_N , budem nazyvat~ obobwennym putem, realizu¸wim fflement γ. Budem takße govorit~, qto vektory a_1, . . . , a_N vhodØt v fftot obobwennyæ put~ s kofffficientami r_1, . . . , r_N sootvetstvenno.

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 141

Opredelenie 2.12. Dlinoæ obobwennogo puti l budem nazyvat~

summu kofffficientov, s kotorymi vektory alfavita vhodØt v fftot put~. Oboznaqat~ dlinu budem |l|.

Zameqanie. Dlina obobwennogo puti opredelennaØ vyxe sovpa-

daet s dlinoæ fftogo puti v metrike Minkovskogo.

Zameqanie. ProekciØ kratqaæxeæ v (H, ‖ · ‖∞) na ploskost~

Minkovskogo Oxy, ØvlØ¸waØsØ qast~¸ izoperimetriksa, ØvlØetsØ takße primerom obobwennogo puti, tak kak izoperimetriks ØvlØetsØ mnogougol~nikom, storony kotorogo parallel~ny vektoram alfavita. Bolee togo, takoæ obobwennyæ put~ ØvlØetsØ kratqaæxim sredi vseh obobwennyh puteæ, ograniqiva¸wih tu ße plowad~.

Vse kratqaæxie, soedinØ¸wie naqalo koordinat s toqkami, ime¸wimi odni i te ße pervye koordinaty (x, y), proekcii kotoryh ØvlØ¸tsØ metriqeskimi prØmymi, ime¸t odnu dlinu. Soglasno lemme 2.3, sredi alfavitnyh metriqeskih prØmyh est~ obobwennye puti, ograniqiva¸wie l¸bu¸ plowad~ S ∈ [−C(x, y), C(x, y)]. Togda dlØ proizvol~nogo fflementa γ ∈ H norma ‖γ‖_∞ ravna dline kratqaæxego obobwennogo puti otnositel~no gorizontal~nogo alfavita, realizu¸wego γ.

Rassmotrim vloßenie Γ ⊂ H. Puti v Γ s gorizontal~noæ metrikoæ slov, moßno rassmatrivat~ kak qastnyæ sluqaæ obobwennyh puteæ v H. Iz fftogo nemedlenno sleduet uße dokazannoe ranee neravenstvo ‖γ‖_∞ 6 ‖γ‖ dlØ proizvol~nogo γ ∈ Γ pri gorizontal~noæ metrike slov. Napomnim, qto ‖γ‖ – dlina kratqaæxego puti v Γ, realizu¸wego fflement γ.

Izoperimetriks ØvlØetsØ vypuklym central~no-simmetriq-nym mnogougol~nikom. Esli proekciØ obobwennogo puti l – granica vypuklogo central~no-simmetriqnogo mnogougol~nika, to posledovatel~nost~ vektorov, iz kotoroæ on sostoit, – ffto ā_1 s kofffficientom r_1, . . . , ā_n s kofffficientom r_n, ā_{n+1} s kofffficientom r_1, . . . , ā_{2n} s kofffficientom r_n. Budem ffto zapisyvat~ tak:

l = r_1ā_1 . . . r_nā_nr_1ā_{n+1} . . . r_nā_{2n}.

Lemma 2.5. Pust~ na gruppe Geæzenberga Γ vvedena metrika slov.

E – alfavit fftoæ metriki slov, l_1 – nekotoryæ obobwennyæ put~.

l_1 = r_1ā_1 . . . r_N ā_N , gde a_i ∈ E, r_i 6 1,

142 S. A. KRAT F : {1 . . . N } → {1 . . . N } – biekciØ, l_2 = r_{F (1)}ā_{F (1)} . . . r_{F (N)}ā_{F (N)}.

Dopustim, qto put~ l_1 realizuet fflement (x, y, z_1), a l_2 – (x, y, z_2). Predpoloßim dlØ opredelennosti z_2 > z_1. Togda dlØ kratqaæxego obobwennogo puti l, realizu¸wego fflement γ = (x, y, z), takoæ, qto z_2 > z > z_1, spravedlivo |l| 6 |l_1| + W (E). Zdes~ W (E) – konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot alfavita. Esli l – put~, t.e. vse kofffficienty r_i = 1, to spravedlivo ‖γ‖ 6 |l_1| + W (E).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim put~ l2. Prodelaem sledu¸wu¸

proceduru: pomenØem mestami sosednie vektory (s kofffficientami) v slove, sootvetstvu¸wem fftomu puti. Pri fftom plowad~, kotoru¸ ograniqivaet put~, izmenitsØ na plowad~ parallelogramma, natØnutogo na proekcii fftih vektorov, a znaqit i vysota, kotoru¸ on nabiraet, izmenitsØ na to ße qislo (sm. ris. 6).

Ris. 6. Peremena mest vektorov.

Vvedem oboznaqeniØ:

(1) A_{ij} – plowad~ parallelogramma, natØnutogo na paru proekciæ vektorov alfavita ā_i, ā_j.

(2) W_0(E) = max_16_i6_{2n} A_{ij} – maksimum plowadeæ parallelogram-

mov natØnutyh na pary proekciæ vektorov alfavita, (3) W (E) = max_{|z|}6_{W0(E)} ‖(0, 0, z)‖.

V poluqennom puti prodelaem fftu proceduru ewœ raz i tak dalee, poka vektory ne budut perestavleny v porØdke, sootvetstvu¸wem puti l_1.

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 143 Kaßdyæ raz my izmenØli plowad~, ograniqivaemu¸ putem, ne bolee qem na W_0. Togda v processe fftoæ procedury my v nekotoryæ moment poluqim put~ l_0, nabira¸wiæ vysotu z_0 taku¸, qto |z_0 − z| < W_0, t.k. vysota, kotoru¸ nabiraet put~, skladyvaetsØ iz plowadi, kotoru¸ on ograniqivaet i dobavki, kotoraØ ne izmenilas~. Togda |l| 6 |l0| + ‖(0, 0, z − z0)‖ 6 |l1| + W (E). Zametim, qto |l| = |l_1| = |l_2|, tak kak ffti obobwennye puti obrazovany pri pomowi perestanovki odnogo i togo ße nabora vektorov. Pofftomu |l| 6 |l_1| + W (E).

Esli l_1 – put~, to l_0 toße put~, i togda dlina kratqaæxego puti, realizu¸wego γ, ne bol~xe summy dlin nekotorogo puti, realizu¸wego fflement (x, y, z_0) i kratqaæxego puti, realizu¸- wego (0, 0, z − z_0), t.e. ‖γ‖ 6 |l0| + ‖(0, 0, z − z0)‖ 6 |l1| + W (E). BlagodarØ rezul~tatu raboty [8, teorema 1] my toqno znaem vid kratqaæxego obobwennogo puti, realizu¸wego proizvol~- nyæ fflement gruppy H pri gorizontal~nom alfavite. Pri ne gorizontal~nom alfavite my zamenim takoæ kratqaæxiæ obobwennyæ put~ na drugoæ, vid kotorogo my toqno znaem i kotoryæ imeet taku¸ ße dlinu i realizuet blizkiæ fflement.

Opixem proceduru zameny. Pust~ γ = (x, y, z) – fflement gruppy Geæzenberga H, l – obobwennyæ put~, realizu¸wiæ γ. Napomnim, qto obobwennyæ put~ l sostavlen iz proekciæ vektorov alfavita ā_i, vhodØwih v nego s vewestvennymi kofffficientami r_i, i imeet vid l = r^′_{i1}ā_{i1} . . . r^′_{iN} ā_{iN} Rassmotrim put~ l_1 = r_1ā_1 . . . r_{2n}ā_{2n},

poluqennyæ iz l sootvetstvu¸weæ perestanovkoæ vektorov ā_i, vhodØwih v l. Togda lomanaØ l_1 ⋃ [A_γ O] ograniqivaet vypuklu¸ figuru i obhodit ee protiv qasovoæ strelki. Krome togo S(l_1) > S(l). Znaqit i vysota, kotoru¸ nabiraet put~ l_1, bol~xe vysoty, kotoru¸ nabiraet put~ l, tak kak dobavka ne menØetsØ ot peremeny mest vektorov.

144 S. A. KRAT

Rassmotrim teper~ put~

l_2 = r_{2n}ā_{2n} . . . r_1ā_1.

LomanaØ l_2 ⋃ [A_γ O] ograniqivaet vypuklu¸ figuru (simmetriqnu¸ predyduweæ otnositel~no serediny otrezka [A_γ , O]) i obhodit ee po qasovoæ strelke. DlØ nego vypolnØetsØ S(l_2) 6 S(l), a znaqit, i vysota, nabiraemaØ putem l_2, ne bol~xe vysoty, nabiraemoæ putem l.

VernemsØ teper~ k puti l_1. Esli nekotoryæ vektor ā vhodit v nego s kofffficientom r > 1, to budem sqitat~, qto v l_1 vhodØt [r] vektorov ā i odin vektor (r − [r])ā. I analogiqno s putem l_2. Naqnem menØt~ mestami vektory v slove, sootvetstvu¸wem puti l_1, po sledu¸wemu pravilu: sperva posledniæ vektor (r_{2n} − [r_{2n}])ā_{2n} pomenØem s predposlednim, zatem v poluqennom slove tretiæ s konca vektor pomenØem s predposlednim, a potom s poslednim, zatem v poluqennom slove qetvertyæ s konca vektor pomenØem mestami s tret~im, predposlednim i, nakonec s poslednim, i t.d. Na kaßdom fftape fftoæ procedury my berem vektor, kotoryæ my ewe ne dvigali i posledovatel~no menØem ego mestami so vsemi vektorami iduwimi za nim poka on ne okaßetsØ na poslednem meste. V konce fftoæ procedury my pomenØem porØdok vektorov na protivopoloßnyæ i poluqim put~ l_2.

Vspomnim dokazatel~stvo lemmy 2.5. V nekotoryæ moment opisannoæ vyxe procedury my poluqim put~, nabira¸wiæ vysotu z_0 taku¸, qto |z_0 − z| < W_0(E). Oboznaqim ego l_0.

Opredelenie 2.13. Obobwennyæ put~ l0, postroennyæ vyxe bu-

dem nazyvat~ ispravleniem obobwennogo puti l. �lement γ_0 = (x, y, z_0), realizuemyæ putem l_0 budem nazyvat~ ispravleniem fflementa γ, sootvetstvu¸wim puti l.

Opredelenie 2.14. Pust~ l – nekotoryæ obobwennyæ put~. Grup-

poæ vektorov fftogo puti budem nazyvat~ odin ili neskol~ko sonapravlennyh vektorov, dliny proekciæ kotoryh na ploskost~ Oxy ne prevoshodØt 1 v metrike Minkovskogo, podrØd vhodØwih v slovo, sootvetstvu¸wee fftomu puti.

Naprimer r_1a_1 – ffto gruppa iz [r_1] vektorov a_1 i odnogo vektora (r_1 − [r_1])a_1. Vse gruppy vektorov, kotorye my budem rassmatrivat~ v dal~neæxem, budut imet~ imenno takoæ vid.

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 145

Zameqanie. Put~ l0 moßno zapisat~ v vide

l_0 = r_1ā_1 . . . r_{m−1}ā_{m−1}r^1_mā_mr_{2n}ā_{2n} . . . r_kā_kr^2_ma_mr_{k−1}ā_{k−1} . . . r^3_mā_m,

tak kak v slovo, sootvetstvu¸wee puti l_0 vse, krome moßet byt~ odnogo, vektory alfavita vhodØt podrØd, t.e. sperva r_1 vektorov a_1, potom r_2 vektorov a_2 i t.d. Edinstvennym iskl¸qeniem slußit vektor a_m, posle perestanovki kotorogo my poluqili put~ l_0. �tot vektor vhodit v put~ l_0 ne bolee, qem tremØ gruppami: pervaØ – ne perenesennye vektory r^1_mā_m, vtoraØ – odin, perenosimyæ v tot moment vektor r^2_mā_m, tret~Ø – uße perenesennye v tot moment vektory r^3_mā_m. Nekotorye iz fftih grupp mogut ne suwestvovat~.

Pust~ γ ∈ Γ ⊂ H, l – kratqaæxiæ obobwennyæ put~, realizu¸wiæ γ, i l_0 ego ispravlenie, a γ_0 ispravlenie fflementa γ, sootvetstvu¸wee puti l. Togda ‖γ_0‖ − W (E) 6 ‖γ‖ 6 ‖γ_0‖ + W (E). Zdes~ W (E), W_0(E) – konstanty, opredelennye v lemme (2.5). �ti neravenstva sledu¸t iz togo, qto γ = γ_0 + (0, 0, z − z_0) i |z_0 − z| < W_0(E).

Opredelenie 2.15. Esli l1 – put~, sootvetstvu¸wiæ slovu

a_1 . . . a_k, a l_2 – put~, sootvetstvu¸wiæ slovu b_1 . . . b_m, to ob¨edineniem puteæ l_1 i l_2 nazyvaetsØ put~ l_1 ⋃ l_2, sootvetstvu¸wiæ slovu a_1 . . . a_kb_1 . . . b_m.

Lemma 2.6. Pust~ na gruppe Geæzenberga Γ vvedena metrika slov

s alfavitom E, γ ∈ Γ, l – kratqaæxiæ obobwennyæ put~, realizu- ¸wiæ γ. Togda | |‖γ‖ − |l| | | 6 C(E). Zdes~ C(E) – konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot alfavita.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo ocenki^|‖γ‖ − |l|^| 6 C(E) svo-

ditsØ k dokazatel~stvu dvuh neravenstv: |l| 6 ‖γ‖ (3) ‖γ‖ 6 |l| + C(E) (4) Neravenstvo (3) legko sleduet iz togo, qto l – kratqaæxiæ obobwennyæ put~, realizu¸wiæ γ, a ‖γ‖ – dlina kratqaæxego puti, realizu¸wego γ i ponØtie puti ØvlØetsØ qastnym sluqaem ponØtiØ obobwennogo puti.

146 S. A. KRAT

Pereædem k dokazatel~stvu neravenstva (4). Zamenim fflement γ i put~ l na ih ispravleniØ γ_0 i l_0. Togda, poskol~ku ‖γ_0‖ − W (E) 6 ‖γ‖ 6 ‖γ_0‖ + W (E) i |l| = |l_0|, dostatoqno dokazat~ neravenstvo ‖γ_0‖ 6 |l_0| + C_0(E), gde C_0(E) – konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot alfavita. Togda iskomaØ konstanta est~ C(E) = W (E) + C_0(E).

Pust~ alfavit E = {a_1, . . . , a_{2n}}. V puti l_0 ne bolee 2n + 2 grupp vektorov. Napomnim, qto on imeet vid

l_0 = r_1ā_1 . . . r_{m−1}ā_{m−1}r^1_mā_mr_{2n}ā_{2n} . . . r_kā_kr^2_mā_mr_{k−1}ā_{k−1} . . . r^3_mā_m,

gde 1 6 m 6 k 6 2n, r^2_m 6 1. Razob~em l_0 v ob¨edinenie qetyreh puteæ: l_0 = l_1 ⋃ l_2 ⋃ l_3 ⋃ l_4, gde

l_1 = r_1ā_1 . . . r_{m−1}ā_{m−1}r^1_mā_m,

l_2 = r_{2n}ā_{2n} . . . r_kā_k,

l_3 = r^2_mā_m,

l_4 = r_{k−1}ā_{k−1} . . . r^3_mā_m.

Pust~ γ_i – fflementy, realizuemye putØmi l_i, i = 1, 2, 3, 4. Togda γ_0 = γ_1 ∗ γ_2 ∗ γ_3 ∗ γ_4 i ‖γ_0‖ 6 ‖γ_1‖ + ‖γ_2‖ + ‖γ_3‖ + ‖γ_4‖. Pofftomu dostatoqno dokazat~, qto ‖γ_i‖ 6 |l_i| + C_i(E), gde C_i(E) – konstanty, zavisØwie tol~ko ot alfavita, i = 1, 2, 3, 4. V kaßdom iz puteæ l_i vektory idut po porØdku (ili v protivopoloßnom porØdke) kak oni zanumerovany v alfavite, to est~ po vozrastani¸ (ili ubyvani¸) uglov, kotorye ih proekcii na ploskost~ Oxy sostavlØ¸t s os~¸ Ox, pofftomu vse qetyre neravenstva dokazyva¸tsØ analogiqno.

Dokaßem, naprimer, pervoe iz nih. Put~ l_1 imeet naqalo v toqke O, a konec v toqke A_{γ1} . Figura, ograniqennaØ putem l_1 i otrezkom OA_{γ1} – vypuklaØ. Postroim dva puti l_{11} i l_{12} blizkih k obobwennomu puti l_1 sledu¸wim obrazom: v puti l_1 zamenim kofffficienty pri vektorah ā_i na max([r_i] − c_i, 0) dlØ l_{11} i [r_i] + 1 + c_i dlØ l_{12}, i ∈ {1 . . . 2n}. Zdes~ natural~nye qisla c_i opredelØ¸tsØ induktivno tak, qtoby figura, kotoru¸ ograniqivaet put~ l_1, soderßalas~ v figure, kotoru¸ ograniqivaet put~ l_{12}, i soderßala figuru, kotoru¸ ograniqivaet put~ l_{11}. Vybiraem c_1 = 0,

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 147

c_2 – naimen~xee natural~noe qislo takoe, qto put~, sootvetstvu- ¸wiæ slovu ([r_1] + 1)a_1, ([r_2] + 1 + c_2)a_2 leßit vne vypukloæ figury, ograniqennoæ lomanoæ l_1 ⋃ [O, A_{γ1}], a put~ sootvetstvu¸wiæ slovu [r_1]a_1, (max([r_2] − c_2, 0))a_2 leßit vnutri fftoæ figury.

Qisla c_i zavisØt tol~ko ot dlin vektorov alfavita i uglov meßdu nimi, t.e. ot alfavita. Oboznaqim koncy puteæ l_{11} i l_{12} qerez A_1 i A_2 sootvetstvenno. Soedinim A_2 s A_{γ1} kratqaæxim putem l_{13}, priqem tak, qtoby put~ l_{12} ⋃ l_{13} ograniqival bol~xe libo ravnu¸ po modul¸ plowad~, qem put~ l_1 (dostatoqno sdelat~ l_{13} ⋃ [A_2, A_{γ1} ] vypuklym v nußnu¸ storonu) (ris. 7).

Ris. 7. Puti blizkie k puti l1.

Pust~ koordinaty toqki A_2 = (x_{A2} , y_{A2} ), a vektory alfavita ime¸t koordinaty (x_i, y_i, z_i). Togda |x − x_{A2} | 6 2n∑ j=1 (1 + c_j)|x_j|,

148 S. A. KRAT |y − y_{A2} | 6 2n∑ j=1 (1 + c_j)|y_j |,

Znaqit toqki A_γ i A_2 nahodØtsØ drug ot druga na Evklidovom rasstoØnii ne bol~xem, qem konstanta 2n∑ j=1 (1 + c_j )|x_j| 2 + 2n∑ j=1 (1 + c_j)|y_j | 2 , ne zavisØwaØ ot γ. Togda |l_{13}| 6 C_3(E), gde C_3(E) – konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot alfavita.

Rassmotrim put~

l_{14} = (c_1 + min([r_1], c_1))ā_1 . . . (c_{2n} + min([r_{2n}], c_{2n}))ā_{2n}

meßdu toqkami A_1 i A_2. Put~ l_{12} ⋃ l_{13} poluqaetsØ iz puti l_{11} ⋃ l_{14} ⋃ l_{13} perestanovkoæ vektorov. Oboznaqim |△z(l_{13})| plowad~ figury, ograniqennoæ putem l_{13} i otrezkom A_{γ1} A_2 i |△z(l_{14} ⋃ l_{13})| plowad~ figury, ograniqennoæ putem l_{14} ⋃ l_{13} i otrezkom A_{γ1} A_1.

Iz opredeleniØ puteæ l_{11}, l_{12}, l_{13}, l_{14} imeem |S(l_{12} ⋃ l_{13})| > |S(l_1)| + |△z(l_{13})| |S(l_1)| + |△z(l_{14} ⋃ l_{13})| > |S(l_{11} ⋃ l_{14} ⋃ l_{13})| |S(l_{12} ⋃ l_{13})| > |S(l_{11} ⋃ l_{14} ⋃ l_{13})| |△z(l_{14} ⋃ l_{13})| > |△z(l_{13})|.

Togda, tak kak S(l_{12} ⋃ l_{13}), S(l_1) i S(l_{11} ⋃ l_{14} ⋃ l_{13}) ime¸t odin znak, to suwestvuet takoe qislo △z̄, qto |△z(l_{13})| 6 |△z̄| 6 |△z(l_{14} ⋃ l_{13})| i spravedlivo neravenstvo

S(l_{12} ⋃ l_{13}) > S(l_1) + △z̄ > S(l_{11} ⋃ l_{14} ⋃ l_{13}). (5)

Vysota, kotoru¸ nabiraet put~ – ffto summa plowadi, kotoru¸ on ograniqivaet, s dobavkoæ. Puti l_{12} ⋃ l_{13} i l_{11} ⋃ l_{14} ⋃ l_{13} ime¸t odinakovye dobavki (sm. opredelenie 2.10). Dobavka puti l_1 otliqaetsØ ot dobavki puti l_{12} ⋃ l_{13} na 2n∑ i=1 c_iz_i + ∑ a_i ∈l13 z_i = D.

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 149 DlØ veliqiny D spravedlivo neravenstvo |D| 6 |^{2n∑}_{i=1} cizi| + |l3| max_{ai∈E} |zi| 6 Cd(E), gde C_d(E) – konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot alfavita. Deæstvitel~no, pervoe slagaemoe summy, ograniqiva¸weæ D, ØvlØetsØ konstantoæ, zavisØweæ tol~ko ot alfavita, tak kak c_i zavisØt tol~ko ot alfavita. Vtoroe slagaemoe ograniqeno konstantoæ, tak kak qislo vektorov vhodØwih v l_{13} zavisit tol~ko ot alfavita.

Oboznaqim qerez z(l_1), z(l_{12} ⋃ l_{13}) i z(l_{11} ⋃ l_{14} ⋃ l_{13}) vysoty, kotorye nabira¸t puti l_1, l_{12} ⋃ l_{13} i l_{11} ⋃ l_{14} ⋃ l_{13} sootvetstvenno.

Togda iz neravenstva (5) sleduet, qto

z(l_{12} ⋃ l_{13}) > z(l_1) + △z̄ − D > z(l_{11} ⋃ l_{14} ⋃ l_{13}).

Primeniv lemmu 2.5 poluqaem, qto ‖(x(l_1), y(l_1), z(l_1) + △z̄ − D)‖ 6 |l_{12} ⋃ l_{13}| + W (E). Togda ‖γ_1‖ 6 |l_{12} ⋃ l_{13}| + W (E) + ‖(0, 0, D)‖ + ‖(0, 0, △z̄)‖. Tak kak |D| 6 C_d(E), to norma ‖(0, 0, C_d)‖ ne prevoshodit konstanty, zavisØweæ tol~ko ot alfavita. DlØ qisla |△z̄| spravedlivo neravenstvo |△z̄| 6 |△z(l_{14} ⋃ l_{13})|. Vyraßenie, sto- Øwee sprava v fftom neravenstve, ravno plowadi, ograniqivaemoæ putem l_{14} ⋃ l_{13}, otloßennym iz naqala koordinat. Poskol~ku |l_{14} ⋃ l_{13}| = |l_{14}| + |l_{13}| 6 4n max c_i + C_3(E), to |△z(l_{14} ⋃ l_{13})| ograniqeno konstantoæ, ne zavisØweæ ot alfavita, a togda i ‖(0, 0, △z̄)‖ toße ograniqeno konstantoæ ne zavisØweæ ot alfavita. I, nakonec, |l_{12} ⋃ l_{13}| = |l_{12}| + |l_{13}| 6 |l_1| + 2n max c_i + C_3(E). V itoge poluqaem ‖γ_1‖ 6 |l_1| + C_1(E), gde C_1(E) > 2n max c_i + C_3(E) + W (E) + ‖(0, 0, D)‖ + ‖(0, 0, △z̄)‖ – konstanta, zavisØwaØ tol~ko ot alfavita, qto i trebovalos~ dokazat~.

2.5. Sravnenie ‖ · ‖ i ‖ · ‖∞ pri gorizontal~nom alfavite. V

fftom punkte privedeno dokazatel~stvo neravenstv (1) i (2) dlØ gorizontal~noæ metriki slov. V dal~neæxem budem sqitat~, qto vse puti i obobwennye puti ime¸t naqalo v nule, esli ne ogovoreno obratnoe.

Teorema 2.7. Pust~ na gruppe Geæzenberga Γ vvedena gorizontal~-

naØ metrika slov. DlØ fflementa γ ∈ Γ s koordinatami (x, y, z)

150 S. A. KRAT spravedlivo neravenstvo ‖γ‖ 6 ‖γ‖_∞ + C(E), gde C(E) – konstanta, vvedennaØ v lemme 2.6.

Dokazatel~stvo. Pust~ l – kratqaæxiæ obobwennyæ put~, rea-

lizu¸wiæ γ. Poskol~ku metrika slov gorizontal~naØ, to |l| = ‖γ‖_∞. Vozmoßny dva sluqaØ (1) |z| > C(x, y), (2) |z| < C(x, y). V pervom sluqae l ØvlØetsØ qast~¸ izoperimetriksa. Vo vtorom sluqae l ØvlØetsØ odnoæ iz metriqeskih prØmyh, priqem opiraØs~ na lemmu 2.3, a takße na tot fakt, qto dliny otrezkov metriqeskih prØmyh, soedinØ¸wih naqalo koordinat s toqkoæ s koordinatami (x, y) v ploskosti Minkovskogo, ravny, moßno sqitat~, qto ffto alfavitnaØ prØmaØ.

Primenim lemmu 2.6, soglasno eæ | |‖γ‖ − |l| | | 6 C(E), i sledo-

vatel~no | |‖γ‖ − ‖γ‖_∞ | | 6 C(E). Takim obrazom my poluqili, qto dlØ l¸bogo fflementa γ gruppy Geæzenberga, na kotoroæ vvedena gorizontal~naØ metrika slov, spravedlivo neravenstvo | | |‖γ‖ − ‖γ‖∞ | | | 6 Const,

gde Const – konstanta, ne zavisØwaØ ot γ.

3. RasstoØnie meßdu gruppoæ Geæzenberga s proizvol~noæ metrikoæ slov i eœ asimptotiqeskim konusom

V fftom paragrafe my zamenØm proizvol~nu¸ metriku slov na blizku¸ eæ gorizontal~nu¸. DlØ fftogo vvodim ponØtie ispravlennoæ metriki slov. Dokazyvaem, qto rasstoØniØ v ispravlennoæ metrike slov otliqa¸tsØ ot rasstoØniæ v ishodnoæ metrike slov ne bolee qem na konstantu i iz fftogo vyvodim dokazatel~- stvo neravenstv (1) i (2) dlØ ne gorizontal~noæ metriki slov.

Opredelenie 3.1. Pust~ E – proizvol~nyæ alfavit. E = {a1,. . . ,

a_{2n}}, gde a_i = (x_i, y_i, z_i). Rassmotrim gorizontal~nyæ alfavit E^0 = {a^0_1, . . . , a^0_{2n}}, gde a^0_i = (x_i, y_i, 0). Budem nazyvat~ takoæ alfavit gorizontal~noæ proekcieæ alfavita E, a sootvetstvu¸wu¸ metriku slov metrikoæ gorizontal~noæ proekcii. Normu, sootvetstvu¸wu¸ alfavitu E^0, budem oboznaqat~ ‖ · ‖^h.

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 151

Teorema 3.1. Pust~ na gruppe Geæzenberga Γ vvedena metrika slov

‖·‖, ‖·‖^h – sootvetstvuØwaØ eæ metrika gorizontal~noæ proekcii. Togda dlØ l¸bogo fflementa γ ∈ Γ imeem | |‖γ‖ − ‖γ‖^h | | 6 Const, gde

Const – konstanta, ne zavisØwaØ ot vybora γ.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy svoditsØ k do-

kazatel~stvu dvuh neravenstv:

‖γ‖^h 6 ‖γ‖ + Const (6)

‖γ‖ 6 ‖γ‖^h + Const (7)

Dokaßem neravenstvo 6, neravenstvo 7 dokazyvaetsØ analogiqno.

DlØ fflementa γ = (x, y, z) rassmotrim kratqaæxiæ put~ l, realizu¸wiæ ego v ishodnoæ metrike slov. �to znaqit, qto put~ l imeet konec v toqke A_γ (x, y) i nabiraet vysotu z. Pust~ kaßdyæ iz vektorov alfavita a_i vhodit v slovo, sootvetstvu¸wee puti l, r_i raz. Togda vysota, kotoru¸ nabiraet put~ l, skladyvaetsØ iz plowadi, kotoru¸ on ograniqivaet, i iz dobavki, vyzvannoæ tem, qto alfavit ne gorizontal~nyæ, t. e.

z = S(l) + 2n∑ i=1 r_iz_i. Rassmotrim ispravlenie puti l – put~ l_0. On realizuet fflement γ_0, ØvlØ¸wiæsØ ispravleniem fflementa γ. Krome togo l_0 soderßit ne bolee 2n + 2 grupp vektorov.

DlØ kaßdogo vektora a_i ne ispravlennogo alfavita naædem qislo R_i takoe, qto plowad~ parallelogramma, natØnutogo na vektory ā_i i R_iā_{i+1} ravna |z_i| (esli i = 2n to v kaqestve a_{i+1} berem a_1). V slove, sootvetstvu¸wem puti l_0, rassmotrim vse gruppy odinakovyh vektorov, iduwih podrØd. Kaßdu¸ taku¸ gruppu a_i, . . . , a_i zamenim na gruppu R_ia_{i+1}, a_i, . . . , a_i, R_i(−a_{i+1}) ili na gruppu R_i(−a_{i+1}), a_i, . . . , a_i, R_ia_{i+1} v zavisimosti ot togo otricatel~no ili poloßitel~no vyraßenie −z_i (esli otricatel~no, to zamenØem na vtoroe vyraßenie, inaqe na pervoe) (ris. 8).

Napomnim, qto |l| = |l_0|. Oboznaqim qerez l_1 put~, sootvetstvu¸wiæ slovu, postroennomu vyxe. Dlina |l_1| 6 |l_0| + 2(2n + 2) max

16i62n^{Ri}, tak kak my udlinili kaßdu¸ gruppu vektorov v slove, sootvetstvu¸wem puti l_0 ne bolee, qem na 2 max_16_i6_{2n} R_i, a takih

152 S. A. KRAT

Ris. 8. Zamena puti pri perehode k ispravlennomu alfavitu.

grupp ne bolee, qem 2n+2, poskol~ku vse vektory alfavita, krome odnogo, obrazu¸t ne bolee, qem po odnoæ gruppe, a ostavxiæsØ vektor ne bolee treh.

Obobwennoe slovo, sootvetstvu¸wee obobwennomu puti l_1 v ispravlennom alfavite, realizuet fflement γ_0. V ispravlennom alfavite net dobavki, vhodØweæ v vysotu, nabiraemu¸ putem, no za sqet togo, qto my dobavili ili vyqli plowadi parallelogrammov, imeem

S(l_1) = S(l_0) + 2n∑ i=1 r_iz_i. Togda ‖γ_0‖^h 6 |l_1|+C(E_0), poskol~ku dlina l_1 ne men~xe, qem dlina kratqaæxego obobwennogo puti, realizu¸wego fflement γ_1 v ispravlennom alfavite, a dlina kratqaæxego obobwennogo puti realizu¸wego fflement, men~xe normy fflementa ne bolee, qem na konstantu C(E_0).

Itak, iz vseh privedennyh vyxe rassußdeniæ imeem: ‖γ‖ = |l| = |l_0| |l_0| + 2(2n + 2) max_16_i6_{2n} R_i > |l_1|

|l_1| + C(E_0) > ‖γ_0‖^h

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA 153 ‖γ_0‖^h + W (E_0) > ‖γ‖^h.

Poslednee neravenstvo sleduet iz togo, qto |z − z_0| 6 W_0. PrimenØØ vse ffti neravenstva imeem: ‖γ‖ + Const > ‖γ‖^h, zdes~ Const = 2(2n + 2) max_16_i6_{2n} R_i + W (E_0) + C(E_0) – konstanta ne zavisØwaØ ot vybora γ.

Teorema 3.2. Pust~ na gruppe Geæzenberga Γ vvedena metrika

slov. Togda dlØ vseh fflementov γ ∈ Γ ime¸t mesto neravenstva ‖γ‖_∞ 6 ‖γ‖ + Const, ‖γ‖ 6 ‖γ‖∞ + Const, gde Const – konstanta ne zavisØwaØ ot γ, vvedennaØ v teoreme 3.1.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim ispravlennu¸ metriku slov, so-

otvetstvu¸wu¸ ishodnoæ. Ona gorizontal~naØ i dlØ neœ ukazannye v uslovii neravenstva verny. Soglasno teoreme 3.1 imeem: ‖γ‖_∞ = lim_{k→∞} ‖δ_k(γ)‖ k 6 lim_{k→∞}^{‖δk(γ)‖h + Const}_k = ‖γ‖^h_∞. Analogiqno ‖γ‖^h_∞ 6 ‖γ‖_∞. Otkuda imeem ‖γ‖^h_∞ = ‖γ‖_∞. Ots¸da vyvodim:

‖γ‖ 6 ‖γ‖^h + Const 6 ‖γ‖^h_∞ + Const = ‖γ‖∞ + Const, ‖γ‖_∞ = ‖γ‖^h_∞ 6 ‖γ‖^h 6 ‖γ‖ + Const. My dokazali trebuemye neravenstva.

Togda | |(Γ, ‖ · ‖), (Con_∞Γ, ‖ · ‖_∞) | |_H 6 CONST.

Avtor pol~zuetsØ sluqaem vyrazit~ gluboku¸ blagodarnost~ svoemu nauqnomu rukovoditel¸ prof. Serge¸ Vladimiroviqu BuØlo za ego postoØnnoe vnimanie k ee rabote.

154 S. A. KRAT

Literatura

1. D. Burago, Periodic metrics. — Advances Sov. Math., 9 (1992), 241–248.

2. S. V. BuØlo, Vvedenie v metriqesku¸ geometri¸. SPb., Obrazovanie, 1997.

3. M. Gromov, Carnot–Caratheodory spaces seen from within. IHES/M/94/6. 4. M. Gromov, Asymptotic invariants of infinite groups. Geometric Group Theory, Vol. 2 (G. A.Noble, M. A. Roller, eds.), London Math. Soc. Lecture Notes Ser., vol. 182, Cambridge Univ. Press, Cambridge. 1993.

5. M. Gromov, Structures metriques pour les varietes Riemanniennes redige par.

J. Lafontaine en P. Pansu Cedic/Fernand Nathan, 1981.

6. K. Leæhtveæs, Vypuklye mnoßestva. Moskva, Nauka, 1985.

7. P. Pancy, Croissance des boules et des geodesiques fermees dans les nilvarietes.

— Ergod. Th. & Dynam. Sys., 3 (1980), 415–445.

8. V. N. Berestovskiæ, Geodeziqeskie negolonomnyh levoinvariantnyh vnutrennih metrik na gruppe Geæzenberga i izoperimetriksy ploskosti Minkovskogo. — Sibirskiæ Mat. ßurnal, Ønvar~-fevral~, 35, No. 1 (1994).

Krat S. A. Asymptotic properties of the Heisenberg group. It is shown that Hausdorff–Gromov distance between the discrete Heisenberg group with word metric and its asymptotic cone is finite.

Postupilo 15 i¸lØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet