Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

S. E. Kozlov

STACIONARNYE ZNAQENI˚ SEKCIONNO` KRIVIZNY V GRASSMANIANAH BIVEKTOROV

1.1. Vewestvennoe grassmanovo mnogoobrazie G^+_{p,n} orientiro-

vannyh p-mernyh podprostranstv evklidova prostranstva R^n otoßdestvim s ego pl¸kkerovoæ model~¸ vo vnexneæ algebre

Λ(R^n) s operacieæ “∧” vnexnego umnoßeniØ (sm. [1]). Nas budut

interesovat~ sekcionnye krivizny fftogo mnogoobraziØ. Tak kak grassmanian G^+_{p,n} ØvlØetsØ rimanovym odnorodnym prostranstvom, to moßno ograniqit~sØ izuqeniem krivizn v raz i navsegda fiksirovannoæ toqke ω ∈ G^+_{p,n}.

Grassmanovo mnogoobrazie orientirovannyh 2-ploskosteæ v kasatel~nom prostranstve T_ωG^+_{p,n} oboznaqim G_{p,n} i otoßdestvim ego s mnogoobraziem prostyh ediniqnyh bivektorov vo vnexneæ algebre Λ(T_ω G^+_{p,n}). Dalee, special~no ne ogovarivaØ, my budem rassmatrivat~ fflement σ ∈ G_{p,n} ili kak dvumernoe podprostranstvo kasatel~nogo prostranstva T_ω G^+_{p,n}, ili kak fflement vnexneæ algebry nad T_ω G^+_{p,n}. Vybor interpretacii budet Øsen iz konteksta. Operaci¸ vnexnego umnoßeniØ v fftoæ algebre oboznaqim simvolom “∨”. Sekcionnu¸ kriviznu mnogoobraziØ G^+_{p,n} v toqke ω moßno rassmatrivat~ kak funkci¸ K : Gp,n → R, σ = X ∨ Y → ⟨ R(X, Y )Y, X ⟩, gde X, Y ∈ T_ω G^+_{p,n}, |X ∨ Y | = 1. Opredelenie. 1) Dvumernoe napravlenie σ0 ∈ G2,n nazyvaetsØ

ffkstremal~nym, esli gradient funkcii K(σ) v toqke σ_0 ∈ G_{2,n} raven nul¸ ∇K | |_{σ=σ0} = 0.

2) Qislo – nazyvaetsØ stacionarnym znaqeniem funkcii K, esli v proobraze K^{−1}(–) naædetsØ ffkstremal~naØ plowadka σ.

Mnoßestvo stacionarnyh znaqeniæ funkcii K oboznaqim

ext K.

Rabota qastiqno podderßana grantom nauqnyh xkol, No. 96-15-96-075. 102

STACIONARNYE ZNAQENI˚ SEKCIONNO` KRIVIZNY 103 Pri p = 1, n − 1 mnogoobrazie G^+_{p,n} izometriqno ediniqnoæ sfere, pofftomu mnoßestvo ext K svoditsØ k {1}. Tak kak pri p ≠ 1, n − 1 sekcionnaØ krivizna mnogoobraziØ G^+_{p,n} menØetsØ ot nulØ do dvuh (sm. [2]), to ext K ⊃ {0, 2} pri p ≠ 1, n − 1. V nastoØweæ rabote, v qastnosti, naædeny mnoßestva exp K pri

p = 2. Budet dokazana

Teorema. V grassmanianah G^+_{2,n} mnoßestva exp K ime¸t vid:

ext K = {0, 1, 2} pri n = 4,

ext K = { 0, 1 5 , 1, 2 } pri n = 5,

ext K = { 0, 1 5 , 1 2 , 1, 2 } pri n ⩾ 6.

1.2. Grassmanian G^+_{2,n} ØvlØetsØ podmnoßestvom ediniqnoæ sfe-

ry S v prostranstve bivektorov Λ_2. Qerez B oboznaqim vtoru¸ osnovnu¸ formu vkl¸qeniØ G^+_{2,n} ⊂ S v toqke ω ∈ G^+_{2,n}. Predstavim bivektor ω v vide

ω = e_1 ∧ e_2, ⟨ e_i, e_j ⟩ = δ_{ij} .

Togda l¸bye dva vektora X, Y ∈ T_ω G^+_{2,n} odnoznaqno razlaga¸tsØ v summy (sm. [1])

X = N^X_1 ∧e_2 +e_1 ∧N^X_2 , Y = N^Y_1 ∧e_2 +e_1 ∧N^Y_2 , N^X_i , N^Y_i ∈ V^⊥_ω . (1)

Predloßenie. Spravedlivo ravenstvo

B(X, Y ) = N^X_1 ∧ N^Y_2 + N^Y_1 ∧ N^X_2 . (2)

Dokazatel~stvo. 1) Pokaßem, qto pravaØ qast~ ravenstva (2)

ne zavisit ot vybora pary e_1, e_2 (ω = e_1 ∧ e_2). Pust~ ω = ~e_1 ∧ ~e_2. Togda naædetsØ takoæ ugol φ, qto e_1 = ~e_1 cos φ + ~e_2 sin φ, e_2 =

−~e_1 sin φ + ~e_2 cos φ. Podstavim ffti vyraßeniØ v (1)

X = ~N^X_1 ∧ ~e_2 + ~e_1 ∧ ~N^X_2 = = ( N^X_1 cos φ − N^X_2 sin φ ) ∧ ~e_2 + ~e_1 ∧ ( N^X_1 sin φ + N^X_2 cos φ ) ,

104 S. E. KOZLOV

Y = ~N^Y_1 ∧ ~e_2 + ~e_1 ∧ ~N^Y_2 = = ( N^Y_1 cos φ − N^Y_2 sin φ ) ∧ ~e_2 + ~e_1 ∧ ( N^Y_1 sin φ + N^Y_2 cos φ ) . Otkuda sleduet

~N^X_1 ∧ ~N^Y_2 + ~N^Y_1 ∧ ~N^X_2 = N^X_1 ∧ N^Y_2 + N^Y_1 ∧ N^X_2 .

�to ravenstvo pozvolØet opredelit~ simmetriqnu¸ bilineænu¸ formu

M (X, Y ) = N^X_1 ∧ N^Y_2 + N^Y_1 ∧ N^X_2 .

2) Pust~ ∇ oznaqaet svØznost~ Levi–Qivita na sfere S. Rassmotrim kanoniqeskoe razloßenie vektora X (sm. [3])

X = λ_1n_1 ∧ e_2 + λ_2e_1 ∧ n_2, ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij} .

Rasprostranim vektor X vdol~ geodeziqeskoæ γ = exp_ω(tX),

X(t) = γ̇(t). Togda (sm. [3]) dX dt | | | |_0 = −(λ^21 + λ^2)ω + 2λ^1λ^2n^1 ∧ n^2.

Bivektor n_1 ∧ n_2 ortogonalen k ω i kasatel~nomu prostranstvu

T_ω G^+_{2,n}. Pofftomu

B(X, X) = 2λ_1λ_2n_1 ∧ n_2 = 2N^X_1 ∧ N^X_2 = M (X, X).

V silu bilineænosti i simmetriqnosti form M i B, iz poslednego raverstva vytekaet ih sovpadaenie. □

1.3. V lineænom prostranstve Tω G^+_{2,n} × Tω G^+_{2,n} opredelim dve

funkcii A : (X, Y ) → ⟨ B(X, X), B(Y, Y ) ⟩ − B^2(X, Y ), C : (X, Y ) → (X ∨ Y )^2. V toqkah (X, Y ), gde C(X, Y ) ≠ 0 (X, Y ne kollinearny) opredelena funkciØ

K := A C . Esli X ∨ Y = ~X ∨ ~Y ≠ 0, to K(X, Y ) = K( ~X, ~Y ). (3)

STACIONARNYE ZNAQENI˚ SEKCIONNO` KRIVIZNY 105 Rassmotrim plowadku σ ∈G_{2,n} i paru vektorov X, Y ∈ σ, X∨X ≠ 0. Iz (3) sleduet korrektnost~ opredeleniØ funkcii K_E : G_{2,n} → R, σ → K(X, Y ), σ = X ∨ Y |X ∨ Y | . FunkciØ K_E sopostavlØet kaßdomu dvumernomu napravleni¸ σ vnexn¸¸ kriviznu poverhnosti exp_ω σ ⊂ S v toqke ω.

Po obobwennoæ teoreme Gaussa dlØ fftoæ poverhnosti budet

K(σ) = K_E (σ) + 1. (4)

Iz fftogo ravenstva vidno, qto nabory stacionarnyh znaqeniæ dlØ funkciæ K i K_E sovmewa¸tsØ sdvigom na edinicu.

1.4. Oblast~

W := { (X, Y ) ∈ (T_ω G^+_{2,n}×T_ω G^+_{2,n}) | X ∨ Y ≠ 0 } ØvlØetsØ podmnogoobraziem maksimal~noæ razmernosti lineænogo prostranstva. Kak obyqno prinØto, otoßdestvim kasatel~nye prostranstva T_{(X,Y )}W s samim lineænym prostranstvom T_ω G^+_{2,n}×

T_ω G^+_{2,n}.

Predloßenie. Otobraßenie π : W → G_{2,n}, (X, Y ) → X ∨ Y |X ∨ Y | ØvlØetsØ submersieæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ π(X, Y ) = σ = X ∨ Y |X ∨ Y | i ξ ∈ T_σ G_{2,n}.

Rassmotrim krivu¸ σ : t → σ(t) ⊂ G_{2,n}, σ(0) = σ, σ^′(0) = ξ. Qerez X(t), Y (t) oboznaqim proekcii vektorov X, Y na dvumernu¸ plowadku σ(t). DlØ dostatoqno malyh po modul¸ t krivaØ

~σ(t) = (X(t), Y (t)) ⊂ W i σ = π ∘ ~σ. Otkuda ξ = (d_{(X,Y )}π)(~σ^′(0)). □

106 S. E. KOZLOV

Sledstvie. Pust~ π(X, Y ) = σ. Togda

d_σ K_E = 0 ⇐⇒ d_{(X,Y )}K = 0. (5)

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ funkcii KE budet K = KE ∘π.

Znaqit

d_{(X,Y )} K = d_σ K_E ∘ d_{(X,Y )}π. (6)

Iz (6) i predloßeniØ 1.4 sleduet ffkvivalentnost~ (5). □

Iz (5) vytekaet

ext K = ext K_E .

Perepixem formulu (5) v ffkvivalentnoæ forme ∇_σ K_E = 0 ⇐⇒ ∇_{(X,Y )}K ⇐⇒ ∇_{(X,Y )}A − –∇_{(X,Y )}C = 0, (7) gde – = K(X, Y ) est~ stacionarnoe znaqenie funkciæ K i KE .

2.1. Pristupim k vyqisleni¸ gradienta funkcii K. Pust~

ξ = (ξ_1, ξ_2) ∈ T_{(X,Y )}W.

Postroim taku¸ krivu¸ γ : t → W , qto

γ(0) = (γ_1(0), γ_2(0)) = (X, Y ) i γ^′(0) = (γ^′_1(0), γ^′_2(0)) = ξ.

Togda budet ⟨ ∇_{(X,Y )}C, ξ ⟩ = ξ(C) = [C(γ(t))]^′_0 = [ (γ_1(t) ∨ γ_2(t))^2 ]_′ 0 = 2 ⟨X ∨ Y, ξ_1 ∨ Y + X ∨ ξ_2⟩ = ⟨( Y^2X − ⟨ X, Y ⟩Y, X^2Y − ⟨ X, Y ⟩X ) , ξ ⟩ . Otkuda nahodim 1 2 ∇_{(X,Y )}C = ( Y^2X − ⟨ X, Y ⟩Y, X^2Y − ⟨ X, Y ⟩X ) . Esli para (X, Y ) ortonormirovana, to 1 2 ∇_{(X,Y )}C = (X, Y ), X^2 = Y^2 = 1, ⟨ X, Y ⟩ = 0. (8)

STACIONARNYE ZNAQENI˚ SEKCIONNO` KRIVIZNY 107

2.2. DlØ vyqisleniØ gradienta ∇(X,Y )A ispol~zuem krivu¸ γ,

postroennu¸ v 2.1

⟨ ∇_{(X,Y )}A, ξ ⟩ = ξ(A) = [A(γ(t))]^′_0 = = [ ⟨ B(γ_1, γ_1), B(γ_2, γ_2) ⟩ − B^2(γ_1, γ_2) ]_′ 0 = = 2 [ ⟨ B(X, ξ_1), B(Y, Y ) ⟩ + ⟨ B(X, X), B(Y, ξ_2) ⟩− −⟨ B(X, Y ), B(Y, ξ_1) + B(X, ξ_2) ⟩ ] . ObratimsØ k razloßeniØm (1) dlØ bivektorov X, Y . Pust~

η = (N^η_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ N^η_2 ) ∈ T_ω C^+_{2,n}. (9)

Vnutrenne umnoßaØ bivektor η na e_1 i e_2 (sm. [1], 2.1), nahodim

N^η_1 = −η ⌞ e_2, N^η_2 = −η ⌞ e_1. (10)

Predstavim gradient ∇_{(X,Y )}A v vide

∇_{(X,Y )}A = 2(ζ_1, ζ_2) = 2(N_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ N_2, ~N_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ ~N_2). (11)

Iz (1), (2), (9), (10) sleduet ⟨ B(Y, Y ), B(X, η) ⟩ − ⟨ B(X, Y ), B(Y, η) ⟩ = = 2⟨ N^Y_1 ∧ N^Y_2 , N^X_1 ∧ N^η_2 + N^η_1 ∧ N^X_2 ⟩−

−⟨ N^X_1 ∧ N^Y_2 + N^Y_1 ∧ N^X_2 , N^Y_1 ∧ N^η_2 + N^η_1 ∧ N^Y_2 ⟩ = −2 | | | ⟨ N^{X1} , N^{Y1} ⟩ ⟨ N^{Y1} , N^η2 ⟩ ⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩ ⟨ N^Y_2 , N^η_2 ⟩ | | | + 2 | | | ⟨ N^{Y1} , N^η1 ⟩ ⟨ N^{X2} , N^{Y1} ⟩ ⟨ N^Y_2 , N^η_1 ⟩ ⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩ | | | −

− | | | | ⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩ ⟨ N^X_1 , N^η_2 ⟩

⟨ N^Y_1 , N^η_1 ⟩ ⟨ N^Y_2 , N^η_2 ⟩ | | | | − | | | | ⟨ N^X_1 , N^η_1 ⟩ ⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩

⟨ N^Y_2 , N^η_1 ⟩ (N^Y_2 )^2 | | | | − − | | | | (N^Y_1 )^2 ⟨ N^Y_1 , N^η_2 ⟩

⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩ ⟨ N^X_2 , N^η_2 ⟩ | | | | − | | | | ⟨ N^Y_1 , N^η_1 ⟩ ⟨ N^Y_1 , N^Y_2 ⟩

⟨ N^X_2 , N^η_1 ⟩ ⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩ | | | | = = ⟨ η, [⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩ N^Y_1 + (⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩ − 2 ⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩) N^Y_2 − ( N^Y_2

)_2

N^X_1 + + ⟨ N^Y_1 , N^Y_2 ⟩ N^X_2 ] ∧ e_2 + e_1 ∧ [⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩ N^Y_2 + (⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩ − −2 ⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩) N^Y_1 + ⟨ N^Y_1 , N^Y_2 ⟩ N^X_1 − ( N^Y_1

)_2

N^X_2 ]⟩ .

108 S. E. KOZLOV Tak kak v ravenstve (11) bivektor ζ_2 poluqaetsØ iz ζ_1 perestanovkoæ X s Y , to iz poslednego ravenstva sleduet

N_1 = −(N^Y_2 )^2N^X_1 + ⟨ N^Y_1 , N^Y_2 ⟩N^X_2 + ⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩N^Y_1 + + ( ⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩ − 2⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩ ) N^Y_2 ,

N_2 = ⟨ N^Y_1 , N^Y_2 ⟩N^X_1 − (N^Y_1 )^2N^X_2 + ( ⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩−

− 2⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩ ) N^Y_1 + ⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩N^Y_2 ,

~N_1 = ⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩N^X_1 + (⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩−

− 2⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩ ) N^X_2 − (N^X_2 )^2N^Y_1 + ⟨ N^X_1 , N^X_2 ⟩N^Y_2 ,

~N_2 = (⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩ − 2⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩)N^X_1 +

+ ⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩N^X_2 + ⟨ N^X_1 , N^X_2 ⟩N^Y_1 − (N^X_1 )^2N^Y_2 .

(12)

Formuly (11), (12) da¸t vyraßenie dlØ gradienta funkcii A v toqke (X, Y ).

2.3. Pust~ v toqke (X, Y ) ∈ W krivizna K prinimaet stacio-

narnoe znaqenie – i ∇_{(X,Y )} K = 0. DlØ ortonormirovannoæ pary

(X, Y ) iz vyraßeniæ dlØ gradientov funkciæ A, C i formul (4),

(7) vyteka¸t ffkvivalentnosti (σ = X ∨ Y ):

∇_σK = 0 ⇐⇒ ∇_σK_E = 0 ⇐⇒ ∇_{(X,Y )}K = 0 ⇐⇒ N_1 − –N^X_1 =

= N_2 − –N^X_2 = ~N_1 − –N^Y_1 = ~N_2 − –N^Y_2 = 0, – = K(X, Y ), ( N^X_1

)_2 + ( N^X_2

)_2 = ( N^Y_1

)_2 + ( N^Y_2

)_2 = 1, (13)

⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩ + ⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩ = 0.

Sformuliruem poluqennyæ rezul~tat v vide sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie. Pust~ dve ortonormirovannye pary (e1, e2) i

(X, Y ), opredelØ¸wie stroku N := (N^X_1 , N^X_2 , N^Y_1 , N^Y_2 ) udovletvorØ¸t usloviØm

e_1 ∧ e_2 = ω, X ∨ Y = ±σ ∈ G_{2,n}. (14)

DlØ togo, qtoby v napravlenii σ krivizna K prinimala stacionarnoe znaqenie – neobhodimo i dostatoqno vypolneniØ ravenstv (13) dlØ stroki N .

STACIONARNYE ZNAQENI˚ SEKCIONNO` KRIVIZNY 109

Opredelenie. Ortonormirovannye pary (e1, e2), (X, Y ), udovle-

tvorØ¸wie usloviØm (14), nazovem dopustimymi.

3.1. Poiski mnoßestva ext K razob~em na fftapy, zavisØwie ot

nekotorogo natural~nogo parametra m. DlØ plowadki σ ∈ G_{2,n} vyberem dopustimye pary (e_1, e_2) i (X, Y ). Takoæ vybor odnoznaqno opredelØet stroku N = (N^X_1 , N^X_2 , N^Y_1 , N^Y_2 ).

Predloßenie. DlØ l¸byh dvuh dopustimyh par (e1, e2), (X, Y ) i

(~e_1, ~e_2) i ( ~X, ~Y ) suwestvuet takaØ ortogonal~naØ matrica D ∈ O(4), qto N = ~N D. (15) Dokazatel~stvo. Dostatoqno sravnit~ pary (e1, e2), (X, Y ) s

(~e_1, ~e_2), (X, Y ) i (e_1, e_2), (X, Y ) s (e_1, e_2), ( ~X, ~Y ). Pust~ imeet mesto

pervyæ variant. NaædetsØ takoæ ugol φ, qto

~e_1 = e_1 cos φ + e_2 sin φ, ~e_2 = −e_1 sin φ + e_2 cos φ.

Togda

X = ~N^X_1 ∧ ~e_2 + ~e_1 ∧ ~N^X_2 =

= ~N^X_1 ∧ ( − e_1 sin φ + e_2 cos φ ) + ( e_1 cos φ + e_2 sin φ ) ∧ ~N^X_2 = = ( ~ N^X_1 cos φ − ~N^X_2 sin φ) ∧ e_2 + e_1 ∧ ( ~ N^X_1 sin φ + ~N^X_2 cos φ ) . Otkuda

N^X_1 = ~N^X_1 cos φ − ~N^X_2 sin φ, N^X_2 = ~N^X_1 sin φ + ~N^X_2 cos φ.

Analogiqno

N^Y_1 = ~N^Y_1 cos φ − ~N^Y_2 sin φ, N^Y_2 = ~N^Y_1 sin φ + ~N^Y_2 cos φ.

Iz fftih formul sleduet ravenstvo (15) dlØ matricy D = cos φ sin φ 0 0 − sin φ cos φ 0

0 0 cos φ sin φ 0 0 − sin φ cos φ . Vtoroæ variant dlØ sravnivaemyh dopustimyh par rassmatrivaetsØ toqno tak ße. □

Formula (15) pozvolØet korrektno opredelit~ sledu¸wie ob¨ekty

N (σ) := Lin N = Lin ( N^X_1 , N^X_2 , N^Y_1 , N^Y_2 ) , m(σ) = dim N (σ).

Oqevidno m(σ) ∈ {1, 2, 3, 4}.

110 S. E. KOZLOV

3.2. Rassmotrim ffkstremal~noe napravlenie σ pri m(σ) = 4.

Vyberem kakie-libo dopustimye pary (e_1, e_2), (X, Y ). Vektora stroki N , postroennoæ po fftim param, lineæno nezavisimy, pofftomu iz (12), (13) legko sleduet

N^T · N = 2 E_4, (16)

gde E_4 oboznaqaet ediniqnu¸ 4×4 matricu, a operaciØ “ · ” – skalØrnoe umnoßenie dlØ fflementov proizvedeniØ vektornoznaqnyh matric N^T i N . Iz (16) sleduet K(X, Y ) = ⟨ B(X, X), B(Y, Y ) ⟩ − B^2(X, Y ) = = 4⟨ N^X_1 ∧ N^X_2 , N^Y_1 ∧ N^Y_2 ⟩ − (N^X_1 ∧ N^Y_2 + N^Y_1 ∧ N^X_2 )^2 = − 1 2 . (17)

Podstanovka usloviæ (16), (17) v formuly (13), pokazyvaet, qto poslednie vypolneny dlØ – = −1/2. Takim obrazom spravedlivo

Predloßenie. Plowadka σ s parametrom m(σ) = 4 ffkstremal~-

na togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸byh dopustimyh par (e_1, e_2), (X, Y ) vypolneno uslovie (16). Drugimi slovami, predstavlenie

(1) dlØ pary (X, Y ) imeet vid X = 1 √ 2 (n_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_2), Y = 1 √ 2 (n_3 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_4), ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij}. (18)

Iz (4) opredelØem stacionarnoe znaqenie K(σ) = 1/2 ∈ ext K. Zametim, qto dvumernye napravleniØ σ v kasatel~nom prostranstve grassmaniana G^+_{2,n} s parametrom m(σ) = 4 suwestvu¸t tol~ko pri n ⩾ 6.

3.3. Pust~ dlØ ffkstremal~noæ plowadki σ parametr m(σ) = 3.

Vyberem kakie-libo dopustimye pary (e_1, e_2), (X, Y ). Tak kak

m(σ) = 3, to v nabore N naædutsØ tri lineæno nezavisimyh vek-

tora. Ne naruxaØ obwnosti, budem sqitat~, qto ffto vektora N^X_1 ,

N^X_2 , N^Y_1 . Razloßim vektor N^Y_2 po bazisu {N^X_1 , N^X_2 , N^Y_1 }

N^Y_2 = αN^X_1 + βN^X_2 + γN^Y_1 . (19)

Oboznaqim

p := ⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩ − 2⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩, q := ⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩ − 2⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩.

STACIONARNYE ZNAQENI˚ SEKCIONNO` KRIVIZNY 111 Podstaviv (13), (19) v (12), my poluqim qetyre lineænye kombinacii vektorov N^X_1 , N^X_2 , N^Y_1 . V silu lineænoæ nezavisimosti fftoæ troæki vektorov, spravedlivy ravenstva

– + (N^Y_2 )^2 − αp = ⟨ N^Y_1 , N^Y_2 ⟩ + βp = ⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩ + γp = 0, – + (N^Y_1 )^2 − β⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩ = ⟨ N^Y_1 , N^Y_2 ⟩ + α⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩ =

= q + γ⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩ = 0,

– + (N^X_2 )^2 − γ⟨ N^X_1 , N^X_2 ⟩ = ⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩ + α⟨ N^X_1 , N^X_2 ⟩ = (20)

= q + β⟨ N^X_1 , N^X_2 ⟩ = 0,

[– +^(N^X_1^{)2](}αN^X_1 + βN^X_2 + γN^Y_1^) =

pN^X_1 + ⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩N^X_2 + ⟨ N^X_1 , N^X_2 ⟩N^Y_1 .

3.3.1. Pust~ – + (N^X_1 )^2 = λ ≠ 0. Togda iz (20) sleduet α = p λ , β = ⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩ λ , γ = ⟨ N^X_1 , N^X_2 ⟩ λ . (21)

Vyberem paru (e_1, e_2) tak, qtoby razloßenie (1) dlØ vektora X stalo kanoniqeskim, to est~

⟨ N^X_1 , N^X_2 ⟩ = 0. (22)

Iz (20), (21), (22), s uqetom ortonormirovannosti pary (X, Y ), posledovatel~no nahodim:

0 = γ = q = ⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩ = ⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩ = ⟨ N^Y_1 , N^Y_2 ⟩ = β.

Znaqit, pri ranee vybrannoæ pare (e_1, e_2), razloßenie (1) dlØ vektora Y takße kanoniqeskoe i

N^Y_2 = αN^X_1 . (23)

Vektora X, Y ediniqny, pofftomu

– = −(N^X_2 )^2 = −(N^Y_1 )^2 = (N^X_1 )^2 − 1 = (N^Y_2 )^2 − 1. (24)

Pofftomu α^2 = 1 i N^Y_2 = ±N^X_1 . Tak kak parametr q obrawaetsØ v nol~, to

p = ⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩ − 2⟨ N^X_2 , N^Y_1 ⟩ = −3⟨ N^X_1 , N^Y_2 ⟩ = −3α(N^X_1 )^2.

112 S. E. KOZLOV Podstavim poluqennoe vyraßenie dlØ p v pervu¸ stroku (20):

0 = – + (N^Y_2 )^2 − αp = 2– + 1 + 3(– + 1) ⇒ – = −^4_5 . (25)

V silu (24) poluqim

(N^X_2 )^2 = (N^Y_1 )^2 = 4 5 , (N^X_1 )^2 = (N^Y_2 )^2 = 1 5 . Iz naædennyh sootnoxeniæ sleduet, qto paru (X, Y ) moßno predstavit~ v vide X = 1 √ 5 n_1 ∧ e_2 + 2 √ 5 e_1 ∧ n_2,

Y = ± [ 2 √ 5 ( 1 2 n_2 + √ 3 2 n_3 ) ∧ e_2 + 1 √ 5 e_1 ∧ n_1 ] , (26)

dlØ nekotorogo ortonormirovannogo bazisa {n_1, n_2, n_3} prostranstva N (σ).

DlØ pary (26) vyqislim kriviznu K(X, Y ).

K(X, Y ) = 4⟨ N^X_1 ∧ N^X_2 , N^Y_1 ∧ N^Y_2 ⟩ − (N^X_1 ∧ N^Y_2 + N^Y_1 ∧ N^X_2 )^2 = 16 25 ⟨ n_1 ∧ n_2, ( 1 2 n_2 + √ 3 2 n_3 ) ∧ n_1 ⟩ −

− 16 25 [( 1 2 n_2 + √ 3 2 n_3 ) ∧ n_2 ]_2 = − 4 5 . Tem samym znaqenie – iz ravenstva (25) sovpadaet s kriviznoæ

K(σ). Neposredstvennoæ proverkoæ ubeßdaemsØ, qto para (X, Y )

iz (26) so znaqeniem – = K(X, Y ) = −4/5 udovletvorØet vsem usloviØm ffkstremal~nosti plowadki σ (13).

3.3.3. Rez¸miruØ rezul~taty pp. 3.3.1 i 3.3.2, sformuliruem Predloßenie. Plowadka σ s parametrom m(σ) = 3 ffkstremal~-

na togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸boæ dopustimoæ pary (X, Y ) suwestvuet takaØ dopustimaØ para (e_1, e_2), qto predstavlenie (1) dlØ pary (X, Y ) imeet vid (2.6).

Iz (4) nahodim stacionarnoe znaqenie K(σ) = 1/5 ∈ ext K. Zametim, qto dvumernye napravleniØ σ ∈ G_{2,n} s parametrom

m(σ) = 3 suwestvu¸t tol~ko pri n ⩾ 5.

STACIONARNYE ZNAQENI˚ SEKCIONNO` KRIVIZNY 113

4.1. V rabote ([4], s. 18) privedena konstrukciØ, sopostavlØ¸-

waØ kaßdoæ pare ω ∈ G^+_{p,p+q} , Ω ⊂ T_ω G^+_{p,p+q} nekotoroe vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie, kasa¸weesØ Ω v toqke ω i kongruffntnoe nekotoromu grassmanianu G^+_{ep,ep+eq} , ~p ⩽ p, ~q ⩽ q. V oboznaqeniØh nastoØweæ raboty pare (ω, σ) sopostavleno mnogoobrazie

G^+_2 (V_ω ⊕ N (σ)). Pri fftom

∇_σK = ∇_σK ∈ T_ω G^+_2 (V_ω ⊕ N (σ)). (28)

V silu (28), zadaqa o nahoßdenii mnoßestva ext K v grassmanianah G^+_{2,n} svoditsØ k rassmotreni¸ sluqaev n = 6, 5, 4, 3. Posledniæ variant trivialen, tak kak grassmanian G^+_{2,3} kongruffnten ediniqnoæ sfere. Metod, izloßennyæ pri issledovanii variantov n = 6, 5, pri n = 4 privodit k ves~ma gromozdkim usloviØm ffkstremal~nosti napravleniØ σ. S drugoæ storony, geometriØ mnogoobraziØ G^+_{2,4} dostatoqno horoxo izuqena. Krome togo, ffto mnogoobrazie ØvlØetsØ giperpoverhnost~¸ v pØtimernoæ sfere. Vyxe skazannoe pozvolilo nam provesti issledovanie sluqaØ

m(σ) = 2 drugim sposobom.

4.2. Rassmotrim qetyrehmernyæ grassmanian

G^+_{2,4} ⊂ S^5 ⊂ Λ_2(R^4).

Orientiruem prostranstvo R^4. L¸boæ vektor X ∈ T_ω G^+_{2,4} imeet kanoniqeskoe razloßenie

X = λ_1n_1 ∧ e_2 + λ_2e_1 ∧ n_2, ω = e_1 ∧ e_2, n_1, n_2 ∈ V^⊥_ω , (29)

a ortonormirovannyæ bazis {e_1, e_2, n_1, n_2} poloßitel~no orientirovan. Operator Hodßa ∗ : Λ_2 → Λ_2 perevodit vektor X v vektor

∗X = −λ_2n_1 ∧ e_2 − λ_1e_1 ∧ n_2. (30)

Iz (29), (30) sleduet ⟨ X, ∗X ⟩ = −2λ_1λ_2. VtoraØ forma vloßeniØ G^+_{2,4} ⊂ S^5 v toqke ω imeet vid (sm. [5]) B(X, Y ) = −⟨ X, ∗Y ⟩ ∗ ω.

114 S. E. KOZLOV

Predloßenie. DlØ l¸boæ plowadki σ ∈ G2,4 suwestvuet takaØ

dopustimaØ para (X, Y ), qto B(X, Y ) = 0. Dokazatel~stvo. DlØ proizvol~noæ dopustimoæ pary (X, Y )

rassmotrim uravnenie s neizvestnym uglom φ

B(φ) := B(X cos φ + Y sin φ, −X sin φ + Y cos φ) = 0. B(φ) = ( cos^2 φ − sin^2 φ ) B(X, Y ) + cos φ sin φ [ B(Y, Y ) − B(X, X) ] = = [ − cos 2φ⟨ X, ∗Y ⟩ + 1 2 sin 2φ ( ⟨ X, ∗X ⟩ − ⟨ Y, ∗Y ⟩ ) ] (n_1 ∧ n_2) = 0.

˚sno, qto ffto uravnenie imeet rexenie, otkuda sleduet naxe utverßdenie. □

4.3. Grassmanian G^+_{2,4} moßno predstavit~ v vide summy Minkov-

skogo (sm. [6])

G^+_{2,4} = S^+ ( 1 √ 2 ) + S^− ( 1 √ 2 ) (31)

dvuh dvumernyh sfer, leßawih v sobstvennyh trehmernyh podprostranstvah Λ^+, Λ^− operatora Hodßa, otveqa¸wih sobstvennym qislam ±1. Kasatel~noe prostranstvo T_ω G^+_{2,4} razlagaetsØ v summu Minkovskogo (sm. [5]) dvuh dvumernyh ploskosteæ

T_ω G^+_{2,4} = σ^+ + σ^−, σ^+ = Λ^+ ∩ T_ω G^+_{2,4}, σ^− = Λ^− ∩ T_ω G^+_{2,4}. (32)

Iz (31), (32) sleduet, qto esli X ∈ σ^−, Y ∈ σ^+, to

K(X ∨ Y ) = 0. (33)

4.4. Pust~ dlØ nekotoroæ plowadki σ ∈ G2,4 parametr m(σ) = 2

i K(σ) = 0. V silu neotricatel~nosti krivizny grassmanianov, plowadka σ ffkstremal~na. Iz teoremy 24.5 [4], sleduet, qto dlØ plowadki σ suwestvu¸t takie dopustimye pary (e_1, e_2), (X, Y ), pri kotoryh

X = n_1 ∧ e_2, Y = e_1 ∧ n_2, ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij}. (34)

STACIONARNYE ZNAQENI˚ SEKCIONNO` KRIVIZNY 115

4.5. Lemma. DlØ l¸boæ dvumernoæ plowaki σ ⊂ Tω G^+_{2,4} s otliq-

noæ ot nulØ kriviznoæ suwestvuet takaØ ortonormirovannaØ para X, Y ∈ σ, kotoru¸ moßno predstavit~ v vide

X = λ_1n_1 ∧ e_2 + λ_2e_1 ∧ n_2, Y = μ_1n_1 ∧ e_1 + μ_2e_2 ∧ n_2, (35)

gde e_1 ∧ e_2 = ω, ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij} .

Dokazatel~stvo. Iz predloßeniØ 4.2 sleduet, qto dlØ plo-

wadki σ naædetsØ takaØ dopustimaØ para (X, Y ), pri kotoroæ

B(X, Y ) = −⟨ Y, ∗X ⟩ ∗ ω = 0. Vyberem taku¸ dopustimu¸ pa-

ru (e_1, e_2), pri kotoroæ vektor X imeet kanoniqeskoe razloßenie (29).

Pust~ hotØ by odin iz vektorov X, Y , naprimer, X, ne prinadleßit σ^+ ∪ σ^−. Znaqit vektora X i ∗X ne kollinearny. Iz (29), (30) vytekaet, qto Δ := (λ^2 − λ^2_1) ≠ 0 i

−Δn_1 ∧ e_2 = λ_1X + λ_2 ∗ X, −Δe_1 ∧ n_2 = λ_2X + λ_1 ∗ X. (36)

Nabor {n_1 ∧e_2, e_1 ∧n_2, n_1 ∧e_1, e_2 ∧n_2} ØvlØetsØ ortonormirovannym bazisom kasatel~nogo prostranstva T_ω G^+_{2,4}. Vektor Y ortogonalen k X, ∗X, pofftomu iz ravenstv (36) sleduet (35).

Pust~ X, Y ∈ σ^+ ∪ σ^−. Iz (33) sleduet, qto vektora X, Y ne mogut prinadleßat~ razliqnym fflementam ob¨edineniØ. Ne naruxaØ obwnosti, rassmotrim variant X, Y ∈ σ^+. Vektor

n_1 ∧ e_1 + e_2 ∧ n_2 leßit v plowadke σ^+, ortogonalen k X, sle-

dovatel~no kollinearen vektoru Y . □

4.6. Pust~ dlØ nekotoroæ ffkstremal~noæ plowadki σ ∈ G2,4 s

parametrom m(σ) = 2 krivizna K(σ) ≠ 0. Iz lemmy 4.5 sleduet, qto dlØ plowadki σ naædutsØ takie dopustimye pary (e_1, e_2),

(X, Y ), pri kotoryh

X = cos un_1 ∧ e_2 + sin ue_1 ∧ n_2, Y = cos vn_2 ∧ e_2 + sin ve_1 ∧ n_1, (37)

gde ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij} .

Moßno sqitat~, qto plowadka σ vkl¸qena v semeæstvo

Σ(u, v) := X(u, v) ∨ Y (u, v), gde X(u, v), Y (u, v) opredeleny v (37) i σ = σ(u_0, v_0). Iz (37) sleduet, qto B(X, Y ) = 0, pofftomu K(u, v) := K(X, Y )(u, v) = = ⟨ X, ∗X ⟩⟨ Y, ∗Y ⟩(u, v) = − sin 2u sin 2v. (38)

116 S. E. KOZLOV Tak kak v toqke (u_0, v_0) krivizna K ffkstremal~na, to ∂K ∂u | | | |_{(u0,v0)} = −2 cos 2u^0 sin 2v^0 = 0, ∂K ∂v | | | |_{(u0,v0)} = −2 sin 2u^0 cos 2v^0 = 0.

(39)

Ravenstva (39) vypolneny v dvuh sluqaØh.

1) cos 2v_0 = cos 2v_0 = 0.

Pri fftom K(u_0, v_0) = ±1. Tak kak K(u_0, v_0) = K(u_0, v_0) + 1, to variant K = −1 iskl¸qen. Esli K = 1, to paru (X, Y ) moßno predstavit~ v vide X = 1 √ 2 (n_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_2), Y = 1 √ 2 (n_2 ∧ e_2 − e_1 ∧ n_1), ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij} .

(40)

Pri poloßitel~noæ orientacii bazisa (e_1, e_2, n_1, n_2) v (40) ffti razloßeniØ kanoniqeskie i X, Y ∈ σ^−, pri otricatel~noæ orientacii X, Y ∈ σ^+. Tak kak pri fftom krivizna K(σ) prinimaet maksimal~noe znaqenie, ravnoe dvum, to predstavleniØ (40) garantiru¸t ffkstremal~nost~ plowadki σ = X ∨ Y .

2) sin 2u_0 = sin 2v_0 = 0.

V fftom sluqae K(u_0, v_0) = 0, K(u_0, v_0) = 1. Paru (X, Y ) moßno predstavit~ v vide

X = e_1 ∧ n_2, Y = e_1 ∧ n_1, ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij}. (41)

Iz (41) sleduet, qto usloviØ (13) ffkstremal~nosti plowadki

σ = X ∨ Y trivial~nym obrazom vypolneny. Znaqit 1 ∈ ext K.

4.7. Teorema. Plowadka σ ∈ G2,n s parametrom m(σ) = 2 ffks-

tremal~na togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t takie dopustimye pary (e_1, e_2), (X, Y ), pri kotoryh predstavlenie (1) dlØ vektorov X, Y imeet vid:

1) X = n_1 ∧ e_2, Y = e_1 ∧ n_1, ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij} .

Pri fftom mnoßestvo exp_ω σ est~ ploskiæ, vpolne geodeziqeskiæ v G^+_{2,n} tor. Krivizna K(σ) = 0.

2) X =^{1√}_2 (n_1 ∧e_2 +e_1 ∧n_2), Y =^{1√}_2 (n_2 ∧e_2 −e_1 ∧n_1), ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij}.

STACIONARNYE ZNAQENI˚ SEKCIONNO` KRIVIZNY 117

Pri fftom mnoßestvo exp_ω σ est~ vpolne geodeziqeskaØ dvumernaØ sfera radiusa 1/ √ 2, standartno vloßennaØ v Λ_2(R^n). Krivizna K(σ) = 2.

3) X = e_1 ∧ n_2, Y = e_1 ∧ n_1, ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij} .

Pri fftom mnoßestvo exp_ω σ est~ ediniqnaØ vpolne geodeziqeskaØ dvumernaØ sfera, standartno vloßennaØ v Λ_2(R^n). Krivizna K(σ) = 1.

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie pred¨Øvlennyh razloßeniæ

dlØ par (X, Y ) dokazano v pp. 4.4 i 4.6. Utverßdenie pro vid mnoßestva exp_ω σ v 1), 2) sleduet iz teorem 15.1 i 24.4 [4]. V sluqae 3) mnoßestvo exp_ω σ v oboznaqeniØh raboty [7] (sm. §18) sovpadaet s ~G^+_1 (Lin (e_1, n_1, n_2)), kotoroe vpolne geodeziqno v G^+_{2,n} i predstavlØet iz sebØ ediniqnu¸ sferu, standartno vloßennu¸ v Λ_2(R^n). □

Utverßdenie teoremy 1.1 sleduet iz predloßeniæ 3.2, 3.3.3 i teoremy 4.7.

5.1. Ortogonal~naØ gruppa O(R^n) deæstvuet ortogonal~nymi

izometriØmi v Λ_2(R^n). Grassmanian G^+_{2,n} ØvlØetsØ invariantnym podmnoßestvom fftogo deæstviØ. Podgruppa H_ω ⊂ O(R^n) izotropii fflementa ω ∈ G^+_{2,n} estestvenno deæstvuet lineænymi izometriØmi v T_ω G^+_{2,n}. Znaqit ee deæstvie rasprostranØetsØ i na mnogoobrazie G_{2,n}. OkazyvaetsØ, qto dve l¸bye ffkstremal~nye plowadki s ravnymi znaqeniØmi krivizny “odinakovy”. Toqnee govorØ, imeet mesto

Teorema. Dve ffkstremal~nye plowadki σ, ~σ ∈ G2,n s odinakovymi

stacionarnymi znaqeniØmi krivizny K(σ) = K(~σ) ∈ ext K kongruffntny, to est~ mogut byt~ sovmeweny dvißeniem gruppy H_ω.

Dokazatel~stvo. Pust~ K(σ) = K(~σ) = 1/5. Iz predloßeniØ

3.3.2 dlØ plowadki σ sleduet, qto naædutsØ takie dopustimye pary (e_1, e_2), (X, Y ), pri kotoryh vypolneny ravenstva (26) so znakom pl¸s. Pri fftom voznikaet ortonormirovannaØ pØterka

(e_1, e_2, n_1, n_2, n_3). DlØ plowadki ~σ poØvlØetsØ sootvetstvu¸waØ

pØterka (~e_1, ~e_2, ~n_1, ~n_2, ~n_3). Dopolnim ffti pØterki do ortonormirovannyh bazisov R^n vektorami {n_i}^{n−2}_{i=4} , sootvetstvenno – {~n_i}^{n−2}_{i=4} . Togda dvißenie D ∈ O(n), opredelØemoe ravenstvami De_i = ~e_i, Dn_j = ~n_j , i ∈ [1, 2], j ∈ [1, n − 2]

118 S. E. KOZLOV sovmewaet pary (X, Y ) s ( ~X, ~Y ), a znaqit i plowadki σ s ~σ.

Tak kak e_1 ∧ e_2 = ~e_1 ∧ ~e_2 = ω, to D ∈ H_ω.

Sluqai K(σ) = 0, 1/2, 1, 2 rassmatriva¸tsØ toqno tak ße. □

PreobrazovaniØ gruppy O(R^n) ⊃ H_ω ØvlØ¸tsØ dvißeniØmi vsego prostranstva Λ_2 ⊃ G^+_{2,n}, pofftomu oni sohranØ¸t sekcionnu¸ kriviznu i usloviØ ffkstremal~nosti plowadki σ. �to zameqanie i formula (38) pokazyva¸t, qto trebovanie ffkstremal~- nosti plowadok σ i ~σ v dokazannoæ teoreme suwestvenno.

Literatura

1. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. I, II.

— Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 84–107.

2. Y.-C. Wong, Sectional curvatures of Grassmann manifolds. — Proc. Nat. Acad.

USA 60, No. 1 (1968), 75–79.

3. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. III.

— Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 108–129.

4. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. V.

— Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998), 104–120.

5. A. N. Gluxakov, Dva voprosa vnexneæ geometrii pl¸kkerovyh vloßeniæ mnogoobraziæ Grassmana. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 5–12.

6. S. E. Kozlov, Ortogonal~nye sovmestimye bivektory. — Ukr. geometr.

sb. vyp. 27 (1984), 68–75.

7. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. IV.

— Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998), 78–103.

Kozlov S. E. Stationary values of sectional curvature in Grassmanian manifolds of bivectors.

In the Grassmanian manifold G^+_{2,n} of bivectors (n ⩾ 4) the curvature K(σ) of the section on direction of a flat area σ takes values on the range from 0 to 2. All stationary values a of the function K(σ) such that the gradient ∇K | |_{σ=σ0} = 0 for at least one σ_0 ∈ K−1(a) are found. Those

values are {0, 1, 2} for n = 4, {0, 1/5, 1, 2} for n = 5, {0, 1/5, 1/2, 1, 2} for n ⩾ 6. Postupilo 3 i¸nØ 1999 g.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet