Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 261, 1999 g.

A. V. Evdokimov, V. A. Zalgaller

O VYPUKLO` OBOLOQKE NESKOL^KIH KOMPAKTOV

1. Rassmotrim v R^n nepustye kompakty K0, K1, . . . , Km. Poloße-

nie K_0 sqitaem fiksirovannym, a kompakty K_1, K_2, . . . , K_m budem podvergat~ parallel~nym perenosam na vektory r_1, . . . , r_m. Nabor fftih vektorov moßno rassmatrivat~ kak edinyæ vektor ρ = (r_1, r_2, . . . , r_m) ∈ R^{nm}. DlØ udobstva zapisi vvedem ewe vektor r_0 = 0. Nas interesuet, kak zavisit ot ρ vypuklaØ oboloqka

Ψ(ρ) = conv {∪^m_{i=0}(K_i + r_i)}. (1)

Teorema 1. ZavisØwee ot ρ ∈ R^{nm} semeæstvo vypuklyh mno-

ßestv Ψ(ρ) ⊂ R^n ØvlØetsØ vypuklym semeæstvom (v smysle [3], p. 24), to est~ pri l¸byh ρ_1, ρ_2, 0 6 λ 6 1 spravedlivo vkl¸qenie

Ψ((1 − λ)ρ_1 + λρ_2) ⊂ (1 − λ)Ψ(ρ_1) + λΨ(ρ_2). (2)

Dokazatel~stvo. Ne naruxaØ obwnosti, sqitaem dalee kompak-

ty vypuklymi, zamenØØ ih na ih vypuklye oboloqki, qto ne menØet Ψ(ρ).

Pust~ z ∈ Ψ((1 − λ)ρ_1 + λρ_2), ρ_1 = (r_{11}, r_{12}, . . . , r_{1m}), ρ_2 = (r_{21}, r_{22}, . . . , r_{2m}). Togda po teoreme Karateodori z dopuskaet predstavlenie v vide z = n+1∑ i=1 θ_iy_i, 0 6 θ_i 6 1, n+1∑ i=1 θ_i = 1, gde y_i = x_{j(i)} + (1 − λ)r_{1,j(i)} + λr_{2,j(i)}, x_{j(i)} ∈ K_{j(i)}.

Pofftomu

z = (1 − λ) n+1∑ i=1 θ_i(x_{j(i)} + r_{1,j(i)})+

� Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96–01–681. 66

O VYPUKLO` OBOLOQKE KOMPAKTOV 67 +λ n+1∑ i=1 θ_i(x_{j(i)} + r_{2,j(i)}) ∈ (1 − λ)Ψ(ρ_1) + λΨ(ρ_2).

Poslednee vkl¸qenie dokazyvaet teoremu 1.

2. V [4] bylo pokazano, qto mnoßestvo

Φ(ρ) = ∩^m_{i=0}(K_i + r_i) (3)

nepusto pri ρ iz nekotorogo vypuklogo mnoßestva D ⊂ R^{nm}, i pri izmenenii ρ v predelah D semeæstvo Φ(ρ) vognuto, to est~ dlØ Φ(ρ) imeet mesto vkl¸qenie, obratnoe (2). Vognutost~ semeæstva, vvidu teoremy Brunna–Minkovskogo (sm. [3], p. 48) pozvolØla zakl¸qit~, qto ob¨em Vol Φ(ρ) ØvlØetsØ na D vognutoæ funkcieæ ot ρ. Vypuklost~ semeæstva (1) ne pozvolØet delat~ vyvod o vypuklosti Vol Ψ(ρ). Odnako, i ffto ØvlØetsØ osnovnym rezul~tatom nastoØweæ raboty, v sluqae vsego dvuh kompaktov takoe utverßdenie ØvlØetsØ vernym.

Teorema 2. DlØ dvuh nepustyh kompaktov K0, K1 ⊂ R^n ob¨em

Vol Ψ(r) = Vol conv {K_0 ∪ (K_1 + r)} (4)

ØvlØetsØ vypukloæ funkcieæ ot r ∈ R^n.

Dokazatel~stvu teoremy 2 my predpoxlem neskol~ko zameqaniæ, formulirovku teoremy 3 (kotoraØ ØvlØetsØ sledstviem teoremy 2), a takße tri lemmy, poleznye pri dokazatel~stve teoremy 2.

3. Zameqanie 1. Uße pri treh kompaktah analogiqnoe teoreme

2 utverßdenie budet nevernym. Vot prostoæ primer. Pust~ na ploskosti R^2 raspoloßeny tri odnotoqeqnyh kompakta K_0(0, 0), K_1(1, 0), K_2(0, 1). Budem izmenØt~ vektor ρ = (r_1, r_2) v R^4 vdol~ prØmoæ ρ(t) = (0, t, t, 0). Togda

Vol Ψ(ρ(t)) = | | | | ( 1 + 0 0 + t 0 + t 1 + 0 )| | | = |1 − t^2|

– nevypuklaØ funkciØ ot t.

Zameqanie 2. Spravedlivost~ teoremy 2 pri n = 1 oqevidna.

Pofftomu niße my sqitaem, qto n > 2.

68 A. V. EVDOKIMOV, V. A. ZALGALLER

Zameqanie 3. Ranee byl izvesten (sm. [5]) qastnyæ sluqaæ te-

oremy 2: kogda K_0 – vypukloe telo, a k_1 – toqka. V fftom sluqae prohodit sovsem prostoe dokazatel~stvo. Telo K_0 zamenØetsØ priblißa¸wim ego vypuklym mnogogrannikom P . Togda Vol conv {P ∪ (k_1 + r)} slagaetsØ iz Vol P i summy ob¨emov piramid s verxinoæ v k_1 + r i s osnovaniØmi na vidimyh iz toqki k_1+r granØh mnogogrannika P . Esli toqka k_1 ravnomerno dvißetsØ po prØmoæ, to ob¨em kaßdoæ takoæ piramidy libo postoØnen (esli prØmaØ parallel~na gipergrani), libo nol~, poka prØmaØ “pod” giperploskost~¸ fftoæ grani, a zatem lineæno vozrastaet. Znaqit, vdol~ l¸boæ prØmoæ Vol conv {P ∪ (k_1 + r)} est~ summa vypuklyh funkciæ. A pri P → K_0 predel vypuklyh funkciæ – snova vypuklaØ funkciØ.

4. Teorema 3. V usloviØh teoremy 2 kaßdaØ iz integral~nyh po-

pereqnyh mer (sm. [3], p. 38)

W_ν(r) = W_ν (conv {K_0 ∪ (K_1 + r)}) (5)

ØvlØetsØ vypukloæ funkcieæ ot r ∈ R^n.

�to sleduet iz togo, qto kaßdaØ integral~naØ popereqnaØ mera vypuklogo mnoßestva dopuskaet predstavlenie qerez integral (po grassmanovu mnogoobrazi¸) ot ob¨emov (sootvetstvu- ¸weæ razmernosti) proekciæ fftogo tela na podprostranstva. A proekciØ vypukloæ oboloqki ob¨edineniØ sovpadaet s vypukloæ oboloqkoæ ob¨edineniØ proekciæ. Krome togo, integral ot vypukloæ funkcii (vypuklo zavisØweæ ot parametra) toße vypuklo zavisit ot parametra.

Analogiqnyæ perehod v [4] ot vognutosti ob¨ema k vognutosti integral~nyh popereqnyh mer treboval bolee sloßnogo obosnovaniØ – predstavleniæ W_ν qerez smexannye ob¨emy i ssylki na obobwenie teoremy Brunna–Minkovskogo, dannoe Aleksandrovym [1, §4]. Zakl¸qenie qerez proekcii zdes~ ne prohodit, poskol~ku pereseqenie proekciæ otliqaetsØ ot proekcii pereseqeniØ.

Pereædem k lemmam.

5. KonfiguraciØ iz N toqek v R^n nazyvaetsØ neosoboæ, ili

konfiguracieæ obwego poloßeniØ, esli nikakie k + 1 iz nih

(1 6 k 6 n) ne leßat v (k − 1)-mernoæ ploskosti. V qastnosti,

vse N toqek razliqny.

O VYPUKLO` OBOLOQKE KOMPAKTOV 69

Lemma 1. L¸bu¸ konfiguraci¸ iz N toqek v R^n moßno sdelat~

neosoboæ za sqet proizvol~no malyh sdvigov fftih toqek.

Dostatoqno zanumerovat~ ffti toqkim i v porØdke nomerov podvergat~ ih malym sdvigam tak, qtoby oqerednaØ toqka ne popadala ni v odnu iz koneqnogo qisla ploskosteæ (razmernosti ot 0 do n − 1), opredelØemyh uße sdvinutymi toqkami s men~ximi nomerami. �

Lemma 2. DlØ neosoboæ konfiguracii M iz N > n + 1 to-

qek v R^n vypuklyæ mnogogrannik conv M moßno razbit~ na n-mernye simpleksy, kotorye budut prilegat~ drug k drugu po celym (n − 1)-mernym granØm, poparno ne imet~ obwih vnutrennih toqek, imet~ verxiny tol~ko v toqkah konfiguracii M , priqem mnoßestvo vseh ih verxin budet sovpadat~ s M .

DlØ dokazatel~stva dostatoqno sootvetstvu¸wim obrazom razbit~ conv M na prilega¸wie po celym (n − 1)-mernym granØm n-mernye vypuklye mnogogranniki. V silu neosobennosti konfiguracii M kaßdyæ iz fftih mnogogrannikov budet imet~ tol~ko simplicial~nye grani, i libo sam okaßetsØ simpleksom, libo ego moßno budet razbit~ na neskol~ko trebuemyh simpleksov, kaßdyæ iz kotoryh imeet odnoæ iz svoih verxin vybrannu¸ verxinu mnogogrannika. Vozmoßnost~ trebuemogo razbieniØ na mnogogranniki moßno obosnovat~ “metodom pustogo xara”, predloßennym Delone [2]. No my privedem drugoe (fol~klorno izvestnoe) dokazatel~stvo, soobwennoe nam O. ˚. Viro.

Otobrazim stereografiqeskoæ proekcieæ σ mnoßestvo M ⊂ R^n na n-mernu¸ sferu S^n ⊂ R^{n+1}, priqem centr sfery raspoloßim nad vnutrenneæ toqkoæ conv M , a samu sferu S^n voz~mem stol~ bol~xogo radiusa, qto obraz σ(M ) umestitsØ v “¸ßnoæ polusfere”. Zatem, uße v R^{n+1}, voz~mem vypuklu¸ oboloqku σ(M ) i “severnogo pol¸sa” A sfery S^n. Poluqim vypuklyæ mnogogrannik

v R^{n+1}. ObratnaØ stereografiqeskaØ proekciØ σ^{�1} teh gipergra-

neæ mnogogrannika conv {σ(M ) ∪ A}, kotorye ne soderßat toqku A, dast v R^n iskomoe razbienie na vypuklye mnogogranniki. �

Lemma 3. Pust~ neosobennaØ konfiguraciØ M , sostoØwaØ iz N

toqek v R^n, razbita na dve nepustye qasti M_0 i M_1, posle qego qast~ M_0 ostavlena nepodvißnoæ, a qast~ M_1 kak tverdoe celoe podvergaetsØ parallel~nomu perenosu v napravlenii pervoæ iz oseæ koordinat v R^n. To est~ M_1 zamenØetsØ na M_1(t) =

70 A. V. EVDOKIMOV, V. A. ZALGALLER

M_1 + (t, 0, . . . , 0). Togda konfiguraciØ M (t) = M_0 ∪ M_1(t) moßet perestat~ byt~ neosoboæ lix~ pri koneqnom qisle znaqeniæ t.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim l¸bye k + 1 (1 6 k 6 n) to-

qek x_1 = (x_{11}, x_{12}, . . . , x_{1n}), . . . , (x_{k+1,1}, x_{k+1,2}, . . . , x_{k+1,n}) konfiguracii M (t). Pust~ pervye l fftih toqek prinadleßat M_1(t), a ostal~nye k + 1 − l prinadleßat M_0. Qtoby ffti toqki byli affinno zavisimymi, to est~ umewalos~ v (k−1)-mernoæ ploskosti, neobhodimo i dostatoqno sobl¸denie usloviØ

rank x_{11} + t x_{12} . . . x_{1n} 1 . . . . ... . . . . x_{l,1} + t x_{l,2} . . . x_{l,n} 1 x_{l+1,1} x_{l+1,2} . . . x_{l+1,n} 1 . . . . ... . . . . x_{k+1,1} x_{k+1,2} . . . x_{k+1,n} 1

< k + 1. (6)

Pri l = 0 i l = k + 1 uslovie (6) ne vypolnØetsØ ni pri odnom t vvidu neosobennosti ishodnoæ konfiguracii M .

Dopustim, qto l ≠ 0, l ≠ k + 1 i uslovie (6) vypolneno. Togda dolßny obrawat~sØ v nol~ opredeliteli vseh soderßawih pervyæ stolbec minorov porØdka k + 1. Kaßdyæ takoæ opredelitel~ – libo toßdestvennyæ nol~, libo lineænyæ mnogoqlen ot t, ime¸wiæ lix~ odin vewestvennyæ koren~. No ffti opredeliteli vse odnovremenno ne mogut byt~ toßdestvenno nulØmi, inaqe uslovie (6) vypolnØlos~ by i pri t = 0, qto protivoreqit neosobennosti konfiguracii M .

PrimenØØ ffti soobraßeniØ ko vsem vozmoßnym naboram x_1, x_2, . . . , x_{k+1}, a ih koneqnoe qislo, poluqaem spravedlivost~ lemmy 3. �

6. Dokazatel~stvo teoremy 2. 1) Nam dostatoqno dokazat~,

qto pri fiksirovannyh r_1, r_2 ∈ R^n funkciØ Vol conv M (t), gde M (t) = M_0 ∪ M_1(t), M_1(t) = M_1 + r_1 + t(r_2 − r_1) est~ vypuklaØ funkciØ ot t na uqastke 0 6 t 6 1. �to pozvolit dokazat~ teoremu ne dlØ samih vypuklyh kompaktov K_0, K_1, a dlØ priblißa¸wih ih nevyroßdennyh po razmernosti mnogogrannikov P_0, P_1. Mnoßestva verxin mnogogrannikov P_0, P_1 oboznaqim sootvetstvenno M_0, M_1. Po lemme 1 moßno sqitat~ mnogogranniki P_0, P_1 vybrannymi tak, qto konfiguraciØ M = M_0 ∪ M_1 neosobaØ.

O VYPUKLO` OBOLOQKE KOMPAKTOV 71

2) Vyberem v R^n sistemu dekartovyh koordinat tak, qtoby vektor r_1 imel koordinaty r_1 = (0, 0, . . . , 0), a vektor r_2 = (1, 0, . . . , 0). Togda, soglasno lemme 3, konfiguraciØ M (t) = M_0 ∪ M_1(t), gde M_1(t) = M_1 + r_1 + t(r_2 − r_1), budet ostavat~sØ neosoboæ pri vseh t ∈ [0, 1], za iskl¸qeniem koneqnogo mnoßestva znaqeniæ 0 < t_0 < t_1 < . . . < t_m 6 1.

3) Rassmotrim otkrytyæ interval t_i < t < t_{i+1}. Na nem konfiguraciØ M (t) neosobaØ, i vypuklu¸ oboloqku conv M (t) moßno, soglasno lemme 2, pri kakom-libo t ∈ (t_i, t_{i+1}) razbit~ na prilega¸wie po celym (n − 1)-mernym granØm n-simpleksy. Pri izmenenii t v predelah t_i < t < t_{i+1} ffto razbienie sohranØet svoe kombinatornoe stroenie. Rassmotrim, kak menØetsØ s izmeneniem t ob¨em odnogo n-mernogo simpleksa Δ fftogo razbieniØ (pri t_i < t < t_{i+1}). Esli verxiny simpleksa Δ prinadleßali M_0 ili vse oni prinadleßali M_1(t), to ob¨em ego postoØnen. Esli u Δ est~ verxiny kak iz M_0, tak i iz M_1(t), to pri podsqete Vol Δ moßno perenesti sistemu koordinat naqalom v odnu iz prinadleßawih M_0 verxin simpleksa Δ. Togda Vol Δ moßno predstavit~ v vide

Vol Δ = 1 n! det x_{11} + t x_{12} . . . x_{1n} 1 . . . . ... . . . . x_{l,1} + t x_{l,2} . . . x_{l,n} 1 x_{l+1,1} x_{l+1,2} . . . x_{l+1,n} 1 . . . . ... . . . . x_{n,1} x_{n,2} . . . x_{n,n} 1

, (7)

gde x_i = (x_{i1}, x_{i2}, . . . , x_{in}) – koordinaty ostal~nyh verxin simpleksa Δ (iz kotoryh l verxin prinadleßit M_1), uporØdoqennyh tak, qtoby stoØwiæ v (7) opredelitel~ byl poloßitelen. Iz (7) oqevidno, qto Vol Δ lineæno zavisit ot t. Znaqit, vo vseh sluqa- Øh funkciØ Vol M (t) na kaßdom iz uqastkov t_i < t < t_{i+1} lineæna. Krome togo, ona nepreryvna pri vseh t ∈ [0, 1]. Znaqit, ee grafik est~ lomanaØ liniØ nad otrezkom 0 6 t 6 1. OstaetsØ ubedit~sØ, qto ffto – vypuklaØ lomanaØ (obrawennaØ vypuklost~¸ vniz).

4) Rassmotrim razbityæ, kak ukazano v lemme 3, na nsimpleksy vypuklyæ mnogogrannik conv M (t) pri t ∈ (t_i, t_{i+1}) i obßima¸wiæ ego cilindr C s napravlØ¸weæ prØmoæ, parallel~- noæ osi x_1. �tot cilindr C predstavlØet soboæ (n − 1)-mernu¸

72 A. V. EVDOKIMOV, V. A. ZALGALLER

cilindriqesku¸ poverhnost~ v R^n. (Ona ograniqivaet “trubku”, v kotoroæ mnogogrannik conv M (t) “sidit kak probka”.)

Sam mnogogrannik conv M (t) ØvlØetsØ cep~¸ Z iz n-mernyh simpleksov, na kotorye on razbit, a ego granica ∂conv M (t) slußit graniceæ ∂Z fftoæ cepi.

Cep~ ∂Z sostoit iz (n − 1)-mernyh simpleksov. Vydelim sredi fftih (n − 1)-simpleksov te, kotorye celikom umestilis~ na obßima¸wem cilindre C. �tu qast~ cepi ∂Z oboznaqim ∂Z_0. Ostal~nye (n−1)-simpleksy cepi ∂Z razob~em na dva klassa sledu¸wim obrazom. KaßdaØ napravlennaØ prØmaØ, parallel~naØ i sonapravlennaØ osi x_1 i pereseka¸waØ int conv M (t), peresekaet graniqnu¸ cep~ ∂Z v dvuh toqkah: “vhodØ” v int conv M (t) i “vyhodØ” iz int conv M (t). K klassu ∂Z� otnesem (n − 1)-simpleksy cepi ∂Z, peresekaemye takimi prØmymi “pri vhode”, a k klassu ∂Z_+ – peresekaemye “pri vyhode”.

Vvidu vypuklosti mnogogrannika conv M (t) ni odin iz (n − 1)- simpleksov klassov ∂Z� i ∂Z_+ ne soderßit v sebe otrezka, parallel~nogo osi x_1. Trubka, ograniqennaØ cilindrom C, peregoroßena dvumØ (n − 1)-mernymi plenkami ∂Z� i ∂Z_+.

5) Pust~ teper~ t vozrastaet. Toqku p simpleksa Δ^n�^1 cepi ∂Z budem harakterizovat~ ee baricentriqeskimi koordinatami λ_1, . . . , λ_n: p = n∑ i=1 λ_ia_i, gde a_i – verxiny simpleksa Δ^n�^1. S rostom t toqki a_i ∈ M_0 nepodvißny, a toqki a_j ∈ M_1 sdviga¸tsØ v napravlenii osi x_1. Pofftomu toqka p moßet sdvigat~sØ tol~ko v napravlenii osi x_1. Pri fftom kaßdaØ toqka plenok ∂Z�, ∂Z_+ s rostom t sdvigaetsØ razve lix~ vpered v napravlenii x_1.

6) Poka t ostaetsØ v predelah t_i < t < t_{i+1} sohranØetsØ kombinatornoe stroenie cepeæ Z i ∂Z, ni odin simpleks ne vyroßdaetsØ po razmernosti i ne izmenØet orientaci¸. SohranØetsØ i vypuklost~ oblasti, zanimaemoæ v R^n cep~¸ Z. Pust~ t perehodit za znaqenie t_{i+1} (no ne za t_{i+2}). Pri fftom mogut proishodit~ vyroßdeniØ po razmernosti i smena orientacii otdel~nyh simpleksov preßneæ cepi Z, a takße utraty vypuklosti mnoßestva, zanimaemogo deformiru¸weæsØ cep~¸ Z. Odnako ob¨em so znakom prodolßaet opredelØt~sØ formulami (7) dlØ kaßdogo “byvxego” n-mernogo simpleksa cepi Z i potomu ob¨em so znakom u

O VYPUKLO` OBOLOQKE KOMPAKTOV 73

deformiru¸weæsØ cepi Z lineæno zavisit ot t i posle perehoda t za t_{i+1}. Qem ße posle perehoda za t_{i+1} ob¨em Vol conv M (t) otliqaetsØ ot ob¨ema so znakom cepi Z?

�to razliqie vyzyvaetsØ dvumØ priqinami.

Vo-pervyh, ob¨em so znakom cepi Z, natØnutoæ kak plenka na cikl ∂Z v l¸boæ moment rassmatrivaemogo izmeneniØ t raven integralu po vsemu R^n ot stepeni toqki otnositel~no cikla ∂Z. V ishodnom poloßenii kaßdaØ toqka q ∉ ∂Z imela otnositel~- no ∂Z stepen~ 0, esli leßala vne conv M (t), i stepen~ 1, esli leßala vnutri conv M (t). Ob¨em Vol M (t) i ob¨em so znakom cepi Z v ishodnom poloßenii sovpadali. S rostom t plenka ∂Z_+, prodvigavxaØsØ tol~ko vpered, rasxirØet mnoßestvo toqek so stepen~¸ 1 (za sqet toqek so stepen~¸ 0), a prodvißenie tol~ko vpered plenki ∂Z� lix~ ponißaet stepen~ prohodimyh toqek. Pofftomu toqek so stepen~¸ > 2 vozniknut~ ne moßet. Pofftomu ob¨em (bez znaka) mnoßestva, zanimaemogo v R^n cep~¸ Z, moßet byt~ razve lix~ bol~xe, qem ob¨em so znakom cepi Z. Naprimer, esli qast~ n-mernoæ plenki vyædet za predely ∂Z (kak poloßennyæ na ploskost~ saqek dlØ lovli baboqek vyædet za predely ego oboda), to dvaßdy pokrytaØ vyxedxaØ qast~ budet imet~ nulevoæ ob¨em so znakom, no zanimat~ poloßitel~nyæ ob¨em v R^n.

Vo-vtoryh, esli pri nebol~xom perehode t za t_{i+1} mnoßestvo, zanØtoe v R^n cep~¸ Z, utratilo vypuklost~, to pri ego zamene na ego vypuklu¸ oboloqku ob¨em dopolnitel~no uveliqivaetsØ.

Itak, esli v moment perehoda t za t_{i+1} ob¨em Vol conv M (t) menØetsØ ne lineæno, to v sledu¸wem uqastke t_{i+1} < t < t_{i+2} (gde on snova izmenØetsØ lineæno) on rastet razve lix~ bystree, i grafik fftogo ob¨ema kak funkcii ot t imeet pri t = t_{i+1} perelom, obrawennyæ vypuklost~¸ vniz. �to dokazyvaet teoremu 2.

7. Sledstvie. V R^n lokal~nyæ minimum (za sqet vybora r ∈ R^n)

ob¨ema (ili drugoæ integral~noæ popereqnoæ mery W_ν ) vypukloæ oboloqki dvuh nepustyh kompaktov K_0 i K_1 + r ØvlØetsØ takße global~nym minimumom i potomu global~nyæ minimum moßno iskat~ gradientnym metodom. Mnoßestvo teh r, pri kotoryh global~nyæ minimum dostigaetsØ, moßet okazat~sØ ne odnotoqeqnym, no ffto mnoßestvo vsegda vypuklo.

Primer. Pust~ K0, K1 – perpendikulØrnye otrezki na plosko-

sti, ris. 1(a). Minimum pri vzaimnyh translØciØh perimetra

74 A. V. EVDOKIMOV, V. A. ZALGALLER

ih vypukloæ oboloqki dostigaetsØ pri edinstvennom ih vzaimnom raspoloßenii ris. 1(s). A minimum plowadi ih vypukloæ oboloqki dostigaetsØ pri raspoloßeniØh, pomewa¸wih seredinu O otrezka K_1 v l¸bu¸ iz toqek prØmougol~nika, zaxtrihovannogo na ris. 1(v).

Ris. 1.

V fftom primere poloßenie minimuma perimetra soderßitsØ sredi poloßeniæ minimuma plowadi. No takie poloßeniØ mogut byt~ i sovsem raznymi, sm. ris. 2, gde K_1 – ravnoboqnaØ trapeciØ, a K_2 – ortogonal~nyæ ee osnovaniØm otrezok AB.

Ris. 2.

8. Zadaqa o minimume ob¨ema vypukloæ oboloqki treh i bo-

lee kompaktov (za sqet ih parallel~nyh perenosov) nesravnenno sloßnee. Koneqno dlØ minimiziru¸wego ob¨em raspoloßeniØ dolßen vypolnØt~sØ sledu¸wiæ neobhodimyæ priznak. Esli l¸- boæ odin iz kompaktov vydelit~, a vse ostal~nye zamenit~ ih sovmestnoæ vypukloæ oboloqkoæ, to dlØ novyh, uße dvuh, kompaktov poloßenie dolßno byt~ minimiziru¸wim ob¨em. UdovletvorØetsØ li fftot priznak moßno proverit~ po teoreme 2 gradientnym sposobom. No ukazannyæ priznak ne ØvlØetsØ dostatoqnym.

Primer. Na ploskosti dlØ kompaktov 1, 2, 3, ris. 3(a) upomØ-

nutyæ priznak vypolnØetsØ v poloßeniØh 3(v) i 3(s). No lix~ poloßenie 3(s) minimiziruet plowad~ vypukloæ oboloqki.

O VYPUKLO` OBOLOQKE KOMPAKTOV 75

Ris. 3.

Literatura

1. A. D. Aleksandrov, K teorii smexannyh ob¨emov. Qast~ II. — Mat. sb.

2 (1937), 1205–1238.

2. B. N. Delaunay, Sur la sphère vide. Izv. AN (1933), 641–646.

3. T. Bonnezen, V. Fenhel~, TeoriØ vypuklyh tel. Berlin (1934); M. “Fazis”, 1999.

4. V. A. Zalgaller, O pereseqeniØh vypuklyh tel. — Zap. nauqn. semin.

POMI 252 (1998), 7–12.

5. A. Stoll, Über den Kappenkörper eines konvexen Körpers. — Comment. math.

helv. 2 (1930), 35–68.

Evdokimov A. V., Zalgaller V. A. On the convex hull of several compacta.

Let K_0, K_1, . . . , K_m be nonempty compact sets in R^n. Then the family of convex hulls conv { ⋃_m i=0(K_i + r_i)}, r_0 = 0, is a convex family of sets, parametrized by ρ = (r_1, . . . , r_m) ∈ R^{nm}. In case m = 1, the volume Vol conv (K_0 ∪ (K_1 + r)) is a convex function of r ∈ R^n.

Postupilo 8 fevralØ 1999 g. Santk-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN