Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

A. N. Frolov

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII PRIRAWENI` SUMM VDOL^ SERI` USPEHOV

1. Vvedenie

Pust~ {(X_n, Y_n)} – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh vektorov s

P (Y_1 = 1) = p = 1 − P (Y_1 = 0) ∈ (0, 1].

Oboznaqim

S_n = X_1 + X_2 + · · · + X_n, S_0 = 0.

V nastoØweæ rabote izuqaetsØ asimptotiqeskoe povedenie poqti navernoe maksimumov

M_n(j) = max 0≤k≤n−j (S_{k+[j]} − S_k)I{Y_{k+1} = · · · = Y_{k+[j]} = 1} ,

gde j = j_n, 1 ≤ j ≤ n, I{ · } oboznaqaet indikator stoØwego v skobkah sobytiØ, a [ · ] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla v skobkah. My ne iskl¸qaem v dal~neæxem, qto j moßet byt~ sluqaænym. Pri issledovanii M_n(j) estestvenno ograniqit~sØ posledovatel~nostØmi j takimi, qto j ≤ L_n p.n., gde L_n – dlina naidlinneæxeæ serii edinic sredi Y_1, Y_2, . . . , Y_n.

Pri razliqnyh dopolnitel~nyh predpoloßeniØh o sluqaænyh veliqinah X_n, Y_n i posledovatel~nosti j voznika¸t razliqnye interesnye qastnye sluqai rassmatrivaemoæ shemy.

Esli X_n = 1, a j = L_n, to M_n(L_n) = L_n – ffto dlina naidlinneæxeæ serii uspehov (edinic) sredi pervyh n ispytaniæ v posledovatel~nosti ispytaniæ Bernulli. Asimptotiqeskoe povedenie L_n issledovano v rabotah [1] (dlØ p = 1/2) i [2]. V nih, v qastnosti, dokazano, qto L_n ∼ log n/ log(1/p) p.n.

Rabota podderßana Administracieæ Sankt–Peterburga, Ministerstvom obwego i professional~nogo obrazovaniØ Rossiæskoæ Federacii i Rossiæskoæ Akademieæ Nauk, grant M98-2.1P-173. 263

264 A. N. FROLOV

Esli Y_n = 1 p.n. (p = 1), to M_n(j) prevrawaetsØ v izvestnu¸ statistiku �rdœxa–Ren~i, opisyva¸wu¸ povedenie maksimal~- nogo vyigryxa igroka na vremennyh podyntervalah (na vero- Øtnostnom Øzyke – maksimal~nyh priraweniæ summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin). Asimptotiqeskoe povedenie priraweniæ summ suwestvenno zavisit ot ih dliny. Sluqaæ korotkih (j = O(log n)) priraweniæ issledovan v serii rabot, vyxedxih posle raboty �rdœxa i Ren~i [3], i vyxedxeæ ranee, no dolgoe vremØ ostavavxeæsØ nezameqennoæ, raboty Xeppa [4]. Razliqnye predel~nye teoremy dlØ korotkih priraweniæ poluqeny v [5–9]. Sluqaæ bol~xih (dliny bolee logarifma) priraweniæ vpervye rassmatrivali M. Qœrgœ i Reves (sm. [10]). Ih issledovaniØ byli prodolßeny v [5, 11, 12]. Rezul~taty dlØ korotkih i bol~xih priraweniæ suwestvenno otliqa¸tsØ. V sluqae korotkih priraweniæ asimptotika M_n(j) i raspredelenie X_1 odnoznaqno opredelØ¸t drug druga. Pofftomu, zdes~ govorØt o sil~noæ neinvariantnosti. V sluqae bol~xih priraweniæ asimptotika M_n(j) zavisit ne ot samogo raspredeleniØ slagaemyh, a lix~ ot ego qislennyh harakteristik. Pofftomu, v protivopoloßnost~ sluqa¸ korotkih priraweniæ, govorØt o sil~noæ invariantnosti.

Otmetim, qto statistiki tipa �rdœxa–Ren~i interesny ne tol~ko s veroØtnostnoæ i statistiqeskoæ toqki zreniØ. Statistiki takogo tipa predstavlØ¸t interes v aktuarnyh i finansovyh modelØh, trebu¸wih ocenki vozmoßnyh poter~ (ili vyigryxeæ) na vremennyh podyntervalah (sm., naprimer, [13]).

V fftoæ stat~e my rassmatrivaem sluqaæ p ∈ (0, 1). Podqerknem, qto my ne delaem nikakih predpoloßeniæ o strukture zavisimosti meßdu komponentami vektorov (X_n, Y_n). V qastnosti, dopuskaetsØ sluqaæ Y_n = f(X_n), privodØwiæ pri sootvetstvu¸wem vybore funkcii f k estestvennym ob¨ektam. Tak, esli Y_n = I{X_n ≥ 0}, a X_n – vyigryx igroka v n-oæ partii nekotoroæ igry, to M_n(j) – ffto maksimal~nyæ vyigryx igroka v besproigryxnyh seriØh dliny j sredi pervyh n partiæ.

Kak i v sluqae p = 1, statistiki tipa M_n(j) predstavlØ¸t interes v aktuarnyh i finansovyh modelØh, v kotoryh estestvennym obrazom voznikaet procedura proreßivaniØ (sm., naprimer, [14]).

Issledovanie asimptotiqeskogo povedeniØ statistik tipa

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 265

M_n(j) bylo naqato v [15, 16]. V pervoæ rabote byl poluqen zakon

tipa �rdœxa–Ren~i i ocenka skorosti shodimosti v nem dlØ

M_N = max 0≤l<m≤N (S_m − S_l)I{Y_{l+1} = · · · = Y_m = 1}.

Vo vtoroæ stat~e ustanovleno, qto predel~noe povedenie poqti navernoe maksimuma

M^′_n(j) = max 0≤k≤n−j (S_{k+[j]} − S_k)I{Y_{k+1} ≤ · · · ≤ Y_{k+[j]}} , gde j = j_n, Y_n ime¸t nepreryvnoe raspredelenie, suwestvenno zavisit ot skorosti rosta j i menØetsØ ot sil~noæ neinvariantnosti (podobno zakonam bol~xih qisel �rdœxa–Ren~i) do sil~noæ invariantnosti (podobno teoremam Qœrgœ–Revesa).

V fftoæ rabote my pokaßem, qto povedenie M_n(j) podqinØetsØ toæ ße obweæ zakonomernosti, qto i povedenie M^′_n(j), t.e. zavisit ot skorosti rosta j i menØetsØ ot sil~noæ neinvariantnosti do sil~noæ invariatnosti. Pri fftom, razumeetsØ, diapazony posledovatel~nosteæ j, na kotoryh realizu¸tsØ neinvariantnost~ i invariantnost~ v sluqaØh M_n(j) i M^′_n(j) razliqa¸tsØ. Otmetim takße, qto v to vremØ kak rezul~taty dlØ M^′_n(j) trebu- ¸t usloviæ na samo raspredelenie X_1, to podobnye rezul~taty dlØ M_n(j) trebu¸t predpoloßeniæ ob uslovnom raspredelenii

X_1 pri uslovii Y_1 = 1. Krome togo, my issleduem asimptoti-

qeskoe povedenie analogov statistiki Xeppa dlØ priraweniæ summ vdol~ seriæ uspehov. Ranee povedenie statistik takogo tipa ne izuqalos~.

Vs¸du, gde ispol~zovany simvoly ∼, →, lim sup, lim inf sqitaem, qto n → ∞, esli ne ogovoreno protivnoe.

2. Osnovnye rezul~taty

Pust~ (X, Y ), (X_1, Y_1), (X_2, Y_2), . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh vektorov s

P (Y = 1) = p = 1 − P (Y = 0) ∈ (0, 1). (1)

Oboznaqim

S_n = X_1 + X_2 + · · · + X_n, S_0 = 0,

M_n(j) = max 0≤k≤n−j (S_{k+[j]} − S_k)I{Y_{k+1} = · · · = Y_{k+[j]} = 1},

266 A. N. FROLOV

T_n(j) = (S_{n+[j]} − S_n)I{Y_{n+1} = · · · = Y_{n+[j]} = 1},

gde j = j_n, 1 ≤ j ≤ l_n = log n/ log(1/p).

Predpoloßim, qto

P (X = x|Y = 1) < 1 ∀ x, (2) 0 ≤ E{X|Y = 1} < ∞, (3) t_0 = sup{t : φ(t) = E{e^{tX} |Y = 1} < ∞} > 0. (4)

Pust~ X̄ – sluqaænaØ veliqina s funkcieæ raspredeleniØ

F (x) = P (X < x|Y = 1). Oboznaqim ω = ess sup X̄ , ζ(z) = sup{zt − log φ(t) : t ≥ 0, φ(t) < ∞}, γ(x) = sup{z : ζ(z) ≤ x}. Izvestno, qto γ(x) – nepreryvnaØ, neubyva¸waØ, vypuklaØ funkciØ na [0, ∞), i γ(x) → ω pri x → ∞.

Poloßim

c_0 = 1/ (^{t0}∫ 0 tm^′(t)dt ) , (5)

gde m(t) = φ^′(t)/φ(t), 0 ≤ t < t_0. V [7] pokazano, qto c_0 = 1/(At_0 −

log φ(t_0)), esli t_0 < ∞ i A = lim_{t↑t0} m(t) < ∞. Krome togo, c_0 = −1/ log P (X̄ = A), esli t_0 = ∞, A < ∞ i P (X̄ = A) > 0 (v fftom

sluqae A = ω). V ostal~nyh sluqaØh c_0 = 0.

Pust~ {a_n} – posledovatel~nost~ vewestvennyh qisel, a_n ∈

(0, 1).

V sledu¸weæ teoreme soderßatsØ zakony �rdœxa–Ren~i i Xeppa dlØ priraweniæ summ vdol~ seriæ uspehov.

Teorema 1. Pust~ vypolneny usloviØ (2)–(4), i an → B ∈ (0, 1).

Poloßim B^′ = (1 − B) log(1/p)/B, B_0 = 1/c_0, gde c_0 opredeleno v (5). Togda s veroØtnost~¸ 1

lim sup n→∞ T_n(a_nl_n) a_nl_n = { γ(B^′), pri B^′ < B_0, A +^1_{t0} (B^′ − B_0), pri B^′ ≥ B_0.

V poslednem sootnoxenii moßno zamenit~ T_n(a_nl_n) na M_n(a_nl_n) i lim sup na lim.

Rassmotrim teper~ sluqaæ a_n → 0. Poloßim

i(n) = [a_nl_n].

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 267

Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ (2)–(4), i(n) ≥ 1, i(n) ne uby-

vaet, a_n → 0. Togda

lim sup n→∞ M_n(a_nl_n) b_n = 1 p.n., (6) gde b_n = i(n) γ ( 1 − a_n i(n) log n ) . Esli dopolnitel~no vypolneno uslovie lim_{z→∞} γ(− log(1 − F (z))) z = 1 , (7)

ili ω < ∞, to v (6) moßno zamenit~ lim sup na lim.

Uslovie (7) vypolneno dlØ normal~nogo, geometriqeskogo, puassonovskogo raspredeleniæ i raspredeleniØ Veæbulla (sm. [9]).

Otmetim, qto esli i(n) → ∞ , to b_n ∼ a_n log n log(1/p) γ ( 1 − a_n a_n log(1/p) ) . Pereædem k sluqa¸ a_n → 1. UsloviØ (2)–(4) bolee ne predpolaga¸tsØ vypolnennymi. Oboznaqim

r_n = (l_n − i(n)) log(1/p).

Sledu¸wie dve teoremy predstavlØ¸t soboæ zakony Qœrgœ– Revesa dlØ priraweniæ summ vdol~ seriæ uspehov.

Teorema 3. Pust~ E^¯X = 0, E^¯X^2 = 1, i ∞∫ 0 exp{tx^β}dF (x) < ∞ dlØ nekotoryh β ∈ (0, 1] i t > 0.

Pust~ a_n → 1 i (1 − a_n)(log n)^{2(1−β)/(2−β)} → 0 . Togda

lim sup n→∞ M_n(a_nl_n) d_n ≤ 1 p.n., (8)

lim sup n→∞ M_n(a_nl_n) c_n ≥ 1 p.n., (9)

268 A. N. FROLOV gde d_n = (2l_n(r_n + log l_n))^{1/2}, c_n = (2l_nr_n)^{1/2} .

V sootnoxeniØh (8) i (9) moßno zamenit~ M_n(a_nl_n) na T_n(a_nl_n). Esli dopolnitel~no vypolneno uslovie

lim inf n→∞ r_n log l_n

> 1 , (10) to lim inf n→∞ M_n(a_nl_n) b_n ≥ 1 p.n., (11)

gde b_n = (2l_n(r_n − log l_n))^{1/2}.

Sledstvie 1. Esli vypolneny usloviØ teoremy 3 i rn/ log ln →

∞, to lim_{n→∞} M_n(a_nl_n) b_n = lim sup n→∞ T_n(a_nl_n) b_n = 1 p.n.

V sledu¸weæ teoreme my nakladyvaem na raspredelenie X̄ menee ßestkie momentnye ograniqeniØ.

Teorema 4. Pust~ E^¯X = 0, E^¯X^2 = 1 , i ∞∫ 0 x^pdF (x) < ∞ dlØ nekotorogo p > 4,

(log z) −z∫ −∞ x^2dF (x) → 0 pri z → ∞. Pust~ a_n → 1. Esli lim sup r_n/ log l_n < (p − 2)/2, to vypolneny sootnoxeniØ (8) i (9). Esli dopolnitel~no vypolneno uslovie (10), to spravedlivo (11).

Zameqanie 1. UsloviØ, svØzyva¸wie ln i i(n) v teoremah 3 i 4,

moßno zapisat~ v terminah posledovatel~nosti a_n, esli zametit~, qto r_n/ log l_n ∼ (1 − a_n) log n/ log log n.

Zameqanie 2. DlØ dokazatel~stva teorem 1, 3 i 4 my adaptiruem

tehniku iz [16], prisposoblennu¸ dlØ issledovaniØ priraweniæ vdol~ monotonnyh blokov. Iz naxih dokazatel~stv Øsno, qto, kombiniruØ naxi rassußdeniØ dlØ T_n(a_nl_n) i tehniku iz [16], moßno poluqit~ zakon Xeppa dlØ priraweniæ vdol~ monotonnyh blokov i sootvetstvu¸wie analogi teorem 2–4.

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 269

3. Dokazatel~stva DlØ dokazatel~stva nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 1. Pust~ (X, Y ), (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn) – nezavisi-

mye odinakovo raspredelennye sluqaænye vektory, udovletvorØwie uslovi¸ (1). Pust~ X̄_1, X̄_2, . . . , X̄_n – nezavisimye sluqaænye veliqiny s funkcieæ raspredeleniØ F (x), S̄_n = X̄_1 + X̄_2 + · · · + X̄_n. Togda dlØ l¸bogo x > 0,

P (S_nI{Y_1 = · · · = Y_n = 1} ≥ x) = p^nP (S̄_n ≥ x), (12) P (M_n(i) ≥ x) ≤ np^iP (S̄_i ≥ x), (13) P (M_n(i) < x) ≤ exp{− np^i 2i P (S̄_i ≥ x)} pri i ≤ n/4. (14)

Dokazatel~stvo lemmy 1. Sootnoxenie (12) netrudno prove-

rit~. Pofftomu ego dokazatel~stvo my opuskaem.

Dalee, P (M_n(i) ≥ x) ≤ n−i∑ k=1 P ((S_{k+i} − S_k)I{Y_{k+1} = · · · = Y_{k+i} = 1} ≥ x) ≤ np^iP (S̄_i ≥ x). Ostalos~ proverit~ (14). UqityvaØ, qto 1 − x ≤ e^{−x} pri x ≥ 0, imeem P (M_n(i) < x) ≤ P (^{[n/i]−1}⋂ m=0 { (S_{(m+1)i} − S_{mi})I{Y_{mi+1} = · · · = Y_{(m+1)i} = 1} < x })

= (P (S_iI{Y_1 = · · · = Y_i = 1} < x))^{[n/i]−1} ≤ exp{−([n/i] − 1)P (S_iI{Y_1 = · · · = Y_i = 1} ≥ x)} ≤ exp{− np^i 2i P (S̄_i ≥ x)}, i lemma dokazana.

DlØ dokazatel~stva teoremy 1 nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat Petrova [17] o bol~xih ukloneniØh.

270 A. N. FROLOV

Teorema 5. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ teoremy 1.

Pust~ γ = γ(B), i pust~ c = c(γ) – rexenie uravneniØ m(c) = γ.

Togda dlØ l¸bogo ε > 0 vypolnØetsØ sootnoxenie P (S̄_n ≥ nγ) ∼ ψ(c) √ n exp{−nB} ravnomerno po γ ∈ [ε, min{A − ε, 1/ε}], gde ψ(c) – poloßitel~- naØ postoØnnaØ. Esli X̄_1 imeet nerexetqatoe raspredelenie, to ψ(c) = 1/(cσ(c) √ 2π). Esli X̄_1 imeet rexetqatoe raspredelenie s maksimal~nym xagom H, to ψ(c) = H/({1 − e^{−Hc}}σ(c) √ 2π), gde σ(t) = m^′(t).

Dokazatel~stvo teoremy 1. Poloßim i = i(n).

Rassmotrim snaqala sluqaæ B^′ < B_0.

PrimenØØ (13), teoremu 5 i uqityvaØ svoæstva funkcii γ(x), imeem

R(n) = P (M_n(i) ≥ (1 + ε)γ(B^′ )i) ≤ np^iP (S̄_i ≥ (1 + ε)γ(B^′ )i) ≤ C exp{log n − i log(1/p) − i(1 + δ)B^′} ≤ C exp{−δ_1i} dlØ l¸bogo ε > 0, nekotoryh poloßitel~nyh δ, δ_1, i vseh dostatoqno bol~xih n.

Poloßim n_j = max{n : i(n) = j}, j ≥ 1. Togda rØd ∑ j R(n_j ) shoditsØ, i po lemme BorelØ–Kantelli,

lim sup j→∞ M_{nj} (a_{nj} l_{nj} ) i(n_j )

≤ γ(B) p.n.

PrinimaØ vo vnimanie, qto M_n(i) ≤ M_{nj} (a_{nj} l_{nj} ) dlØ vseh n takih, qto i(n) = j, poluqim

lim sup n→∞ M_n(i) i ≤ γ(B) p.n.

Ispol~zuØ (14), teoremu 5 i svoæstva funkcii γ(x), imeem

Q(n) = P (M_n(i) < (1 − ε)γ(B^′ )i) ≤ exp{− np^i 2i P (S̄_i ≥ (1 − ε)γ(B^′ )i)} ≤ exp{− 1 2i exp{log n − i log(1/p) − i(1 − δ)B^′}} ≤ exp{−C exp{δ_1i}}

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 271

dlØ l¸bogo ε > 0, nekotoryh δ, δ_1 > 0, i vseh dostatoqno bol~- xih n. Sledovatel~no, rØd ∑ n Q(n) shoditsØ. Primenenie lem-

my BorelØ–Kantelli daet

lim inf n→∞ M_n(i) i ≥ γ(B) p.n.

Teorema dlØ M_n(i) v sluqae B^′ < B_0 dokazana.

Rassmotrim teper~ T_n(i). VypolnØetsØ neravenstvo

T_n(j) ≤ M^{′′}_n (j) = max_{0≤k≤n}(S_{k+[j]} − S_k)I{Y_{k+1} = · · · = Y_{k+[j]} = 1}. (15)

V silu privedennogo vyxe dokazatel~stva ocenki sverhu dlØ

lim sup M^{′′}_n (i)/i i lim sup M_n(i)/i s veroØtnost~¸ 1 odinakovy. Po-

fftomu nam ostalos~ dokazat~ ocenku snizu dlØ lim sup T_n(i)/i.

V silu (12) imeem

Q^′(n) = P (T_n(i) ≥ (1 − ε)γ(B^′)i) = p^iP (S̄_i ≥ (1 − ε)γ(B^′ )i) ≥ exp{−i log(1/p) − i(1 − δ)B^′} ≥ n^{−1+δ1} dlØ l¸bogo ε > 0, nekotoryh δ, δ_1 > 0, i vseh dostatoqno bol~xih n. Pust~ n_k = Ak log k, k ≥ 3, gde postoØnnaØ A vybrana tak, qto

n_{k+1} > n_k + i(n_k). Togda rØd ∑ k Q^′(n_k) rashoditsØ, a sobytiØ {T_{nk} (i(n_k)) ≥ (1 − ε)γ(B^′)i(n_k)} nezavisimy. Primenenie lemmy

BorelØ–Kantelli zaverxaet dokazatel~stvo teoremy v sluqae

B^′ < B_0.

Pereædem k sluqa¸ B^′ > B_0. Oboznaqim L = A + (B^′ − B_0)/t_0. Tak kak B_0 = 1/c_0 i B_0 < ∞, to A < ∞.

Pust~ snaqala A < ∞ i t_0 = ∞. Togda A = ω, L = A. V silu

(14) imeem Q(n) = P (M_n(i) < (L − ε)i) ≤ exp{− np^i 2i P (S̄_i ≥ (L − ε)i)} ≤ exp{− np^i 2i (P (X̄ ≥ ω − ε))^i} ≤ exp{−Cn^δ}, dlØ l¸bogo ε > 0, nekotorogo δ > 0, i vseh dostatoqno bol~xih n. Primenenie lemmy BorelØ–Kantelli zaverxaet dokazatel~stvo dlØ M_n(i).

272 A. N. FROLOV

V silu (15) nam snova dostatoqno dokazat~ ocenku snizu dlØ

lim sup T_n(i)/i. Imeem

Q^′(n) = P (T_n(i) < (L − ε)i) = p^iP (S̄_i ≥ (L − ε)i) ≥ p^i(P (X̄ ≥ ω − ε))^i ≥ Cn^{−1+δ}, dlØ l¸bogo ε > 0, nekotorogo δ > 0, i vseh dostatoqno bol~xih n. TrebuemaØ ocenka poluqaetsØ tak ße, kak ran~xe.

Pust~, nakonec, A < ∞, t_0 < ∞. Togda ω = ∞ i c_0 = 1/(At_0 −

log φ(t_0)). V silu (13) i neravenstva Qebyxeva imeem R(n) = P (M_n(i) ≥ (L + ε)i) ≤ np^iP (S̄_i ≥ (L + ε)i) ≤ np^i exp{i log φ(t_0) − t_0(L + ε)i} ≤ C exp{−δi} dlØ l¸bogo ε > 0, nekotorogo δ > 0, i vseh dostatoqno bol~xih n. Analogiqno sluqa¸ B^′ < B_0, poluqennaØ ocenka daet

lim sup n→∞ M_n(i) i ≤ L p.n.

Poloßim λ = L − ε, μ = L + ε.

Sledu¸wie dva neravenstva my zaimstvuem iz [8] (str. 1377 i 1376 sootvetstvenno).

DlØ l¸bogo dostatoqno malogo ε > 0 suwestvuet maloe δ > 0 takoe, qto

B^′ − B_0 μ A − δ > 0. DlØ l¸bogo dostatoqno malogo δ > 0 suwestvuet poloßitel~- naØ postoØnnaØ C takaØ, qto P (S̄_i ≥ iλ) ≥ Ci^{−1/2} exp{− μB_0i A − δ } dlØ vseh bol~xih i.

V silu (14) i fftih neravenstv imeem Q(n) = P (M_n(i) < (1 − ε)Li) ≤ exp{− np^i 2i P (S̄_i ≥ (1 − ε)Li)} ≤ exp{−C exp{δ_1i(B^′ − B_0 μ A − δ )}} ≤ exp{−n^{δ2} },

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 273

dlØ l¸bogo ε > 0, nekotorogo δ_2 > 0, i vseh bol~xih n. Ispol~zuØ fftu ocenku tak ße, kak v sluqae B^′ < B_0, my zaverxaem dokazatel~stvo teoremy 1 dlØ M_n(i). Ocenku snizu dlØ lim sup T_n(i)/i poluqaem s pomow~¸ sootnoxeniæ

Q^′(n) = P (T_n(i) < (1 − ε)Li) = p^iP (S̄_i ≥ (1 − ε)Li) ≥ n^{−1+δ} .

Teorema 1 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Oboznaqim c(n) = (1 − an) log n/i(n).

Otmetim, qto b_n = i(n)γ(c(n)).

Pust~ snaqala ω = ∞.

Poloßim N_{ij} = {n : 2^j ≤ n < 2^{j+1}, i(n) = i}, n_{ij} = min{n : n ∈

N_{ij} }, I_{ki} = I{Y_{k+1} = · · · = Y_{k+i} = 1}.

Pust~ ε > 0. Dalee sqitaem, qto a_n ≤ β, β ∈ (0, 1). Vyborom β rasporØdimsØ pozße. UqityvaØ (13), imeem

P_{ij} = P ( max_{n∈Nij} M_n(i)/b_n ≥ 1 + ε)

≤ P ( max 0≤k≤2^j+1−i (S_{k+i} − S_k)I_{ki} ≥ (1 + ε)iγ((1 − β) log n_{ij}/i) )

≤ 2^{j+1}p^i P (S̄_i ≥ (1 + ε) i γ((1 − β) log n_{ij}/i) ).

Po lemme 2.3 iz [9]

P_{ij} ≤ 2^{j+1}p^i exp{−(1 + ε)(1 − β) log n_{ij}}

≤ 2 exp{ log 2^j (1 − (1 − β)(1 + ε))} ≤ 2^{1−εj/2} ,

esli β vybrano tak, qtoby β < ε/2(1 + ε). Sledovatel~no,

P_j = P ( max

2^j≤n<2^j+1 M_n(i)/b_n ≥ 1 + ε) ≤ m_j 2^{1−εj/2}, gde m_j – qislo indeksov i, dlØ kotoryh N_{ij} ≠ ∅. UqityvaØ neravenstvo m_j ≤ i(2^{j+1}) ≤ l_2j+1 , zakl¸qaem, qto rØd ∑ j P_j shoditsØ.

Po lemme BorelØ–Kantelli,

lim sup n→∞ M_n(a_nl_n) b_n ≤ 1 p.n.

Pust~ i = i(n). Tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 1 (sluqaæ

B^′ > B_0, t_0 = ∞), dlØ l¸bogo ε > 0 imeem

Q(n) = P (M_n(i) < (1 + ε)^{−3}b_n)

274 A. N. FROLOV ≤ exp{− np^i 2i (P (X̄ ≥ (1 + ε)^{−3}γ( c(n) )))^i} .

S pomow~¸ metoda, ispol~zovannogo v lemme 2.5 iz [9], postroim posledovatel~nost~ natural~nyh qisel {n_r} taku¸, qto

(P (X̄ ≥ (1 + ε)^{−3}γ(c(n_r ))))^{log nr/c(nr)} ≥ exp{−(1 + ε)^{−1} log n_r } (16)

i n_r ≥ r pri bol~xih r.

Ots¸da sleduet, qto Q(n_r) ≤ exp{−Cn^δ_r} dlØ nekotorogo δ > 0 pri vseh dostatoqno bol~xih r. Pofftomu rØd ∑ r Q(n_r ) shoditsØ.

Primenenie lemmy BorelØ–Kantelli privodit k (6).

Pust~ vypolneno (7). ZamenØØ (1 + ε)^{−3} na (1 + ε)^{−2} v opredelenii Q(n), i ispol~zuØ vmesto (16) neravenstvo (sm. [9], str. 264)

P (X̄ ≥ (1 + ε)^{−2}γ(c(n))) ≥ exp{−(1 + ε)^{−1} c(n) },

dokaßem, qto rØd ∑ n Q(n) shoditsØ. Vmeste s lemmoæ BorelØ–

Kantelli ffto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2 v sluqae ω = ∞. Pust~ ω < ∞. Voz~mem 0 < δ < 1. Poloßim i = i(n). Snova imeem Q(n) = P (M_n(i) < δωi) ≤ exp{− np^i 2i (P (X̄ ≥ δ_1ω))^i}.

RassußdeniØ, analogiqnye privedennym vyxe, pokazyva¸t, qto rØd ∑ n Q(n) shoditsØ, a ispol~zovanie lemmy BorelØ–Kantelli

zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2

DlØ dokazatel~stva teorem 3 i 4 my dokaßem lemmu, kotoraØ predstavlØet i samostoØtel~nyæ interes.

Lemma 2. Pust~ dn, cn i bn – posledovatel~nosti vewestvennyh

qisel, opredelennye v teoreme 3. Pust~ r > 1. Esli

log P (S̄_i ≥ Dd_n) ∼ −

D^2d^2_n

2l (17)

dlØ l¸bogo 0 < D < r, to vypolneno zakl¸qenie teoremy 3.

Dokazatel~stvo lemmy 2. Pust~ i = i(n). Voz~mem ε > 0 takoe,

qto (1+2ε)^{1/2} < r. V silu (13) i (17) dlØ vseh dostatoqno bol~xih n imeem

R(n) = P (M_n(i) ≥ (1 + 2ε)^{1/2}d_n) ≤ np^iP (S̄_i ≥ (1 + 2ε)^{1/2}d_n)

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 275

≤ exp{log n − i log(1/p) −

(1 + ε)d^2_n 2l_n } ≤ C exp{−(1 + ετ_n) log l_n} ,

gde τ_n = 1 + r_n/ log l_n.

Pust~ q > 1, N_{jk} = {n : i(n) = j , q^k ≤ τ_n < q^{k+1}} , n_{jk} = max{n :

n ∈ N_{jk}} , j ≥ 2 , k ≥ 0. Togda rØd ∑ j ∑ k R(n_{jk}) shoditsØ. Po

lemme BorelØ–Kantelli

lim sup j→∞ M_{njk} (a_{njk} l_{njk} ) d_{njk} ≤ 1 p.n.

ravnomerno po k. ˚sno, qto d_n ≥ d_{njk} /q i M_n(i) ≤ M_{njk} (a_{njk} l_{njk} ) pri n ∈ N_{jk}, vseh bol~xih j, vseh k. Sledovatel~no,

lim sup n→∞ M_n(i) d_n ≤ q p.n.

V silu proizvol~nosti q > 1, poslednee sootnoxenie vleqet (8). PrinimaØ vo vnimanie neravenstvo (15), poluqim (8) dlØ T_n.

Poloßim T^′_n = (S_n − S_{n−i})I{Y_{n−i+1} = · · · = Y_n = 1}. Ispol~zuØ (12) i (17), imeem

P (n) = P (T^′_n ≥ (1 − 2ε)c_n) = p^iP (S̄_i ≥ (1 − 2ε)c_n) ≥ p^i exp{− (1 − ε)c^2_n 2l_n } ≥ C 1 n , pri vseh dostatoqno bol~xih n.

Pust~ n_k = Ak log k, k ≥ 3, gde postoØnnaØ A vybrana tak, qto

n_{k+1} − i(n_{k+1}) > n_k. Togda rØd ∑ k P (n_k) rashoditsØ, i sobytiØ {T^′_{nk} ≥ (1 − 2ε)c_{nk} } nezavisimy. Po lemme BorelØ–Kantelli

lim sup n→∞ T^′_n c_n ≥ 1 p.n. (18)

UqityvaØ neravenstvo M_n(i) ≥ T^′_n, poluqim (9). Sootnoxenie (9) dlØ T_n(i) dokazyvaetsØ tak ße, kak (18). Nußno tol~ko pri postroenii n_k vybrat~ postoØnnu¸ A tak, qtoby n_{k+1} > n_k +

i(n_k).

Ispol~zuØ (14) i (17), dlØ vseh bol~xih n poluqim

Q(n) = P (M_n(i) < (1 − ε)b_n) ≤ exp{− np^i 2i P (S̄_i ≥ (1 − ε)b_n)}

276 A. N. FROLOV ≤ exp{− 1 2 exp{log n − i log(1/p) −

(1 − 2ε)b^2_n 2l_n }} ≤ exp{−i^{ετn} } , gde τ_n = l_n − i − 1.

Poloßim m_{jk} = min{n : n ∈ N_{jk}}, gde N_{jk} opredeleno tak ße, kak pri dokazatel~stve (8). Togda rØd ∑ j ∑ k Q(m_{jk}) shoditsØ, a

lemma BorelØ–Kantelli daet

lim inf j→∞ M_{njk} (a_{njk} l_{njk} ) b_{njk} ≥ 1 p.n.

ravnomerno po k. Ots¸da tak ße, kak ran~xe, prihodim k (10).

Lemma 2 dokazana.

Dokazatel~stva teorem 3 i 4. Teoremy 3 i 4 sledu¸t iz teo-

rem 5 i 6 raboty avtora [12] i lemmy 2.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ recenzentu za rØd poleznyh zameqaniæ, sposobstvovavxih uluqxeni¸ teksta stat~i.

Literatura

1. P. Erdős, P. Révész, On the length of the longest head-run. Coll. Math. Soc.

J. Bolyai, 16 (1975), 218–228.

2. P. Deheuvels, On the Erdős–Rényi theorem for random fields and sequences and its relationships with the theory of runs and spacings. Z. Wahrsch. Verw. Geb., 70 (1985), 91–115.

3. P. Erdős, A. Rényi, On a new law of large numbers. J. Analyse Math., 23 (1970), 103–111.

4. L. A. Shepp, A limit law concerning moving averages. Ann. Math. Statist., 35 (1964), 424–428.

5. M. Csörgő, J. Steinebach, Improved Erdős–Rényi and strong approximation laws for increments of partial sums. Ann. Probab., 9 (1981), 988–996.

6. S. Csörgő, Erdős–Rényi laws. Ann. Statist., 7 (1979), 772–787. 7. P. Deheuvels, L. Devroye and J. Lynch, Exact convergence rate in the limit theorems of Erdős–Rényi and Shepp. Ann. Probab., 14 (1986), 209–223.

8. P. Deheuvels, L. Devroye, Limit laws of Erdős–Rényi–Shepp type. Ann. Probab.,

15 (1987), 1363–1386.

9. D. M. Mason, An extended version of the Erdős–Rényi strong law of large numbers. Ann. Probab., 17 (1989), 257–265.

10. M. Csörgő, P. Révész, Strong Approximations in Probability and Statistics. Academic Press, New York (1981).

11. P. Deheuvels, J. Steinebach, Exact convergence rates in strong approximation laws for large increments of partial sums. Probab. Th. Rel. Fields., 76 (1987), 369–393.

12. A. N. Frolov, On one-sided strong laws for large increments of sums. Statist.

Probab. Letters, 37 (1998), 155–165.

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 277

13. K. Binswanger, P. Embrechts, Longest runs in coin tossing. Insur. Math. Econom.,

15 (1994), 139–149.

14. P. �mbrehts, K. Kl¸ppel~berg, Nekotorye aspekty strahovoæ matematiki. TeoriØ veroØtn. i ee primen., 38, No. 2 (1993), 374–416.

15. A. N. Frolov, A. Martikainen and J. Steinebach, On the maximal gain over head runs. Studia Sci. Math. Hung., 34 (1998), 165–181.

16. A. N. Frolov, A. Martikainen and J. Steinebach, On the maximal gain over increasing runs. Preprint No. 49 (1997), Fachbereich Mathematik, Philipps–Universität Marburg, 19 p.

17. V. V. Petrov, O veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. TeoriØ veroØtn. i ee primen., 10, No. 2 (1965), 310–322.

Frolov A. N. On asymptotic behaviour of increments of sums over head runs.

Let {(X_i, Y_i)} be a sequence of i.i.d. random vectors with P (Y_1 = 1) = p = 1 − P (Y_1 = 0) ∈ (0, 1). Put M_n(j) = max_{0≤k≤n−j}(X_{k+1} + · · · + X_{k+j} )I_{k,j} , where I_{k,j} = I{Y_{k+1} = · · · = Y_{k+j} = 1} , I{ · } denotes the indicator function of the event in brackets. If, for example, {X_i} are gains and {Y_i} are indicators of successes in repetitions of a game of chance, then M_n(j) is the maximal gain over head runs (sequences of successes without interruptions) of length j. We investigate the asymptotic behaviour of M_n(j), j = j_n ≤ L_n, where L_n is the length of the longest head run in Y_1, . . ., Y_n. We show that the asymptotics of M_n(j) crucially depend on the growth rate of j, and they vary from strong non-invariance like in the Erdős–Rényi law of large numbers to strong invariance like in the Csörgő–Révész strong approximation laws. We also consider Shepp type statistics.

Postupilo 9 dekabrØ 1998 g. Sankt–Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet