Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

M. A. Lifxic

PREDEL^NA˚ TEOREMA TIPA “POQTI NAVERNOE” DL˚ SUMM SLUQA`NYH VEKTOROV

Predel~naØ teorema tipa “poqti navernoe” (PTPN) – ffto utverßdenie o slaboæ shodimosti s veroØtnost~¸ edinica posledovatel~nosti ffmpiriqeskih mer, poroßdennyh nekotoroæ posledovatel~nost~¸ sluqaænyh veliqin. �tot tip predel~nyh teorem byl odnovremenno obnarußen P. Xatte i G. Brozamlerom, q~i raboty opublikovany v 1988 g., i vyzval bol~xoæ interes v teqenie poslednego desØtiletiØ. Mnogie interesnye rezul~taty v fftom napravlenii poluqili M. Atlag i M. Veber, I. Berkex i G. Deling, I. A. Ibragimov, M. Leæsi i V. Fillip, P. Maæor, P. Marq i T. Seppelaænen, P. Merters, T. Mori, M. Peligrad i P. Reves, B. Rodzik i Z. Ryhlik, M. Hek, L. Horvat, G. H¸relbaatar, E. Qaki, A. N. Quprunov, K-M. Xao i drugie. Podrobnu¸ bibliografi¸ o PTPN moßno naæti v [3, 4] i osobenno v obzore I. Berkexa [2].

V pervom razdele stat~i dano dostatoqnoe uslovie dlØ PTPN dlØ summ nezavisimyh (voobwe govorØ, ne odinakovo raspredelennyh) vektorov pri minimal~nyh momentnyh usloviØh i normiru¸wih posledovatel~nostØh (o predel~nyh zakonah ne predpolagaetsØ niqego). Mnogoqislennye ssylki o rabotah, otnosØwihsØ k sluqa¸ odinakovo raspredelennyh slagaemyh, moßno naæti v [2–4]. Sluqaæ ne odinakovo raspredelennyh slagaemyh v postanovke, blizkoæ k naxeæ, izuqalsØ v [3], a dlØ veliqin, udovletvorØ¸wih momentnym usloviØm tipa Lindeberga – v rabotah [1, 5].

Pervyæ razdel ØvlØetsØ estestvennym razvitiem metodov i rezul~tatov sovmestnoæ raboty I. A. Ibragimova i avtora [4].

Vo vtorom razdele stat~i postroen kontrprimer, pokazyva- ¸wiæ, qto naxe dostatoqnoe momentnoe uslovie ves~ma blizko k optimal~nomu, takße kak i rodstvennoe (no neskol~ko bolee

Rabota podderßana RFFI, grant No. 99-01-00112. 186

PREDEL^NA˚ TEOREMA 187 oganiqitel~noe) dostatoqnoe uslovie I. Berkexa i G. Delinga (takim obrazom, poluqen otvet na vopros fftih avtorov iz [3], s. 1644).

1. Dostatoqnoe uslovie dlØ predel~noæ teoremy tipa “poqti navernoe”.

Pust~ {ξ_j} – posledovatel~nost~ nezavisimyh vektorov, prinima¸wih znaqeniØ v separabel~nom normirovannom prostranstve (X , ‖ · ‖). Rassmotrim normirovannye summy

ζ_k := 1 B_k k∑ j=1 ξ_j − A_k , B_k > 0, A_k ∈ X , i predpoloßim, qto ih raspredeleniØ udovletvorØ¸t predel~- noæ teoreme L(ζ_k) ⇒ G, (1.1) gde G – nekotoraØ veroØtnostnaØ mera na X . Opredelim ffmpiriqeskie mery

Q_n = 1 γ_n n∑ k=2 b_k δ_{ζk} , gde {b_k} – poloßitel~naØ ograniqennaØ posledovatel~nost~, udovletvorØ¸waØ uslovi¸

b_k 6 log(B_k/B_{k−1}),

i γ_n := ∑_n k=2 b_k. DlØ u > 1 i funkcii H : [1, ∞) →(0, ∞] poloßim

S_H (u) := sup ℓ:u<γ_ℓ <H(u) P{log ‖ζ_ℓ‖ > u}. Nax osnovnoæ pozitivnyæ rezul~tat vyglØdit sledu¸wim obrazom.

Teorema 1. Predpoloßim, qto Bn ↗ ∞ i vypolneno sootnoxe-

nie (1.1). Esli suwestvuet takaØ funkciØ H, qto ∞∫ 1 du H(u) < ∞ i ∞∫ 1 S_H (u)du u < ∞, (1.2) to P{Q_n⇒G} = 1. (1.3)

188 M. A. LIFXIC

Privedem neskol~ko poØsneniæ k fftomu utverßdeni¸: 1. Sledu¸wee bolee prozraqnoe uslovie Berkexa–Delinga (sm. [3]) takße ØvlØetsØ dostatoqnym dlØ PTPN: pri nekotorom

h > 0 verno

sup_l E ( log_+ log_+ ‖ζ_ℓ‖ )_{1+h} < ∞. (1.4) �to uslovie pokazyvaet zameqatel~nu¸ rol~ logarifmiqeskih momentov v PTPN. V predpoloßenii (1.4) my moßem vzØt~

H(u) := +∞ i, ispol~zuØ neravenstvo Qebyxeva, poluqim dlØ

kaßdogo u > 1

S_H (u) 6 min { 1 ; (log u)^{−1−h} } , tak qto teorema 1 moßet byt~ primenena.

Na samom dele v [3] imeetsØ ewe bolee slaboe, qem (1.4), dostatoqnoe uslovie, kotoroe v naxih oboznaqeniØh vyglØdit tak: suwestvu¸t takie C, h, ε > 0, qto dlØ kaßdogo celogo l > 0 E ( log_+ log_+ ‖ζ_ℓ‖

)_{1+h} 6

C (log γ_ℓ )^{h−ε}.

V fftom sluqae my moßem poloßit~ H(u) := u^2 i, snova ispol~zuØ neravenstvo Qebyxeva, naædem dlØ vseh u > 1,

S_H (u) 6 min { 1 ; C 2^{h−ε} (log u)^{1+ε} } , i teorema 1 snova rabotaet.

Meßdu teoremoæ 1 i rezul~tatami raboty [3] imeetsØ i nekotoraØ raznica. I. Berkex i G. Deling dela¸t dopolnitel~nye predpoloßeniØ o roste normirovok {B_n} i ispol~zu¸t standartnye logarifmiqeskie vesa b_k := k^{−1}, γ_n ∼ log n. My ne delaem fftih dopolnitel~nyh predpoloßeniæ, no zato adaptiruem vesa

b_k k povedeni¸ {B_n}.

2. Kak budet vidno iz vtoroæ qasti stat~i, PTPN moßet i ne imet~ mesta, esli my poloßim h = 0 v uslovii (1.4), – daße v prosteæxem sluqae vewestvennyh sluqaænyh veliqin.

3. Rezul~tat, blizkiæ k Teoreme 1, moßno naæti v naxeæ predyduweæ rabote ([4], Teorema 3.3), gde PTPN dokazana pri bolee sil~nom momentnom ograniqenii

∃a > 0 : sup_ℓ E‖ζ_ℓ‖^a < ∞. (1.5)

PREDEL^NA˚ TEOREMA 189 4. Takoæ ße rezul~tat veren ne tol~ko dlØ normirovannyh summ ζ_k, no takße i dlØ nekotoryh drugih posledovatel~nosteæ sluqaænyh vektorov, vkl¸qaØ, naprimer, vyboroqnye traektorii normirovannyh processov qastnyh summ, voznika¸wie v klassiqeskom principe invariantnosti. Imenno, teorema 1 verna dlØ kaßdoæ posledovatl~nosti sluqaænyh vektorov ζ_k, dopuska¸weæ predstavlenie

ζ_k = B_ℓ B_k π_{k,ℓ} (ζ_ℓ) + η_{k,ℓ} pri vseh ℓ 6 k, priqem ζ_ℓ i η_{k,ℓ} nezavisimy, a semeæstvo lineænyh operatorov {π_{k,ℓ} : X →X } ravnomerno ograniqeno po norme. Deæstvitel~no, dostatoqno vospol~zovat~sØ fftim predstavleniem vmesto poØvlØ¸weæsØ v dokazatel~stve formuly (1.12).

Dokazatel~stvo teoremy 1. Odnoæ iz mnogih ffkvivalentnyh

formulirovok slaboæ shodimosti (1.3) slußit sootnoxenie P { lim inf n→∞ Q_n(B) > G(B) dlØ vseh otkrytyh B ⊂ X } = 1. (1.6)

Kak bylo pokazano v [4], v separabel~nom X sootnoxenie (1.6) vypolneno, esli P { F_n := ∫ fdQ_n = 1 γ_n n∑ k=2 b_kf(ζ_k ) → ∫ fdG } = 1 (1.7)

verno dlØ l¸bogo ograniqennogo lipxiceva funkcionala f : X → R^1.

Podqerknem, qto v (1.7) kaßdyæ funkcional f rassmatrivaetsØ otdel~no. Pofftomu zafiksiruem f i budem proverØt~ (1.7). Oboznaqim ‖f‖_∞ := sup_{x∈X} |f(x)|; ‖f‖_L := sup_{x≠y∈X} |f(x) − f(y)|/‖x − y‖. Pust~ α > 1. Posledovatel~nost~ celyh poloßitel~nyh qisel {n_j} zadadim formulami

n_0 := 0, n_1 := inf {n : γ_n > 1};

n_{j+1} := inf {n : γ_n > α γ_{nj} }.

190 M. A. LIFXIC

Pri takom vybore vsegda budem imet~ γ_{nj}+1 > α γ_{nj} i, takim obrazom, pri vseh j > 0, ∑ i¿j^γ −2 n_i 6 Cαγ −2 n_j , (1.8)

gde C_α = α^2(α^2 − 1)^{−1}. Dalee, dlØ vseh n ∈ [n_j, n_{j+1}) imeem n∑ k=n_j +1

b_k = γ_n − γ_{nj} 6 αγ_{nj} − γ_{nj} 6 (α − 1)γ_{nj} 6 (α − 1)γ_n.

Sledovatel~no, | F_n − F_{nj} | = | | | | | γ_{nj} γ_n F_{nj} + 1 γ_n n∑ k=n_j +1 b_kf(ζ_k ) − F_{nj} | | | | |

6

|γ_{nj} − γ_n| γ_n | |F_{nj} | | + (α − 1)‖f‖_∞ 6 (α − 1) ( | |F_{nj} | | + ‖f‖_∞) . Zametim, qto dlØ (1.7) dostatoqno dokazat~ P { F_{nj} → ∫ fdG } = 1 (1.9)

pri kaßdom α > 1, i pereæti k predelu pri α ↘ 1. Dalee, (1.9) sleduet iz sootnoxeniæ

lim_n EF_n = ∫ fdG (1.10) i_∞ ∑ j=1 VarF_{nj} < ∞. (1.11)

Shodimost~ v (1.10) sleduet iz gipotezy o slaboæ shodimosti (1.1). V samom dele,

lim_k Ef(ζ_k ) = ∫ fdG, γ_n = n∑ k=2 b_k → ∞,

PREDEL^NA˚ TEOREMA 191 otkuda

EF_n = 1 γ_n n∑ k=2 b_k Ef(ζ_k ) → ∫ fdG. DlØ dokazatel~stva (1.11) zapixem

VarF_n 6 1 γ^2_n n∑ k=2 b^2_k Varf(ζ_k ) + 2 γ^2_n n∑ 26ℓ<k6n^{bℓ bk Cov(f(ζℓ), f(ζk )).} Diagonal~nye qleny s dispersiØmi problem ne sozda¸t, poskol~ku_∞ ∑ j=1 1 γ^2_{nj} n_j∑

k=2 b^2_k Varf(ζ_k) 6

6^{∞∑}_{j=1}^1_{γnj} max_26_k6_{nj} bk ‖f‖^2_∞ 6^{∞∑}_{j=1}^1_{γnj} ‖f‖^2_∞ < ∞.

Teper~ zaæmesØ poiskom verhnih ocenok dlØ kovariaciæ. Zafiksiruem paru natural~nyh qisel ℓ < k i zapixem toßdestvo

ζ_k = B_ℓ B_k ζ_ℓ + A^ℓB^ℓ B_k − A_k + 1 B_k k∑ j=ℓ+1 ξ_j := B^ℓ B_k ζ_ℓ + η_{k,ℓ} , (1.12)

priqem η_{k,ℓ} i ζ_ℓ nezavisimy. Pofftomu

Ef(ζ_k )f(ζ_ℓ) 6 Ef(η_{k,ℓ})f(ζ_ℓ) + |E (f(η_{k,ℓ}) − f(ζ_k)) f(ζ_ℓ)| 6 Ef(η_{k,ℓ})Ef(ζ_ℓ) + ‖f‖_∞E |f(η_{k,ℓ}) − f(ζ_k )| 6 Ef(ζ_k )Ef(ζ_ℓ ) + 2‖f‖_∞E |f(η_{k,ℓ}) − f(ζ_k )| . Zametim takße, qto |f(η_{k,ℓ}) − f(ζ_k )| 6 min{‖f‖_L‖η_{k,ℓ} − ζ_k‖; 2‖f‖_∞} 6

6 max{‖f‖L; 2‖f‖∞} min{‖ηk,ℓ − ζk‖; 1} =

= max {‖f‖_L; 2‖f‖_∞} min { B_ℓ B_k ‖ζ_ℓ‖; 1 } .

192 M. A. LIFXIC Sledovatel~no,

Cov(f(ζ_ℓ), f(ζ_k)) 6 C_f E_ℓ(B_k), gde C_f = 2‖f‖_∞ max{‖f‖_L; 2‖f‖_∞} i E_ℓ(B) := E min { B_ℓ B ‖ζ_ℓ‖; 1 } = P { ‖ζ_ℓ‖ > B B_ℓ } + + B_ℓ B E ‖ζ_ℓ‖1_{{‖ζℓ‖<B/Bℓ }}. (1.13) SummiruØ po peremennym j, k i ℓ, a zatem menØØ porØdok summirovaniØ, pridem k neobhodimosti ocenit~ vyraßenie ∞∑ ℓ=2 b_ℓ ∞∑ k=ℓ+1 b_kE_ℓ(B_k) ∑ j:n_j ¿k γ^{−2}_{nj} . (1.14)

Teper~ predstavim fftu summu v integral~noæ forme i sdelaem logarifmiqesku¸ zamenu peremennoæ. DlØ fftogo vvedem dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Rassmotrim nepereseka¸wiesØ interva- ly I_k := [log B_k − b_k; log B_k) .

Zametim qto I_k imeet dlinu b_k i poloßim I = ⋃ k¿2^{Ik.} Opredelim “estestvennu¸ logarifmiqesku¸ xkalu” kak funk- ci¸ g(τ ) = τ∫ 0 1_I (s)ds. V qastnosti, g(log B_k) = ∑_k ℓ=2 b_ℓ = γ_k.

Poskol~ku vse funkcii E_ℓ(·) ne ubyva¸t, poluqim integral~- nu¸ ocenku dlØ naxih slagaemyh: dlØ kaßdogo k > ℓ verno

b_kE_ℓ(B_k ) = ∫ I_k E_ℓ(B_k)dτ 6 ∫ I_k E_ℓ(e^τ )dτ.

PREDEL^NA˚ TEOREMA 193 Dalee, primenØØ (1.8), poluqim ocenku dlØ drugoæ qasti (1.14). DlØ kaßdogo natural~nogo i, kaßdogo k ∈ (n_{i−1}, n_i], i kaßdogo

τ ∈ I_k, imeem ∑ j:n_j ¿k γ^{−2}_{nj} = ∞∑ j=i γ^{−2}_{nj} 6 C_α γ^{−2}_{ni} 6 C_α min{g(τ )^{−2}; 1}.

Takim obrazom, dlØ (1.14) poluqaetsØ verhnØØ ocenka C_α ∞∑ ℓ=2 b_ℓ ∞∑ k=ℓ+1 ∫ I_k E_ℓ(e^τ ) min{g(τ )^{−2}; 1}dτ. (1.15)

Rassmotrim vklad, kotoryæ vnosit v (1.15) pervoe slagaemoe iz (1.13). Imenno, nußno ocenit~ ∞∑ ℓ=2 b_ℓ ∫ I∩[ log B_ℓ,∞) P {log ‖ζ_ℓ‖ > τ − log B_ℓ} min{g(τ )^{−2}; 1} dτ.

Ispol~zuØ fflementarnu¸ ocenku

τ − log B_ℓ > g(τ ) − γ_ℓ

i zamenu peremennoæ u = g(τ ) − γ_ℓ , poluqim ∫ I∩[ log B_ℓ,∞) P {log ‖ζ_ℓ‖ > τ − log B_ℓ} min{g(τ )^{−2}; 1} dτ 6

∞∫ 0 P {log ‖ζ_ℓ‖ > u} min{(u + γ_ℓ )^{−2}; 1}du :=

= ∞∫ 0 P_ℓ(u) min{(u + γ_ℓ )^{−2}; 1}du.

Teper~ pervaØ qast~ vyraßeniØ (1.15) imeet vid ∞∑ ℓ=2 b_ℓ ∞∫ 0 P_ℓ(u) min{(u + γ_ℓ )^{−2}; 1}du. (1.16)

Poskol~ku dlØ kaßdogo fiksirovannogo l integral, oqevidno, koneqen, i γ_ℓ > 1 dlØ vseh ℓ, za iskl¸qeniem koneqnogo qisla

194 M. A. LIFXIC znaqeniæ, my moßem rassmatrivat~ tol~ko l : γ_ℓ > 1. Bolee togo, poskol~ku kaßdaØ iz funkciæ P_ℓ(·) ne ubyvaet, dlØ takih l imeem ∞∫ γ_ℓ P_ℓ(u)(u + γ_ℓ )^{−2}du 6 P_ℓ(γ_ℓ ) ∞∫ γ_ℓ (u + γ_ℓ )^{−2}du = P_ℓ(γ_ℓ ) (2γ_ℓ )^{−1} 6

(2γ_ℓ )^{−2} γ_ℓ∫

0 P_ℓ(u)du 6 γ_ℓ∫

0 P_ℓ(u) min{(u + γ_ℓ )^{−2}; 1}du.

Pofftomu moßno ograniqit~sØ ocenivaniem integralov po oblastØm {u, l : u 6 γ_ℓ }. DlØ fftogo vospol~zuemsØ sledu¸weæ ocenkoæ obwego vida: dlØ kaßdogo poloßitel~nogo celogo L verno ∞∑ ℓ=L b_ℓ γ_ℓ^{−2} 6 b_L γ^{−2}_L + ∞∑ ℓ=L+1 ∫ I_ℓ g(τ )^{−2}dτ 6 γ^{−1}_L + ∞∫ 0 (γ_L +r)^{−2}dr = 2γ^{−1}_L .

V qastnosti, dlØ kaßdogo Γ > 0 imeem ∑ ℓ:γ_ℓ ¿Γ

b_ℓ γ_ℓ^{−2} 6 2 Γ^{−1}.

Ots¸da sleduet ∑ ℓ:γ_ℓ ¿H(u) b_ℓ γ_ℓ^{−2} 6 2 H(u)^{−1}

a takße, dlØ u > 1, ∑ ℓ:γ_ℓ ∈[u,H(u)] b_ℓ γ_ℓ^{−2} 6 S_H (u) ∑ ℓ:γ_ℓ ¿u b_ℓ γ_ℓ^{−2} 6 2S_H (u) u^{−1}.

Nakonec, dlØ u 6 1, ∞∑ ℓ=2 b_ℓ min{γ_ℓ^{−2}; 1} 6 ∫ I min{g(τ )^{−2}; 1}dτ = ∞∫ 0 min{v^{−2}; 1}dv = 2.

(1.17)

Poskol~ku oblasti {l, u : u 6 1}, {l, u : γ_ℓ > H(u)} i {l, u : γ_ℓ ∈ [u, H(u)], u > 1} pokryva¸t interesu¸wu¸ nas oblast~

PREDEL^NA˚ TEOREMA 195

{l, u : γ_ℓ > u}, dlØ (1.16) poluqaem verhn¸¸ ocenku, kotoraØ koneqna v silu (1.2). My ubedilis~, qto vklad pervogo slagaemogo iz (1.13) ocenivaetsØ dostatoqno horoxo, qtoby obespeqit~ shodimost~ interesu¸wih nas rØdov. Teper~ rassmotrim vklad, vnosimyæ v (1.15) vtorym slagaemym iz (1.13), to est~ B_ℓ ∫ I∩ [ log B_ℓ,∞) e^{−τ} E‖ζ_ℓ‖1_{{log ‖ζℓ‖}6_{τ−log Bℓ}} min{g(τ )^{−2}; 1}dτ 6

B_ℓ E ‖ζ_ℓ‖ min{g(T_ℓ)^{−2}; 1} ∫ I∩ [ T_ℓ,∞) e^{−(Tℓ+g(τ)−g(Tℓ ))}dτ =

B_ℓ E ‖ζ_ℓ‖ min{g(T_ℓ)^{−2}; 1}e^{−Tℓ} , gde T_ℓ = max{log B_ℓ, log(B_ℓ‖ζ_ℓ‖)}.

Esli ‖ζ_ℓ‖ 6 1, to T_ℓ = log B_ℓ, g(T_ℓ) = γ_ℓ , i poluqaem vklad porØdka min{γ_ℓ^{−2}; 1}.

Esli ‖ζ_ℓ‖ > 1, imeem T_ℓ = log(B_ℓ‖ζ_ℓ‖), g(T_ℓ)^{−2} 6 γ_ℓ^{−2} i poluqaetsØ vklad takogo ße porØdka. PodstavlØØ vse ffti ocenki v (1.15), prihodim k rØdu ∑ b_ℓ min{γ_ℓ^{−2}; 1}, kotoryæ uße rassma-

trivalsØ v (1.17).

Takim obrazom, shodimost~ v (1.11) proverena i dokazatel~- stvo teoremy 1 zaverxeno. �

2. O raznice meßdu obyqnoæ predel~noæ teoremoæ i PT- PN. V fftom razdele my postroim primer posledovatel~nosti nezavisimyh (neodinakovo raspredelennyh) vewestvennyh sluqaænyh veliqin s nulevymi srednimi i koneqnymi dispersiØmi, kotoraØ udovletvorØet obyqnoæ central~noæ predel~noæ teoreme (CPT), no ne udovletvorØet central~noæ predel~noæ teoreme tipa “poqti navernoe” (CPTPN). �tot primer pokazyvaet, qto naxe uslovie integriruemosti (1.2), a takße logarifmiqeskoe momentnoe uslovie Berkexa–Delinga (1.4) praktiqeski optimal~ny.

Pust~ a > 1, α ∈ (^1_2 ,^a_2 ) i

ξ_j := Y_j + X_j ,

gde {Y_j , X_j} nezavisimy, L(Y_j) = N (0, 1), i X_j = 0 dlØ vseh j za iskl¸qeniem posledovatel~nosti n_m := [exp{a^m}]. Pust~ X_{nm} :=

196 M. A. LIFXIC

±U_m s ravnymi veroØtnostØmi^1_{2m} i amplitudoæ U_m := n^α_m; poloßim X_{nm} := 0 s osta¸weæsØ veroØtnost~¸ 1 −^1_m .

Rasmotrim normirovannye qastiqnye summy

ζ_n := 1 √ n n∑ j=1 ξ_j . Teorema 2. Posledovatel~nost~ {ξj} udovletvorØet uslovi¸

sup_n E ln_+ ln_+ |ζ_n| < ∞

i central~noæ predel~noæ teoreme, t.e. L(ζ_n) ⇒N (0, 1), no ona ne udovletvorØet central~noæ predel~noæ teoreme tipa “poqti navernoe”.

Zameqanie. Napomnim ewe raz, qto I. Berkex i G. Deling [3]

pokazali ffkvivalentnost~ CPT i CPTPN pri uslovii

sup_n E (ln_+ ln_+ |ζ_n|)^{1+h} < ∞

so skol~ ugodno malym h > 0. Teorema 2 pokazyvaet toqnost~ fftogo rezul~tata: parametr h iskl¸qit~ nel~zØ.

Dokazatel~stvo teoremy 2.

1. Central~naØ predel~naØ teorema. Pust~

ζ^Y_n := 1 √ n n∑ j=1 Y_j , ζ^X_n := 1 √ n n∑ j=1 X_j . Zafiksiruem celoe m i rassmotrim n ∈ [n_m, n_{m+1}). Togda

ζ_n = ζ^Y_n + ζ^X_n = ζ^Y_n + ∑_{m−1} j=1 X_{nj} √ n + X_{nm} √ n . (2.1)

DlØ pervogo slagaemogo imeem L(ζ^Y_n ) = N (0, 1). Tret~e slagaemoe iz (2.1) stremitsØ k nul¸ po veroØtnosti (kogda m→∞), poskol~- ku P{X_{nm} ≠ 0} →0. DlØ vtorogo slagaemogo iz (2.1) imeem ocenku | | | | | m−1∑ j=1 X_{nj} | | | | |

6^∑_j

6m−1^{Uj}

6 m Um−1 = m n^α_{m−1} 6 m (2nm)^{α/a}, (2.2)

PREDEL^NA˚ TEOREMA 197

v to vremØ kak √ n >^√nm. Poskol~ku^α_a <^1_2 , ots¸da sleduet | | | ∑_{m−1} j=1 X_{nj} | | | √ n 6 m 2^{α/a} n^{α/a−1/2}_m → 0 (m→∞). (2.3) Teper~ CPT sleduet iz predstavleniØ (2.1).

2. Otsutstvie CPTPN. Oboznaqim

Q_n := 1 ln n n∑ k=1 1 k δ_{ζk} ffmpiriqeskie mery, associirovannye s posledovatel~nost~¸ {ζ_k}. Vyberem β ∈ (1, 2α). My pokaßem, qto dlØ kaßdogo R > 0 poqti navernoe vypolneno

lim sup n→∞ Q_n {x : |x| > R} > β − 1 β , t.e. semeæstvo mer {Q_n} ne ØvlØetsØ plotnym, i uß tem bolee ne imeet predela. Bol~xe togo, polagaØ R = R_m/2, gde

R_m := n^{α−β/2}_m →∞, my budem sledit~ tol~ko za posledovatel~-

nost~¸ indeksov n^∗_m := [n^β_m] > n_m i pokaßem, qto

lim sup m→∞ Q_n�_m {x : |x| > R_m/2} > β − 1 β . (2.4)

IdeØ rassußdeniØ – pokazat~ kak redkie, no bol~xie skaqki X_j iniciiru¸t dolgie blußdaniØ processa qastnyh summ vdali ot nulØ. Poskol~ku ffti blußdaniØ ØvlØ¸tsØ dolgimi daße v logarifmiqeskoæ xkale vremeni, oni prepØtstvu¸t vypolneni¸ CPTPN.

Rassmotrim nezavisimye sobytiØ Ω^{(1)}m = {ω : X_{nm} ≠ 0}. Pust~

Ω^{(1)}_∞ = lim sup m→∞ Ω^{(1)}_m .

Tak kak P{Ω^{(1)}m } =^1_m , to po lemme BorelØ–Kantelli P{Ω^{(1)}∞ } = 1. Nam takße potrebu¸tsØ nekotorye sobytiØ, svØzannye s zakonom povtornogo logarifma dlØ gaussovskih veliqin, a imenno, Ω^{(2)}m = { ω : ∀n > n_m |ζ^Y_n | 6 2 √ ln_2 n } . O nih izvestno, qto

lim_{m→∞} P{Ω^{(2)}m }→1.

198 M. A. LIFXIC

Zafiksiruem celoe m i n ∈ [n_m, n^∗_m]. V silu predstavleniØ (2.1), |ζ_n| > |X_{nm} | √ n − |ζ^Y_n | − | | | ∑_{m−1} j=1 X_{nj} | | | √ n . (2.5)

Esli ω ∈ Ω^{(1)}m , to dlØ pervogo slagaemogo imeem |X_{nm} | √ n = U_m √ n >^{Um}√_{n∗m} > n^{α−β/2}_m = Rm. Esli ω ∈ Ω^{(2)}m i m dostatoqno veliko, dlØ vtorogo slagaemogo v (2.5) imeem sledu¸wu¸ ocenku,

|ζ^Y_n | 6 2 √ ln_2 n^∗_m 6 2 √ ln_2 n_m + ln β < R_m/4.

Nakonec, neravenstvo (2.2) obespeqivaet ocenku tret~ego slagaemogo v (2.5), | | | ∑_{m−1} j=1 X_{nj} | | | √ n 6^{m (2nm)α/a}√_n = = m 2^{α/a} n^{α/a−α}_m U_m √ n = o(1) U_m √ n (m→∞). Zametim, qto dlØ ω ∈ Ω^{(1)}m tret~e slagaemoe malo v sravnenii s pervym.

KombiniruØ vse ffti neravenstva, vidim, qto dlØ dostatoqno

bol~xih m, vseh ω ∈ Ω^{(1)}m ∩ Ω^{(2)}m , i vseh n ∈ [n_m, n^∗_m] verno |ζ_n| >

R_m/2. Sootvetstvu¸waØ massa ffmpiriqeskoæ mery Q_n�_m budet ne

men~xe, qem 1 ln(n^∗_m) n�_m∑

k=n_m 1 k ∼ ln(n^∗_m) − ln(n_m)

ln(n^∗_m) → β − 1 β . My, takim obrazom, dokazali spravedlivost~ (2.4) dlØ ω ∈ ⋂ M ∞⋃ m=M ( Ω^{(1)}_m ∩ Ω^{(2)}_m ) . S drugoæ storony, dlØ kaßdogo natural~nogo M verno P {_∞ ⋃ m=M ( Ω^{(1)}_m ∩ Ω^{(2)}_m ) }

>

PREDEL^NA˚ TEOREMA 199

> P^{Ω^{(1)}_∞ ∩ Ω^{(2)}_M^} = P^{Ω^{(1)}_∞^} P^{Ω^{(2)}_M^} = P^{Ω^{(2)}_M^} .

Dalee, P {_∞ ⋃ m=M ( Ω^{(1)}_m ∩ Ω^{(2)}_m ) }

                    >

> lim_{M1→∞} P

{_∞ ⋃ m=M1 ( Ω^{(1)}_m ∩ Ω^{(2)}_m ) }

> lim_{M1→∞} P^{Ω^{(2)}_{M1}^} = 1.

Sledovatel~no, P { ⋂ M ∞⋃ m=M ( Ω^{(1)}_m ∩ Ω^{(2)}_m ) } = 1.

Takim obrazom, sootnoxenie (2.4) dokazano s veroØtnost~¸ 1, i vozmoßnost~ vypolneniØ CPTPN iskl¸qena.

3. RavnomernaØ ocenka logarifmiqeskih momentov. Po opredele-

ni¸ X_j i v silu ocenki (2.2), dlØ kaßdogo m i vseh n ∈ [n_m, n_{m+1}) |ζ^X_n | 6 | ∑_{m−1} j=1 X_{nj} | √ n + |X_{nm} | √ n 6^{m (2nm)α/a} √ n_m + n^α_m1_{{Xnm ≠0}}. Poskol~ku^α_a <^1_2 , pervoe slagaemoe etoæ ocenki, kotoroe ne ØvlØetsØ sluqaænym, stremitsØ k nul¸. DlØ vtorogo slagaemogo ime- em E ln_+ ln_+ ( n^α_m1_{{Xnm ≠0}} ) = ln ln(n^α_m)

m 6^{ln α + m ln a}_m 6 ln(αa).

PoluqaetsØ

sup_n E ln_+ ln_+ |ζ^X_n | < ∞.

Poskol~ku znaqenie E ln_+ ln_+ |ζ^Y_n | ne zavisit ot n, to i dlØ summy

ζ_n = ζ^X_n + ζ^Y_n imeem

sup_n E ln_+ ln_+ |ζ_n| < ∞.

Teper~ my pokaßem, qto naxe integral~noe uslovie (1.2) takße ØvlØetsØ poqti optimal~nym. SleduØ oboznaqeniØm razdela 1, poloßim,

S_∞(u) := sup_{n: log n} ¿u^{P{log |ζn| > u}.}

200 M. A. LIFXIC

Teorema 3. Pust~ φ : [1, ∞) → [0, 1] takaØ ubyva¸waØ funkciØ,

qto ∫ φ(u)du u = ∞. (2.6)

Togda suwestvuet posledovatel~nost~ nezavisimyh veliqin s nulevym srednim {ξ_j}, udovletvorØ¸waØ uslovi¸

S_∞(u) 6 φ(u) + exp{−e^{2u}/8}

i podqinØ¸waØsØ CPT, no ne udovletvorØ¸waØ CPTPN.

Dokazatel~stvo teoremy 3. Bez poteri obwnosti my moßem i

budem predpolagat~, qto

lim_{u→∞} φ(u) = 0.

Vospol~zuemsØ preßneæ konstrukcieæ ξ_j , no poloßim

m_0 := sup m : m−1∑ j=1 U_{nj} > n^{1/2}_m /2 . i P{X_{nm} ≠ 0} := { φ (log n_{m+1}) , esli m > m_0;

0, inaqe.

(2.7)

V silu (2.3) veliqina m_0 koneqna.

TakaØ modifikaciØ obespeqivaet vypolnenie neravenstva m−1∑ j=1 X_{nj} 6 n^{1/2}_m /2 (2.8)

dlØ kaßdogo m.

Poskol~ku log n_{m+1} ∼ a^{m+1}, gipoteza (2.6) vleqet ∑ m P{X_{nm} ≠ 0} = ∞. Imeem takße lim m→∞ P{X_{nm} ≠ 0} = 0. Takim obrazom, my opØt~ zakl¸qaem, qto CPT imeet mesto, a CPTPN – net. DlØ ocenki funkcii S_∞(u) = sup_{n>eu} P{|ζ_n| > e^u},

PREDEL^NA˚ TEOREMA 201 voz~mem proizvol~nye m, u ∈ [log n_m, log n_{m+1}), M > m i n ∈

[n_M , n_{M+1}). Imeem P{|ζ_n| > e^u} 6 P { |ζ^Y_n | > e^u/2 } +

+P n^{−1/2} | | | | | | M−1∑ j=1 X_{nj} | | | | | | > 1/2 + P {X_{nM} ≠ 0} . V silu svoæstv normal~nogo raspredeleniØ pervoe slagaemoe zdes~ ograniqeno veliqinoæ exp{−e^{2u}/8}. Vvidu (2.8), vtoroe slagaemoe isqezaet. Po opredeleni¸ (2.7), dlØ tret~ego slagaemogo imeem ocenku φ (log n_{M+1}) 6 φ(u). �

Avtor iskrenne blagodaren I. Berkexu i I. A. Ibragimovu za obsußdenie rezul~tatov, svØzannyh s fftoæ rabotoæ.

Literatura

1. M. Atlagh, Théorème central limite presque sûr et la loi du logaritme itéré pour des sommes de variables aléatoires indépendantes. Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, Ser. I, 316 (1993), 929–932.

2. I. Berkes, Results and problems related to the pointwise central limit theorem.

in: Asymptotic Methods in Probability and Statistics, Elsevier Sci., Amsterdam, (1998), 59–96.

3. I. Berkes, H. Dehling, Some limit theorems in log density. Ann. Probab., 21 (1993), 1640–1670.

4. I. A. Ibragimov, M. A. Lifxic, O predel~nyh teoremah tipa “poqti navernoe”. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ (v peqati).

5. B. Rodzik, Z. Rychlik, An almost sure central limit theorem for independent random variables. Ann. Inst. H. Poincaré, 30 (1994), 1–11.

Lifshits M. A. Almost sure limit theorem for sums of random vectors. We prove a sufficient condition for almost sure limit theorem for sums of independent random vectors under minimal moment assumptions and extremely mild assumptions about normalizing sequences. We also provide an example which shows that our sufficient condition is nearly optimal, as well as another sufficient condition due to I. Berkes and H. Dehling.

Postupilo 1 dekabrØ 1998 g.

“CPO Menkomteh”, Universitet Lille-I i SPbGU