Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

M. I. Gordin

DVO`NYE RASXIRENI˚ DINAMIQESKIH SISTEM I POSTROENIE PEREMEXIVıWIH FIL^TRACI`. II. KVAZIGIPERBOLIQESKIE AVTOMORFIZMY TOROV

Pust~ T : X → X – avtomorfizm (obratimoe izmerimoe sohranØ¸wee meru preobrazovanie) veroØtnostnogo prostranstva

(X, F, μ) i pust~, krome togo, v prostranstve L_2(X, F, μ) deæstvu-

et para μ-simmetriqeskih markovskih generatorov A_u i A_s, kotorye ØvlØ¸tsØ “sobstvennymi vektorami” avtomorfizma T s sobstvennymi znaqeniØmi, sootvetstvenno, θ > 1 i θ^{−1}. Esli, krome togo, A_u i A_s kommutiru¸t i spektr operatora A_u + A_s otdelen ot 0 na funkciØh s nulevym integralom, to, kak bylo pokazano v pervoæ qasti nastoØweæ raboty [4], postroennoe tam s pomow~¸ A_u i A_s rasxirenie pervonaqal~nogo veroØtnostnogo prostranstva okazyvaetsØ snabßennym vozrasta¸weæ i ubyva¸- weæ fil~traciØmi, oblada¸wimi svoæstvami tipa peremexivaniØ. �to pozvolØet dokazyvat~ predel~nye teoremy dlØ xirokih klassov funkciæ, opredelennyh na prostranstve ishodnoæ sistemy. V [4] byli rassmotreny primeneniØ k giperboliqeskim avtomorfizmam torov. V nastoØweæ rabote ffti rezul~taty rasprostranØ¸tsØ, s sootvetstvu¸wimi izmeneniØmi, na kvazigiperboliqeskie avtomorfizmy. Spektral~noe uslovie iz [4], teper~, voobwe govorØ, ne vypolneno, i vmesto nego prihoditsØ ispol~- zovat~ neravenstva diofantova tipa. PrimenØemyæ podhod pozvolØet dokazat~ funkcional~nye formy central~noæ predel~- noæ teoremy i zakona povtornogo logarifma pri neskol~ko bolee obwih usloviØh, qem v rabote [6], takße posvØwennoæ predel~- nym teoremam dlØ avtomorfizmov torov. Otmetim, qto pervoæ takoæ rabotoæ byla do sih por vo mnogih otnoxeniØh ne prevzoædennaØ dissertaciØ V. P. Leonova [5].

Rabota vypolnØlas~ pri podderßke RFFI (grant No. 99-01-00112) i

INTAS-RFFI (grant No. 95-099). 103

104 M. I. GORDIN 1. Transversal~nye markovskie generatory i predel~nye teoremy

OsnovnaØ cel~ dannogo razdela – napomnit~ neobhodimye opredeleniØ i rezul~taty iz pervoæ qasti [4] nastoØweæ raboty, a takße ustanovit~ predloßenie 1.1, ispol~zuemoe v razdele 2.

Oboznaqim qerez U unitarnyæ operator, poroßdennyæ v L_2 =

L_2(X, F, μ) avtomorfizmom T (U f = f ∘ T, f ∈ L_2). Pust~ θ ∈ R^+.

Markovskiæ generator A (t.e. generator markovskoæ polugruppy v L_2) nazyvaetsØ θ-kommutiru¸wim s T , esli imeet mesto sootnoxenie A U = θ U A. Pust~ teper~ θ > 1. My budem predpolagat~, qto v L_2 deæstvu¸t dve markovskie polugruppy (P_u(t))_t¿_0 i (P_s(t))_t¿_0 s generatorami

A_u i A_s, kotorye, sootvetstvenno, θ i θ^{−1} – kommutiru¸t s T .

UslovimsØ nazyvat~ dinamiqeskoæ sistemoæ sovokupnost~ veroØtnostnogo prostranstva i ego sohranØ¸wego meru preobrazovaniØ (kak pravilo, obratimogo). Napomnim rassmatrivavxu¸sØ v [4] konstrukci¸ rasxireniØ dinamiqeskoæ sistemy

(X, F, μ, T ) (kak izvestno, rasxireniem dinamiqeskoæ sistemy (X, F, μ, T ) nazyvaetsØ para, sostoØwaØ iz dinamiqeskoæ siste-

my (X, F, μ, T ) i sohranØ¸wego meru otobraßeniØ π : X → X, svØzannyh sootnoxeniem π ∘ T = T ∘ π). VeroØtnostnoe prostranstvo ( X, F, μ ) stroilos~ pri fftom kak prostranstvo realizaciæ opredelennogo na (−∞, ∞) neodnorodnogo po vremeni markovskogo processa ξ s generatorami A_u na (−∞, 0] i A_s na [0, ∞) i stacionarnym raspredeleniem μ, preobrazovanie T opredelØlos~ sootnoxeniem

(T ξ)(t) = { T (ξ(θ_{−1}t)), dlØ t 6 0, T ( ξ(θt) ) , dlØ t ¿ 0,

(netrudno proverit~, qto T ØvlØetsØ avtomorfizmom prostranstva ( X, F, μ ) ), a otobraßenie π sopostavlØlo realizacii ξ(·) ee znaqenie ξ(0).

V prostranstve ( X, F, μ ) imeetsØ estestvennaØ vozrasta¸waØ fil~traciØ {F^u_t }_t6_0, v kotoroæ F^u_t – σ-algebra, poroßdennaØ processom ξ(·) na (−∞, t], i analogiqnaØ ubyva¸waØ fil~traciØ {F^s_t }_t¿_0, v kotoroæ F^s_t – σ-algebra, poroßdennaØ processom

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI. 105

ξ(·) na [t, ∞). Iz opredeleniØ T sleduet, qto

T^{−1}(F^u_t ) = F^u_θ�1_t i T^{−1}(F^s_t ) = F^s_{θt}.

Poloßim

F_n = F^u_{−θ}�n , F^n = F^s_θn .

Togda my imeem

T^{−1}(F_n) = F_{n+1} ⊇ F_n, T^{−1}(F^n) = F^{n+1} ⊆ F^n.

Oboznaqim qerez E_n i E^n operatory uslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ otnositel~no σ-algebr F_n i F^n, sootvetstvenno, i qerez E operator bezuslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ.

Oboznaqim qerez L_2 prostranstvo kvadratiqno summiruemyh na (X, F, μ) funkciæ, a qerez L^0_2 ⊂ L_2 (L^0_2 ⊂ L_2) – podprostranstva L_2 (sootvetstvenno, L_2), ortogonal~nye postoØnnym.

DlØ oboih prostranstv L_2 i L_2 budut primenØt~sØ odni i te ße oboznaqeniØ | · |_2 dlØ L_2-norm i (·, ·) dlØ skalØrnyh proizvedeniæ. Iz sil~noæ nepreryvnosti polugrupp {P_s(t)}, {P_u(t)} sleduet, qto ⋁ n∈Z^{Fn ⊇ π−1(F), ⋁}n∈Z^{F n ⊇ π−1(F).} UslovimsØ nazyvat~ neotricatel~nyæ samosoprØßennyæ operator A v L_2 T -invariantnoæ minorantoæ dlØ pary (A_u, A_s), esli A udovletvorØet sootnoxeniØm U A = AU, A_u + A_s ¿ A (qastiqnyæ porØdok na mnoßestve samosoprØßennyh operatorov opredelØetsØ konusom poloßitel~no opredelennyh operatorov.) Zametim, qto dlØ T -invariantnoæ minoranty A pri l¸bom k ∈ Z vypolneno neravenstvo

U^{−k}(A_u + A_s)U^k ( = θ^kA_u + θ^{−k} A_s ) ¿ A. Esli A_u i A_s kommutiru¸t, to T -invariantnaØ minoranta dlØ pary (A_u, A_s) suwestvuet (bolee togo, suwestvuet daße naibol~- xaØ takaØ minoranta). RazumeetsØ, T -invariantnaØ minoranta

106 M. I. GORDIN ne obØzana byt~ markovskim generatorom. Tem ne menee takaØ minoranta A opredelØet polugruppu Q(t) = exp (−At), t ¿ 0, samosoprØßennyh sßatiæ, sohranØ¸wu¸ konstanty (no uße, voobwe govorØ, ne sohranØ¸wu¸ poloßitel~nost~).

Predloßenie 1.1. Predpoloßim, qto As i Au kommutiru¸t

i pust~ A – nekotoraØ T -invariantnaØ minoranta dlØ pary (A_u, A_s), poroßda¸waØ polugruppu (Q(t))_t¿_0. Pust~, dalee, f ∈ L^0_2 takova, qto ∑ k¿0 ( (|f|^2 − |P_u(θ^{−k})f|^2)^{1/2} + (|f|^2 − |P_s(θ^{−k} )f|^2)^{1/2} ) < ∞ (1.1) i ∑ k¿0^{|Q(θ}

k)f|_2 < ∞. (1.2)

Togda ∑ k¿0 ( |E_{−k}f|_2 + |f − E_kf |_2 ) < ∞, (1.3)

gde f = f ∘ π.

Dokazatel~stvo. Otmetim snaqala, qto dlØ vsØkoæ f ∈ L^0_2 v

usloviØh predloßeniØ 1.1 imeet mesto sootnoxenie ∑ k¿0^{|f − Ekf |2 < ∞.} (1.4)

Deæstvitel~no, poskol~ku E_kf = (P_u(θ^{−k})f)(ξ(−θ^{−k} )), to v silu (1.1) ∑ k¿0^{|f − Ekf |2 =} ∑ k¿0 ( |f|^2 − |P_u(θ^{−k})f|^2 )_{1/2} < ∞. Analogiqnym obrazom iz (1.1) sleduet, qto ∑ k¿0^{|f − E} −kf |_2 < ∞. (1.5) Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo predloßeniØ, teper~ dostatoqno ustanovit~, qto iz (1.2), (1.4) i (1.5) sleduet, qto ∑ k¿0^{|E−kf |2 < ∞.} (1.6)

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI. 107 Poskol~ku v silu markovskogo svoæstva

|E_{−3k}E^{−k}f |_2 = |E_{−3k}(P_s(θ^{−k})f)(ξ(θ^{−k} ))|_2

= |E_{−3k}(P_s(2θ^{−k})f)(ξ(0))|_2 = |(P_u(θ^{3k})P_s(2θ^{−k})f)(ξ(−θ^{3k} ))|_2

= |P_u(θ^{3k})P_s(2θ^{−k})f|_2 = |P_s(θ^{−k})P_u(θ^{3k})P_s(θ^{−k} )f|_2 6 |Pu(θ^{3k})Ps(θ^{−k})f|2 = |U^{−2k}Pu(θ^k)Ps(θ^k)U^{2k}f|2 = | exp ( −θ^k U^{−2k}(A_u + A_s)U^{2k} ) f|_2 6 | exp (−θ^k A)f|_2 = |Q(θ^k)f|_2,

to ∑ k¿0^{|E−kf |2} 6 3^∑_{k¿0} |E−3kf|2 6 3^∑_{k¿0}^(|E−3kE^{−k}f |2 + |f − E^{−k}f|2^) 6 3^∑_{k¿0}^(|Q(θ^k)f|2 + |f − E^{−k}f |2^) < ∞. Predloßenie dokazano.

Zameqanie 1.2. Predloßenie 1.1 obobwaet predloßenie 2.1 iz

([4]), v kotorom A = c(I −E), gde I i E ØvlØ¸tsØ, sootvetstvenno, ediniqnym operatorom i ortogonal~nym proektorom na podprostranstvo postoØnnyh, a c > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ.

Sledstvie 1.3. Pust~ f ∈ L^0_2 udovletvorØet usloviØm predlo-

ßeniØ 1.1. Togda f = f ∘ π predstavima v vide f = h + g ∘ T − g, gde h, g ∈ L_2 ( X, F, μ ) , h izmerima otnositel~no F_0 i E_{−1}h = 0.

Dokazatel~stvo. Soglasno predloßeni¸ 1.1, v naxih predpo-

loßeniØh ime¸t mesto sootnoxeniØ ∑ k¿0 ( |E_{−k}f|_2 + |f − E_kf |_2 ) < ∞, a iz shodimosti ukazannyh rØdov sleduet vozmoßnost~ predstavit~ f v opisannoæ vyxe forme ([2, 1]).

Budem govorit~, qto T -invariantnaØ minoranta A ffrgodiqna, esli A obrawaetsØ v 0 tol~ko na postoØnnyh funkciØh.

108 M. I. GORDIN

Sledstvie 1.4. Esli v situacii predloßeniØ 1.1 T -invariant-

naØ minoranta A ffrgodiqna, to preobrazovanie T , a takße preobrazovaniØ T^{(u)} = T |F^u i T^{(s)} = T |F^s, ØvlØ¸tsØ K-avtomorfizma- mi. Dokazatel~stvo. V naxih predpoloßeniØh mnoßestvo funkciæ,

udovletvorØ¸wih uslovi¸ (1.2), plotno v L^0_2. Plotno v L^0_2 takße i mnoßestvo funkciæ, udovletvorØ¸wih odnovremennno uslovi- Øm (1.1) i (1.2). Dal~neæxaØ qast~ dokazatel~stva povtorØet dokazatel~stvo sledstviØ 2.3 iz [1] i potomu opuskaetsØ.

Predloßenie 1.5. Pust~ v situacii PredloßeniØ 1.1 T -invari-

antnaØ minoranta A ffrgodiqna, a funkciØ f ∈ L^0_2 udovletvorØet usloviØm (1.1) i (1.2). Togda suwestvuet predel

lim_{n→∞}^1n | | n−1∑ k=0 f ∘ T^k | |^2 2 = σ^2

i raspredeleniØ opredelennyh na [0, 1] sluqaænyh funkciæ, ravnyh 0 v 0 i n^{−1/2} m−1∑ k=0 f ∘ T^k na intervale ((m − 1)/n, m/n], m = 1, . . . , n, slabo shodØtsØ (v prostranstve D([0, 1])) k mere Vinera so srednim znaqeniem 0 i dispersieæ σ^2 v toqke 1.

Dokazatel~stvo. Kak i v [4], vmesto posledovatel~nosti {f∘T^k, k ¿ 0} budet rassmatrivat~sØ odinakovo s neæ raspredelennaØ

posledovatel~nost~ {f ∘T^k, k ¿ 0}. Iz naxih predpoloßeniæ sleduet, qto k f priloßimo sledstvie 1.3. Iz predstavleniØ dlØ f , naliqie kotorogo utverßdaet sledstvie 1.3, budet vytekat~ predloßenie 1.5 (sm., naprimer, dokazatel~stvo teoremy 8.1 gl.4 iz [1]), esli tol~ko my ustanovim ffrgodiqnost~ posledovatel~- nosti h ∘ T^k, k ∈ Z. No iz sledstviØ 1.4 sleduet bolee sil~- noe, qem ffrgodiqnost~ K-svoæstvo avtomorfizma T^{(s)} = T |_F s , gde

F^s = ⋁ n∈ZF^n, qto i zaverxaet dokazatel~stvo.

Zameqanie 1.6. V usloviØh predloßeniØ 1.5 spravedliv tak-

ße zakon povtornogo logarifma (v obyqnoæ forme i v forme F. Xtrassena).

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI. 109 2. Kvazigiperboliqeskie avtomorfizmy torov

V fftom razdele dlØ kvazigiperboliqeskogo avtomorfizma T tora T^d privoditsØ konstrukciØ pary θ-kommutiru¸wih s T markovskih generatorov i ih ffrgodiqeskoæ T -invariantnoæ maßoranty, a takße dlØ nekotorogo klassa funkciæ osuwestvlØetsØ proverka usloviæ predloßeniØ 1.1 (i, sledovatel~no, predloßeniØ 1.5). Pust~ X = T^d = R^d/Z^d – tor s normirovannoæ meroæ Haara μ i pust~ T : T^d → T^d – algebraiqeskiæ avtomorfizm T^d (togda μ T -invariantna). T nakryvaetsØ obratimym lineænym otobraßeniem ~T : ~R^d → ~R^d, perevodØwim rexetku Z^d na sebØ. Togda pr ~T = T pr , gde pr : R^d → T^d – kanoniqeskoe otobraßenie na faktor-gruppu. Spektr spec ( ~T ) operatora ~T raspadaetsØ na tri qasti

spec ( ~T ) = σ_u ∪ σ_s ∪ σ_n,

raspolaga¸wiesØ, sootvetstvenno, snarußi, vnutri i na ediniqnoæ okrußnosti {z : |z| = 1} ⊆ C . Mera μ invariantna otnositel~no T i, soglasno klassiqeskim rezul~tatam Rohlina i Halmoxa, T deæstvuet ffrgodiqno na (T^d, μ) togda i tol~ko togda, kogda v spektre ~T otsutstvu¸t korni iz 1. Avtomorfizm T nazyvaetsØ v fftom sluqae kvazigiperboliqeskim. DlØ kvazigiperboliqeskogo avtomorfizma kaßdoe iz mnoßestv σ_u i σ_s nepusto. T nazyvaetsØ giperboliqeskim, esli σ_n = ∅. Poloßim

r = max_{λ∈σs} |λ|, R = min_{λ∈σu} |λ|, Λ = min(R, r^{−1}) > 1. Razloßeni¸

spektra spec ( ~T ) = σ_u ∪ σ_s ∪ σ_n sootvetstvuet ~T -invariantnoe lineænoe razloßenie R^d = L_u ⊕ L_s ⊕ L_n. Oboznaqim qerez p_u, p_s i

p_n sootvetstvu¸wie proektory.

Seæqas budet privedena konstrukciØ (zavisØwaØ ot nekotorogo θ > 1, dostatoqno blizkogo k 1) pary (A_u, A_s) generatorov markovskih processov s prostranstvom sostoØniæ T^d, gde

A_u (sootvetstvenno, A_s) θ-kommutiruet (sootvetstvenno, θ^{−1}-

kommutiruet) s avtomorfizmom T . A_u i A_s poroßda¸t qisto razryvnye processy so stacionarnymi nezavisimymi priraweniØmi, prinim¸wie znaqeniØ v T^d. Pust~ e^l , l = 1, . . ., d, – standartnyæ bazis Z^d. Poloßim γ^l_u = pr p_ue^l, γ^l_s = pr p_se^l, γ^l_n = pr p_ne^l dlØ l = 1, . . . , d. Zametim, qto γ^l_u + γ^l_s + γ^l_n = 0, otkuda sleduet, qto dlØ l = 1, . . . , d γ^l_u ∈ pr (L_u) ∩ pr (L_s ⊕ L_n), γ^l_s ∈ pr (L_s) ∩ pr (L_u ⊕ L_n).

110 M. I. GORDIN V qastnosti, γ^l_u ∈ pr (L_u), γ^l_s ∈ pr (L_s), i pofftomu T^nγ^l_s → 0,

T^{−n}γ^l_u → 0 ffksponencial~no bystro pri n → ∞. My budem v

dal~neæxem predpolagat~, qto avtomorfizm T kvazigiperboliqen, t.e. qto spec ( ~T ) ne soderßit korneæ iz 1. Poloßim

(A_uf)(x) = ∑ k∈Z d∑ l=1 θ^{−k}(2f(x) − f(x − T^kγ^l_u) − f(x + T^kγ^l_u)),

(A_sf)(x) = ∑ k∈Z d∑ l=1 θ^k(2f(x) − f(x − T^kγ^l_s) − f(x + T^kγ^l_s)), gde f ∈ L^0_2∩H^α, a parametry θ > 1 i α < 1 udovletvorØet uslovi¸

Λ^{−α}θ < 1 (H^α oboznaqaet zdes~ prostranstvo funkciæ, udovle-

tvorØ¸wih uslovi¸ Gel~dera s pokazatelem α). Netrudno ubedit~sØ v tom, qto rØdy, opredelØ¸wie A_u i A_s, shodØtsØ dlØ takih f. Poskol~ku A_u i A_s ØvlØ¸tsØ raznostnymi vyraßeniØmi, perestanovoqnymi s l¸bymi translØciØmi na tore, oni diagonal~ny v obwem bazise, sostavlennom iz harakterov tora T^d, qto pozvolØet sqitat~ ih samosoprØßennymi kommutiru¸wimi operatorami v L_2. SootnoxeniØ kommutacii s avtomorfizmom T legko proverØ¸tsØ neposredstvenno dlØ funkciæ iz opisannogo klassa. Dalee, A_u i A_s ØvlØ¸tsØ generatorami markovskih polugrupp, t.k. takovymi ØvlØ¸tsØ qastnye summy predstavlØ¸wih

A_u i A_s rØdov. Teper~ my privedem usloviØ, obespeqiva¸wie v

rassmatrivaemoæ v nastoØwem razdele situacii primenimost~ predloßeniØ 1.1. Naibolee vaßnym ØvlØetsØ uslovie ∑ k¿0^{|Q(θ}

k)f|_2 < ∞, (1.2)

kotoroe dolßno byt~ provereno dlØ nekotoroæ polugruppy Q, generator A kotoroæ ØvlØetsØ T -invariantnoæ minorantoæ dlØ pary (A_u, A_s). Pristupim k opredeleni¸ takogo generatora. Pust~ dlØ x ∈ T^d (H_xf)(·) = f(x + ·). Vvedem oboznaqeniØ

H^l_u = H_γl_u , H^l_s = H_γl_s . Poloßim dlØ k ∈ Z, l ∈ {1, . . . , d} D^l_u = I − H^l_u, D^l_s = I − H^l_s, D^l_{k,u} = U^{−k}D^l_uU^k, D^l_{k,s} = U^{−k}D^l_sU^k, (2.1)

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI. 111 gde I – ediniqnyæ operator (sr. [7]). UslovimsØ pisat~ D^{l ∗}_u ,

D^{l ∗}_s , D^{l ∗}_{k,u} i D^{l ∗}_{k,s} vmesto (D^l_u)^∗, (D^l_s)^∗, (D^l_{k,u})^∗ i (D^l_{k,s})^∗, sootvet-

stvenno. Pust~, dalee, pri k ∈ Z, l ∈ {1, . . ., d}

M^l_u = D^{l ∗}_u D^l_u, M^l_s = D^{l ∗}_s D^l_s, M^l_{k,u} = D^{l ∗}_{k,u}D^l_{k,u}, M^l_{k,s} = D^{l ∗}_{k,s}D^l_{k,s}, (2.2)

priqem M^l_{k,u} = U^{−k}M^l_uU^k, M^l_{k,s} = U^{−k}M^l_sU^k. Nakonec, poloßim dlØ k ∈ Z M_{k,u} = d∑ l=1 M^l_{k,u}, M_{k,s} = d∑ l=1 M^l_{k,s}. (2.3)

V fftih oboznaqeniØh

A_u = ∑ k∈Z^{θ−kMk,u, As = ∑}k∈Z^{θkMk,s. (2.4)} Pust~ teper~

A = 2 ∑ k∈Z^{(Mk,u)1/2(Mk,s)1/2. (2.5)} Lemma 2.1. Operator A ØvlØetsØ T -invariantnoæ minorantoæ

dlØ pary (A_u, A_s).

Dokazatel~stvo. S pomow~¸ neravenstva dlØ srednego arifme-

tiqeskogo i srednego geometriqeskogo, primenennogo k perestanovoqnym operatoram A_u i A_s, my poluqaem, qto

A_u + A_s = ∑ k∈Z^{(θ−kMk,u + θkMk,s) ¿ 2 ∑}k∈Z^{(Mk,u)1/2(Mk,s)1/2.} T -invariantnost~ operatora A sleduet iz (2.1)–(2.5). Lemma dokazana.

Zameqanie 2.2. V giperboliqeskom sluqae dlØ vseh k ∈ Z, l ∈

{1, . . ., d} M^l_u = M^l_s, M^l_{k,u} = M^l_{k,s}. Kak otmeqalos~ v pervoæ qasti

nastoØweæ raboty, v [1] bylo pokazano, qto v fftom sluqae spektr operatora M otdelen ot 0 na L^0_2. Pofftomu, v silu lemmy 2.1, v giperboliqeskom sluqae (1.2) vypolneno dlØ vseh f ∈ L^0_2.

Oboznaqim qerez χ_m kompleksnoznaqnyæ harakter gruppy T^d, sootvetstvu¸wiæ m = (m_1, . . . , m_d) ∈ Z^d, tak qto dlØ x =

(x_1, . . . , x_d) ∈ T^d χ_m(x) = exp ( 2π(m_1x_1 + · · · + m_dx_d) ) . Pust~ teper~ f ∈ L^0_2 funkciØ s razloßeniem Fur~e f = ∑ m∈Zd\{0} fmχm,

112 M. I. GORDIN gde f_m ∈ C – sootvetstvu¸wiæ kofffficient Fur~e funkcii f. Naxa cel~ seæqas – poluqit~ uslovie na kofffficienty Fur~e

f_m, m ∈ Z, garantiru¸wee vypolnenie sootnoxeniØ (1.2). Obo-

znaqim qerez T dvoæstvennyæ T avtomorfizm gruppy Z^d, tak qto dlØ vseh m ∈ Z^d i x ∈ T^d χT_m(x) = χ_m(T x) ( = (U χ_m)(x) ) . Budem sqitat~ (ne menØØ oboznaqeniæ), qto T deæstvuet v dvoæstvennom R^d prostranstve (R^d)^′ ⊃ Z^d, a ne tol~ko v Z^d. Oboznaqim qerez < ·, · > formu dvoæstvennosti meßdu R^d i (R^d)^′. Spektr spec (T) operatora T sovpadaet so spektrom operatora ~T i imeet to ße razloßenie otnositel~no ediniqnoæ okrußnosti spec (T) = σ_u ∪ σ_s ∪ σ_n. �to razloßenie spektra privodit k razloßeni¸ v prØmu¸ summu T-invariantnyh podprostranstv

(R^d)^′ = Lu ⊕Ls ⊕Ln, dvoæstvennomu razloßeni¸ R^d = Lu ⊕Ls ⊕Ln

operatora ~T (dvoæstvennost~ razloßeniæ oznaqaet, qto osuwestvlØemoe formoæ < ·, · > sparivanie podprostranstv L_i i L_j nevyroßdeno, esli i = j, i trivial~no, esli i ≠ j). Oboznaqim qerez p_u, p_s i p_n proektory na L_u, L_s i L_n, sootvetstvenno. Zametim, qto dlØ l¸bogo m ∈ Z^d vypolnØetsØ Aχ_m = λ_mχ_m, gde

λ_m = 4 ∑ k∈Z^{( d∑}l=1^{sin2(π < el, puTkm >))1/2} × (_d∑ r=1 sin^2(π < e^l, p_sT^km >) )_{1/2} . (2.6)

V samom dele, s uqetom (2.1)–(2.5) poluqaem, qto

λ_m = 2 ∑ k∈Z^{( d∑}l=1^{ℜ(1 − χm(T kγlu)))1/2( d∑}r=1^{ℜ(1 − χm(T kγrs )))1/2} = 4 ∑ k∈Z^{( d∑}l=1^{sin2(π < puel, Tkm >))1/2( d∑}r=1^{sin2(π < psel, Tkm >))1/2} = 4 ∑ k∈Z^{( d∑}l=1^{sin2(π < el, puTkm >))1/2( d∑}r=1^{sin2(π < el, psTkm >))1/2.} Pust~ dist(·, ·) – evklidovo rasstoØnie v (R^d)^′, | · | – evklidova norma na (R^d)^′. Togda dlØ l¸bogo m ∈ Z^d ⊂ (R^d)^′ (_d∑ l=1 sin^2(π < e^l, p_um > )_{1/2} ¿ (π/2) dist(pum, Z^d), (2.7)

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI. 113 (_d∑ l=1 sin^2(π < e^l, p_sm > )_{1/2} ¿ (π/2) dist(psm, Z^d). (2.8)

Lemma 2.3. Suwestvu¸t takie postoØnnye α > 0, K > 0, qto

dlØ vseh m ∈ Z^d \ {0} λ_m ¿ K|m|^{−α}. Dokazatel~stvo. V silu sootnoxeniæ (2.7) i (2.8), lemma budet

ustanovlena, esli my dokaßem, qto pri nekotoryh postoØnnyh

β > 0 i C > 0 dlØ vseh m ∈ Z^d \ {0}

dist(p_um, Z^d) ¿ C|m|^{−β}, dist(p_sm, Z^d) ¿ C|m|^{−β}. (2.9)

Dokaßem pervoe iz fftih neravenstv, poskol~ku vtoroe dokazyvaetsØ analogiqno. Oboznaqim qerez T_u ograniqenie operatora T na podprostranstvo L_u. Otmetim, qto spec (T_u) = σ_u, i pofftomu pri nekotoroæ postoØnnoæ C_1 dlØ vseh celyh k ¿ 0

|T^{−k}_u | 6 C_1Λ^{−k}. (2.10)

Dalee, pust~ C_2 > 0 i B > 1 takovy, qto |T^{−k}| |T^k| 6 C_2B^k dlØ vseh celyh k > 0. Opredelim k(m) kak naimen~xee celoe k ¿ 0, dlØ kotorogo vypolneno neravenstvo |T^{−k}p_um| < 1/2. ˚sno, qto

dist(T^{−k(m)}p_um, Z^d) = |T^{−k(m)}_u p_um|.

V qastnosti, esli |p_um| < 1/2, to

dist(p_um, Z^d) = |p_um|.

S drugoæ storony, diofantovo neravenstvo |p_um| ¿ C|m|^{−β}, vypolnØ¸weesØ pri nekotoryh β > 0 i C > 0 dlØ vseh m ∈ Z^d\{0}, davno izvestno v teorii avtomorfizmov torov: ego vyvel iz klassiqeskih rezul~tatov A. O. Gel~fonda V. P. Leonov [5]; pozße i nezavisimo I. Kacnelson [8] dal ego neposredstvennoe dokazatel~stvo. Itak, qtoby poluqit~ pervoe iz neravenstv (2.9), teper~ dostatoqno rassmotret~ sluqaæ |p_um| ¿ 1/2. V fftom predpoloßenii iz (2.10) sleduet,qto k(m) 6 [ log(2C_1|p_um|) log Λ ] + 1

114 M. I. GORDIN ili k(m) 6 C_3 + (log |p_um|)^{log B/ log Λ}.

Ots¸da pri |p_um| ¿ 1/2

dist(p_um, Z^d) ¿ |T^{−k(m)}|^{−1} dist(T^{−k(m)}p_um, Z^d)

= |T^{−k(m)}|^{−1}|T^{−k(m)}p_um| ¿ |T^{−k(m)}|^{−1}|T^{k(m)}|^{−1}|p_um| ¿ C^{−1}_3 B^{−k(m)}|pum| ¿ C4|pum|^{1−log B/ log Λ} ¿ C|m|^{1−log B/ log Λ}.

Poslednee neravenstvo vytekaet iz togo, qto pri nekotoroæ

K > 0 |p_um| 6 K|m| (zametim, qto bez poteri obwnosti moß-

no prinØt~, qto B > Λ). Lemma 2.3 dokazana.

Sledstvie 2.4. T -invariantnaØ minoranta A ffrgodiqna.

Ukaßem teper~ uslovie, obespeqiva¸wee vypolnenie sootnoxeniæ (1.1) i (1.2).

Predloßenie 2.5. Pust~ funkciØ f ∈ L^0_2 imeet razloßenie Fu-

r~e f = ∑ m∈Zd\{0} fmχm. Esli pri nekotoryh β > 1, K^′ ¿ 0, dlØ

l¸bogo natural~nogo N vypolneno |f − ∑ |m|6N^{fmχm|2} 6 K^′(log N )^{−β},

to dlØ f ime¸t mesto (1.1) i (1.2).

Dokazatel~stvo. Qtoby ustanovit~ (1.1), my pokaßem, qto ∑ k¿0^{(|f|} 2 2 − |P_u(θ^{−k})f|^2)^{1/2} < ∞ i ∑ k¿0^{(|f|} 2 2 − |P_u(θ^{−k})f|^2)^{1/2} < ∞.

PrinØv vo vnimanie (2.1)–(2.4), zametim, qto dlØ l¸bogo m ∈ Z^d vypolneny sootnoxeniØ A_uχ_m = λ_{u,m}χ_m, A_sχ_m = λ_{s,m}χ_m, gde λ_{u,m} = 2 ∑ r∈Z^{θ−r d∑}l=1^{ℜ(1 − χm(T r γlu))}

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI. 115 = 4 ∑ r∈Z^{θ−r d∑}l=1^{sin2(π < ~T r puel, m >)} i λ_{s,m} = 2 ∑ r∈Z^{θr d∑}l=1^{ℜ(1 − χm(T r γls))} = 4 ∑ r∈Z^{θr d∑}l=1^{sin2(π < ~T r psel, m >).} Iz vybora qisla Λ sleduet, qto pri nekotoroæ postoØnnoæ C_1, vseh l = 1, . . . , d i vseh r ¿ 0

| ~T^{−r}p_ue^l| 6 C_1Λ^{−r}, | ~T^rp_se^l| 6 C_1Λ^{−r} .

Krome togo, v naxih predpoloßeniØh θ < Λ. Pofftomu λ_{u,m} = 4 (∑ r¿0^θ −r d∑ l=1 sin^2(π < ~T^r p_ue^l, m >)

+ ∑ r<0 θ^{−r} d∑ l=1 sin^2(π < ~T^rp_ue^l, m >) )

6 4l^∑_{r¿0} θ^{−r} + 4π^∑_{r<0} θ^{−r d∑}_{l=1} |^~T^rpue^l| |m| 6 C2 + C3|m|. Toqno tak ße λ_{s,m} = 4 (∑ r>0 θ^r d∑ l=1 sin^2(π < ~T^r p_se^l , m >)

+ ∑ r60^θ r d∑ l=1 sin^2(π < ~T^rp_se^l, m >) )

6 4π^∑_{r>0} θ^{r d∑}_{l=1} |^~T^rpue^l| |m| + 4l^∑_{r¿0} θ^r 6 C2 + C3|m|. Togda dlØ kaßdogo k ¿ 0

|f|^2 − |P_u(θ^{−k})f|^2 = ∑ m∈Zd\{0}^{|fm|2(1 − exp (−2θ−kλu,m))}

116 M. I. GORDIN 6^∑_{m∈}Z_{d\{0}} |fm|^2 min(2θ^{−k}λu,m, 1). Ots¸da, pol~zuØs~ ime¸weæsØ ocenkoæ dlØ λ_{u,m}, poluqaem, qto

|f|^2 − |P_u(θ^{−k})f|^2 6 C ∑ m∈Zd\{0}^{min(2θ−k0(1 + |m|), 1)|fm|2. (2.11)} Takim ße obrazom iz ocenki dlØ λ_{s,m} vyvodim, qto

|f|^2 − |P_s(θ^{−k})f|^2 6 C ∑ m∈Zd\{0}^{min(2θ−k(1 + |m|), 1)|fm|2. (2.12)} Dokazatel~stvo sootnoxeniæ (1.1) i (1.2) budet zaverxeno odnovremenno. ObratimsØ teper~ k rØdu iz (1.2). Ocenim |Q(θ^k)f|^2 pri nekotorom k ¿ 0. Imeem, v silu lemmy 2.3,

|Q(θ^k)f|^2 = ∑ m∈Zd\{0}^{|fm|2 exp (−2θkλm)} 6^∑_{m∈}Z_{d\{0}} |fm|^2 exp (−2θ^kK|m|^{−α}) 6^∑_{m∈}Z_{d\{0}} |fm|^2 exp (−2θ^kK|m|^{−α}). Ots¸da, primenØØ neravenstvo exp (−x) < 1 x, x > 0, poluqaem

|Q(θ^k)f|^2 6 ∑ m∈Zd\{0}^{min(1/(2K)θ−k|m|α, 1)|fm|2. (2.13)} Pravye qasti neravenstv (2.11)–(2.13) ime¸t odnotipnu¸ strukturu. Qtoby dokazat~ (1.1) i (1.2), dostatoqno pri proizvol~- nyh B > 0 i α ∈ (0, 1] ustanovit~ shodimost~ rØda ∑ k¿0 ( ∑ m∈Zd\{0}^{min(θ−k|m|α, B)|fm|2)1/2.} Zafiksiruem nekotoroe b ∈ (1, θ^{1/α}). Imeem ∑ m∈Zd\{0}^{min(θ−k|m|α, B)|fm|2 =}

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI. 117 ∑ m∈Zd\{0},|m|6bk^{min(θ−k|m|α, B)|fm|2} + ∑ m∈Zd\{0},|m|>bk^{min(θ−k |m|α, B)|fm|2 = S(1)k + S(2)k .} Dalee,

S^{(1)}_k = ∑ m∈Zd\{0},|m|6bk^{min(θ−k|m|α, B)|fm|2} 6 (θ/b^α)^{k ∑}_{m∈}Z_{d\{0}} |fm|^2 = (θ/b^α)^k|f|^2, i, nakonec,

S^{(2)}_k = ∑ m∈Zd\{0},|m|>bk^{min(θ−k|m|α, B)|fm|2 6 B ∑}m∈Zd\{0},|m|>bk^{|fm|2} 6 B(K^′)^2(k log b)^{−2β} = B(K^′/(log b)^β )^2k^{−2β}.

Iz poluqennyh ocenok sleduet, qto ∑ k¿0 ( ∑ m∈Zd\{0}^{min(θ−k |m|α, B)|fm|2)1/2} 6^∑_{k>0}^√S^{(1)}_k + S^{(2)}_k 6^∑_{k>0}^{((}S^{(1)}_k^{)1/2} +^(S^{(2)}_k^{)1/2)} < ∞.

Zameqanie 2.6. Uslovie predloßeniØ 2.5 vypolneno, esli f ∈ L2

udovletvorØet pri nekotorom ϵ > 0 uslovi¸ |f(· + r) − f(·)|_2 6

c| log(1/r)|^{−(1+ϵ)}, dlØ r ∈ T^d (gde |r| – rasstoØnie do 0 v invariant-

noæ otnositel~no sdvigov rimanovoæ metrike na T^d ). Blizkoe, no neskol~ko bolee slaboe uslovie ispol~zovalos~ v [4].

Literatura 1. A. N. Borodin, I. A. Ibragimov, Predel~nye teoremy dlØ sluqaænyh

blußdaniæ. — Trudy MIAN 216 (1994), 10–19.

2. M. I. Gordin, O central~noæ predel~noæ teoreme dlØ stacionarnyh pro-

cessov. — Dokl. AN SSSR 188, ˝ 1 (1969), 739–741.

3. M. I. Gordin, RasxireniØ dinamiqeskih sistem i metod martingal~noæ

approksimacii. — Zap. nauq. semin. POMI 216 (1994), 10–19.

118 M. I. GORDIN 4. M. I. Gordin, Dvoænye rasxireniØ dinamiqeskih siistem i konstruk-

cii peremexiva¸xih fil~traciæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 244

(1997), 61–72.

5. V. P. Leonov, Nekotorye primeneniØ starxih semiinvariantov k teo-

rii stacionarnyh sluqaænyh processov. Nauka, M. (1964).

6. V. A. Rohlin, Lekcii po ffntropiænoæ teorii preobrazovaniæ s invari-

antnoæ meroæ. — Uspehi matem. nauk 22, ˝ 5 (1967), 1–56.

6. S. Le Borgne, Thesis. — University Rennes 1 (1997), 97–116. 7. M. Gordin, Homoclinic approach to the central limit theorem for dynamical systems. — Contemporary Math. 149 (1993), 149–162.

8. Y. Katznelson, Ergodic automorphisms of Tn are Bernoulli shifts. — Israel J.

Math. 10, 186–195.

Gordin M. I. Double extensions of dynamical systems and a construction of mixing filtrations. II. Quasihyperbolic toral automorphisms.

Let T be an automorphism (an invertible measure preserving transformation) of a probability space (X, F, μ) and let U be a unitary operator on L2(X) = L2(X, F, μ) defined by Uf = f ∘ T . Let As and Au be generators of symmetric Markov transition semigroups acting on L2. As and Au are supposed to satisfy the relations U�1_{AsU = θ}�1_{As, U}�1_{AuU = θAu} for some θ > 1. A nonnegative selfadjoint operator A on L2 with the properties UA = AU , Au + As ¿ A is said to be a T -invariant minorant for (Au, As). Supposing that Au and As commute, certain assumptions on a function f ∈ L2 in terms of such a minorant are proposed under which the sequence (f ∘ T k, k ∈ Z) satisfies the functional form of the Central Limit Theorem and the Law of the Iterated Logarithm. A special case of these assumptions was considered in an earlier paper by the author. Quasihyperbolic toral automorphisms are considered as an application.

Postupilo 22 fevralØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie matematiqeskogo instituta im. V.A.Steklova RAN