Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 260, 1999 g.

˚. I. Belopol~skaØ GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚

1. Vvedenie

VeroØtnostnyæ podhod k izuqeni¸ nelineænyh uravneniæ matematiqeskoæ fiziki qasto pozvolØet glubße ponØt~ kak prirodu i istoki samogo uravneniØ, tak i svoæstva rexeniæ razliqnyh zadaq dlØ nego. V fftoæ rabote my opixem veroØtnostnu¸ interpretaci¸ horoxo izvestnyh v matematiqeskoæ fizike uravneniæ i sistem (uravneniØ B¸rgersa, Rikkati, Xturma- LiuvillØ i drugie) i pokaßem, qto takoæ podhod pozvolØet estestvennym obrazom obobwit~ klassiqeskie rezul~taty. S drugoæ storony podhody, razrabotannye pri izuqenii sootvetstvu¸- wih zadaq matematiqeskoæ fiziki i dalekie, na pervyæ vzglØd, ot teorii sluqaænyh processov podskazyva¸t inogda otvety dlØ estestvennyh zadaq fftoæ teorii. V fftoæ rabote my dadim vero- Øtnostnoe istolkovanie klassiqeskogo metoda Darbu, sformulirovannogo pri issledovanii invariantnosti zadaqi Xturma- LiuvillØ po otnoxeni¸ k nekotoromu lineænomu preobrazovani¸, i pokaßem qto obobwenie fftogo podhod ØvlØetsØ ffffektivnym pri opisanii absol¸tno nepreryvnyh preobrazovaniæ gladkih mer.

Horoxo izvestno, qto uravnenie B¸rgersa i uravnenie Rikkati – prosteæxie kvazilineænye uravneniØ v qastnyh proizvodnyh dopuska¸t linearizaci¸ s pomow~¸ odnoæ i toæ ße podstanovki. My pokaßem, qto ffta podstanovka imeet estestvennu¸ veroØtnostnu¸ interpretaci¸. �ta interpretaciØ formuliruetsØ v terminah logarifmiqeskoæ proizvodnoæ raspredeleniØ sootvetstvu¸wego diffuzionnogo processa, qto, v svo¸ oqered~, pozvolØet obobwit~ izvestnye rezul~taty otnositel~no rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ B¸rgersa na bolee xirokiæ klass paraboliqeskih uravneniæ. NarØdu s fftim takoæ podhod pokazyvaet, qto sootvetstvu¸wie rezul~taty slabo zavisØt ot

Rabota podderßana grantom RFFI 99-01-00719. 31

32 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ razmernosti fazovogo prostranstva i mogut byt~ rasprostraneny na beskoneqnomernyæ sluqaæ.

Izuqenie svØzeæ meßdu uravneniØmi B¸rgersa, Rikkati i lineænymi paraboliqeskimi uravneniØmi my prodolßaem, analiziruØ klassiqeskie rezul~taty teorii uravneniæ Xturma– LiuvillØ. Zametim, qto i v fftom sluqae veroØtnostnaØ interpretaciØ klassiqeskih rezul~tatov pozvolØet poluqat~ ih estestvennye obobweniØ.

DlØ togo, qtoby poØsnit~ veroØtnostnu¸ interpretaci¸ rexeniØ Hopfa dlØ uravneniØ B¸rgersa, my pokazyvaem, qto ono legko vyraßaetsØ v terminah logarifmiqeskoæ proizvodnoæ gladkoæ mery, poroßdennoæ nekotorym diffuzionnym processom. PrØmoe uravnenie Kolmogorova dlØ fftogo processa imeet vid uravneniØ teploprovodnosti. Analogiqnye rezul~taty spravedlivy i dlØ proizvol~nogo diffuzionnogo processa [1, 2] , qto pozvolØet poluqit~ obobwenie rØda rezul~tatov, svØzannyh s uravneniem B¸rgersa, na bolee xirokiæ klass mnogomernyh (i beskoneqnomernyh) uravneniæ. Dalee, esli rassmatrivaemyæ diffuzionnyæ process obladaet stacionarnym raspredeleniem, to ego logarifmiqeskaØ proizvodnaØ udovletvorØet sootvetstvu¸wemu mnogomernomu uravneni¸ Rikkati, kofffficienty kotorogo opredelØ¸tsØ rassmatrivaemym processom. Pri fftom v nekotoryh sluqaØh stacionarnoe uravnenie B¸rgersa moßet byt~ poluqeno differencirovaniem uravneniØ Rikkati po prostranstvennym peremennym.

Drugoæ klass zadaq, kotoryæ budet proanalizirovan s vero- Øtnostnoæ toqki zreniØ v fftoæ rabote, uhodit kornØmi v teori¸ solitonov i moßet byt~ opisan sledu¸wim obrazom.

V teorii solitonov izvestna svØz~ meßdu uravneniem Rikkati i uravneniem Xturma–LiuvillØ (ili uravneniem Xredingera). My provedem veroØtnostnyæ analiz fftoæ svØzi i ukaßem na sledstviØ fftoæ novoæ interpretacii izvestnyh faktov.

Pri izuqenii zadaqi na sobstvennye znaqeniØ dlØ dvuh stacionarnyh uravneniæ Xredingera s raznymi potencialami moßno ukazat~ svØz~ meßdu potencialami , obespeqiva¸wu¸ sovpadenie sobstvennyh znaqeniæ. �ta svØz~ nazvaetsØ preobrazovaniem Darbu. My postroim nestacionarnyæ analog metoda Darbu i privedem ego veroØtnostnu¸ interpretaci¸, qto pozvolit obobwit~ klass rassmatrivaemyh uravneniæ.

GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚ 33 V zakl¸qenie otmetim, qto v fftoæ rabote da¸tsØ lix~ pervye otvety na postavlennye voprosy. Predlagaemyæ zdes~ put~, kak my polagaem, moßet privesti k otvetu i na drugie voprosy, sredi kotoryh popytki svedeniØ vyqisleniØ kontinual~- nyh integralov k vyqisleni¸ srednih po meram v koneqnomernyh prostranstvah, postroenie predstavleniØ osnovnogo sosto- ØniØ dlØ xirokogo klassa diffuzionnyh processov. L¸bopytnym predstavlØetsØ takße postroenie veroØtnostnoæ interpretacii razliqnyh uravneniæ teorii solitonov takih kak uravnenie Kortevega-de Friza, Kadomceva - Petviaxvili i drugih.

2. UravneniØ B¸rgersa, Rikkati, Xturma–LiuvillØ i ih veroØtnostnaØ interpretaciØ

V fftoæ glave my soberem voedino klassiqeskie rezul~taty, kasa¸wiesØ svØzeæ meßdu odnomernym (po prostranstvennoæ peremennoæ) uravneniem B¸rgersa, a takße uravneniØmi Rikkati i Xturma–LiuvillØ i rassmotrim ih veroØtnostnu¸ interpretaci¸. Pri fftom ishodnym ob¨ektami dlØ nas budut diffuzionnye processy i ih raspredeleniØ i imenno oni budut istoqnikami informacii o rexenii sootvetstvu¸wih uravneniæ v qastnyh proizvodnyh.

Pust~ (Ω, F, P ) – veroØtnostnoe prostranstvo, na kotorom zadan skalØrnyæ vinerovskiæ process w(t) i pust~ F_t oboznaqaet fil~traci¸ poroßdennu¸ vinerovskim processom.

Rassmotrim prosteæxiæ diffuzionnyæ process vida

ξ(t) = ξ_0 + σw(t), (2.1)

gde σ nekotoryæ skalØr i ξ_0 ∈ R^1 – F_0-izmerimaØ sluqaænaØ veliqina s gladkim raspredeleniem ν(dy) = P {ξ_0 ∈ dy}. PrØmoe uravnenie Kolmogorova dlØ perehodnoæ veroØtnosti μ(t, dy) =

P {ξ(t) ∈ dy|ξ(0) = ξ_0} imeet vid uravneniØ teploprovodnosti ∂μ ∂t = σ^2 2 ∂^2μ ∂y^2 , μ_0(dy) = ν(dy) (2.2)

Takoæ ße vid imeet uravnenie dlØ plotnosti μ(t, y) mery μ(t, dy) otnositel~no mery Lebega.

Poskol~ku rexenie μ(t, y) zadaqi Koxi (2.2) predstavlØet soboæ gladku¸ funkci¸, to netrudno vyvesti iz nego uravnenie

34 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ dlØ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ ρ_μ(t, y) = 1 μ(t, dy) ∂μ(t, dy) ∂y ili (oboznaqaemoæ tem ße simvolom) logarifmiqeskoæ proizvodnoæ ee plotnosti μ(t, y) otnositel~no mery Lebega. Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t pri fftom , qto funkciØ

u(t, y) = −σ^2 ρ_μ(t, y), t ¿ 0 (2.3)

ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Koxi ∂u ∂t + u ∂u ∂y = σ^2 2 ∂^2u ∂y^2 , u(0, y) = u_0(y). (2.4)

Ispol~zuØ Øvnoe vyraßenie dlØ rexeniØ zadaqi (2.2) i formulu (2.3), netrudno vyqislit~ Øvnoe vyraßenie dlØ funkcii

u(t, y) i proverit~, qto ono sovpadaet c rexeniem zadaqi (2.4),

poluqennym Hopfom v ego znamenitoæ rabote [3].

Uravnenie (2.4) nazyvaetsØ uravneniem B¸rgersa i privlekaet v poslednie gody povyxennoe vnimanie mnogih issledovateleæ [4–7]. Otmetim, qto analogiqnye rassußdeniØ primenimy i k perehodnoæ veroØtnosti proizvol~nogo diffuzionnogo processa, poluqennogo kak rexenie stohastiqeskogo uravneniØ (smotri, naprimer, [2, 8]).

Rassmotrim zadaqu Koxi dlØ uravneniØ teploprovodnosti s potencialom ∂μ_1 ∂t = σ^2 2 ∂^2μ_1 ∂y^2 + p(y)μ_1 , μ_1(0, y) = μ_{10}(y). (2.5)

Togda sootvetstvu¸wee uravnenie B¸rgersa imeet vid ∂u_1 ∂t + u_1 ∂u_1 ∂y = σ^2 2 ∂^2u_1 ∂y^2 − ∂p ∂y . (2.6)

Pri fftom rexenie u_1(t, y) zadaqi Koxi dlØ (2.6) s dannymi Koxi u_{10}(y) i funkciØ μ_1(t, y) udovletvorØ¸waØ (2.5) po-preßnemu svØzany sootnoxeniem (2.3), esli u_{10}(y) = −σ^2ρ_{μ0} (y).

Rassmotrim dalee uravnenie Rikkati

u^′ + u^2 + q(y)u + p(y) = 0 (2.7)

i otmetim, qto ono takße dopuskaet linearizaci¸ s pomow~¸ podstanovki (2.3). VybiraØ u(y) = −σ^{2 ϕ0(y)}_{ϕ(y)} , netrudno proverit~,

GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚ 35 qto sootvetstvu¸wee lineænoe uravnenie imeet vid

σ^2 2 ∂^2ϕ(y) ∂y^2 + σ^2 2 q(y) ∂ϕ(y) ∂y + 1 σ^2 p(y)ϕ(y) = 0. (2.8)

SravnivaØ uravnenie (2.8) i ∂ϕ(t, y) ∂t = σ^2 2 ∂^2ϕ(t, y) ∂y^2 − a ∂ϕ ∂y − ∂a ∂y ϕ (2.9)

moßno zametit~, qto esli q(y) = 2a

σ^2

, p(y) = σ^2 ∂a ∂y i rexenie ϕ(t, y) uravneniØ (2.9) pri t → ∞ shoditsØ k funkcii ϕ̂(y), to ϕ̂(y) udovletvorØet (2.8).

VeroØtnostnaØ interpretaciØ podstanovki (2.3) (podstanovki Koula–Hopfa) ukazyvaet prØmoæ put~ dlØ postroeniØ vozmoßnyh mnogomernyh (i beskoneqnomernyh) obobweniæ privedennyh vyxe konstrukciæ kak dlØ uravneniØ B¸rgersa, tak i dlØ uravneniØ Rikkati. Odnako, v mnogomernom sluqae na fftom puti voznika¸t novye ograniqeniØ. V qastnosti, provedennyæ vyxe analiz goditsØ lix~ dlØ rexeniØ zadaqi Koxi s potencial~nymi naqal~nymi dannymi, poskol~ku (2.3) dolßno vypolnØt~sØ dlØ vseh t ¿ 0.

Pered tem, kak zaverxit~ obsußdenie uravneniæ B¸rgersa i Rikkati, otmetim ewe odin variant vozmoßnyh obobweniæ fftih uravneniæ (smotri takße [7, 9, 10]).

Predpoloßim, qto v(t, y) = u(t, y) α(y) = − σ^2 α(y)μ(t, y) ∂μ(t, y) ∂y . (2.10)

Kak netrudno proverit~, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2.1. Pust~ α(y) – strogo poloßitel~naØ (strogo ot-

ricatel~naØ) ograniqennaØ differenciruemaØ funkciØ i μ(t, dy) – raspredelenie sluqaænogo processa ξ(t) zadannogo sootnoxeniem (2.1) i usloviem ξ(0) = ξ_0, gde ξ_0 – F_0-izmerimaØ sluqaænaØ veliqina s gladkim raspredeleniem ν(dy). Togda funkciØ v(t, y) vida (2.10) ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem zadaqi Koxi dlØ obobwennogo uravneniØ B¸rgersa ∂v ∂t + α(y)v ∂v ∂y = σ^2 2 ∂^2v ∂y^2 + σ^2β(y) ∂v ∂y − γ(y)v, (2.11)

36 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ gde β(y) =^{α0(y)}_{α(y)} i γ(y) = −^{σ2}_2 [β^′(y) − β^2 (y) + 2β^3(y)], a v(0, y) = (α(y))^{−1} ρ_ν (y).

Esli ße rassmotret~ uravnenie Rikkati vida

z^′(y) + α(y)z^2 (y) + M (y)z(y) + N (y) = 0,

to dlØ nego podstanovka z(y) = − 1 α(y)μ(y) ∂μ(y) ∂y privodit k lineænomu uravneni¸ vida

μ^{′′} + [M (y) − β(y)]μ^′ + N (y)α(y)μ = 0. (2.12)

Pri fftom diffuzionnyæ process ξ(t), generator kotorogo opredelØetsØ levoæ qast~¸ (2.12), moßno skonstruirovat~ kak rexenie stohastiqeskogo uravneniØ dξ = [M (ξ(t)) − β(ξ(t))]dt + dw. Dalee, ispol~zuØ opisannye vyxe soobraßeniØ, moßno vyvesti sootvetstvu¸wee emu uravnenie B¸rgersa.

DlØ togo, qtoby zaverxit~ obzor i veroØtnostnyæ analiz interesu¸wih nas odnomernyh rezul~tatov opixem svØzi, suwestvu¸wie meßdu uravneniØmi Rikkati, Xturma–LiuvillØ i lineænymi paraboliqeskimi uravneniØmi.

Zdes~ my snova ograniqimsØ prosteæxim sluqaem. Rassmotrim naqal~no-kraevu¸ zadaqu ∂μ ∂t = σ^2 2 ∂^2μ ∂y^2 + c(y)μ + f(y), μ(t, 0) = μ(t, 1) = 0, μ(0, y) = μ_0(y) (2.13)

i predstavim ee rexenie v vide μ(t, y) = ν(y) + v(t, y). (2.14) Netrudno proverit~, qto pri fftom v(t, y) udovletvorØet sootnoxeniØm ∂v ∂t = σ^2 2 ∂^2v ∂y^2 + c(y)v v(t, 0) = v(t, 1) = 0, v(0, y) = μ_0(y) − ν(y). (2.15)

GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚ 37 DlØ togo, qtoby funkciØ μ(t, y) shodilas~ k ν(y) pri t → ∞ neobhodimo, qtoby v(t, y) → 0 pri t → ∞. Predstavim rexenie

v(t, y) zadaqi (2.15) v vide v(t, y) = ∞X_{k=1 ckeλktvk(y), (2.16)} gde λ_k i v_k(y) opredelØ¸tsØ zadaqeæ Xturma–LiuvillØ

λ_kv_k − v^{′′}_k − c(y)v_k = 0, v_k(0) = v_k(1) = 0.

Oqevidno, qto esli vse λ_k, v (2.16), otricatel~ny, to v(t, y) → 0 pri t → ∞, qto vleqet za soboæ shodimost~ u(t, y) → u(y) pri

t → ∞. Otricatel~nost~ pokazateleæ λ_k ØvlØetsØ neobhodimym

i dostatoqnym usloviem dlØ togo, qtoby u(t, y) → u(y) dlØ l¸- byh f(x) i, sledovatel~no, ffto uslovie pozvolØet garantirovat~ poloßitel~nost~ u(y) pri uslovii, qto u(t, y) ¿ 0.

Rassmotrim semeæstvo paraboliqeskih uravneniæ ∂v ∂t = σ^2 2 ∂^2v ∂y^2 + c(y, α)v (2.17) Rexenie v(t, y, α) zadaqi (2.17) (s temi ße kraevymi usloviØmi, qto i v (2.15)) budem iskat~ v vide v(t, y) = ∞X_{k=1 eλktvk(y, α), (2.18)} gde λ_k, voobwe govorØ, mogut zaviset~ ot α. Estestvennym obrazom voznikaet vopros moßno li vybrat~ c(y, α) tak, qtoby λ_k v (2.18) ne zaviseli ot α. Pereformuliruem fftot vopros v terminah uravneniØ, kotoromu podqinØ¸tsØ funkcii v_k(y, α) iz (2.18). Togda on dolßen zvuqat~ tak. Suwestvu¸t li funkcii c(y, α) v uravnenii Xturma–LiuvillØ v^{′′} = [λ + c(y, α)]v, (2.19) dlØ kotoryh λ ne zavisit ot α. Prosteæxiæ proimer daetsØ sluqaem c(y, α) = c(y + α). Drugimi slovami, esli c(y, α) udovletvorØet uravneni¸ c^′_α(y, α) − c^′_y(y, α) = 0, to λ v (2.19) ne zavisit ot α. Pri fftom suwestvu¸t i drugie interesnye sluqai, dlØ nahoßdeniØ kotoryh razrabotany razliqnye metody. My opixem ih

38 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ bolee podrobno v drugoæ rabote, a zdes~ ostanovimsØ na bolee prostom klassiqeskom variante sootvetstvu¸wem sluqa¸, kogda

α = 1, 2 i c(y, 1) = u(y), c(y, 2) = v(y).

Rassmotrim paru uravneniæ Xturma–LiuvillØ

y^{′′} = [λ + u(x)]y (2.20) i z^{′′} = [λ + v(x)]z (2.21).

Metod Darbu ukazyvaet kak dolßny byt~ svØzany meßdu soboæ potencialy v(x) i u(x) v (2.20) i (2.21), dlØ togo, qtoby oba uravneniØ vypolnØlis~ pri odnom i tom ße λ. V ramkah fftogo metoda (smotri [11, 12] ) rexenie uravneniØ (2.21) iwetsØ v vide z = A(x, λ)y + B(x, λ)y^′, (2.22) gde y udovletvorØet (2.20), a kofffficienty A(x, λ) i B(x, λ) dolßny byt~ vybrany special~nym obrazom. Zametim, qto, kak netrudno proverit~, oni dolßny byt~ otliqny ot nulØ.

Poloßim B(x, λ) = 1 . PodstavlØØ (2.21), (2.22) v (2.20) i priravnivaØ nul¸ kofffficienty pri y i y^′, poluqaem sootnoxeniØ

A_{xx} + u_x + A(u − v) = 0, (2.23)

2A_x + u − v = 0. (2.24)

Nakonec, iz (2.23) i (2.24) vytekaet

A_{xx} − 2AA_x − u^′ = 0. (2.25)

Sootnoxenie (2.25) predstavlØet soboæ stacionarnoe uravnenie B¸rgersa. IntegriruØ ego, my vyvedem uravnenie Rikkati A^2 − A_x − u = λ̄, gde λ̄ – postoØnnaØ integrirovaniØ.

Napomnim opØt~, qto uravnenie Rikkati s pomow~¸ podstanovki A = −^{θ0}_θ privoditsØ k lineænomu uravneni¸ vtorogo porØdka

θ^{′′} = (λ̄ + u(x))θ. (2.26)

Takim obrazom θ predstavlØet soboæ qastnoe rexenie uravneniØ (2.21), sootvetstvu¸wee λ = λ̄. Iz (2.25) sleduet, qto v = u −

2(lnθ)^{′′} i uravnenie dlØ z imeet vid z^{′′} = [λ + u − 2(lnθ)^{′′}]z.

GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚ 39 Takim obrazom, novyæ potencial otliqaetsØ ot starogo na veliqinu δu = −2(lnθ)^{′′} = 2[ θ^{′′} θ − [ θ^′ θ ]^2].

Kak sledstvie, my poluqaem z^{′′} = (λ − λ̄ + θ[ 1 θ ]^{′′})z. (2.27)

Zametim, qto esli λ = λ̄, to rexenie uravneniØ (2.27) imeet vid z = (^1_θ ).

V zakl¸qenie fftoæ glavy zametim, qto sootnoxenie (2.22) dopuskaet estestvennu¸ pereformulirovku v terminah logarifmiqeskoæ proizvodnoæ gladkoæ mery. Kak sledstvie, my poluqim otvet na vopros o tom kak napisat~ vyraßenie dlØ proizvodnoæ Radona–Nikodima gladkih mer, udovletvorØ¸wih uravneniØm Xturma–LiuvillØ. Pomimo fftogo my poluqim vyraßenie dlØ plotnosti mer, udovletvorØ¸wih uravneniØm teploprovodnosti s raznymi potencialami.

Napomnim takße, qto vaßnost~ preobrazovaniØ Darbu opredelØetsØ tem, qto imeØ odno uravnenie, kotoroe udaetsØ rexit~, my poluqaem drugoe uravnenie takogo ße tipa, rexenie kotorogo takße zadany v Øvnom vide v silu (2.22).

3. Mnogomernye analogi uravneniæ B¸rgersa, Rikkati i metoda Darbu

V fftoæ glave my izuqim mnogomernye analogi uravneniæ i zadaq, privedennyh v predyduweæ glave. Nekotorye iz rassmatrivaemyh zdes~ obobweniæ dostatoqno prosty, odnako rØd iz nih, naskol~ko nam izvestno, do sih por ne rassmatrivalsØ i ne obsußdalsØ v literature. Predlagaemyæ podhod suwestvenno baziruetsØ na veroØtnostnoæ interpretacii vseh rassmatrivaemyh zadaq, pofftomu my naqnem izloßenie s opisaniØ klassa rassmatrivaemyh zdes~ diffuzionnyh processov i ih mul~tiplikativnyh funkcionalov. Vsled za fftim my vyvedem uravneniØ dlØ vektornyh logarifmiqeskih proizvodnyh raspredeleniæ kak samih processov, tak i mer, poluqaemyh s pomow~¸ mul~tiplikativnyh funkcionalov fftih processov i obsudim ih svØz~ s zadaqami paragrafa 2.

40 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

Pust~ (Ω, F, P ) – veroØtnostnoe prostranstvo, na kotorom zadan vinerovskiæ process w(t) ∈ R^n i pust~ F_t oboznaqaet poroßdennu¸ im fil~traci¸. Rassmotrim stohastiqeskoe differencial~noe uravnenie dξ = a(ξ(t))dt + A(ξ(t))dw, (3.1) kofffficienty a(x) ∈ R^n, A(x) ∈ R^n ⊗ R^n kotorogo dostatoqno gladkie determinirovannye funkcii rosta ne vyxe lineænogo. Togda, v silu klassiqeskih rezul~tatov teorii stohastiqeskih uravneniæ, suwestvuet edinstvennyæ F_t-izmerimyæ diffuzionnyæ sluqaænyæ process ξ(t) ∈ R^n, udovletvorØ¸wiæ dopolnitel~nomu uslovi¸ ξ(0) = ξ_0 ∈ R^n. V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto ξ_0 – F_0 – izmerimaØ sluqaænaØ veliqina s gladkim raspredeleniem P {ξ_0 ∈ dy} = ν(dy).

Napomnim, qto dlØ gladkoæ mery μ(dy), na evklidovom prostranstve (X, B_X ) vektornaØ logarifmiqeskaØ proizvodnaØ ρ_μ(y),

y ∈ X po napravleni¸ vektornogo polØ h(y) ∈ X zadaetsØ soot-

noxeniem ∇_hμ(dy) μ(dy) = (h(y), ρ_μ(y)) + div h(y),

gde (, ) oboznaqaet skalØrnoe proizvedenie v R^n.

Obwiæ vid uravneniØ, kotoromu podqinØetsØ vektornaØ logarifmiqeskaØ proizvodnaØ ρ_μ(y) perehodnoæ veroØtnosti rexeniØ ξ(t) stohastiqeskogo uravneniØ (3.1), moßno naæti v [1, 2]. Niße nam ponadobitsØ Øvnyæ vid fftogo uravneniØ pri A(y) = σI , gde I – toßdestvennoe otobraßenie v R^n, i a(y) ∈ R^) otliqnom ot nulØ. V fftom sluqae logarifmiqeskaØ proizvodnaØ ρ_μ udovletvorØet uravneni¸ ∂ρ_μ ∂t = 1 2 TrA^∗ρ^{′′}_μA + (Kρ_μ, ∇)ρ_μ− −∇aρ_μ − (a, ρ_μ)ρ_μ − ∇ div a, ρ_μ(0, y) = λ_{μ0} (y). (3.2) Pri fftom obobwennoe uravnenie B¸rgersa imeet vid ∂u ∂t +(u, ∇)u = 1 2 TrA^∗u^{′′}A +(a, K^{−1}u)u + K∇ div a + K∇aK^{−1}u (3.3) Esli, krome togo, div a = 0, to (3.3) uprowaetsØ i priobretaet vid ∂u ∂t + (u, ∇)u = 1 2 TrA^∗u^{′′}A + (a, K^{−1}u)u + K∇aK^{−1}u. (3.4)

GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚ 41 Kak sleduet iz rezul~tatov teorii MalØvena [13], esli

ν(dy) = P {ξ_0 ∈ dy} – gladkaØ mera i kofffficienty A(y), a(y)

udovletvorØ¸t usloviØm MalØvena, to mera μ(t, dy) = μ(t, y)dy takße ØvlØetsØ gladkoæ meroæ, oblada¸weæ vektornoæ logarifmiqeskoæ proizvodnoæ ρ_μ(t, y). Pri fftom vektornoe pole u(t, y) = −K(y)ρ_μ (t, y), K(y) = A^∗(y)A(y) (3.5) podqinØetsØ obobwennomu uravneni¸ B¸rgersa. V qastnom sluqae A(y) = A, a(y) = 0 funkci¸ u(t, y) vida (3.5) moßno Øvno vyqislit~

u(t, y) = Z_{Rn y − xt exp[−(K}−1_{(x − y), x − y)2t ]ν(x)dx} Z_{Rn exp[−(K}−1_{(x − y), x − y)2t ]ν(x)dx} (3.6) v predpoloßenii, qto ν(dy) = ν(y)dy – gladkaØ mera v R^n, ime- ¸waØ gladku¸ plotnost~ ν(y) otnositel~no mery Lebega dy i

u_0(y) = −K^{∇ν(y)}_{ν(y)} , to est~ naqal~noe vektornoe pole potencial~- no. Mnogomernoe obobwenie uravneniØ Rikkati, estestvennoe s toqki zreniØ opisannoæ v predyduwem paragrafe interpretacii, imeet vid

σ^2 2 div v = 1 2 (v, v) + (p, v) + q, (3.7) gde q – skalØrnaØ, a p – vektornaØ funkciØ. Pri fftom podstanovka (2.3) linearizuet (3.7), privodØ ego k lineænomu uravneni¸ vida

σ^2 2 Δϕ − (p(y), ∇ϕ) + 1 σ^2 q(y)ϕ = 0, (3.8)

gde Δ – operator Laplasa. V predpoloßenii div p = 0 sootvetstvu¸wee stacionarnoe uravnenie B¸rgersa imeet vid

σ^2 2 Δu − (u, ∇u) − ∇q − (∇p, u) − (p, ∇u) = 0 i ego moßno vyvesti, vyqislØØ gradient levoæ i pravoæ qasti uravneniØ (3.7).

42 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

V zakl¸qenie fftoæ glavy my opixem mnogomernyæ analog metoda Darbu, privedem ego veroØtnostnu¸ interpretaci¸ i obsudim ego paraboliqeskiæ variant.

V ograniqennoæ oblasti G ⊂ R^n s gladkoæ graniceæ Γ rassmotrim paraboliqeskoe uravnenie ∂μ ∂t = σ^2 2 Δμ + c(y)μ + f(y) (3.10)

i pust~ μ(t, y) – rexenie uravneniØ (3.10), udovletvorØ¸wee naqal~nym i graniqnym usloviØm μ(t, y) = 0, y ∈ Γ, μ(0, y) = ν(y), y ∈ G. (3.11) DlØ prostoty v dal~neæxem my ograniqimsØ rassmotreniem zadaqi s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi. PolagaØ

μ(t, y) = μ_0(y) + v(t, y), (3.12)

netrudno proverit~, qto v(t, y) dolßno udovletvorØt~ sledu¸- weæ naqal~no-kraevoæ zadaqe ∂v ∂t = σ^2 2 Δv + c(y)v v(t, y) = 0, y ∈ Γ, v(0, y) = μ_0(y) − ν(y). (3.13) DlØ togo, qtoby μ(t, y) shodilos~ k μ_0(y) pri t → ∞ neobhodimo, qtoby v(t, y) → 0 pri t → ∞. Postroim rexenie (3.13) vida v(t, y) = ∞X_{k=1 ckeλktvk(y). (3.14)} PodstavlØØ (3.14) v (3.13) poluqim uravnenie

λ_kv_k − Δv_k − c(y)v_k = 0, v_k(y) = 0, y ∈ Γ. (3.15)

DlØ togo, qtoby u(t, y) → u(y) pri t → ∞ neobhodimo, qtoby vse λ_k v predstavlenii (3.14) rexeniØ zadaqi (3.15) byli nepoloßitel~ny. Otmetim, qto pri fftom v(t, y) → 0 pri t → ∞. Sformuliruem rezul~tat, kotoryæ obobwaet rassmotreniØ predyduwego paragrafa.

GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚ 43

Teorema 3.1. Pust~ μ(dy) i ν(dy) gladkie mery v (R^n, ΣRn ), udo-

vletvorØ¸wie fflliptiqeskim uravneniØm vida

Δμ = [λ + u(y)]μ, (3.16)

Δν = [λ + v(y)]ν. (3.17)

Pust~ v(y) − u(y) = Q(y) + (q, ∇Q(y)), gde Q(y) gladkaØ skalØrnaØ funkciØ udovletvorØ¸waØ sootnoxeni¸ ∇_iQ − q_i[Q^2 + u] = C_i, i = 1, . . . , n, C_i = const, a q ∈ R^n – postoØnnoe vektornoe pole. Togda mera ν(dy) absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery μ(dy) i proizvodnaØ Radona–Nikodima imeet vid ν(dy) μ(dy) = Q(y) + (q, ρ_μ(y)), (3.18)

Dokazatel~stvo. RassußdeniØ pri dokazatel~stve fftogo utver-

ßdeniØ vpolne analogiqny tem, qto byli provedeny v predyduwem paragrafe. PodstavlØØ ν(dy) = Q(y)μ(y) + (q, ∇μ(dy)) (3.19) i (3.17) v (3.16) i priravnivaØ nul¸ kofffficienty pri μ i ∇μ, poluqim sootnoxeniØ

ΔQ + (q, ∇u) + Q(u − v) = 0, (3.20)

2(q, ∇Q) + u − v = 0, (3.21)

iz kotoryh vytekaet ravenstvo ΔQ − 2Q(q, ∇Q) + (q, ∇u) = 0. (3.22) Zametim, qto iz (3.22) sleduet

div(∇Q − q[Q^2 − u]) = 0.

Takim obrazom, dostatoqno vybrat~ Q, udovletvorØ¸wee uravneni¸

∇_iQ − q_iQ^2 + u = λ̄_i,

gde λ̄_i – konstanty, qtoby dokazat~ absol¸tnu¸ nepreryvnost~ mer μ i ν, udovletvorØ¸wih sootvetstvenno (3.16) i (3.17), esli potencial v (3.17) imeet vid v(y) = 2(q, ∇Q(y))+u(y). Vyraßenie

44 ˚. I. BELOPOL^SKA˚ dlØ proizvodnoæ Radona–Nikodima neposredstvenno vytekaet iz (3.19).

V zakl¸qenie zametim, qto poluqennye rezul~taty mogut byt~ ispol~zovany dlØ togo, qtoby v rØde sluqaev svesti vyqislenie kontinual~nyh integralov v formule Feænmana–Kaca k vyqisleni¸ integralov po meram v koneqnomernyh prostranstvah.

4. Gladkie mery i formula Feænmana–Kaca

V fftoæ glave my rasprostranim metod Darbu na paraboliqeskie zadaqi, ispol~zuØ ih veroØtnostnu¸ interpretaci¸. Poluqennye pri fftom rezul~taty pozvolØt ukazat~ na nekotoryæ klass potencialov, dlØ kotoryh moßno vyqislit~ proizvodnu¸ Radona–Nikodima dvuh gladkih mer, zadannyh s pomow~¸ formuly Feænmana–Kaca. Drugimi slovami budet ukazan klass mul~tiplikativnyh funkcionalov ot markovskih processov dlØ kotoryh udaetsØ svesti vyqislenie proizvodnoæ Radona–Nikodima mer, poroßdaemyh imi v fazovom prostranstve processa k vyqisleni¸ koneqnomernyh integralov.

Vnaqale my vnov~ vernemsØ k obweæ postanovke zadaqi. Rassmotrim sluqaænyæ process ξ(t) ∈ R^n, ØvlØ¸wiæsØ sil~- nym rexeniem stohastiqeskogo uravneniØ dξ = a(ξ(t))dt + A(ξ(t))dw, ξ(0) = ξ_0 ∈ R^n. (4.1) V fftoæ rabote vs¸du my predpolagaem, qto kofffficienty fftogo uravneniØ nesluqaæny i udovletvorØ¸t usloviØm klassiqeskoæ teoremy o suwestvovanii i edinstvennosti rexeniØ SDU, a raspredelenie μ(0, dy) = P {ξ_(0) ∈ dy} sluqaænoæ F_0-izmerimoæ sluqaænoæ veliqiny ξ(0) = ξ_0 – gladkaØ mera v R^n.

Process ξ(t), udovletvorØ¸wiæ (4.1), obladaet markovskim svoæstvom i ego generator imeet vid M = 1 2 nX_{i,k=1 Kik} ∂2_{∂xi∂xk − ai} ∂_{∂xi .} Oboznaqim M^∗ operator, soprØßennyæ s M Z_{Rn M f(y)μ(dy) =} Z_{Rn f(y)M ∗ μ(dy).}

GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚ 45 Pri fftom perehodnaØ veroØtnost~ μ_t(dy) = P {ξ(t) ∈ dy|ξ(0) = ξ_0} processa ξ(t) udovletvorØet prØmomu uravneni¸ Kolmogorova ∂μ ∂t = M^∗(t)μ. (4.2)

Pust~

η_i(t) = e tZ_{0 vi(s, ξ(s))ds} , i = 1, 2

– para skalØrnyh mul~tiplikativnyh funkcionalov ot markovskogo processa ξ(t).

Pust~ dalee μ_i(t, dy) = μ_i(t, y)dy – para mer, plotnosti μ_i(t, y) kotoryh otnositel~no mery Lebega udovletvorØ¸t sootnoxeni- Øm ∂μ_i ∂t = M^∗(t)μ_i + v_i(t, y)μ_i, μ_i(0, y) = μ^i_0(y). (4.3)

Pust~ mery μ^i_0(dy) = μ^i_0(y)dy absol¸tno nepreryvny drug otnositel~no druga. Ispol~zuØ formulu Feænmana–Kaca μ_i(t, y) = E[exp{ tZ_{0 vi(τ, ξ(τ )dτ }μi0(ξ(t))],} netrudno videt~, qto mery μ_1(t, dy) i μ_2(t, dy), plotnosti kotoryh udovletvorØ¸t (4.3) takße absol¸tno nepreryvny drug otnositel~no druga. K soßaleni¸, formula Feænmana–Kaca ne pozvolØet vyqislit~ proizvodnu¸ Radona–Nikodima dlØ rassmatrivaemoæ pary mer. My privedem zdes~ podhod, pozvolØ¸wiæ vyqislit~ plotnost~ takih mer.

Rassmotrim vnaqale obwu¸ situaci¸. Pust~ mera ν(t, dy) absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery μ(t, dy). Oboznaqim qerez f(t, y) sootvetstvu¸wu¸ proizvodnu¸ Radona–Nikodima

f(t, y) =^{ν(t,dy)}_{μ(t,dy)} . Zametim, qto esli ν(t, y) i μ(t, y) plotnosti soot-

vetstvu¸wih mer otnositel~no mery Lebega, to f(t, y) =^{ν(t,y)}_{μ(t,y)} . Iz privedennyh sootnoxeniæ legko vyrazit~ logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ funkcii f(t, y) v terminah vektornyh logarifmiqeskih proizvodnyh ρ_ν (t, y), ρ_μ(t, y) mer μ(t, dy) i ν(t, dy) ∇f(t, y) f(t, y) = ρ_ν (t, y) − ρ_μ(t, y).

46 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

Pust~ dalee mera μ(t, dy) udovletvorØet zadaqe Koxi ∂μ(t, dy) ∂t = σ^2 2 Δμ(t, dy) + u(t, y)μ(t, dy), μ(0, dy) = μ_0(y). (4.4) Togda, kak netrudno proverit~, vektornaØ logarifmiqeskaØ proizvodnaØ ρ_μ(t, y) udovletvorØet sootnoxeniØm ∂ρ_μ ∂t = σ^2 2 Δρ_μ + σ^2(ρ_μ, ∇ρ_μ) + ∇u, ρ_μ(0, y) = ∇μ_0(dy) μ_0(dy)

. (4.5)

Pust~ dalee ν(t, dy) udovletvorØet zadaqe Koxi ∂ν(t, dy) ∂t = σ^2 2 Δν(t, dy) + v(t, y)ν(t, dy). (4.6) Kak uße upominalos~ vyxe, ffti mery absol¸tno nepreryvny drug otnositel~no druga i, sledovatel~no, suwestvuet izmerimaØ funkciØ f(t, y) takaØ, qto ν(t, dy) = f(t, y)μ(t, dy). Vyvedem uravnenie, kotoromu pri fftom dolßna udovletvorØt~ funkciØ

f(t, y), vyqislØØ proizvodnye ∂ν(t, dy) ∂t = ∂f(t, y) ∂t μ(t, dy) + ∂μ(t, dy) ∂t f(t, y), a takße operator Laplasa po prostranstvennoæ peremennoæ Δν(t, dy) = [Δf(t, y) + 2(∇f(t, y), ρ_μ(t, y)) + f(t, y)Δμ(t, dy). PodstavlØØ poluqennye vyraßeniØ v (4.6) i uqityvaØ (4.5), poluqim cootnoxeniØ, kotorym dolßna udovletvorØt~ funkciØ f(t, y) ∂f(t, y) ∂t = σ^2 2 Δf(t, y) + σ^2(∇f(t, y), ρ_μ(t, y)) + (v − u)f (4.6) i f(0, y) = f_0(y) = ν(0, dy) μ(0, dy) . (4.7)

Dalee, pust~ u(t, y)−v(t, y) = κ(t, y) i logarifmiqeskaØ proizvodnaØ mery μ izvestna, togda plotnost~ f(t, y) moßet byt~ predstavlena v vide

f(t, y) = E[f_0(γ(t)) exp[ tZ_{0 κ(s, γ(s))ds], (4.8)}

GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚ 47 gde γ(t) – diffuzionnyæ process, udovletvorØ¸wiæ stohastiqeskomu uravneni¸ dγ(s) = ρ_μ(t − s, γ(s))ds + σdw(s), γ(0) = y (4.9) Vo mnogih zadaqah predstavlØet interes vozmoßnost~ svedeniØ funkcional~nogo integrala, uqavstvu¸wego v predstavlenii funkcii f(t, y) k vyqisleni¸ integrala po mere v fazovom prostranstve nekotorogo koneqnomernogo sluqqaænogo processa. Niße my rassmotrim nekotorye sluqai, v kotoryh podobnoe svedenie okazyvaetsØ vozmoßnym.

Privedem odin podhod k rexeni¸ fftoæ zadaqi, predstavlØ¸- wiæ soboæ obobwenie metoda Darbu.

Budem iskat~ rexenie uravneniØ (4.6) v vide ν(t, dy) = Q(t, y)μ(t, dy) + (q(t, y), ∇μ(t, dy)) (4.10) ili, ispol~zuØ logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ mery μ(t, dy), v vide ν(t, dy) = [Q(t, y) + (q(t, y), ρ_μ(t, y))]μ(t, dy)). (4.11) Zametim, qto esli my naædem vyraßenie dlØ skalØrnoæ funkcii Q(t, y) i vektornogo polØ q(t, y) takie, qto mera ν(t, dy) vida (4.10) budet udovletvorØt~ (4.6), to vyraßenie v kvadratnyh skobkah v pravoæ qasti (4.11) budet ravno proizvodnoæ Radona– Nikodima f(t, y) mery ν(t, dy) otnositel~no mery μ(t, dy).

Vyvedem sootnoxeniØ, kotorym dolßny podqinØt~sØ skalØrnaØ funkciØ Q(t, y) i vektornoe pole q(t, y) dlØ togo, qtoby (4.11) zadavalo rexenie uravneniØ (4.6). Podstaviv (4.10) v (4.6) my poluqim odno uravnenie s dvumØ neizvestnymi funkciØmi qto pozvolØet vybrat~ postoØnnyæ vektor q(t, x) = q. Pri fftom iz (4.6), (4.11) i vybora q = const vytekaet, qto dolßny vypolnØt~sØ sootnoxeniØ ∂Q ∂t = σ^2 2 ΔQ + Q(u − v) + ∇_qu = 0, σ^2∇Q + [u − v]q = 0. Takim obrazom, u − v = −α∇_qQ, gde α = σ^2(q, q)^{−1} i, nakonec, ∂Q ∂t = σ^2 2 ΔQ − αQ∇_qQ + ∇_qu. (4.12)

48 ˚. I. BELOPOL^SKA˚

Zadaqa Koxi dlØ kvazilineænogo uravneniØ (4.12) s naqal~- nymi dannymi Q(0, x) = Q_0(x) v svo¸ oqered~ dopuskaet svedenie k stohastiqeskoæ zadaqe dζ(τ ) = αQ(t − τ, ζ(τ ))dτ + σdw(τ ) Q(t, x) = E[Q_0(ζ(t)) + tZ_{0 ∇qu(t − τ, ζ(τ ))dτ ]} Pri fftom otmetim, qto my dobilis~ togo, qto funkcional~nyæ integral v formule Feænmana–Kaca sveden k integralu po mere v koneqnomernom prostranstve, poskol~ku v silu (4.6), (4.7) my imeem ν(t, y) = Eν_0(ξ(t)) exp^{R t0 v(t−τ,ξ(τ ))dτ} = [Q(t, y) + (q, λ_μ(t, y))]μ(t, y). Napomnim, qto zdes~ q – postoØnnyæ vektor, a Q(t, y) v svo¸ oqered~ zadaetsØ sootnoxeniem Q(t, y) = Z R^n Q_0(z)ϕ_x(t, dz) + tZ_{0 ∇qu(t − τ, z)ψy(τ, dz),} gde ψ_y(t, dz) = P {ζ(t) ∈ dz|ζ(0) = y}. Nakonec, ßelaemyæ rezul~tat budet dostignut, esli my naædem klass potencialov u(y) dlØ kotoryh μ(t, y) moßno predstavit~ v vide integrala po nekotoroæ mere v R^n. Otmetim pri fftom , qto my moßem vybrat~ v kaqestve zatravoqnogo potenciala konstantu u(t, y) = u = const. Kak sledstvie, my poluqim trebuemoe predstavlenie dlØ potenciala v(t, y) = u − α∇_qQ(t, y). V kaqestve drugogo zatravoqnogo potenciala my moßem , naprimer, vybrat~ potencial, dlØ kotorogo moßno postroit~ predstavlenie osnovnogo sostoØniØ [12].

Literatura

2. ı. L. Daleckiæ, ˚. I. Belopol~skaØ, Stohastiqeskie uravneniØ i differencial~naØ geometriØ. Kiev, Vywa xkola (1989).

2. ˚. I. Belopol~skaØ, Gladkie mery i nelineænye uravneniØ matematiqeskoæ fiziki. Problemy matematiqeskogo analiza, 15 (1995), 70–83.

3. E. Hopf, The partial differential equation ut + uux = ¯uxx. Comm. Pure Appl.

Math., 3 (1950), 201–230.

GLADKIE DIFFUZIONNYE MERY I IH PREOBRAZOVANI˚ 49

4. A. Truman, H. Zhao, On stochastic diffusion equations and stochastic Burgers equations. J. Math. Phys., 37 (1996), 283–307.

5. Ya. Sinai, Asymptotic behavior of solutions of ID-Burgers equation with quasiperiodic forcing. Topological methods in Nonlinear analysis J. Shauder Center, 11 (1998), 219–226.

6. Ya. Belopolskaya, Burgers equation on a Hilbert manifold and the motion of incompressible fluid. Methods of Functional Analysis and Topology (1999).

7. ˚. I. Belopol~skaØ, ı. L. Daleckiæ, Issledovanie zadaqi Koxi dlØ kvazilineænyh paraboliqeskih sistem s pomow~¸ markovskih sluqaænyh processov. Izv. VUZ Matematika, 12 (1978), 6–17.

8. M. Ablovic, H. Sigur, Solitony i metod obratnoæ zadaqi. M., Mir (1987).

9. Dß. Lffm, Vvedenie v teori¸ solitonov. M., Mir (1983).

10. F. Calogero, Note on the Riccati equation. J . Math. Phys., 4, No. 3 (1963), 427–430.

11. Ya. Belopolskaya, Invariant measures of diffusion processes in Hilbert spaces.

Abstracts of Commmunications of 7th Vilnius Conf. on Prob. Theory and Math. Stat. (1998), 146–147.

12. Ya. Belopolskaya, Invariant measures of diffusion processes in Hilbert spaces and Hilbert manifolds. Proceedings of Vilnius Conference (1999).

Belopol’skaya Ya. I. Smooth diffusion measures and their transformations.

We study absolutely continuous transformations of smooth diffusion measures and describe the generalized Darboux transformation. Besides we reveal the connections between some quasilinear classicl equations like Burgers or Riccati equations and their generalizations with equations which govern logarithmic derivatives of smooth diffusion measures. The results derived here combined with the ground state representation could be applied to compute functional integrals.

Postupilo 20 sentØbrØ 1999 g.

SPbGASU