Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 259, 1998 g.

R. S. Saks

O LOKAL^NO` STRUKTURE OBOBWENNO �LLIPTIQESKIH PSEVDODIFFERENCIAL^NYH OPERATOROV I METODE GAUSSA

V fftoæ stat~e izuqaetsØ klass operatorov, dopuska¸wih fflliptiqesku¸ faktorizaci¸ svoeæ dominantnoæ qasti v nekotoroæ oblasti U ⊂ T^′(X). �tot klass oboznaqaetsØ EF L^0(U ). On voznikaet pri mikrolokalizacii ponØtiØ obobwennoæ fflliptiqnosti, kotoroe rassmotreno v rabote avtora [2].

Privedem kratkoe soderßanie stat~i.

V p. 1 privoditsØ opredelenie klassa EF L^0(U ). Operatory iz fftogo klassa ime¸t predstavlenie (1), v kotorom ih dominantnaØ qast~ ØvlØetsØ kompozicieæ mikrolokal~no fflliptiqeskih operatorov nulevogo porØdka i diagonal~nyh operatorov. Po predstavleni¸ (1) opredelØetsØ celoe qislo c. Soglasno UtverßdeniØm 1.1 i 1.2 ffto qislo ne zavisit ot vybora predstavleniØ (1) i nepoloßitel~no dlØ l¸bogo operatora A iz klassa EF L^0(U ).

V p. 2 rassmatrivaetsØ podklass v EF L^0(U ), kotoryæ oboznaqaetsØ kak BEL^0(U ). My pokazyvaem, qto fftot podklass sovpadaet s klassom operatorov, rassmotrennyh v rabote [1] B. R. Vaænberga i V. V. Gruxina. Operatory iz fftogo podklassa oni nazyva¸t privodimymi k bloqno fflliptiqeskomu vidu. DlØ operatorov S iz BEL^0(U ) dokazyvaetsØ, qto c(S|U ) 6 0.

V p. 3 my vydelØem v EF L^0(U ) ewe dva podklassa operatorov, ime¸wih predstavlenie (1), vektory a_j iz kotoryh udovletvorØ¸t libo uslovi¸ (11), libo uslovi¸ (12).

Soglasno p. 5 ob¨edinenie fftih podklassov sovpadaet s klassom EF L^0(U ), t.k. l¸boe predstavlenie (1), ne udovletvorØ¸wee usloviØm (11) i (12), moßno transformirovat~ v predstavlenie, udovletvorØ¸wee odnomu iz fftih usloviæ (Lemma 5, dokazatel~-

Rabota vypolnena pri podderßke programmy RFFI “Nauqnye xkoly”, grant No. 96-15-96121. 212

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 213

stvo kotoroæ privedeno v rabote avtora [2]). �to delaetsØ s pomow~¸ preobrazovaniæ (16), vvedennyh v p. 4.

V p. 6 my privodim primer operatora (21) i pokazyvaem, qto pri usloviØh (20) on imeet predstavlenie (22) i, znaqit, prinadleßit klassu EF L^0(U ), gde U = T^′(V ). Predstavlenie (22) zameqatel~no tem, qto ego nevozmoßno uprostit~ na vseæ oblasti U ; dlØ nekotoryh iz ee podoblasteæ ffto sdelat~ moßno. (PredloßeniØ 6.3 i 6.4). Krome togo, ono pokazyvaet, qto oba podklassa, vydelennye v p. 3 ne pusty.

V p. 7 rassmatrivaetsØ podklass operatorov iz EF L^0(U ), u kotoryh polnye simvoly kaßdogo iz operatorov iz kompozicionnoæ qasti predstavleniØ (1) ne zavisØt ot x v nekotoroæ okrestnosti toqki x_0. Soglasno Lemme 7.1 dlØ takih operatorov qislo c(A^0|U ) ØvlØetsØ stepen~¸ starxeæ odnorodnoæ (po ξ) qasti opredelitelØ polnogo simvola operatora, kotoraØ ne ravna nul¸. Otkuda sleduet, qto ffto qislo ne poloßitel~no.

Krome togo, operatoru A iz EF L^0(U ) stavitsØ v sootvetstvie operator A^z , iz klassa EF L(U_0) polnyæ simvol kotorogo ne zavisit ot x v V_0 ⊂ V .

V p. 8 opredelØetsØ operator, kotoryæ ØvlØetsØ analogom matricy fflementarnyh preobrazovaniæ qislovyh matric. On ispol~zuetsØ v dal~neæxem pri preobrazovaniØh predstavleniØ (1) operatora A iz EF L^0(U ) v okrestnosti U_q zadannoæ toqki q iz U k bolee prostomu vidu.

Nas interesuet vopros o naibolee prostom predstavlenii (1) v okrestnosti U_q dlØ operatora BAC, gde operatory B i C var~iru¸tsØ v klasse EL^0(U_q ). DlØ operatorov A iz klassa BEL^0(U ) dominantnaØ qast~, soglasno formule (37), svoditsØ k odnomu diagonal~nomu operatoru.

OkazyvaetsØ, qto dlØ operatorov iz polnogo klassa EF L^0(U ) takogo prostogo predstavleniØ net, no vsegda est~ predstavlenie vida (39) (Teorema 9.1).

Primer operatora (21) iz punkta 6 pokazyvaet, qto dlØ nekotoryh operatorov umen~xit~ qislo diagonal~nyh operatorov v predstavlenii (39) ne vozmoßno, a takße, qto vozmoßnost~ ego uproweniØ zavisit ot vybora toqki q iz U .

Otmetim, qto Lemma 9.2 ØvlØetsØ analogom izvestnoæ teoremy iz algebry o razloßenii nevyroßdennoæ qislovoæ matricy v proizvedeniem matric treh vidov: matricy perestanovki,

214 R. S. SAKS

nißnetreugol~noæ matricy s edinicami na glavnoæ diagonali i verhnetreugol~noæ (smotrite [5]).

V p. 10 rassmatriva¸tsØ matricy B i N iz EL^0(U ) dlØ kotoryh ime¸t mesto “perestanovoqnye”sootnoxeniØ (56), (57) i (59), (60) s diagonal~nymi operatorami opredelennogo vida.

V p. 11 i 12 privoditsØ dokazatel~stvo Teoremy 9.1. V p. 13 ukazyva¸tsØ sluqai, kogda v predstavlenii (39) moßno umen~xit~ qislo diagonal~nyh operatorov i kogda fftogo sdelat~ nel~zØ.

V p. 14 privoditsØ opredelenie obobwennoæ fflliptiqnosti operatora.

I, nakonec, v p. 15 privoditsØ primer obobwenno fflliptiqeskogo operatora na dvumernoæ sfere. DokazyvaetsØ, qto on ØvlØetsØ fredgol~movym, tak kak ego razreximost~ ffkvivalentna razreximosti odnogo uravneniØ Fredgol~ma vtorogo roda.

1. My naqnem s operatorov A^0 iz klassa L^0(X; E, E) klassiqe-

skih (l × l)-matriqnyh psevdodifferencial~nyh operatorov porØdka ne bol~xego nulØ. Zdes~ E — vektornoe prostranstvo nad X razmernosti l. My budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ iz raboty avtora [2]. Opredelenie PDO i ih svoæstva smotrite v knige F. Treva [4]. SokrawaØ oboznaqeniØ budem pisat~ L^k(X) (i, sootvetstvenno, L^k(U )) vmesto L^k(X; E, E) (i L^k(U ; E, E)). Pust~ U — koniqeskaØ oblast~ v T^′(X); v qastnosti, U moßet sovpadat~ so vsem T^′(X).

Napomnim, qto operator A^0 prinadleßit klassu EL^0(U ), esli ego glavnyæ simvol σ_0(A^0) predstavlØet soboæ nevyroßdennu¸ v U matricu. Niße my ispol~zuem fiksirovannyæ operator λ iz klassa el_1(X) s glavnym simvolom σ_1(λ) = |ξ|, ego parametriks λ^{−1} ∈ el_{−1}(X) i ih stepeni, iz kotoryh stroitsØ diagonal~nyæ operator J_s = (λ^{si} δ_{ij}), sootvetstvu¸wiæ vektoru s s celoqislennymi komponentami s_i.

Opredelenie. Operator A^0 iz L^0(X) dopuskaet fflliptiqesku¸

v oblasti U faktorizaci¸ dominantnoæ qasti, esli suwestvu- ¸t vektory a_j iz Z^l i naædutsØ operatory A_j iz EL^0(U ) i T iz L^{−∞}(U ) takie, qto

A^0 = J_{ar} A_r . . . J_{a1} A_1 + T, r < ∞, (1)

gde J_{aj} – diagonal~nye operatory, sootvetstvu¸wie vektoram a_j,

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 215

1 6 j 6 r.^1

Mnoßestvo takih operatorov oboznaqim EF L^0(U ).

Oqevidno, qto EL^0(U ) ⊂ EF L^0(U ).

Predstavleni¸ (1) sopostavim celoe qislo c, ravnoe summe vseh komponent vseh vektorov a_j , t.e. c = ∑_r j=1⟨a_j⟩, gde ⟨a_j ⟩ ffto summa komponent vektora a_j. V qastnosti, operatoru A^0 iz EL^0(U ) sopostavim qislo c ravnoe nul¸.

Ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ.

Utverßdenie 1.1. Esli A^0 prinadleßit EF L^0(U ) i vmeste s

predstavleniem (1) imeet drugoe predstavlenie, skaßem,

A^0 = B_pJ_{bp} . . . B_1J_{b1} + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U ), (2)

gde b_k ∈ Z^l, B_k ∈ EL^0(U ), to r∑ j=1 ⟨a_j⟩ = p∑ k=1 ⟨b_k⟩. (3) BlagodarØ fftomu utverßdeni¸ kaßdomu operatoru A^0 iz klassa EF L^0(U ) sootvetstvuet qislo s (A^0|U ) ravnoe qislu (3) v l¸- bom iz ego predstavleniæ,

c(A^0|U ) = r∑ j=1 ⟨a_j⟩. (4) Utverßdenie 1.2. Esli operator A iz EF L^0(U ) imeet predsta-

vlenie (1), to ∑_r j=1⟨a_j⟩ 6 0.

V rabote avtora [2] dokazano, qto utverßdenie 1.1 vytekaet iz utverßdeniØ 1.2, i, qto poslednee utverßdenie imeet mesto dlØ razliqnyh podklassov iz EF L^0(U ).

2. Otmetim, qto operatory S^0 iz L^0(X), privodimye s pomow~¸

matric B_1 i B_2 iz EL^0(U_1) k bloqno fflliptiqeskim v U_1 matricam H (sm. [1]), B_1S^0B_2 = H, (5)

1Qislo diagonal~nyh operatorov Ja_j i fflliptiqeskih nulevogo porØdka A_i moßet razliqat~sØ na edinicu. Nam udobno zafiksirovat~ predstavlenie (1), polagaØ A_1 = I, esli kompoziciØ naqinaetsØ s diagonal~nogo operatora, i ar = 0, esli ona okanqivaetsØ na Ar .

216 R. S. SAKS

prinadleßat klassu EF L^0(U ) v l¸boæ oblasti U b U_1, i mogut byt~ predstavleny v vide

S^0 = A_2J_{−a}A_1 + T, A_j ∈ EL^0(U ), j = 1, 2, T ∈ L^{−∞}(U ), (6)

gde vektor a opredelØetsØ porØdkami (−k) i razmerami t_k fflliptiqeskih v H blokov H_k i ih qislom p + 1:

a = −(¯0_{t0} , (−¯1)_{t1} , . . . , (−p̄)_{tp} ) ∈ Z^l_+.

Pofftomu dlØ S^0 qislo c(S^0 | |U ) = −⟨a⟩ = − p∑ k=0 kt_k 6 0. (7)

Predstavlenie (6) legko poluqit~ iz (5), esli vospol~zovat~sØ parametriksami B^L_1 i B^R_2 iz klassa EL^0(U ) i predstavleniem dlØ H vida

H = H^0J_{−a} + T_1, H^0 ∈ EL^0(U_1), T_1 ∈ L^{−∞}(U_1). (8)

Obratno, l¸boæ operator S^0 iz L^0(X), ime¸wiæ predstavlenie (6) privodim v U^′ b U k operatoru vida J_{−a} + T_2,

A^L_1 S^0A^R_2 = J_{−a} + T_2, A^L_1 i A^R_2 ∈ EL^0(U^′), T_2 ∈ L^{−∞}(U^′), (9)

kotoryæ ØvlØetsØ qastnym sluqaem bloqno-fflliptiqeskogo operatora. Tak kak A^L_1 S^0A^R_2 ∈ L^0(U^′), to vektor (−a) prinadleßit

Z^l−, t. e. ego komponenty nepoloßitel~ny.

Podklass operatorov iz EF L^0(U ), ime¸wih predstavlenie (6) oboznaqim BEL^0(U ). Matricy S^0 iz EL^0(U ) prinadleßat fftomu podklassu (A_2 = I, a = 0, T = 0 v (6)). Esli ße S^0 ∈ BEL^0(U )\EL^0(U ), to vektor a ≠ 0, a ∈ Z^l_+, i, sledovatel~no, qislo c(S^0(U )) ≡ −⟨a⟩ men~xe nulØ.

V rabote [2] dokazano sledu¸wee

Predloßenie 2.1. Esli operator S^0 iz BEL^0(U ) imeet narØdu s

predstavleniem (6) drugoe predstavlenie togo ße vida

S^0 = B_2J_{−b}B_1 + T_1, B_j ∈ EL^0(U ), T ∈ L^{−∞}(U ) (10)

i komponenty vektorov a i b uporØdoqeny po vozrastani¸, to vektory a i b sovpada¸t (a = b).

�to utverßdenie ffkvivalentno Lemme 1 iz raboty Vaænberga i Gruxina [1].

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 217

3. Pust~ operator A^0 prinadleßit klassu EF L^0(U ) i imeet

predstavlenie (1). Vydelim dva vaßnyh sluqaØ

a) kogda v (1) vse vektory a_j prinadleßat Z^l_−, (11) b) kogda a_r ∈ Z^l_+, a ostal~nye a_j ∈ Z^l_−, j = 1, . . . , r − 1. (12) Esli vektory a_j v (1) ne udovletvorØ¸t usloviØm a) ili b), to my transformiruem predstavlenie (1) k odnomu iz fftih sluqaev, ispol~zuØ nekotorye “kanoniqeskie” preobrazovaniØ, kotorye my seæqas opixem.

4. Poloßim

~A^n_j = J_{−n̄}A_j J_{n̄} = λ^{−n}A_jλ^n, n ∈ Z. (13) Iz formul dlØ glavnogo simvola kompozicii vytekaet, qto operatory A_j i ~A^n_j ime¸t odinakovye glavnye simvoly. Deæstvitel~no, σ_n(λ^n) = |ξ|^n, pofftomu

σ_0( ~A^n_j ) = σ_{−n}(λ^{−n})σ_0(A_j )σ_n(λ^n) = = |ξ|^{−n}σ_0(A_j)|ξ|^n = σ_0(A_j ). (14) Takim obrazom, A_j ∈ EL^0(U ) ⇔ ~A^n_j ∈ EL^0(U ) (15) i operatory A_j vyraßa¸tsØ qerez ~A^n_j po formulam A_j = J_{n̄} ~A^n_j J_{−n̄} + T_n, T_n ∈ L^{−∞}(X). (16) Prosteæxee i samoe obwee iz preobrazovaniæ predstavleniØ (1) operatora A^0 sostoit v tom, qto v (1) my zamenØem odin ili neskol~ko iz operatorov A_j pravoæ qast~¸ ravenstva (16); a zatem peregruppirovyvaem poluqennoe vyraßenie. V itoge poluqaem vyraßenie togo ße vida. Naprimer, pri r > 2 v (1) zamenØØ A_2, imeem

A^0 = J_{ar} A_r . . . J_{a2} (J_{n̄} ~A_2J_{−n̄} + T_n)J_{a1} A_1 + T =

= J_{ar} A_r . . . J_{a2+n̄} ~A_2J_{a1−n̄}A_1 + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U ). (17) My poluqili predstavlenie, kotoroe otliqaetsØ ot (1) tem, qto pri n > 0 komponenty vektora a_1 umen~xilis~ na n edinic, a komponenty vektora a_2 na stol~ko ße edinic uveliqilis~.

218 R. S. SAKS

5. Imeet mesto sledu¸waØ Lemma 5.1. Pust~ vektory aj v predstavlenii (1) operatora A^0

ne udovletvorØ¸t vkl¸qeniØm (11) ili (12). Togda preobrazovani- Ømi (16) moßno poluqit~ predstavlenie vida

A^0 = J_{br} B_r . . . J_{b1} B_1 + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U ), (18)

v kotorom vektory b_j udovletvorØ¸t usloviØm (11) ili (12), a matricy B_j prinadleßat EL^0(U ); bolee togo, σ_0(B_j ) = σ_0(A_j ) i r∑ j=1 ⟨a_j ⟩ = r∑ j=1 ⟨b_j ⟩. (19) Dokazatel~stvo fftoæ lemmy smotrite v rabote avtora [2].

6. My skaßem, qto predstavlenie (1) operatora A iz EF L^0(U )

moßno uprostit~, esli dlØ nego suwestvuet predstavlenie (2) s men~xim qislom diagonal~nyh operatorov, qem v (1).

Pokaßem na primere, qto v klasse EF L^0(U ) ime¸tsØ operatory, u kotoryh predstavlenie (1) nel~zØ uprostit~ vo vseæ oblasti U . V toße vremØ v U moßno vydelit~ podoblasti, gde ffto sdelat~ moßno.

Pust~ V — svØznaØ koordinatnaØ okrestnost~, kotoraØ gladkoæ poverhnost~¸ (linieæ pri n = 2) P razdelena na dve podoblasti V_1 i V_2. Pust~ zadany dve funkcii a_j(x) ∈ C^∞(X) takie, qto a_j(x) ≠ 0 v V_j i a_1(x) · a_2(x) ≡ 0 v V . (20) Rassmotrim matriqnyæ operator A vida A = ( a_1 λ^{−1} λ^{−1} a_2 ) (21)

gde a_j — operatory umnoßeniØ na funkcii a_j(x), λ^{−1} — parametriks operatora λ ∈ el_1(X), t. e. takoæ operator, qto λ^{−1}λ − 1 ≡ τ_{−1,1} i λ · λ^{−1} − 1 ≡ τ_{1,−1} prinadleßat l_{−∞}(X). Imeet mesto sledu¸wee

Predloßenie 6.1. Pri uslovii (20) v oblasti U = T^′(V ) opera-

tor (21) prinadleßit klassu EF L^0(U ), tak kak on imeet predstavlenie

A = J 0 −1 !^{( a1 1}_{1 0}^)_J_1 −1 !^{( 1 a2}_{0 1}^)_J_{−1} 0 !_{+ T,} (22)

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 219 gde T = ( a_1τ_{1,−1} a_1λa_2 λ^{−1}τ_{1,−1} τ_{−1,1}a_2 ) i T ∈ L^{−∞}(U ). (23)

Dokazatel~stvo. Sootnoxenie (22) proverØetsØ peremnoßeni-

em matric. Vse fflementy matricy T , krome a_1λa_2, prinadleßat l_{−∞}(X); fflement a_1λa_2 prinadleßit l_{−∞}(U ) potomu, qto nositeli funkciæ a_1 i a_2(x) ne ime¸t vnutrennih toqek pereseqeniØ.

Zameqanie 6.2. Iz sootnoxeniæ (21)–(23) vidno, qto Predlo-

ßenie 6.1 ostanetsØ v sile i togda, kogda v matrice (21) a_j l¸- bye operatory iz l_0(X), udovletvorØ¸wie uslovi¸

a_1λa_2 ∈ l_{−∞}(U ), U ⊂ T^′(X), (20^′)

v nekotoroæ koniqeskoæ oblasti U iz T^′(X).

Odnako, dlØ naglØdnosti nam dostatoqno prostoæ situacii, kogda a_j — ffto operatory umnoßeniØ na funkcii, udovletvorØ- ¸wie uslovi¸ (20). Togda U = T^′(V ).

Imeet mesto

Predloßenie 6.3. Pust~ aj udovletvorØ¸t usloviØm (20).

Togda predstavlenie (22) operatora (21) nel~zØ uprostit~ vo vseæ oblasti U = T^′(V ). �to predstavlenie nel~zØ uprostit~ takße v l¸boæ (kak ugodno maloæ) okrestnosti U_q toqki q = (x_0, ξ_0), esli x_0 prinadleßit razdelØ¸weæ poverhnosti P, a ξ_0 ≠ 0 l¸boe.

Dokazatel~stvo. V predstavlenii (22) operatora (21) moßno

vydelit~ dva okaæmlennyh operatora

~A_1 = J 0 −1 !^{( a1 1}_{1 0}^)_J_1 0 !_,

~A_2 = J 1 0 !^{( 1 a2}_{0 1}^)_J_{−1} 0 !_.

(24)

Odnako, ni odin iz nih ne prinadleßit klassu L^0 v T^′(V ) ili v U_q , esli x_0 ∈ P. Deæstvitel~no, soglasno (20) v l¸boæ okrestnosti toqki x_0 ∈ P naædutsØ toqki x^′ i x^{′′}, gde a_1(x^′) ≠ 0 i a_2(x^{′′}) ≠ 0, sootvetstvenno. Sledovatel~no, v l¸boæ okrestnosti U_q toqki q = (x_0, ξ_0) operatory a_1λ i λa_2 ime¸t pervyæ porØdok.

220 R. S. SAKS

Oni ØvlØ¸tsØ fflementami matric ~A_j v (24), kotorye tem samym ne prinadleßit klassu L^0(U_q ), a, znaqit, i klassu EL^0(U_q ). Predloßenie dokazano.

Zameqanie. Diagonal~nye operatory v (22) zadany vektorami

a_1 = (−1, 0), a_2 = (1, −1), a_3 = (0, −1) (pri numeracii sprava nalevo), kotorye ne udovletvorØ¸t vkl¸qeniØm (11) ili (12). Soglasno Lemme 5.1 zamenoæ vida (13) predstavlenie (22) moßno transformirovat~ v predstavlenie vida (18), v kotorom vektory b_1 = (−1, 0), b_2 = (0, −2) i b_3 = (1, 0) udovletvorØ¸t vkl¸qeniØm (12), a imenno,

A = J 1 0 !^{( λ−1a1λ 1} 1 0 ) J_0 −2 !^{( 1 a2}_{0 1}^)_J_{−1} 0 !_{+ T,} (25)

gde komponenty t_{21} = t_{22} = 0 v matrice T , a komponenty t_{11} = a_1τ_{1,−1} + τ_{1,−1}a_1, t_{12} = λλ^{−1}a_1λa_2 + τ_{1,−1}λ^{−1} prinadleßat l_{−∞}(U ), U = T^′(V ).

Soglasno Predloßeni¸ 6.3 predstavleniØ (22) i (25) operatora (21) nel~zØ uprostit~ vo vseæ oblasti U = T^′(V ), no v nekotoryh ee qastØh ffto sdelat~ moßno.

Predloßenie 6.4. Esli aj udovletvorØ¸t sootnoxeniØm (20),

to v kaßdoæ iz oblasteæ T^′(V_j ), j = 1, 2, operator (21) imeet predstavlenie (2) s dvumØ diagonal~nymi operatorami. Tak v oblasti U_1 = T^′(V_1) operator (21) imeet sledu¸wu¸ faktorizaci¸ dominantnoæ qasti

A = J 0 −1 !^{( a1 1}_{1 0}^)_J_0 −1 !_+^{( 0 0}_{0 a2}^)_, (26)

v kotoroæ vektory b_1 = b_2 = (0, −1) udovletvorØ¸t uslovi¸ (11).

DlØ l¸boæ oblasti W b V_1 operator (21) prinadleßit klassu BEL^0(U^′), gde U^′ = T^′(W ), tak kak on imeet predstavlenie A = ( 1 0 λ^{−1}a^L_1 λ^{−1}a^L_1 λ ) J_0 −2 !^{( a1 λ−1} 0 −1 ) + T^′ (27)

s odnim diagonal~nym operatorom, gde a^L_1 = ψ(x)a^{−1}_1 (x), a funkciØ ψ(x) ∈ C^∞_0 (V_1) takova, qto ψ ≡ 1 na W ⊂ V_1. Matrica T^′ imeet

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 221

komponenty t^′_{11} = t^′_{12} = 0, t^′_{21} = λ^{−1}(1−ψ) i t^′_{22} = a_2+λ^{−1}a^L_1 τ_{−1,1}λ^{−1}, kotorye prinadleßat l_{−∞}(T^′(W )).

Dokazatel~stvo. Sootnoxenie (26) oqevidno; funkciØ a2(x) so-

glasno (20) toßdestvenno ravna nul¸ na V_1, pofftomu operator a_2 ∈ l_{−∞}(T^′(V_1)). Sootnoxenie (27) legko proverit~, peremnoßiv matricy i pribaviv T^′. Operator λ^{−1}a^L_1 λ prinadleßit el_0(T^′(W )) potomu, qto σ_0(λ^{−1}a^L_1 λ) = a^{−1}_1 (x) ≠ 0 pri x ∈ W i l¸bom ξ ≠ 0. Prinadleßnost~ operatorov t^′_{21} i t^′_{22} klassu l_{−∞}(T^′(W )) oqevidna. Predloßenie dokazano.

Zameqanie. Iz dokazatel~stva predloßeniØ 6.4 vidim, qto,

esli x_0 — nul~ funkcii a_1 (v l¸boæ okrestnosti kotoroæ naædutsØ toqki x takie, qto a_1(x) ≠ 0), to predstavlenie (26) nevozmoßno preobrazovat~ v predstavlenie (27).

7. VozvrawaØs~ k predstavleni¸ (1) operatora A iz EF L^0(U ) i

k opredeleni¸ qisla c(A|U ), rassmotrim odnu situaci¸, v kotoroæ proØsnØetsØ smysl qisla c i utverßdeniØ 1.2. Predstavlenie (1) zapixem v vide

A = A^∗ + T, gde A^∗ = J_{ar} A_r · · · J_{a1} A_1 (28)

i budem predpolagat~, qto pri j < r vektory a_j ime¸t nepoloßitel~nye komponenty i ih naibol~xie komponenty M (a_j) = 0 (fftogo vsegda moßno dobit~sØ, soglasno Lemme 5.1). Vektor a_r v (28) moßet imet~ kak poloßitel~nye, tak i otricatel~nye komponenty (kak pokazyvaet primer operatora (21) i ego predstavleniæ (22) i (25)). Krome togo, dlØ opredelennosti budem sqitat~, qto komponenty α^j_i vektorov a_j uporØdoqeny po ubyvani¸. �togo vsegda moßno dobit~sØ, ispol~zuØ matricy perestanovki (smotrite niße formulu (61)). Itak, bez ograniqeniØ obwnosti predpolagaem, qto

α^j_1 > · · · > α^j_l ∀j ∈ [1, r] i α^j_1 = M (a_j ) = 0 pri j < r. (29)

Pust~ V_0 ⊂ V i U_0 ⊂ V_0 × Γ_0 okrestnosti toqek x_0 i (x_0, ξ_0) iz V i U .

Lemma 7.1. Predpoloßim, qto v oblasti V0 polnye simvoly

diagonal~nyh operatorov i operatorov A_j v predstavlenii (28) operatora A ne zavisØt ot x. Togda qislo c(A^0|U ) ravnØetsØ stepeni starxeæ odnorodnoæ (po ξ) qasti vyraßeniØ det σ(A), —

222 R. S. SAKS opredelitelØ polnogo simvola operatora, kotoraØ ne isqezaet v U_0.

Esli k tomu ße operatory a^∗_{ij} , sostavlØ¸wie matricu A^∗, kommutiru¸t, to qislo c(A^0|U ) sovpadaet s porØdkom fflliptiqeskogo v U_0 skalØrnogo operatora det A^∗.

Dokazatel~stvo. V sluqae, kogda polnye simvoly operatorov,

sostavlØ¸wih kompozici¸ ne zavisØt ot h, soglasno izvestnym formulam dlØ polnogo simvola kompozicii operatorov, peremnoßa¸tsØ ne tol~ko glavnye, no i polnye simvoly skalØrnyh, a, sledovatel~no, i matriqnyh operatorov. Pofftomu iz usloviØ lemmy imeem

σ(A) = σ(A^∗) = σ(J_{ar} )σ(A_r ) . . . σ(J_{a1} )σ(A_1) v U_0. (30)

Dalee, opredelitel~ σ(A) raven proizvedeni¸ opredeliteleæ matric, vhodØwih v proizvedenie (30). Starxie odnorodnye po ξ qasti fftih opredeliteleæ oboznaqim znakom π. Tak

π det σ(J_{aj} ) = |ξ|^{⟨aj ⟩}, π det σ(A_j ) = det σ_0(A_j ), (31)

i vse oni otliqny ot nulØ v G i v U_0. Pofftomu π det σ(A) = |ξ|^c r⋂ j=1 det σ_0(A_j ) ≠ 0 v U_0, (32)

gde c = ∑_r j=1⟨a_j⟩. Pervoe utverßdenie lemmy dokazano. Vtoroe utverßdenie, oqevidno, vytekaet iz pervogo. Lemma dokazana.

Napomnim, qto kaßdyæ fflement matricy A iz EF L^0(U ) imeet porØdok, ne prevoshodØwiæ nulØ. Pofftomu imeet mesto

Sledstvie 7.2. Esli operator A iz EF L^0(U ) udovletvorØet

usloviØm lemmy 7.1, to qislo c(A^0|U_0) ne prevoshodit nulØ.

Rassmotrim teper~ operatory Ȧ_j i J̇_{ai} , polnye simvoly kotoryh obrazu¸tsØ iz polnyh simvolov operatorov A_j i J_{aj} , zamoraßivaniem ih v toqke x_0 ∈ V_0 i domnoßeniem na finitnu¸ beskoneqno differenciruemu¸ funkci¸ g(x), ravnu¸ edinice v okrestnosti toqki x_0 i nul¸ v neskol~ko bol~xeæ ee okrestnosti.

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 223

Operatoru A, ime¸wemu predstavleni¸ (28), sopostavim operator A^z = J̇_{ar} Ȧ_r . . . J̇_{a1}Ȧ_1. (33)

Po postroeni¸ on udovletvorØet v U_0 usloviØm lemmy 7.1 i ego qislo c(A^z|U_0) sovpadaet s qislom c(A|U ),

c(A^z|U_0) = c(A|U_0).

Pofftomu iz lemmy 7.1 vytekaet

Sledstvie 7.3. Qislo c(A|U0) sovpadaet so stepen~¸ po ξ star-

xeæ odnorodnoæ qasti opredelitelØ polnogo simvola operatora A^z, kotoraØ ne isqezaet v U_0.

Zameqanie 7.4. V klasse EF L(U ) ime¸tsØ operatory, u koto-

ryh opredelitel~ polnogo simvola samogo operatora A (a ne A^z) toßdestvenno raven nul¸ v U .

Privedem primer. Pust~

A = ( 1 0 b 1 ) · ( a 1 0 1 ) = ( a 1 ba b + 1 ) , (34)

gde a i b differencial~nye operatory porØdkov k i m > 0, sootvetstvenno, i operator a fflliptiqen v okrestnosti V toqki x_0. Togda opredelitel~ ego polnogo simvola raven det σ(A) = σ(a)σ(b) − σ(ba) + σ(a). Pust~ a = exp(x_1)Δ, b = ∂_1, gde x_1 — pervaØ koordinata toqki x v lokal~noæ sisteme koordinat, b-differencirovanie vdol~ fftoæ koordinaty, a Δ-operator Laplasa.

V fftom sluqae, legko proverit~, qto det σ(A) ≡ 0, a

det σ(A^z ) = σ(a) ≠ 0 v T^′(V ).

8. Rassmotrim analogi nekotoryh matric, kotorye ispol~zu¸t-

sØ pri preobrazovaniØh qislovyh matric (sm., naprimer, knigu S. L. Soboleva [3]).

224 R. S. SAKS

Opredelenie. Nazovem fflementarnoæ kvadratnu¸ matricu, v

kotoroæ na glavnoæ diagonali stoØt edinicy, a iz ostal~nyh fflementov otliqny ot nulØ tol~ko te, qto stoØt na s-tom stolbce: ego zanima¸t operatory p_i ∈ l_0(X), priqem p_s = 0. Oboznaqim ee qerez Q_s.

Taku¸ matricu moßno zapisat~ v vide:

Q_s = I_l + pe_s, (35)

gde p — vektor-stolbec s komponentami pi, es — s-taØ stroka

ediniqnoæ matricy I_l. Priqem e_sp = 0, tak kak p_s = 0.

My budem nazyvat~ fflementarnymi takße transponirovannye matricy Q^T_s .

VsØkaØ fflementarnaØ matrica Q_s imeet obratnu¸ Q^{−1}_s , kotoraØ imeet vid:

Q^{−1}_s = I_l − pe_s, (35’)

qto legko proverit~ neposredstvenno, peremnoßiv matricy i vospol~zovavxis~ sootnoxeniem e_s · p = 0. Sledovatel~no, Q_s i Q^{−1}_s prinadleßat klassu EL^0(X) i det σ_0(Q_s) = 1 v T^′(X).

Esli u vektora p komponenty p_i = 0 pri i 6 s, to fflementarnaØ matrica Q_s imeet nißnetreugol~nyæ vid.

Pust~ U — koniqeskaØ oblast~ v T^′(X). Matricu N s fflementami n_{ij} ∈ l_0(X) nazovem nißnetreugol~noæ v U , esli vse ee verhnediagonal~nye fflementy n_{ij} (pri i < j) prinadleßat l_{−∞}(U ). Legko ubedit~sØ, qto vsØkaØ nißnetreugol~naØ matrica N s fflementami n_{ii} = 1 + t_{ii}, t_{ii} ∈ l_{−∞}(U ), vdol~ glavnoæ diagonali imeet predstavlenie:

N = Q_1 . . . Q_l + T, T ∈ L^{−∞}(U ), (36)

gde Q_j — fflementarnye matricy nißnetreugol~nogo vida, j = 1, . . . , l (ih opredelØ¸wie vektory p^{(j)} ime¸t komponenty p^{(j)}_i , ravnye nul¸ pri i 6 j, i p^{(j)}_i = n_{ij} pri i > j). Oqevidno i obratnoe utverßdenie: kompoziciØ nißnetreugol~nyh matric Q_j vida (35) imeet v U nißnetreugol~nyæ vid, i ee diagonal~nye fflementy ravny edinice.

Umnoßenie matriqnogo operatora A na Q_s sleva sostoit v tom, qto k kaßdoæ stroke matricy A pribavlØetsØ proizvedenie ee s-toæ stroki na sootvetstvu¸wiæ ”mnoßitel~” (dlØ k-toæ

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 225

stroki ”mnoßitelem” ØvlØetsØ operator p_k, primenØemyæ sleva; poskol~ku p_s = 0, sama s-taØ stroka ostaetsØ bez izmeneniØ). Umnoßenie A na Q^T_s sprava svoditsØ k analogiqnoæ operacii nad stolbcami matricy A.

9. DlØ operatorov iz klassa BEL^0(U ) imeet mesto predstavle-

nie (9), kotoroe pokazyvaet, qto l¸boæ operator A iz fftogo klassa matricami B i C iz EL^0(U_q ) v okrestnosti U_q toqki q ∈ U moßno privesti k prosteæxemu vidu J_{−a} + T , BAC = J_{−a} + T, a ∈ Z^l_+, T ∈ L^{−∞}(U_q ). (37) Teper~ my rassmotrim vopros ob analoge takogo predstavleniØ dlØ operatorov iz klassa EF L^0(U ), ob¨eml¸wego BEL^0(U ), t. e. vopros o prosteæxem iz predstavleniæ vida (1) dlØ operatora BAC, kotoroe moßno poluqit~ podborom matric B i C v klasse EL^0(U_q ) dlØ nekotoroæ okrestnosti toqki q.

Pust~ operator A imeet predstavlenie (1).

Esli razloßenie (1) soderßit tol~ko odin diagonal~nyæ operator (pri r = 1, 2), to ono transformiruetsØ v formulu (37). Pofftomu my predpoloßim, qto r > 1 i predstavlenie (1) preobrazovano k vidu:

A = J_aA_1J_{−b1} · · · A_{r−1}J_{−br}�_1 A_r + T, T ∈ L^{−∞}(U ), (38)

priqem komponenty vektorov a i −b_j uporØdoqeny po ubyvani¸, −b_j ∈ Z^l_−, j = 1, . . ., r − 1 (podqerknem, qto vektor a moßet imet~ komponenty raznyh znakov i nulevye, komponenty ße vektorov −b_j — nepoloßitel~ny, ih maksimum raven nul¸, a minimum men~xe nulØ).

�to vozmoßno v silu lemmy 5.1 (sm. takße formulu (28)). Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto preobrazovaniØmi B i C v razloßenii (38) moßno uprostit~ matricy A_j , stoØwie meßdu diagonal~nymi operatorami.

Teorema 9.1. Pust~ operator A imeet v koniqeskoæ oblasti U

predstavlenie (38) i q ∈ U . Togda suwestvuet okrestnost~ U_q toqki q i v klasse EL^0(U_q ) moßno naæti matricy B i C takie, qto operator BAC imeet vid

BAC = J_aΠ_1N_1J_{−b1} · · · Π_{r−1}N_{r−1}J_{−br}�_1 + T_1, (39)

gde Π_j — matricy perestanovki, a operatory N_j ime¸t nißnetreugol~nyæ vid s edinicami na glavnoæ diagonali. Oni ØvlØ¸tsØ

226 R. S. SAKS

kompoziciØmi (36) fflementarnyh matric Q_s nißnetreugol~nogo vida (v qastnosti, N_j takße, kak i Π_j, mogut sovpadat~ s ediniqnoæ matriceæ); T_1 ∈ L^{−∞}(U_q ).

Dokazatel~stvo teoremy privoditsØ v p. 12. Ono osnovano na sledu¸weæ lemme i sledstvii iz nee — predloßenii 11.1.

Lemma 9.2. L¸baØ matrica C iz klassa EL^0(U ) v okrestnosti

toqki q ∈ U moßet byt~ predstavlena v vide kompozicii

C = ΠN B, (40)

gde Π — matrica perestanovki, N — nißnetreugol~naØ matrica s edinicami vdol~ glavnoæ diagonali, B — verhnetreugol~naØ v U_q matrica s fflementami iz klassa el_0(U_q ) vdol~ glavnoæ diagonali; nakonec, U_q — ffto okrestnost~ toqki q, kotoraØ opredelØetsØ v processe postroeniØ matricy B.

Otmetim, qto metod postroeniØ matricy B analogiqen metodu Gaussa privedeniØ qislovoæ matricy k verhnetreugol~nomu vidu, tol~ko u nas fflementami matric ØvlØ¸tsØ operatory iz klassa l_0(U ), rol~ nenulevyh fflementov (pri zadannoæ toqke q) igra¸t operatory iz el_0(U_q ), glavnye simvoly kotoryh ne ravny nul¸ v toqke q, a delenie na nenulevoæ fflement zamenØetsØ umnoßeniem (sobl¸daØ porØdok) na ego parametriks, kotoryæ vybiraetsØ iz takogo ße klassa el_0(U_q ); pri fftom moßno umen~- xat~ okrestnost~ U_q , tak kak ona ne fiksiruetsØ.

KaßdaØ iz matric v (40) moßet sovpadat~ s ediniqnoæ. Tak, esli matrica C sama imeet v U_q verhnetreugol~nyæ vid (ee fflementy, leßawie pod glavnoæ diagonal~¸, prinadleßat klassu l_{−∞}(U_q )), to pervye dve matricy v proizvedenii (40), oqevidno, ravny I.

My budem rassmatrivat~, estestvenno, situaci¸ obwego poloßeniØ.

Dokazatel~stvo lemmy. Po predpoloßeni¸ simvoliqeskaØ ma-

trica σ_0(C) nevyroßdena v oblasti U , a, znaqit, i v toqke q ∈ U . Sledovatel~no, v kaßdom stolbce matricy σ_0(C)|_q naædetsØ nenulevoæ fflement. Esli takovym ØvlØetsØ fflement σ_0(c_{i11}), to operator c_{i11} iz pervogo stolbca matricy C prinadleßit klassu el_0(U_q ) v nekotoroæ okrestnosti toqki q. Primenim k matrice C sleva matricu perestanovki Π_{1i1} i perevedem fftot fflement v

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 227

Øqeæku (1,1). Oboznaqim C_1 = Π_{1i1}C. Esli fflliptiqeskim operatorom ØvlØetsØ fflement c_{11} i i_1 = 1, to C_1 = C i budem sqitat~, qto Π_{11} = I. Krome togo, dlØ prostoty sohranim oboznaqeniØ c_{ij} dlØ fflementov matricy C_1.

K matrice C_1 primenim matricu fflementarnyh preobrazovaniæ, — ee udobno oboznaqit~ zdes~ kak

Q^{−1}_1 = I − p^{(1)} · e_1, (41a)

v kotoroæ fflementy p_{i1} vektor-stolbca p^{(1)} poloßim ravnymi

p_{11} = 0 i p_{i1} = c_{i1}c^L_{11} pri i > 1, (41b)

gde c^L_{11} — parametriks operatora c_{11}, prinadleßawiæ klassu el_0(U_q ). Togda fflementy matricy B = Q^{−1}_1 C_1 ime¸t vid

b_{1j} = c_{1j}, b_{ij} = c_{ij} − c_{i1}c^L_{11}c_{1j} (i > 1). (42)

Oni, oqevidno, prinadleßat klassu l_0(U_q), a fflement b_{11}–klassu el_0(U_q ). PolagaØ j = 1 v (42), imeem

b_{i1} = c_{i1}(1 − c^L_{11}c_{11}) pri i > 1. (43)

�ti fflementy prinadleßat klassu l_{−∞}(U_q ).

Oboznaqim qerez B̂ matricu, kotoraØ poluqaetsØ iz B posle vyqerkivaniØ ee pervogo stolbca i pervoæ stroki. Pokaßem, qto ffta matrica fflliptiqna v nekotoroæ okrestnosti toqki q. DlØ fftogo vyqislim opredelitel~ matricy σ_0(B) dvumØ sposobami i sravnim poluqennoe. S odnoæ storony, iz formul kompozicii i svoæstv matricy perestanovki i operatora (41), imeem

det σ_0(B) = det σ_0(Q^{−1}_1 ) · det σ_0(C_1) = ± det σ_0(C) v U_q ⊂ U. (44)

S drugoæ storony, v silu formuly (43) v pervom stolbce matricy σ_0(B)|_q imeetsØ tol~ko odin nenulevoæ fflement. Pofftomu ee opredelitel~ raven

det σ_0(B)|_q = σ_0(b_{11})|_q · det σ_0(B̂)|_q. (45)

UqityvaØ nevyroßdennost~ matricy σ_0(C) v toqke q ∈ U iz ravenstv (44) i (45), poluqaem, qto matrica σ_0(B̂)|_q ne osobennaØ.

My prixli k analogu ishodnoæ situacii s matriceæ B̂ porØdka l − 1 vmesto matricy S porØdka l. Esli l = 2, to operacii

228 R. S. SAKS

zakonqeny. Esli ße l > 2, to, povtoriv preobrazovaniØ ewe l − 2 raza, poluqim matricu

B^l = Q^{−1}_{l−1}Π_{l−1,il}�_1 · · · Q^{−1}_1 Π_{1,i1}C, (46)

kotoraØ imeet v okrestnosti toqki q verhnetreugol~nyæ vid, t.e. ee fflementy b^l_{ij} prinadleßat klassu l_{−∞}(U_q), esli i > j. Ee diagonal~nye fflementy b^l_{ii} pri i < l fflliptiqny v okrestnosti U_q ⊂ U , kotoraØ leßit v pereseqenii oblasteæ fflliptiqnosti kaßdogo iz nih.

Dokaßem, qto posledniæ diagonal~nyæ fflement b^l_l takße fflliptiqen v U_q. DlØ fftogo vyqislim opredelitel~ simvoliqeskoæ matricy σ_0(B^l) dvumØ sposobami, kak my ffto uße sdelali v (44) i (45), uqityvaØ ee strukturu i formulu (46). Poluqim ravenstva

det σ_0(B^l) = l∏ i=1 σ_0(b^l_{ii}) = ± det σ_0(C) ≠ 0 v U_q . (47)

Iz (47) sleduet, vvidu fflliptiqnosti operatora C v U , qto qislo σ_0(b^l_l)|_q ≠ 0, qto i trebovalos~ dokazat~.

Vvidu obratimosti matric perestanovki i operatorov Q_j, ravenstvo (46) moßno perepisat~ v vide

C = Π_{1,i1}Q_1 · · · Π_{l−1,il}�_1 Q_{l−1}B^l, (48)

gde operatory Q_j soglasno formulam (41a) i (35) ime¸t vid

Q_j = I + p^{(j)} · e_j, p^{(j)} = (p_{1j}, . . . , p_{lj})^T , (49)

priqem po postroeni¸ komponenty p_{ij} = 0 pri i 6 j. Oni oblada¸t svoæstvom: pri k < m 6 i_m kompoziciØ

Π_{m,im} Q_kΠ_{m,im} = Q̂_k ≡ I + p̂^{(k)}e_k, (50)

gde p̂^{(k)} ≡ Π_{m,im} p^{(k)}.

To-est~ pri okaæmlenii Q_k ukazannymi matricami perestanovki poluqaetsØ operator togo ße tipa, tol~ko komponenty vektor-stolbca p^{(k)} s nomerami m i i_m menØ¸tsØ mestami.

�to svoæstvo legko proverit~ neposredstvenno, esli zametit~, qto matrica Π_{m,s} sovpadaet so svoeæ obratnoæ, i qto

ekΠm,i_m = ek pri 1 6 k < m 6 im 6 l. (51)

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 229

Iz formuly (50) poluqaem sledu¸wee pravilo ”perestanovki” matricy Π_{m,im} s operatorom Q_k

Q_kΠ_{m,im} = Π_{m,im} Q̂_k pri k < m 6 i_m, (52)

kotoroe nazovem progonkoæ matricy Π_{m,im} qerez operator Q_k vlevo. Esli komponenty vektora p^{(k)} s nomerami m i i_m sovpada¸t, to progonka sohranØet operator Q_k. V obwem sluqae, ona prevrawaet Q_k v Q̂_k.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy ostaetsØ formulu (48) preobrazovat~ v formulu (40). Esli l = 2, to ona uße imeet vid (40). Esli ße l > 2, to v kompozicii (48) otywem samu¸ pravu¸ matricu perestanovki. V obwem sluqae ffto Π_{l−1,il}�_1 . Ispol~zuØ pravilo (52) pri k = l − 2, m = l − 1, progonim fftu matricu qerez operator Q_{l−2} na odin xag vlevo (vidoizmenØØ posledniæ). PovtorØØ, esli neobhodimo, operaci¸ (52) pri k = l − 3, m = l − 2 i m = l − 1, i tak dalee, pri k = 1, m = 2, . . . , m = l − 1, my poluqim kompozici¸ vida (48), v naqale kotoroæ stoØt matricy perestanovok, zatem (vidoizmenennye) matricy fflementarnyh preobrazovaniæ i v konce ee — operator B^l . Kompozici¸ matric perestanovok oboznaqim qerez Π, t.e.

Π = Π_{1,i1} · · · Π_{l−1,il}�_1 . (53)

Kompozici¸ (vidoizmenennyh) matric fflementarnyh preobrazovaniæ oboznaqim qerez N ; kaßdaØ iz nih imeet nißnetreugol~- nyæ vid s edinicami na glavnoæ diagonali, pofftomu matrica N imeet takoæ ße vid (sm. formulu (36)). Nakonec, peremnoßiv matricy Π, N i B^l i opustiv dlØ prostoty indeks l, poluqim predstavlenie (40). Lemma dokazana.

Zameqanie 9.3. Iz formuly (42) legko ubedit~sØ, qto, esli glav-

nye minory matricy σ_0(S) otliqny ot nulØ v toqke q, to v kompozicii (40) matrica Π sovpadaet s ediniqnoæ matriceæ.

10. Nam ponadobØtsØ svoæstva kompoziciæ diagonal~nyh opera-

torov s operatorami, vhodØwimi v razloßenie (40). My govorim, qto komponenty β_j vektora b iz Z^l uporØdoqeny po vozrastani¸, esli β_1 6 · · · 6 β_l.

Predloßenie 10.1. Pust~ matrica B iz EL^0(U ) imeet v Uq ⊂ U

verhnediagonal~nyæ vid i pust~ komponenty vektora b uporØdoqeny po vozrastani¸. Togda kompoziciØ ~B ≡ J_bBJ_{−b} prinadleßit

230 R. S. SAKS klassu EL^0(U_q ), ona toße imeet v U_q verhnetreugol~nyæ vid i, krome togo, det σ_0( ~B) = det σ_0(B) v U_q . (54)

Dokazatel~stvo. �lementy^~bij matricy^~B ime¸t vid ~b_{ij} = λ^βi b_{ij}λ^{−β}j , (55) gde operatory λ^k prinadleßat klassu el_k (X) i σ_k(λ^k) = |ξ|^k.

Ee diagonal~nye fflementy prinadleßat klassu el_0(U_q ), tak kak soglasno formulam kompozicii

σ_0(~b_{ii}) = σ_0(b_{ii}) ≠ 0 v U_q.

�lementy ~b_{ij}, leßawie pod diagonal~¸, prinadleßat l_{−∞}(U_q ), tak kak fftomu ße klassu po uslovi¸ prinadleßat fflementy b_{ij} pri i > j. Nakonec, esli i < j, to b_{ij} prinadleßat klassu l_0(U ); pofftomu ~b_{ij} prinadleßat klassam l_{βi −βj} (U_q ), kotorye soderßatsØ v klasse l_0(U_q ), potomu qto β_i 6 β_j po uslovi¸.

Itak, matrica ~B prinadleßit klassu L^0(U_q) i imeet v U_q verhnetreugol~nyæ vid. Sledovatel~no, matrica σ_0( ~B) (kak i σ_0(B)) imeet v U_q verhnetreugol~nyæ vid, iz kotorogo, oqevidno, vytekaet formula (54). �ta formula pokazyvaet, qto matrica ~B fflliptiqna v U_q . Predloßenie dokazano.

Iz predloßeniØ 10.1 vytekaet

Sledstvie 10.2. Esli matrica B iz EL^0(U ) imeet v Uq ⊂ U

verhnetreugol~nyæ vid, a komponenty vektora b uporØdoqeny po vozrastani¸, to ime¸t mesto formuly :

J_bB = ~BJ_b + T_1, ~B ∈ EL^0(U_q ), T_1 ∈ L^{−∞}(U_q ); (56)

BJ_{−b} = J_{−b} ~B + T_2, ~B ∈ EL^0(U_q ), T_2 ∈ L^{−∞}(U_q ). (57)

Formuly (56) i (57) udobno traktovat~ kak progonku diagonal~nogo operatora J_b qerez matricu B verhnetreugol~nogo vida napravo ili progonku operatora J_{−b} qerez B, nalevo, esli komponenty vektora b uporØdoqeny po vozrastani¸.

UtverßdeniØ simmetriqnye Predloßeni¸ 10.1 i Sledstvi¸ 10.2 vyglØdØt tak.

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 231

Predloßenie 10.3. Pust~ matrica N iz klassa EL^0(U ) imeet v

U_q ⊂ U nißnetreugol~nyæ vid i pust~ komponenty vektora b uporØdoqeny po vozrastani¸. Togda kompoziciØ ~N ≡ J_{−b}N J_b prinadleßit klassu EL^0(U_q ), ona toße imeet v U_q nißnetreugol~nyæ vid i det σ_0( ~N ) = det σ_0(N ) v U_q. (58)

Krome togo, esli diagonal~nye fflementy matricy N ravny edinice v U_q, to diagonal~nye fflementy matricy ~N ravny 1+ t_{ii}, gde t_{ii} ∈ l_{−∞}(U_q ).

Sledstvie 10.4. Esli matrica N iz EL^0(U ) imeet v Uq ⊂ U

nißnetreugol~nyæ vid, a komponenty vektora b uporØdoqeny po vozrastani¸, to ime¸t mesto formuly :

J_{−b}N = ~N J_{−b} + T_1, ~N ∈ EL^0(U_q), T_1 ∈ L^{−∞}(U_q ); (59)

N J_b = J_b ~N + T_2, ~N ∈ EL^0(U_q), T_2 ∈ L^{−∞}(U_q ). (60)

Dokazatel~stva fftih utverßdeniæ analogiqny predyduwim. Nakonec, imeet mesto formula kompozicii diagonal~nogo operatora i matricy perestanovok,

Π_{s,k}J_aΠ_{s,k} = J_a00, a ∈ Z^l, (61)

gde a^{′′} — vektor, poluqaemyæ iz a perestanovkoæ ego komponent s nomerami s i k. �tu formulu takße moßno zapisat~ v vide

Π_{s,k}J_a = J_a00Π_{s,k}. (62)

Formulu (62) moßno predstavit~ sebe kak progonku matricy perestanovki Π_{s,k} qerez diagonal~nyæ operator J_a. Pri fftom uporØdoqennost~ komponent vektora a, voobwe govorØ, terØetsØ. No esli vektor a takov, qto ego komponenty s nomerami s i k sovpada¸t, t.e. a^{′′} = a, to operatory kommutiru¸t.

11. Iz Lemmy 9.2 i PredloßeniØ 10.1 poluqaem sledu¸wee. Predloßenie 11.1. Esli operator C prinadleßit EL^0(U ) i

komponenty vektora b iz Z^l uporØdoqeny po vozrastani¸, to v okrestnosti kaßdoæ toqki q iz U kompozici¸ CJ_{−b} moßno predstavit~ v vide CJ_{−b} = ΠN J_{−b} ~B + T, ~B = J_bBJ_{−b} ∈ EL^0(U_q ), T ∈ L^{−∞}(U_q ). (63)

232 R. S. SAKS

Deæstvitel~no, ispol~zuØ predstavlenie (40) i formulu (57), imeem CJ_{−b} = ΠN BJ_{−b} = ΠN (J_{−b} ~B + T_2) = ΠN J_{−b} ~B + T. My prixli k formule (63), qto i trebovalos~ dokazat~.

12. Pereædem k dokazatel~stvu teoremy 9.1. V predstavlenii

(38) vydelim kompozici¸ A_1J_{−b1} . Ona udovletvorØet uslovi¸ PredloßeniØ 11.1 i, znaqit, predstavima po formule (63) v vide

A_1J_{−b1} = Π_1N_1J_{−b1} ~A_1 + T_1, T_1 ∈ L^{−∞}(U_q ), (64)

gde matrica ~A_1 ≡ J_{b1} B_1J_{−b1} prinadleßit klassu EL^0(U_q).

Podstavim ffto vyraßenie v formulu (38) i preobrazuem kompozicionnu¸ qast~ poluqennoæ formuly. Sgruppirovav v neæ qleny porØdka minus beskoneqnost~ v U_q i oboznaqiv ih snova qerez T , poluqim vyraßenie

A = J_aΠ_1N_1J_{−b1} ~A_1A_2J_{−b2} · · · A_r + T, T ∈ L^{−∞}(U_q ). (65)

KompoziciØ ~A_1A_2 ≡ C_2, oqevidno, prinadleßit klassu EL^0(U_q ) i komponenty vektora b_2 uporØdoqeny po vozrastani¸. Pofftomu operator C_2J_{−b2} takße udovletvorØet uslovi¸ PredloßeniØ 11.1 v oblasti U = U_q . Sledovatel~no, suwestvuet okrestnost~ U^1_q ⊂ U_q takaØ, qto

~A_1A_2J_{−b2} = Π_2N_2J_{−b2} ~B_2 + T_2, T_2 ∈ L^{−∞}(U^1_q ), (66)

gde operator ~B_2 ∈ EL^0(U^1_q ). Vospol~zuemsØ formuloæ (66), qtoby preobrazovat~ formulu (65) analogiqno predyduwemu. My poluqim formulu takogo ße vida, v kotoroæ meßdu operatorami J_{−b1} i J_{−b2} stoit kompoziciØ Π_2N_2, a meßdu J_{−b2} i J_{−b3} stoit kompoziciØ ~B_2A_3, prinadleßawaØ klassu EL^0(U^1_q ). PovtorØØ pri r > 3, fftot process ewe r-3 raza poluqim formulu, kotoraØ otliqaetsØ ot formuly (39) tem, qto v neæ pravee operatora J_{−br}�_1 stoit kompoziciØ ~B_{r−1}A_r ≡ ~B_r . �ta kompoziciØ prinadleßit klassu EL^0(U^r_q ) v nekotoroæ okrestnosti U^r_q toqki q. PrimenØØ ee pravyæ parametriks, poluqim formulu (39), v kotoroæ B = I i matrica C sovpadaet s ~B^R_r . Teorema dokazana.

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 233

13. Otmetim sluqai, kogda predstavlenie (39) svoditsØ k pred-

stavleni¸ (37). �to vo-pervyh, kogda matricy A_j v (38) ime¸t verhnetreugol~nyæ vid v okrestnosti U_q . Togda v (39) vse Π_j i N_j ravny ediniqnoæ matrice i kompoziciØ svoditsØ k odnomu diagonal~nomu operatoru s vektorom c ravnym a − b_1 − · · · − b_r. Tak kak operator BAC ∈ L^0(U_q ), to vektor c ∈ Z^l_−. Poluqaem predstavlenie (37).

Vtoroæ sluqaæ, kogda v (39) vse matricy perestanovki otsutstvu¸t, t.e. Π_j = I. Togda, ispol~zuØ sootnoxenie (59), progonim diagonal~nye operatory qerez matricy N_j vpravo. Poluqim predstavlenie vida BAC = EJ_c + T, c = a − r∑ j=1 b_j, (67)

gde matrica E ØvlØetsØ kompozicieæ vidoizmenennyh soglasno (59) matric N_j . Sledovatel~no, ona prinadleßit klassu EL^0(U_q ). Primeniv levyæ parametriks operatora E poluqim predstavlenie (37) s vektorom −a = c iz (67). Sledovatel~no,

c ∈ Z^l−._{Nakonec, tretiæ sluqaæ ffto kogda v (39) vse matricy Nj so-}

vpada¸t s ediniqnoæ. Togda, ispol~zuØ formuly (61) ili (62) i primeniv k ravenstvu (39) sootvetstvu¸wie matricy perestanovki, takße poluqim predstavlenie vida (37). Prifftom vektorom d, opredelØ¸wiæ diagonal~nyæ operator I_d prinadleßit

Z^l− i udovletvorØet sootnoxeniØm ⟨d⟩ = ⟨a⟩ − r∑ j=1 ⟨b_j⟩. (68) Sledovatel~no, ⟨d⟩ ≤ 0.

Esli v predstavlenii (39) lix~ nekotorye iz matric Π_j i N_j sovpada¸t s ediniqnoæ matriceæ, to v takom predstavlenii moßno umen~xit~ qislo diagonal~nyh operatorov.

Otmetim ewe, qto v predstavlenii (39) nel~zØ umen~xit~ qislo diagonal~nyh operatorov, kogda ni odna iz matric Π_j i N_j ne sovpadaet s ediniqnoæ matriceæ i ni odin iz diagonal~nyh operatorov nel~zØ prognat~ napravo qerez kompozici¸ Π_jN_j s sohraneniem klassa EL^0(U_q ).

234 R. S. SAKS

Primerom takogo operatora ØvlØetsØ operator (21), esli toqka q = (x_0, ξ_0) takova, qto x_0 leßit na razdelØ¸weæ poverhnosti P (kak ffto ukazano v Predloßenii 6.3).

Primeniv matricu perestanovki Π v predstavlenii (25) sprava poluqim predstavlenie vida (39):

AΠ = J 1 0 !_Π^{( 1 0}_{~a1 1}^)_J_0 −2 !_Π^{( 1 0}_{a2 1}^)_J_0 −1 !_{+ T Π,} (69)

gde ~a_1 = λ^{−1}aλ.

V fftom predstavlenii nel~zØ umen~xit~ qislo diagonal~nyh operatorov, kak by my ne umen~xali okrestnost~ toqki (x_0, ξ_0), gde x_0 ∈ P .

Otmetim, qto matricy N_j v (69) ne sovpada¸t s ediniqnoæ matriceæ v l¸boæ okrestnosti toqki (x_0, ξ_0), no ih polnye simvoly σ(N_j ) v samoæ toqke (x_0, ξ_0) sovpada¸t s ediniqnoæ matriceæ.

14. Soglasno sledu¸wemu opredeleni¸ iz [2] klass EF L^0(U ) so-

stavlØet osnovu klassa obobwenno fflliptiqeskih operatorov.

Opredelenie. Operator A^0 iz L^0(X; E, E) nazyvaetsØ obobwen-

no fflliptiqeskim na X, esli dlØ l¸boæ toqki q iz T^′(X) suwestvuet okrestnost~ U_q takaØ, qto A^0 prinadleßit EF L^0(U_q ). Mnoßestvo takih operatorov oboznaqim qerez GEL^0(X).

Oqevidno, qto EL^0(X) ⊂ GEL^0(X). Qerez W EL^0(X) oboznaqim mnoßestvo GEL^0(X)\EL^0(X). Operatory iz fftogo klassa nazyva- ¸tsØ slabo fflliptiqeskimi na X. Klassu GEL^0(X) prinadleßat takße ravnomerno nefflliptiqeskie operatory iz L^0(X) (smotrite rabotu B. R. Vaænberga i V. V. Gruxina [1]). Klass takih operatorov oboznaqim W G·EL^0(X). V terminah p. 2 fftot klass opredelØetsØ tak. Operator S prinadleßit klassu W G·EL^0(X), esli dlØ l¸boæ toqki q iz T^′(X) suwestvuet okrestnost~ U_q takaØ, qto S prinadleßit klassu BEL^0(U_q). Tak kak BEL^0(U_q ) ⊂ EF L^0(U_q ), to W G · EL^0(X) ⊂ GEL^0(X). 15. Privedem nesloßnyæ primer operatora iz klassa GEL^0(X),

ill¸striru¸wiæ odin iz mnogih variantov vyroßdeniØ ego glavnogo simvola.

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 235

Pust~ X = S^2 — dvumernaØ sfera, na kotoroæ zadany dve funkcii a_1(x) i a_2(x) klassa C^∞(S^2) i takie, qto a_1(x) · a_2(x) = 0 vs¸du na S^2. (70) To est~ ih nositeli ne ime¸t vnutrennih toqek pereseqeniØ (naprimer, parallelØmi i meridianami razob~em sferu na rØd kletok, v kotoryh pooqeredno a_1 i a_2 otliqny ot nulØ.)

I pust~ λ ∈ el_1(S^2) — fflliptiqeskiæ na S^2 operator pervogo porØdka, kotoryæ dlØ prostoty my budem sqitat~ obratimym, λ^{−1} ∈ el_{−1}(S^2) — ego obratnyæ.

Rassmotrim operator (21) A = ( a_1 λ^{−1} λ^{−1} a_2 ) (71)

i (2×2)-matricy

C_1 = J 0 2 !^{( 0 1}

1 −λ^{−1}a_1λ ) J_{−1} 0 !_=^{( 0 1} λ −λa_1λ ) , (72)

C_2 = J 1 0 !^{( 1 −a2} 0 1 ) = ( λ −λa_2 0 1 ) . (73)

Legko ubedit~sØ, qto D_2Au ≡ C_2C_1Au = u + T u, (74) gde komponenty T_{ij} matricy T ravny nul¸ pri (i, j) ≠ (1, 2) i (2,2), a komponenty T_{12} = λa_2λa_1λa_2 i T_{22} = −λa_1λa_2.

Oni prinadleßat l_{−∞}(S^2), tak kak iz usloviØ (70) sleduet, qto operator a_1λa_2 ∈ l_{−∞}(S^2). Sledovatel~no, operator (71) prinadleßit klassu GEL^0(S^2).

Raspisav sootnoxeniØ (74), poluqim uravneniØ u_1 + (λa_2λa_1λa_2)u_2 = (D_2f)_1, (D_2f)_1 ≡ λ(−a_2λf_1 + f_2 + a_2λa_1λf_2), (75)

u_2 − (λa_1λa_2)u_2 = (D_2f)_2, (D_2f)_2 ≡ λ(f_1 − a_1λf_2). (76) My skaßem, qto f ∈ H^k_{[D]}(S^2), esli komponenty vektorov f i D_2f leßat v klasse H^k(S^2). V qastnosti, vse vektory f iz H^{k+2}(S^2)

236 R. S. SAKS

prinadleßat fftomu klassu potomu, qto ord D_2 = 2. Iz (74) vytekaet, qto operator (71) nereryven v prostranstvah

A : H^k(S^2) → H^k_{[D]}(S^2), k ∈ R, k = (k, k) ∈ R^2. (77)

Iz obratimosti operatorov (72) i (73) v sootvetstvu¸wih prostranstvah Soboleva i (75), (76) vidno, qto razreximost~ sistemy Au = f v klasse H^k(S^2) ffkvivalentna razreximosti odnogo uravneniØ Fredgol~ma vtorogo roda (uravneniØ (76)).

Otkuda sleduet

Teorema 15.1. Pri uslovii (70) operator (71) ØvlØetsØ fredgol~-

movym v prostranstvah (77) dlØ l¸bogo k ∈ R. Indeks operatora raven nul¸. Ego Ødro sostoit iz beskoneqno differenciruemyh vektor-funkciæ, a oblast~ znaqeniæ opredelØetsØ usloviem ortogonal~nosti k nekotorym beskoneqno differenciruemym vektorfunkciØm. Esli f ∈ H^k_{[D]}(S^2) i u — l¸boe obobwennoe rexenie si-

stemy Au = f, ot u ∈ H^k(S^2).

Takim obrazom, dlØ operatora (77) ime¸t mesto analogi vseh teorem Fredgol~ma (s potereæ gladkosti na dve edinicy v obyqnyh prostranstvah Soboleva).

ObratimsØ k lokal~noæ strukture operatora (71). Soglasno uslovi¸ (70) ego simvoliqeskaØ matrica σ_0(A) vyroßdena vs¸du na S^2, a, znaqit, i na T^′(S^2). Ona imeet rang 1 v toqkah x ∈ S^2, gde a^2_1(x) + a^2(x) ≠ 0 (priqem ee nenulevye minory ”plava¸t” vdol~ glavnoæ diagonali) i rang 0 v toqkah y ∈ S^2, gde a_1(y) = a_2(y) = 0. Pofftomu operator (71) ne prinadleßit ni klassu DN · EL(S^2), ni klassu W G · EL^0(S^2), gde trebuetsØ uslovie postoØnstva ranga matricy σ_0(A).

Oboznaqim qerez M_1 podmnoßestvo v S^2, gde rang matricy σ_0(A) raven edinice i qerez M_0 podmnoßestvo, gde rang fftoæ matricy toßdestvenno raven nul¸, to est~ gde funkcii a_1 i a_2 obrawa¸tsØ v nul~ ne tol~ko v samoæ toqke y ∈ S^2, no i v okrestnosti takoæ toqki. Mnoßestva M_0 i M_1 otkryty, a dopolnenie N = S^2 \ (M_0 ∪ M_1) — zamknutoe mnoßestvo. PovtorØØ rassußdeniØ p. 6, vidim, qto operator (71) prinadleßit klassu BEL^0(U ), gde U = T^′(M_0) ∪ T^′(M_1), to est~ imeet predstavlenie (1) s odnim diagonal~nym operatorom, kak, naprimer, predstavlenie (27). Esli ße x_0 ∈ N , to, soglasno predloßeniØm 6.1, 6.3 i 6.4 v okrestnosti toqki q = (x_0, ξ_0) operator (71) moßet imet~

O LOKAL^NO` STRUKTURE PDO 237

predstavlenie vida (22), (25), (26) tol~ko s dvumØ ili s tremØ diagonal~nymi operatorami, udovletvorØ¸wimi usloviØm (11) ili usloviØm (12).

Poluqennye rezul~taty nahodØt primenenie pri issledovanii razreximosti kraevyh zadaq dlØ fflliptiqeskih sistem differencial~nyh uravneniæ.

Literatura

1. Vaænberg B. R., Gruxin V. V., O ravnomerno nefflliptiqeskih zadaqah I.

— Matematiqeskiæ sbornik 72, ˝ ˝ 4, (1967), s. 126–154. 2. Saks R. S., O svoæstvah obobwenno fflliptiqeskih psevdodifferencial~- nyh operatorov na zamknutom mnogoobrazii. — V kn.: Kraevye zadaqi matematiqeskoæ fiziki i smeßnye voprosy teorii funkciæ. 28. (Zapiski nauqnyh seminarov POMI, tom 243). SPb: Sankt-Peterburgskoe otdelenie MI RAN, 1997, s. s. 215–269..

3. Sobolev S. L., Vvedenie v teori¸ kubaturnyh formul. M.: Nauka, 1974, s. 808.

4. Trev F., Vvedenie v teori¸ psevdodifferencial~nyh operatorov i integral~nyh operatorov Fur~e. t. I. PDO, M.: Mir, 1984, s. 360.

5. Faddeev D. K., Faddeeva V. N., Vyqislitel~nye metody lineænoæ algebry. M.: Fizmatgiz, 1960.

Saks R. S. Local structure of generalized elliptic pseudodifferential operators and method of Gauss.

In this paper we study the class of operators dominant parts of which admits elliptic factorization in some conique domain U from T^′(x), i.e., they can be represented as compozition of diagonal operators and elliptic at U operators of order zero. We denote this class by ET F^∘(U ). It arrises in microlocalization of notion “generalized ellipticity.” We are interested in the problem of simplest factorization of dominant part of the operator BAC where A ∈ EF L^∘(U ) and operators B and C are choosen from class EL^∘(U_q ) (elliptic operators in some neighborhood U_q of the point q ∈ U ). For the operators A from subclass BEL^∘(U ) the dominant part BAC can be reduced to one diagonal operator. It turns out that for operators from the whole class EF L^∘(U ) there is no such a representation but the representation in which the dominant part BAC is composition of finite number of diagonal operators, permutation matrices and lower triangular matrices with identity in general diagonal exists olwais. We prove this theorem by analog of Gauss method which we introduce in algebra of pseudodifferential operators. Postupilo 2 dekabrØ 1998g.

g. Ufa, Baxkirskiæ gosudarstvennyæ universitet