Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 259, 1999 g.

M. I. Belixev, S. A. Ivanov

HARAKTERIZACI˚ DANNYH DINAMIQESKO` OBRATNO` ZADAQI DL˚ DVUSKOROSTNO` SISTEMY

0. Vvedenie 0.1. DvuskorostnaØ sistema.

V rabote izuqaetsØ obratnaØ zadaqa dlØ dvuskorostnoæ dinamiqeskoæ sistemy i daetsØ harakteristiqeskoe opisanie dannyh obratnoæ zadaqi. Osobennost~ takih sistem sostoit v tom, qto v nih ime¸tsØ volny dvuh tipov, rasprostranØ¸wiesØ s razliqnymi skorostØmi i vzaimodeæstvu¸wie drug s drugom. V kaqestve primera upomØnem sistemu vzaimodeæstvu¸wih kabel~nyh liniæ v fflektrotehnike i nekotorye modeli teorii uprugosti (balka Timoxenko).

DvuhskorostnaØ dinamiqeskaØ sistema (2-DS) ffto sistema vida ρu_{tt} − u_{xx} + Au_x + Bu = 0, x > 0, t > 0; (1) u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0; (2)

u|_{x=0} = f, (3)

v kotoroæ ρ = diag {ρ_1, ρ_2} est~ postoØnnaØ 2×2-diagonal~naØ matrica: ρ_{1,2} = const, 0 < ρ_1 < ρ_2; A = A(x), B = B(x) sut~ gladkie 2 × 2 matricy-funkcii (kofffficienty sistemy). Vs¸du v rabote “gladkiæ” oznaqaet C^∞-gladkiæ; vse funkcii, matriqnye fflementy i prostranstva vewestvenny.

Na matriqnye kofffficienty nalaga¸tsØ usloviØ samosoprØßennosti

A^#(x) = −A(x); dA dx (x) = B(x) − B^#(x), x > 0; (4)

(znak # oznaqaet transponirovanie).

Rabota podderßana RFFI, grant No. 98–01–00314, 96–15–96121. 19

20 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

Dvukomponentnu¸ vektor-funkci¸ f = f(t) = (_{f1(t)} f2(t) ) , vhodØwu¸ v neodnorodnoe graniqnoe uslovie (3), budem nazyvat~ gra-

niqnym upravleniem. Qerez u = u^f (x, t) = ( u^f_1 (x, t), u^f_2(x, t) )_# oboznaqim rexenie zadaqi (volnu).

V dinamiqeskoæ obratnoæ zadaqe rol~ dannyh igraet funkciØ otklika sistemy (f.o.). Pust~ U (x, t) est~ fundamental~noe rexenie zadaqi (1)–(3), t.e. matrica-funkciØ stolbcy kotoroæ sut~ obobwennye rexeniØ, otveqa¸wie upravleniØm (_{δ(t)} 0 ) i (_0 δ(t) ) (δ – del~ta-funkciØ). Spravedlivo predstavlenie U (x, t) = ( δ(t − x/c_1) 0 0 δ(t − x/c_2) ) + Ũ(x, t), x, t > 0, (5) v kotorom c_1 = ρ^{−1/2}_1 i c_2 = ρ^{−1/2}_2 sut~ skorosti voln; Ũ (x, t) est~ matrica-funkciØ, gladkaØ vne harakteristik t = x/c_i uravneniØ (1) i annuliru¸waØsØ pri t > x/c_1. Matrica-funkciØ r(t) := Ũ_x(+0, t) nazyvaetsØ funkcieæ otklika sistemy (1)–(3); iz (4) vyvoditsØ svoæstvo simmetriqnosti r: r(t) = r^#(t), t > 0.

Sistema (1)–(3) – giperboliqeskaØ; volny v neæ rasprostranØ¸tsØ s koneqnymi skorostØmi. Kak sledstvie, f.o. zavisit ot kofffficientov lokal~no: znaqeniØ r(t) dlØ t < 2T opredelØ¸tsØ znaqeniØmi A(x), B(x) pri x < c_1T . �to svoæstvo motiviruet sledu¸wu¸ postanovku obratnoæ zadaqi: po zadannoæ pri t < 2T f.o. r(t) trebuetsØ vosstanovit~ kofffficienty sistemy A(x), B(x) pri x < c_1T . TakaØ postanovka voshodit k [4].

0.2. Osnovnoæ rezul~tat i primeqaniØ.

Cel~ raboty sostoit v rexenii obratnoæ zadaqi i nahoßdenii neobhodimyh i dostatoqnyh usloviæ, pri kotoryh zadannaØ matrica-funkicØ ØvlØetsØ funkcieæ otklika sistemy vida (1)– (3). Privedem nax glavnyæ rezul~tat.

Teorema 1. GladkaØ simmetriqnaØ funkciØ r(t), t ∈ [0, 2T ], ØvlØ-

etsØ funkcieæ otklika 2-DS (1)–(3) togda i tol~ko togda, kogda operator

(C^T f)(t) := √ ρf(t) + T∫ 0 C^T (t, s)ds, 0 < t < T, (6)

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 21 s Ødrom

C^T (t, s) := 1 2 2T −t−s ∫ |t−s| r(η) dη

poloßitel~no opredelen v L^2 ( (0, T ); R^2 ) . UsloviØ, podobnye privedennomu v teoreme 1 izvestny davno (sm. [4, 7]). V rabotah L. P. Nißnika i ego uqenikov [9] poluqena harakterizaciØ operatorov rasseØniØ mnogoskorostnyh sistem. Otmetim odnako, qto postanovka i dannye obratnoæ zadaqi, izuqaemoæ v nastoØweæ rabote, suwestvenno otliqa¸tsØ ot ispol~zovannyh v [9]. V sluqae odnoskorostnoæ sistemy (ρ_1 = ρ_2) poloßitel~naØ opredelennost~ C^T izvlekaetsØ iz [1, 5]. Neobhodimost~ fftogo usloviØ dlØ 2-DS dokazana, po-suwestvu, v [6]; dostatoqnost~ – novyæ rezul~tat, kotoryæ ustanavlivaetsØ na sledu¸wem puti. Vnaqale rexaetsØ obratnaØ zadaqa: razrabatyvaetsØ procedura, vosstanavliva¸waØ kofffficienty po zadannoæ f.o.. Dalee, dlØ funkcii r, udovletvorØ¸weæ usloviØm teoremy 1, povtorØØ xagi procedury, my konstruiruem dinamiqesku¸ sistemu vida (1)–(3). Zatem ustanavlivaem, qto funkciØ otklika postroennoæ sistemy sovpadaet s r.

Otmetim, qto rexenie obratnoæ zadaqi needinstvenno: par {A, B}, kotorym otveqaet odna i ta ße funkciØ otklika, beskoneqno mnogo. �togo sledovalo oßidat~: simmetriqnaØ matricafunkciØ r opredelØetsØ tremØ nezavisimymi skalØrnymi funkciØmi r_{11}, r_{12}, r_{22}, a vosstanavlivaemaØ para (s uqetom (4)) – qetyr~mØ: a_{12}, b_{11}, b_{12}, b_{22}. My pokazyvaem, kak vosstanovit~ vse takie pary.

Rabota razvivaet podhod k obratnym zadaqam, osnovannyæ na ih svØzØh s teorieæ graniqnogo upravleniØ, tak nazyvaemyæ VS–metod^2 (sm. [2]). Ona ØvlØetsØ prodolßeniem raboty [6], v kotoroæ rassmatrivalsØ sluqaæ A = 0, B^# = B, i soderßit mnogo ssylok na posledn¸¸. Esli takaØ ssylka ne soprovoßdaetsØ poØsneniØmi, to podrazumevaetsØ, qto rezul~tat, o kotorom idet req~, ØvlØetsØ prostym obobweniem rezul~tata iz [6]. V rØde mest, vvidu gromozdkosti vykladok, my vynußdeny ograniqit~- sØ nabroskami dokazatel~stv. Tu ße cel~ – razgruzit~ rabotu

2ot “Boundary Control”

22 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV – presledu¸t zavyxennye trebovaniØ na gladkost~. Po nabl¸- deni¸ avtorov, tehniqeskaØ sloßnost~ – specifiqeskaØ qerta dvuhskorostnoæ sistemy.

S glubokim uvaßeniem avtory posvØwa¸t fftu rabotu Nine Nikolaevne Ural~cevoæ.

1. PrØmaØ i obratnaØ zadaqi 1.1. Naqal~no–kraevaØ zadaqa.

Standartnym priemom [6] zadaqa (1)–(3) svoditsØ k integral~nomu uravneni¸; pri upravlenii iz L^2_{loc} ( (0, ∞); R^2 ) ee obobwennoe rexenie opredelØetsØ kak rexenie fftogo integral~nogo uravneniØ v klasse L^2_{loc}

(R+ × (0, ∞); R^{2)} (my razliqaem polu-

osi t > 0 i x > 0, oboznaqaØ ih qerez (0, ∞) i R_+ sootvetstvenno). Na fftom puti ustanavlivaetsØ korrektnost~ zadaqi v ukazannyh klassah i ustanavlivaetsØ suwestvovanie fundamental~nogo rexeniØ (5), na svoæstvah kotorogo my ostanovimsØ podrobnee.

Fundamental~noe rexenie (5), rassmatrivaemoe kak raspredelenie, singulØrno na harakteristikah i lokalizovano v perednem konuse, otveqa¸wem bystrym volnam: U (x, t) = 0 pri x > c_1t; ego regulØrnaØ qast~ Ũ ØvlØetsØ matriceæ-funkcieæ, gladkoæ vne harakteristik {(x, t)| c_it = x}; i = 1, 2. Utoqnim poslednee: kvadrant {(x, t)| x > 0, t > 0} razbivaetsØ harakteristikami na tri svØznye komponenty (sektora) i “gladkost~ vne harakteristik” oznaqaet, qto v kaßdoæ iz komponent Ũ est~ sußenie gladkoæ funkcii, opredelennoæ v okrestnosti zamykaniØ fftoæ komponenty. Takogo ponimaniØ my priderßivaemsØ vs¸du v analogiqnyh sluqaØh.

V silu giperboliqnosti zadaqa

ρu_{tt} − u_{xx} + Au_x + Bu = 0, (x, t) ∈ Δ^T ; (7)

u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0; (8)

u|_{x=0} = f, (9)

rassmatrivaemaØ v oblasti Δ^T Δ^T := {(x, t)| 0 < x < c_1T, 0 < t < 2T − x c_1 } okazyvaetsØ korrektnoæ, priqem, esli upravlenie (9) sovpadaet pri t 6 T s upravleniem (3), to rexenie zadaqi (7)–(9) sovpadet

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 23 s rexeniem (1)–(3) pri vremenah t 6 T . Pri fftom zavisimost~ fundamental~nogo rexeniØ ot kofffficientov sistemy nosit lokal~nyæ harakter: dlØ kaßdogo T > 0 sußenie Ũ na oblast~ Δ^T opredelØetsØ znaqeniØmi A(x), B(x) pri 0 < x < c_1T (ne zavisit ot povedeniØ A(x), B(x) pri x > c_1T ). V qastnosti, f.o. r(t) pri vremenah 0 < t < 2T opredelØetsØ znaqeniØmi A(x), B(x) pri 0 < x < c_1T .

VernemsØ k zadaqe (1)–(3). Po nezavisimosti kofffficientov ot vremeni spravedlivo predstavlenie D¸amelØ: u^f (x, t) = U (x, t)∗f(t) = ( f_1(t − x/c_1) f_2(t − x/c_2) ) + t−x/c1∫

0 Ũ (x, t−s)f(s)ds (10)

dlØ f ∈ L^2_{loc} ( (0, ∞); R^2 ) ; v fftoæ zapisi uqteno raspoloßenie nositelØ Ũ i ispol~zovano soglaxenie: vse zavisØwie ot vremeni funkcii doopredelØ¸tsØ nulem pri t < 0. Iz predstavleniØ (10) vytekaet, qto

supp u^f (·, t) ⊂ [0, c_1t]; u^f (·, t) ∈ L^2 ( (0, ∞); R^2 ) , 0 < t < T ; (11)

iz togo ße predstavleniØ imeem:

u^f_x(0, t) = − √ ρ df dt (t) + (r ∗ f)(t), 0 < t < T. (12) 1.2. Medlennye volny.

Esli v uravnenii (1) matrica A ravna nul¸, a B diagonal~na, to 2-DS raspadaetsØ na dve nevzaimodeæstvu¸wie podsistemy (dva kanala – bystryæ i medlennyæ), volny v kotoryh rasprostranØ¸tsØ so skorostØmi c_1 i c_2. Esli ße kanaly vzaimodeæstvu¸t, voznika¸t interesnye ffffekty. Vo-pervyh, v medlennom kanale poØvlØ¸tsØ poØvlØ¸tsØ vozmuweniØ, rasprostranØ¸wiesØ s bystroæ skorost~¸ c_1 (ffffekt predvestnika). Vo-vtoryh, nesmotrØ na vzaimodeæstvie, v sisteme suwestvu¸t volny, peredniæ front kotoryh dvißetsØ s medlennoæ skorost~¸ c_2, to est~ u^f (x, t) ≡ 0 pri c_2t < x. (13)

Privedem opisanie upravleniæ, iniciiru¸wih takie volny (sm. [6]).

24 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

Lemma 1. Suwestvuet edinstvennaØ funkciØ l = l(t) ∈ C^∞_{loc}[0, ∞),

takaØ qto sootnoxenie (13) vypolneno togda i tol~ko togda, kogda komponenty upravleniØ f = (_{f1} f2 ) svØzany sootnoxeniem

f_1(t) = (l ∗ f_2)(t) = t∫ 0 l(t − s)f_2(s) ds, t > 0. (14) Otmetim, qto funkciØ l zavisit ot kofffficientov lokal~no:

dlØ kaßdogo T > 0 znaqeniØ l(t) pri 0 < t < (1 −^{c2}_{c1} )T opredelØ- ¸tsØ znaqeniØmi A(x), B(x) pri 0 < x < c_2T .

1.3. Prostranstva i podprostranstva 2-DS.

Rassmotrim dvuhskorostnu¸ dinamiqesku¸ sistemu (1)–(3) na koneqnom intervale vremeni: ρu_{tt} − u_{xx} + Au_x + Bu = 0, x > 0, 0 < t < T ; (15) u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0; (16) u|_{x=0} = f, (17)

i vvedem prostranstva upravleniæ i voln, svØzannye s fftoæ sistemoæ.

Prostranstvo upravleniæ

F^T := L^2 ( (0, T ); R^2 ) nazyvaetsØ vnexnim prostranstvom 2-DS (15)–(17). V nem vydelØetsØ rasxirØ¸waØsØ cepoqka podprostranstv F^{T,ξ} := {f ∈ F^T | supp f ⊂ [T − ξ, T ]}, 0 6 ξ 6 T, obrazovannyh zapazdyva¸wimi upravleniØmi. Zapazdyvanie upravleniØ privodit k zapazdyvani¸ volny: iz (10) legko sleduet, qto u^f (x, t) = 0, pri x > c_1ξ, f ∈ F^{T,ξ}. (18)

V sisteme (15)–(17) (s koneqnym final~nym momentom T ) medlennymi volnami my nazyvaem rexeniØ zadaqi, lokalizovannye v perednem konuse, otveqa¸wem medlennoæ skorosti c_2:

u^f (x, t) = 0, pri x > c_2t, t < T ;

v qastnosti, u^f (x, T ) = 0, x > c_2T . Opisanie takih voln moßno poluqit~ iz lemmy 1: volna u^f (x, t), poroßdennaØ upravleniem

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 25 f ØvlØetsØ medlennoæ togda i tol~ko togda, kogda svØz~ (14) na komponenty upravleniØ nakladyvaetsØ pri t < T − c_2 c_1 T . V kaßdom iz podprostranstv F^{T,ξ} vvedem podprostranstvo F^{T,ξ}_l := {f ∈ F^{T,ξ}| f_1(t) = T∫ T −ξ l(t − s)f_2(s)ds pri T − ξ < t < T − c_2 c_1 ξ}, (19)

sostoØwee iz upravleniæ, iniciiru¸wih medlennye volny, leßawie v medlennom konuse s verxinoæ v toqke x = 0, t = T − ξ: pri f ∈ F^{T,ξ}_l imeem:

u^f (x, t) = 0, x > c_2[t − (T − ξ)]. (20) Na poluosi x > 0 vvedem prostranstva

H^μ := L^2_ρ ( (0, μ); R^2 ) , (a, b)_Hμ := μ∫ 0 < ρa(x), b(x) > dx, gde < ·, · > – standartnoe skalØrnoe proizvedenie v R^2. Prostranstvo H^{c1T} nazovem vnutrennim prostranstvom 2-DS (15)– (17); kak vidno iz (11), volny u^f (·, t) sut~ ego fflementy. V H^{c1T} vydelim dve cepoqki podprostranstv H^{c1ξ} i H^{c2ξ}, otveqa¸wie zapazdyva¸wim upravleniØm iz F^{T,ξ} i F^{T,ξ}_l , 0 6 ξ 6 T . V silu (18), pri f ∈ F^{T,ξ} imeem u^f (·, T ) ∈ H^{c1ξ}; esli ße f ∈ F^{T,ξ}_l , to iz (20), imeem u^f (·, T ) ∈ H^{c2ξ} .

1.4. Operatory 2-DS.

a) Operator W^T : F^T → H^{c1T} , W^T f := u^f (·, T ), nazovem volnovym. Iz (10) dlØ rexeniØ zadaqi imeem predstavlenie

(W^T f)(x) = ( f_1(T − x/c_1) f_2(T − x/c_2) ) + T −x/c1 ∫ 0 w(x, s)f(s) ds, 0 < x < c_1T (21) s matriqnym Ødrom w(x, s) = Ũ (x, T − s), gladkim vne harakteristiki s = T − x/c_2.

26 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

Lemma 2. Pri l¸bom T > 0 operator W^T deæstvuet izomorfno

iz F^T na svoæ obraz Ran W^T ⊂ H^{c1T} , priqem spravedlivo sootnoxenie W^T F^{T,ξ}_l = H^{c2ξ}, 0 6 ξ 6 T. (22) Dokazatel~stvo sm. v [6]. Otmetim, qto mnoßestvo voln {u^f (·, T )| f ∈ F^T } = Ran W^T ne sovpadaet so vsem prostranstvom H^{c1T} (sm. [6]).

Moßno pokazat~ [6], qto volnovoæ operator sohranØet gladkost~ v sledu¸wem smysle. Vvedem gladkie linealy M^{T,ξ} :=F^{T,ξ}_l ∩ C^∞ ( [0, T ]; R^2 ) , M^T := ∪_{0<ξ<T} M^{T,ξ}; N^{c2ξ} :=H^{c2ξ} ∩ C^∞ ( [0, c_1T ]; R^2 ) , N^T := ∪_{0<ξ<T}N^{c2ξ}; (23)

(lineal M^T sostoit iz gladkih upravleniæ, annuliru¸wihsØ v nekotoroæ okrestnosti t = 0 i generiru¸wih medlennye volny). Spravedlivy sootnoxeniØ W^T M^{T,ξ} = N^{c2ξ}, W^T M^T = N^T , legko sledu¸wie iz (21), (22).

b) Vvedem operator

L := ρ^{−1}[ d^2 dx^2 − A d dx − B], (24)

svØzannyæ s uravneniem (1); v silu (4) fftot operator samosoprØßen po Lagranßu (simmetriqen na C^∞_0 (R_+; R^2)). Nezavisimost~ kofffficientov sistemy ot vremeni privodit k sootnoxeni¸ W^T d^2 dt^2 f = LW^T f, (25)

spravedlivomu dlØ gladkih upravleniæ f, udovletvorØ¸wih uslovi¸ f(0) = f^′(0) = 0.

v) Operator C^T : F^T → F^T , C^T := (W^T )^∗W^T , nazyvaetsØ svØzyva¸wim; opredelØ¸wee ego sootnoxenie (C^T f, g)_F T = (u^f (·, T ), u^g(·, T ))_Hc_1T (26) svØzyvaet metriki vnexnego i vnutrennego prostranstv. Central~noæ dlØ rassmatrivaemogo podhoda (BC-metoda) okazyvaetsØ ØvnaØ i prostaØ svØz~ operatora C^T s funkcieæ otklika.

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 27

Lemma 3. Operator C^T est~ poloßitel~no opredelennyæ izo-

morfizm; dlØ nego spravedlivo predstavlenie

(C^T f)(t) = √ ρf(t) + T∫ 0 C^T (t, s)f(s)ds, 0 6 t 6 T, (27)

v kotorom C^T (t, s) =^1_2 ∫_{2T −t−s} |t−s| r(η)dη. Nametim vyvod (27), osnovannyæ na prieme A. S. Blagovewenskogo (podrobnosti sm. v [6]). Pust~ f, g – gladkie funkcii, priqem f takova, qto ee neqetnoe prodolßenie otnositel~no t = 2T ,

f_−(t) := { f(t), 0 < t < T ; −f(2T − t), T 6 t < 2T ; ØvlØetsØ gladkim: f_− ∈ C^∞_0 ( [0, 2T ]; R^2 ) . DlØ funkcii w(s, t) := ∞∫ 0 ⟨ρu^f_−(x, s), u^g(x, t)⟩ dx, (s, t) ∈ (0, 2T ) × (0, T ), imeem ravenstsva: (∂^2_t − ∂^2_s )w(s, t) = = ∞∫ 0 dx [⟨ u^f�(x, s), ρu^g_{tt}(x, t) ⟩ − ⟨ ρu^f�_{ss} (x, s), u^g(x, t) ⟩] =

= ∞∫ 0 dx [⟨ u^f�(x, s), (Lu^g)(x, t) ⟩ − ⟨ (Lu^f�)(x, s), u^g(x, t) ⟩] . IntegriruØ po qastØm s uqetom finitnosti u^f i u^g po x, poluqaem:

(∂^2_t − ∂^2_s )w(s, t) = ∞∫ 0 dx [⟨ u^f�(x, s), u^g_{xx}(x, t) ⟩ − ⟨ u^f�_{xx} (x, s), u^g(x, t) ⟩] =

= − ⟨ u^f�(0, s), u^g_x(0, t) ⟩ + ⟨ u^f�_x (0, s), u^g(0, t) ⟩ . Iz (12) sleduet

(∂^2_t − ∂^2_s )w(s, t) = − ⟨f_−(s), − √ ρg^′(t) + (r ∗ g)(t)⟩ +

28 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV + ⟨− √ ρf^′(s) + (r ∗ f)(s), g(t)⟩ . Takim obrazom, dlØ w my imeem volnovoe uravnenie s pravoæ qast~¸, opredelØemoæ funkcieæ otklika. IntegriruØ ego po D’Alamberu s uqetom usloviæ w|_{t=0} = w_t|_{t=0} = 0, moßno poluqit~ predstavlenie w(T, T ) = (C^T f, g)_F T (28)

s operatorom C^T , opredelØemym pravoæ qast~¸ (27). S drugoæ storony, iz (26) poluqaem

w(T, T ) = (u^f (·, T ), u^g(·, T ))_Hc_1T = (C^T f, g)_F T . (29)

SopostavlØØ (28) s (29), poluqaem (27).

Lemma 3 ustanavlivaet neobhodimost~ usloviæ osnovnoæ teoremy 1.

1.5. Proektory P^ξ.

Pust~ X^T_l est~ ortogonal~nyæ proektor v F^T na podprostranstvo F^T_l (sm. p. 1.3); e – operator vloßeniØ F^T_l v F^T : (e)^∗e = 1, ee^∗ = X^T_l . Qerez

C^T_l := e^∗C^T e

oboznaqim blok operatora C^T v F^T_l ; fftot blok ØvlØetsØ, oqevidno, poloßitel~nym izomorfizmom.

V silu lemmy 2, sußenie

W^T_l := W^T |_F T_l

est~ izomorfizm F^T_l na H^{c2T} ; iz (26) sleduet ravenstvo

C^T_l = (W^T_l )^∗W^T_l . (30)

Fiksiruem ξ ∈ (0, T ); obratnyæ izomorfizm (W^T_l )^{−1} perevodit ortogonal~noe razloßenie H^{c2T} = H^{c2ξ} ⊕ H^{c2ξ}_⊥ v prØmu¸ summu

F^{T,ξ}_l ˙+F^{T,ξ}_{l [⊥]} = F^T_l , (31)

gde F^{T,ξ}_{l [⊥]} := (W^T_l )^{−1}H^{c2ξ}_⊥ . Ispol~zuØ sootnoxeniØ (22), (30), moßno proverit~ ravenstvo

F^{T,ξ}_{l [⊥]} = (C^T_l )^{−1}(F^T_l ⊖ F^{T,ξ}_l )

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 29 (⊖ – ortogonal~naØ raznost~ v F^T ). Pust~ P^{c2ξ} est~ (orto) proektor v H^{c2T} na H^{c2ξ}; ego deæstvie, oqevidno, svoditsØ k srezke:

(P^{c2ξ}a)(x) = { a(x), 0 < x < c_2ξ; 0, c_2ξ < x < c_2T. Pust~ P^ξ est~ (kosoæ) proektor v F^T_l na F^{T,ξ}_l parallel~no F^{T,ξ}_{l [⊥]} (operatornoe predstavlenie P^ξ sm. niße, formula (41)). V sootvetstvii s (31) imeem spleta¸wee sootnoxenie

W^T_l P^ξ = P^{c2ξ}W^T_l , 0 < ξ < T. (32)

Polezna sledu¸waØ toqka zreniØ na proektory P^ξ . Snabdim prostranstvo F^T_l novoæ metrikoæ

(f, g)_ΦT_l := (C^T_l f, g)_F T_l . (33)

Qerez Φ^T_l oboznaqim mnoßestvo F^T_l snabßennoe novoæ normoæ. Po izomorfnosti C^T_l , novaØ i staraØ normy ffkvivalentny. Vvedem operator vloßeniØ j : F^T_l → Φ^T_l . Iz opredeleniØ metriki (33) legko sleduet, qto W^T_l (j)^{−1} est~ unitarnyæ operator iz Φ^T_l na H^{c2T} , a jP^ξ (j)^{−1} est~ ortogonal~nyæ proektor v Φ^T_l na Φ^{T,ξ}_l := jF^{T,ξ}_l . Podqerknem, qto proektory P^ξ opredelØ¸tsØ funkcieæ otklika, poskol~ku poslednØØ opredelØet metriku v Φ^T_l .

1.6. AmplitudnaØ formula.

Kak netrudno videt~ iz predstavleniØ (21) dlØ volnovogo operatora, razryvnym upravleniØm otveqa¸t razryvnye volny i naoborot, priqem razryvy upravleniæ i voln svØzany prostymi sootnoxeniØmi. Seæqas, opiraØs~ na fftu svØz~, my vyrazim znaqeniØ voln qerez proektory P^ξ.

Fiksiruem ξ ∈ (0, T ) i vyberem gladkoe upravlenie f ∈ M^T ; soglasno (32) imeem ravenstvo

W^T P^ξ f = P^{c2ξ} u^f (·, T ). (34)

PravaØ qast~ ravenstva est~ srezka gladkoæ vektor-funkcii; ffta srezka razryvna pri x = c_2ξ i veliqina razryva ravna u^f (c_2ξ, T ). Kak vidno iz (34), sama srezka ØvlØetsØ volnoæ, poroßdennoæ upravleniem P^ξf. Prostoæ analiz ravenstva (21) pokazyvaet, qto komponenty upravleniØ P^ξ f obØzany imet~ razryv pri t =

30 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

T − ξ i t = T −^{c2}_{c1} ξ, priqem dlØ veliqin (amplitud) razryvov vypolneno sootnoxenie [(P^ξf)_1]_{T −} c2_{c1 ξ} =(u^f (c_2ξ, T ))_1,

[(P^ξf)_2]_{T −ξ} =(u^f (c_2ξ, T ))_2,

(35)

gde [g]_{t0} := g(t_0 + 0) − g(t_0 − 0) – skaqok funkcii g v toqke t_0.

1.7. ObratnaØ zadaqa: vosstanovlenie A, B po r, l.

V p.p. 1.2, 1.3 otmeqalsØ lokal~nyæ harakter zavisimosti funkcii otklika sistemy (1)–(3) i funkcii l, opredelØ¸weæ medlennye volny, ot kofffficientov A, B. Obratnoe sootvetstvie r, l =⇒ A, B takße okazyvaetsØ lokal~nym v sledu¸wem smysle.

Teorema 2. Pust~ A^′, B^′ i A^{′′}, B^{′′} sut~ kofffficienty dvuh si-

stem vida (1)–(3); r^′, l^′ i r^{′′}, l^{′′} sut~ ih funkcii otklika i funkcii, opredelØ¸wie medlennye volny. Togda pri l¸bom T > 0 iz ravenstv r^′(t) = r^{′′}(t), 0 < t < 2T ; l^′(t) = l^{′′}(t), 0 < t < T − c_2 c_1 T , sledu¸t ravenstva A^′(x) = A^{′′}(x), B^′(x) = B^{′′}(x), 0 < x < c_2T .

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo daetsØ v forme procedury,

vosstanavliva¸weæ paru A(x), B(x), v intervale (0, c_2T ) po r(t), 0 < t < 2T i po l(t), 0 < t < T −^{c2}_{c1} T :

(i) po funkcii otklika naædem svØzyva¸wiæ operator v sootvetstvii (27);

(ii) naædem proektory P^ξ , 0 < ξ < T ;

(iii) formula (35) pozvolØet vosstanovit~ volnu u^f (·, T ) ∈ N^{c2T} dlØ l¸bogo upravleniØ f ∈ M^T , qto ravnosil~no nahoßdeni¸ operatora W^T_l (sm.(22));

(iv) po (25) vosstanovim operator L = W^T_l^{d2}_{dt2} (W^T_l )^{−1} na N^{c2T} , qto ravnosil~no nahoßdeni¸ A(x), B(x) pri 0 < x < c_2T .

Teorema dokazana.

Takim obrazom, funkcii r|_{(0,2T )}, l|_{(0,T −} c2_{c1 T )}, odnoznaqno opredelØ¸t kofffficienty A, B na uqastke (0, c_2T ) poluosi x > 0, zametaemom medlennymi volnami k momentu t = T .

2. Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy 2.1. Plan dokazatel~stva.

Napomnim, qto neobhodimost~ usloviæ teoremy 1 uße ustanovlena v lemme 3. Proverka dostatoqnosti provoditsØ po sledu- ¸weæ sheme:

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 31 a) DlØ zadannoæ matricy-funkcii r(t), 0 < t < 2T , udovletvorØ¸weæ usloviØm teoremy 1, vyberem proizvol~no skalØrnu¸ funkci¸ l(t), 0 < t < T −^{c2}_{c1} T . Po pare r, l, sleduØ procedure (i)– (iv), budut naædeny dve matricy-funkcii A(x), B(x), 0 < x < c_2T .

b) Funkcii A, B, kak kofffficienty, opredelØ¸t funkci¸ otklika sootvetstvu¸weæ 2-DS vida (1)–(3) pri vremenah t < 2^{c2}_{c1} T ; budet pokazano, qto ffta f.o. sovpadaet s r | (0,2^c2_c1 T ).

v) IshodnaØ funkciØ r prodolßaetsØ s intervala (0, 2T ) na interval (0, 2T^′), T^′ :=^{c1}_{c2} T s sohraneniem poloßitel~noæ opredelennosti operatora (6); funkciØ l proizvol~no prodolßaetsØ s intervala (0, T −^{c2}_{c1} T ) na (0, T^′ −^{c2}_{c1} T^′).

g) Sposobom, opisannym v a), po prodolßennym r, l nahodØtsØ kofffficienty A(x), B(x), 0 < x < c_2T^′ = c_1T , ØvlØ¸wiesØ prodolßeniØmi postroennyh ranee. Prodolßennye A, B opredelØ¸t 2-DS i sootvetstvu¸wu¸ f.o. pri vremenah 0 < t < 2T ; pokazyvaetsØ, qto ffta f.o. sovpadaet s ishodnoæ funkcieæ r | (0,2T ).

2.2. Prostranstva i proektory.

Pust~ zadannaØ pri 0 6 t 6 2T funkciØ r(t) udovletvorØet usloviØm teoremy 1. Na intervale 0 6 t 6 T − c_2 c_1

T proizvol~no

vyberem i fiksiruem gladku¸ skalØrnu¸ funkci¸ l = l(t).

Po l v prostranstve F^T = L^2 ( (0, T ); R^2 ) opredelim podprostranstvo F^T_l i v nem semeæstvo podprostranstv F^{T,ξ}_l , 0 6 ξ 6 T (sm. p. 1.3). Po r opredelim operator C^T (sm. (6)); pust~ C^T_l est~ ego blok v F^T_l (sm. p. 1.5). Vvedem v prostranstve F^T_l novu¸ metriku Φ^T_l soglasno (33), Poskol~ku C^T – izomorfizm, to novaØ metrika ffkvivalentna ishodnoæ.

Vvedem semeæstvo podprostranstv F^{T,ξ}_{l [⊥]}

F^{T,ξ}_{l [⊥]} := ( C^T_l )_{−1} ( F^T_l ⊖ F^{T,ξ}_l ) . Legko videt~, qto F^{T,ξ}_{l [⊥]} est~ ortogonal~noe dopolnenie k F^{T,ξ}_l v novoæ metrike, a prostranstvo F^T_l raspadaetsØ v prØmu¸ summu

F^T_l = F^{T,ξ}_l^.+ F^{T,ξ}_{l [⊥]} (36)

s nenulevym uglom meßdu podprostranstvami. Pust~ P^ξ est~ (kosoæ) proektor v F^T_l na F^{T,ξ}_l parallel~no F^{T,ξ}_{l [⊥]}. V ffkvivalentnyh

32 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV terminah, P^ξ est~ ortogonal~nyæ proektor v Φ^T_l na Φ^{T,ξ}_l (sm. p. 1.5). V silu (36) on ograniqen v F^T_l .

Opixem, kak deæstvu¸t proektory P^ξ. DlØ fftogo poloßim α(ξ) := T − ξ, β(ξ) := T −^{c2}_{c1} ξ i vvedem operatory svertki

(L^ξφ)(t) := t∫ α(ξ) l(t − τ )φ(τ )dτ, t ∈ [α(ξ), β(ξ)]. Lemma 4. DlØ f ∈ F^T_l i ξ ∈ (0, T ) spravedlivo predstavlenie ( P^ξf ) (t) = 0, 0 < t 6 α(ξ), ( L^ξf_2

f_2 ) (t) + ∫_{β(ξ)} 0 P_1(t, s)f(s) ds, α(ξ) < t 6 β(ξ), f(t) + ∫_{β(ξ)} 0 P_2(t, s)f(s) ds, β(ξ) < t 6 T, (37) v kotorom P_1(t, s) i P_2(t, s) sut~ kusoqno gladkie Ødra, gladkie vne diagonali t = s i prØmoæ s = α(ξ).

Nabrosok dokazatel~stva. Zapixem usloviØ, harakterizu¸-

wie fflementy F^{T,ξ}_l qerez qerez operator L^ξ

F^{T,ξ}_l := {f ∈ F^T_l | f = 0, t < α; f_1(t) = (L^ξf_2)(t), α < t < β}. (38)

Ispol~zuØ svØz~ meßdu komponentami funkciæ iz F^{T,ξ}_l , netrudno pokazat~, qto funkcii iz F^T ⊖ F^{T,ξ}_l harakterizu¸tsØ sootnoxeniØmi f_2(t) = − ( (L^ξ)^∗f_1 ) (t), α(ξ) < t 6 β(ξ), f(t) = 0, β(ξ) < t. (39)

Pust~ X^{T,ξ}_l est~ ortoproektor na F^{T,ξ}_l v prostranstve F^T_l . ZapisyvaØ f v vide f = f^ξ +f^ξ_⊥, f^ξ ∈ F^{T,ξ}_l , f^ξ_⊥ ∈ F^T_l ⊖F^{T,ξ}_l , i uqityvaØ sootnoxeniØ (38), (39), moßno poluqit~ predstavlenie ( X^{T,ξ}_l f ) (t) =

= 0, 0 < t 6 α(ξ), ( L^ξ [ 1 + (L^ξ)^∗L^ξ ]_{−1} [ (L^ξ)^∗f_1 + f_2 ] (t) [ 1 + (L^ξ)^∗L^ξ ]_{−1} [ (L^ξ)^∗f_1 + f_2 ] (t) ) , α(ξ) < t 6 β(ξ), f(t), β(ξ) < t < T. (40)

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 33 Otmetim, qto vhodØwiæ v (40) obratnyæ operator moßno predstavit~ v vide [ 1 + (L^ξ)^∗L^ξ ]_{−1} = 1 + K,

gde K – integral~nyæ operator s kusoqno-gladkim Ødrom, gladkim vne diagonali.

Budem iskat~ otveqa¸wee (36) razloßenie f ∈ F^T_l v vide

f = g^ξ + g^ξ_{[⊥]}, g^ξ = P^ξ f ∈ F^{T,ξ}_l , g^ξ_{[⊥]} ∈ F^{T,ξ}_{l [⊥]}.

Ispol~zuØ svØzi meßdu komponentami, harakterizu¸wie fflementy F^{T,ξ}_l i F^{T,ξ}_{l [⊥]}, moßno naæti g^ξ i g^ξ_{[⊥]} i pridti k predstavleni¸ (37). Harakter gladkosti Øder P_1 i P_2 ustanavlivaetsØ bolee podrobnym i ves~ma gromozdkim analizom, kotoryæ my opuskaem.

Proektory P^ξ dopuska¸t poleznoe operatornoe predstavlenie. Vvedem operator vloßeniØ e^ξ podprostranstva F^{T,ξ}_l v F^T_l ; pri fftom (e^ξ)^∗e^ξ = 1; e^ξ(e^ξ )^∗ = X^{T,ξ}_l . Otmetim, qto deæstvie operatora (e^ξ)^∗ : F^T_l → F^{T,ξ}_l opisyvaetsØ dvumØ poslednimi strokami (40). Operator (e^ξ )^∗C^T_l e^ξ est~ blok operatora C^T_l v podprostranstve F^{T,ξ}_l ; fftot blok ØvlØetsØ poloßitel~nym izomorfizmom. Spravedlivo predstavlenie

P^ξ = e^ξ [ (e^ξ)^∗C^T_l e^ξ ]_{−1} (e^ξ)^∗C^T_l . (41)

DlØ proverki dostatoqno ubedit~sØ, qto pravaØ qast~ (41) obladaet harakteristiqeskimi svoæstvami: (P^ξ)^2 = P^ξ , Ker P^ξ = F^{T,ξ}_{l [⊥]}, Ran P^ξ = F^{T,ξ}_l .

2.3. Operator W^T_l .

V p. 1.6 bylo ustanovleno sootnoxenie (35), pozvolØ¸wee vosstanavlivat~ volny po proektoram P^ξ . �to sootnoxenie motiviruet privodimoe niße opredelenie operatora, kotoryæ sygraet rol~ volnovogo operatora sistemy, konstruiruemoæ po ishodnoæ funkcii r.

Opredelim operator W^T_l : F^T_l → H^{c2T}

(W^T_l f)(x) := ( [ (P^ξf)_1 ] β(ξ) [ (P^ξ f)_2 ] α(ξ) ) | | |_{ξ=x/c2} , 0 < x < c_2T ; (42)

34 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV iz predstavleniØ dlØ P^ξ (37) sleduet, qto W^T_l korrektno opredelen. Ispol~zuØ (37) netrudno pridti k predstavleni¸

(W^T_l f)(x) = ( f_1(T − x/c_1) f_2(T − x/c_2) ) + T −x/c1 ∫ 0 w_l(x, t)f(t) dt, (43) s kusoqno-gladkim matriqnym Ødrom w_l, gladkim vne harakteristiki t = T − x/c_2.

Vvedennyæ operator W^T_l spletaet P^ξ s proektorami-srezkami (sr. s (32)).

Lemma 5. Spravedlivo sootnoxenie

W^T_l P^ξ = P^{c2ξ}W^T_l , 0 < ξ < T. (44)

Dokazatel~stvo. Proverim (44) na gladkih funkciØh. Fiksi-

ruem ξ ∈ (0, T ). Poskol~ku semeæstvo P^ξ – vozrasta¸wee, to pri ξ < x/c_2 =: τ imeem P^τ P^ξ = P^ξ , qto vleqet

(W^T_l P^ξf)(x) = ( [ (P^τ P^ξ f)_1 ] β(τ) [ (P^τ P^ξf)_2 ] α(τ) ) = ( [ (P^ξ f)_1 ] β(τ) [ (P^ξf)_2 ] α(τ) ) . DlØ nepreryvnoæ f vektor-funkciØ P^ξf moßet imet~ razryvy lix~ v toqkah α(ξ) i β(ξ), priqem ee pervaØ komponenta v t = α(ξ) nepreryvna. Sledovatel~no, (P^ξf)_1 nepreryvna v t = β(τ ) < β(ξ), a vtoraØ komponenta (P^ξf)_2 ravna nul¸ v okrestnosti t = α(τ ) < α(ξ). Pofftomu skaqki v pravoæ qasti poslednego ravenstva sut~ nulevye i (W^T_l P^ξf)(x) = 0, x > c_2ξ. (45)

Analogiqno, pri ξ > x/c_2 = τ poluqaem P^τ P^ξ = P^τ , qto vleqet

(W^T_l P^ξf)(x) = ( [ (P^τ P^ξ f)_1 ] β(τ) [ (P^τ P^ξf)_2 ] α(τ) ) = ( [(P^τ f)_1]_{β(τ)} [(P^τ f)_2]_{α(τ)} ) , to est~, (W^T_l P^ξf)(x) = (W^T_l f)(x), x < c_2ξ. (46)

Iz (45), (46) poluqaem (44). Lemma dokazana.

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 35

Lemma 6. Spravedlivo sootnoxenie

C^T_l = (W^T_l )^∗W^T_l . (47)

Dokazatel~stvo. Voz~mem proizvol~nu¸ toqku ξ ∈ (0, T ). Iz

(44) poluqaem, umnoßaØ sprava na (C^T_l )^{−1}(W^T_l )^∗: W^T_l P^ξ (C^T_l )^{−1}(W^T_l )^∗ = P^ξW^T_l (C^T_l )^{−1}(W^T_l )^∗. (48) S drugoæ storony, umnoßaØ sootnoxenie, soprØßennoe k (44), sleva na W^T_l (C^T_l )^{−1}, poluqaem W^T_l (C^T_l )^{−1}(P^ξ )^∗(W^T_l )^∗ = W^T_l (C^T_l )^{−1}(W^T_l )^∗P^ξ. (49) Ispol~zuØ (41) legko pokazat~, qto C^T_l P^ξ = (P^ξ)^∗C^T_l , otkuda P^ξ (C^T_l )^{−1} = (C^T_l )^{−1}(P^ξ )^∗. (50) Teper~ iz (50) sleduet, qto levye qasti (48), (49) sovpada¸t.

Pofftomu operator Θ := W^T_l (C^T_l )^{−1}(W^T_l )^∗ kommutiruet s P^ξ. Iz kommutacii, po Spektral~noæ Teoreme [3], vytekaet, qto Θ est~ operator umnoßeniØ na matricu-funkci¸. S drugoæ storony, iz vida operatorov W^T_l , C^T_l , (W^T_l )^∗ (sm. (6), (43)) moßno poluqit~ predstavlenie

W^T_l (C^T_l )^{−1}(W^T_l )^∗ = 1 + Integral~nyæ operator.

Oqevidno, qto ffto vozmoßno lix~ pri Θ = 1. Lemma dokazana.

Otmetim, qto (47) oznaqaet, qto W^T_l ØvlØetsØ unitarnym operatorom v Φ^T_l -metrike (sr. s p. 1.5).

Lemma 7. Operator W^T_l ØvlØetsØ izomorfizmom F^T_l na H^{c2T} i

pri l¸bom ξ ∈ [0, T ] vypolneno ravenstvo W^T_l F^{T,ξ}_l = H^{c2ξ}. (51)

Dokazatel~stvo. Kak vidno iz (43), operator W^T_l predstavlØ-

et soboæ summu izomorfnogo otobraßeniØ i kompaktnogo operatora. V silu fftogo RanW^T_l zamknut, a defekt H^{c2T} ⊖ RanW^T_l =

36 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV Ker(W^T_l )^∗_l , ne bolee qem koneqnomeren. Pokaßem, qto nenulevoæ defekt nevozmoßen. Iz (44) sleduet, qto

(P^ξ)^∗(W^T_l )^∗ = (W^T_l )^∗P^ξ, 0 < ξ < T,

otkuda vytekaet invariantnost~ podprostranstva Ker (W^T_l )^∗ otnositel~no srezok P^ξ. Poskol~ku ffto podprostranstvo koneqnomerno, to ono moßet byt~ pri fftom tol~ko nulevym i, znaqit, RanW^T_l = H^{c2T} . V silu predpoloßeniØ teoremy 1, C^T_l ØvlØetsØ izomorfizmom, i togda (47) daet Ker W^T_l = {0}. Sledovatel~no, W^T_l – izomorfizm.

Proverim (51). Iz spleteniØ (44) vytekaet vkl¸qenie W^T_l F^{T,ξ}_l ⊂ H^{c2ξ}. Pol~zuØs~ izomorfizmom W^T_l , umnoßim (44) na (W^T_l )^{−1} sleva i sprava, poluqaem

P^ξ(W^T_l )^{−1} = (W^T_l )^{−1}P^ξ,

qto daet (W^T_l )^{−1}H^{c2ξ} ⊂ F^{T,ξ}_l , to est~, protivopoloßnoe vkl¸qenie. Lemma dokazana.

Nam dalee ponadobitsØ

Lemma 8. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ C^([0, T ]; R^{2)} ∩ F^T_l spravedlivo

sootnoxenie (W^T_l f)(+0) = f(T ). (52)

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto proektor P^ξ moßet byt~ zapisan

v vide P^ξ = X^{T,ξ}_l + K^ξ, (53)

gde K^ξ est~ integral~nyæ operator s kusoqno-gladkim Ødrom. V samom dele, dlØ bloka operatora C^T_l imeem

(e^ξ )^∗C^T_l e^ξ = √ ρ1 + K^ξ_1 ;

sootvetstvenno, obratnyæ k nemu imeet predstavlenie [ (e^ξ )^∗C^T_l e^ξ ]_{−1} = √ ρ^{−1}1 + K^ξ_2 . (54)

ObrawaØs~ k operatornomu predstavleni¸ (41) proektora P^ξ i uqityvaØ sootnoxenie e^ξ(e^ξ )^∗ = X^{T,ξ}_l , netrudno pridti k (53).

Rassmotrim poluqennoe predstavlenie pri ξ → 0. Iz vida (6) operatora C^T imeem

C^T (T, s) = 0, s ∈ [0, T ]. (55)

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 37 Poskol~ku operator K^ξ_1 opredelØetsØ znaqeniØmi Ødra C^T (T, s) pri α(ξ) < t < T (to est~ pri t blizkih k T ), to norma operatora K^ξ_1 , kak operatora v L^∞ ( (α(ξ), T ); R^2) ) est~ o(1) pri ξ → 0.

Poslednee vleqet ‖K^ξ_2 ‖ = o(1), qto privodit k asimptotike ‖K^ξ‖_∞ = o(1).

Vyberem nepreryvnu¸ funkci¸ f i rassmotrim (W^T_l f)(x) pri x → 0 (sm. opredelenie (42)). Iz predstavleniØ (40), s uqetom malosti ‖L^ξ‖_∞, netrudno poluqit~ ( X^{T,ξ}_l f ) (t) = 0, 0 < t 6 α(ξ), ( 0 f_2 ) + o(1), α(ξ) < t 6 β(ξ), f(t), β(ξ) < t < T. Teper~ ravenstvo (52) izvlekaetsØ iz asimptotiki P^ξ = X^{T,ξ}_l + o(1). Lemma dokazana.

2.4. Operator (W^T_l )^{−1}.

Vvedem oboznaqeniØ. Pust~ funkciØ b = b(x) zadana na intervale (0, c_2T ); qerez b̃(t) oboznaqim prodolßenie b nulem na [c_2T, ∞). DlØ vektor-funkcii a(x), 0 < x < c_2T poloßim

â(t) := ( ã_1 (c_1(T − t)) a_2 (c_2(T − t)) ) , 0 < t < T. Lemma 9. Spravedlivo predstavlenie ( (W^T_l )^{−1}a ) (t) = â(t) + c2T∫ c2(T −t) w^{(−1)}(t, x)a(x) dx, (56)

s matriqnym Ødrom w^{(−1)}, gladkim vne harakteristiki t = T − x/c_1. Shema dokazatel~stva. Iz predstavleniØ (43) nesloßno polu-

qit~ vid soprØßennogo operatora ( (W^T_l )^∗a ) (t) = √ ρâ(t) + c2T∫ 0 w^∗(t, x)a(x) dx, s Ødrom, gladkim vne harakteristik t = T − x/c_1, t = T − x/c_2, i vne prØmoæ t = β(T ) = T − c_2 c_1 T .

38 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

Iz (47) imeem

(W^T_l )^{−1} = (C^T_l )^{−1}(W^T_l )^∗;

ispol~zuØ (54) (pri ξ = T ) dlØ (C^T_l )^{−1}, netrudno poluqit~ predstavlenie ( (W^T_l )^{−1}a ) (t) = â(t) + c2T∫ 0 w^{(−1)}(t, x)a(x) dx, (57) s Ødrom w^{(−1)} gladkim tam ße, gde i w^∗.

Iz lemmy 7 imeem (W^T_l )^{−1}H^{c2ξ} = F^{T,ξ}_l , ξ < T , qto vozmoßno lix~ v tom sluqae kogda nißniæ predel v integrale raven c_2(T − t). Pokaßem, qto Ødro w^{(−1)} ØvlØetsØ gladkim pri t = β(T ). Dokazatel~stvo provedem ot protivnogo: pust~ w^{(−1)}(t, s) imeet na prØmoæ t = β(T ) razryv pervogo roda (sluqaæ razryva proizvodnyh rassmatrivaetsØ analogiqno). Togda naædetsØ gladkaØ funkciØ a = a(x), annuliru¸waØsØ vblizi x = c_2T (to est~, a ∈ H^{c2ξ} s nekotorym ξ) i takaØ, qto funkciØ f = (W^T_l )^{−1}a imeet pri t = β(T ) razryv pervogo roda. V silu lemmy 7 f ∈ F^{T,ξ}_l ; pofftomu pri t < β(T ) komponenty funkcii f budut svØzany svertkoæ. Sledovatel~no, razryvnoæ pri t = β(T ) budet tol~ko komponenta f_2, a komponenta f_1 okaßetsØ nepreryvnoæ. Iz predstavleniØ (43) dlØ prØmogo operatora W^T_l imeem

a_2(x) = f_2(T − x/c_2) + T −x/c1 ∫ 0 [w(x, t)f(t)]_2 dt, i pri otmeqennom haraktere gladkosti komponent f komponenta

a_2 imeet razryv v toqke x = c^2 c_1

T , qto protivoreqit predpoloßeni¸ o gladkosti a. Lemma dokazana.

Napomnim, qto gladkie linealy v F^T_l i H^{c2T} vvedeny v p. 1.4 opredeleniem (23). Poleznym sledstviem predstavleniæ (43), (56) okazyvaetsØ takoæ rezul~tat.

Lemma 10._{W T}

l M^{T,ξ} = N^{c2ξ}, W^T_l M^T = N^T . (58)

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 39

Dokazatel~stvo. RazbivaØ integral v (43) na integraly po

promeßutkam [0, T − x/c_2] i [T − x/c_2, T − x/c_1], poluqim predstavlenie integral~noæ qasti W^T_l v vide integral~nyh operatorov s gladkimi Ødrami; iz fftogo predstavleniØ legko sleduet vkl¸- qenie W^T_l M^{T,ξ} ⊂ N^{c2ξ} . Tem ße priemom dlØ operatora (W^T_l )^{−1} ustanavlivaetsØ obratnoe vkl¸qenie. Lemma dokazana.

2.5. Operator L.

Vvedem operator L : H^{c2T} → H^{c2T} , DomL = N^T (sm. (24)).

L := W^T_l d^2 dt^2 (W^T_l )^{−1} (59)

UbedimsØ v korrektnosti fftogo opredeleniØ. Poskol~ku komponenty funkciæ φ ∈ M^T svØzany svertkoæ, to linealy M^{T,ξ}, M^T invariantny otnositel~no differencirovaniØ po t: d dt M^{T,ξ} ⊂ M^{T,ξ}. (60) Pofftomu funkcii iz^{d2}_{dt2} (W^T_l )^{−1}N^T =^{d2}_{dt2} M^T popada¸t v oblast~ opredeleniØ operatora W^T_l .

Lemma 1. DlØ operatora L spravedlivo predstavlenie L = ρ^{−1} [ d^2 dx^2 − A(x) d dx − B(x) ] (61)

s gladkimi kofffficientami A, B udovletvorØ¸wimi usloviØm (4).

Shema dokazatel~stva. PodstavlØØ (43), (56) v (60) i integri-

ruØ po qastØm, v rezul~tate ves~ma dlinnyh vykladok poluqaem: ( La ) (x) = ρ^{−1} [ d2 dx^2 a(x) − A(x) d dx a(x) − B(x)a(x)+ +E_1(x)ã( c_1 c_2 x)E_2(x) d dx ã( c_1 c_2 x) + G_1(x)a( c_2 c_1 x)G_2(x) d dx a( c_2 c_1 x)+

+ c2T∫ 0 Z(x, ξ)a(ξ) dξ ] , (62)

(ã opredeleno v p. 2.4), gde A, B, E_1, E_2, G_1, G_2 sut~ gladkie na [0, c_2T ] matricy-funkcii, a Ødro Z ØvlØetsØ gladkim vne prØmyh x = ξ, x =^{c1}_{c2} ξ, i x =^{c2}_{c1} ξ.

40 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

Pokaßem, qto E_1 = E_2 = G_1 = G_2 ≡ 0; Z ≡ 0. �tot fakt budet sledovat~ iz lokal~nosti operatora L ponimaemoæ v sledu¸wem smysle: vkl¸qenie supp a ⊂ [x_1, x_2] ⊂ [0, c_2T ], vleqet supp La ⊂ [x_1, x_2]. Proverim lokal~nost~.

Iz opredeleniØ L i sootnoxeniæ (58), (60) poluqaem, qto LN^{c2ξ} ⊂ N^{c2ξ}, to est~, L ne rasxirØet nositel~ funkciæ vpravo.

Pokaßem, qto on ne rasxirØet nositel~ funkciæ vlevo. Vyberem a : supp a ⊂ [c_2ξ, c_2T ], to est~ a ⊥ H^{c2ξ}. Voz~mem funkci¸ f ∈ M^{T,ξ}, annuliru¸wu¸sØ vblizi t = T ; mnoßestvo takih funkciæ f plotno v F^{T,ξ}_l . Iz plotnosti vytekaet, qto obrazy W^T_l f plotny v H^{c2ξ}. DlØ g := (W^T_l )^{−1}a, imeem ravenstva

(W^T_l f, La)_Hc_2 T =< sm. (59) >=

= (W^T_l f, W^T_l d^2 dt^2 g)_Hc_2 T =< sm. (47) >= (C^T_l f, d^2 dt^2 g)_F T_l .

(63)

Iz predstavleniØ (6) operatora C^T , uqityvaØ (55), (40), poluqaem (C^T_l f)(T ) = (C^T f)(T ) = √ρf(T ) = 0. Iz (52) imeem g(T ) = a(0) = 0; krome togo f i g annuliru¸tsØ vblizi t = 0 kak fflementy lineala M^T . Iz privedennyh svoæstv f i g integrirovaniem po qastØm vyvoditsØ ravenstvo (C^T_l f, d^2 dt^2 g)_F T_l = (C^T_l d^2 dt^2 f, g)_F T_l . (64)

Iz (63), (64) imeem

(W^T_l f, La)_Hc_2 T = (C^T_l d^2 dt^2 f, g)_F T_l = (W^T_l d^2 dt^2 f, a)_Hc_2 T = 0

v silu (58), (60). Ots¸da La ⊥ H^{c2ξ}; sledovatel~no, supp La ⊂ [c_2ξ, c_2T ], to est~, operator L ne rasxirØet nositel~ funkcii vlevo.

Itak, L – lokal~nyæ operator; iz lokal~nosti legko sleduet, qto v predstavlenii (62) annuliru¸tsØ vse qleny krome pervyh treh.

Proverim simmetriqnost~ L. Vyberem u, v prinadleßawie N^T i udovletvorØ¸wie usloviØm u(0) = v(0) = 0. Esli poloßit~ f = (W^T_l )^{−1}u, g = (W^T_l )^{−1}v, to iz (52) sleduet, qto f(T ) = g(T ) = 0; krome togo, f i g annuliru¸tsØ vblizi t = 0 kak fflementy M^T . IntegriruØ po qastØm moßno pokazat~, qto dlØ takih f i

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 41 g vypolneno sootnoxenie (64), v silu kotorogo

(Lu, v)_Hc_2 T = (C^T d^2 dt^2 f, g)_F T_l = (C^T f, d^2 dt^2 g)_F T_l = (u, Lv)_Hc_2 T .

Sledovatel~no, operator L samosoprØßen po Lagranßu. Poslednee vozmoßno tol~ko v tom sluqae, kogda kofffficienty A i B udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ (4). Lemma dokazana.

2.6. DvuhskorostnaØ sistema.

Oboznaqim T_0 := c_2 c_1

T ; po naædennym pri 0 < x < c_2T kofffficientam A, B sostavim sistemu vida (7)–(9)

ρu_{tt} − u_{xx} + Au_x + Bu = 0, 0 < x < c_1T_0, 0 < t < 2T_0 − x c_1 ; (65) u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0; (66) u|_{x=0} = f; (67)

pust~ u = ũ^f (x, t) est~ ee rexenie; r̃(t), 0 < t < 2T_0 – funkciØ otklika; W̃^{T0} , C̃^{T0} sut~ volnovoæ i svØzyva¸wiæ operatory sootvetstvu¸weæ 2-DS. Pokaßem, qto r̃ = r|_{(0,2T0)}.

Rassmotrim vspomogatel~nye operatory: π^{T T0} : F^{T0} → F^T_l , ( π^{T T0} f ) (t) := { 0, 0 < t < T − T_0; f (t − (T − T_0)) , T − T_0 < t < T ;

T^T_{T −τ} : F^T_l → F^T_l (τ – parametr: 0 < τ < T_0), ( T^T_{T −τ} f ) (t) := f (t − (T − τ )) , 0 < t < T (0 < τ < T_0) (napomnim, qto f(t) ≡ 0 pri t < 0); otmetim, qto kompoziciØ T^T_{T −τ} π^{T T0} : F^{T0} → F^T_l korrektno opredelena. Opredelim funkci¸

u^f (x, τ ) := ( W^T_l T^T_{T −τ} π^{T T0} f ) (x), 0 < x < c_2T = c_1T_0 (0 < τ < T_0);

ispol~zuØ (59), (61), netrudno pokazat~, qto ona udovletvorØet sisteme

ρu_{ττ} − u_{xx} + Au_x + Bu = 0, 0 < x < c_1T_0, 0 < t < T_0; (68) u|_{τ=0} = u_τ |_{τ=0} = 0; (69) u|_{x=0} = f; (70)

42 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV pri fftom graniqnoe uslovie (70) sleduet iz (52). Iz zadaq (65)– (67) i (68)–(70) vidno, qto pri sovpadenii upravleniæ pri 0 < t < T_0 rexeniØ ũ^f i u^f sovpada¸t pri (x, t) ∈ (0, c_1T_0) × (0, T_0). Iz ravenstva rexeniæ vytekaet operatornoe ravenstvo W̃^T0 = W^T_l π^{T T}0 ,

po kotoromu imeem:

C̃^T0 = (W̃^T0 )^∗W̃^T0 = (π^{T T}0 )^∗(W^T_l )^∗W^T_l (π^{T T}0 )^∗ =< sm. (47) >=

= (π^{T T0} )^∗C^T_l (π^{T T0} )^∗ = (π^{T T0} )^∗C^T (π^{T T0} )^∗. (71) �to sootnoxenie pokazyvaet. qto C̃^{T0} sovpadaet s blokom C^T v podprostranstve F^{T,T0} := L^2 ( (T_0, T ); R^2 ) . VyraßaØ C̃^{T0} qerez f.o.

r̃ (sm. (27)) i ispol~zuØ predstavlenie (6) dlØ C^T , iz (71) imeem: √ ρf(t) + T∫ 0 1 2 2T −t−s ∫ |t−s| r̃(η)dη f(s)ds =

= √ ρf(t) + T∫ 0 1 2 2T −t−s ∫ |t−s| r(η)dη f(s)ds, 0 < t < T0, pri l¸bom f ∈ F^{T T0} . Sledovatel~no, Ødra integral~nyh operatorov sovpada¸t, otkuda legko vyvoditsØ

r̃(t) = r(t), 0 < t < 2T_0 = 2 c_2 c_1 T. Itak, po ishodnoæ funkcii r(t), 0 < t < 2T , skonstruirovana 2-DS (68)–(70), oblada¸waØ funkcieæ otklika, sovpada¸weæ s r pri vremenah t < 2 c_2 c_1

T . Predpoloßim, qto nam udalos~ pro-

dolßit~ r s [0, 2T ] na [0, 2T^′] pri T^′ :=^{c1}_{c2} T s sohraneniem usloviæ teoremy 1, to est~ takim obrazom qto operator C^T 0 poloßitel~no opredelen v F^T 0 . Takie prodolßeniØ my budem nazyvat~ ffrmitovo-poloßitel~nymi. V takom sluqae, povtorØØ proceduru p.p. 2.2–2.6, my postroim 2-DS, funkciØ otklika kotoroæ sovpadaet s r uße pri t < 2^{c2}_{c1} T^′ = 2T . Sledovatel~no, dokazatel~- stvo teoremy 1 svedeno k voprosu o suwestvovanii ukazannogo prodolßeniØ. Otmetim, qto vopros voshodit k probleme prodolßeniØ ffrmitovo–poloßitel~nyh funkciæ [8].

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 43

2.7. OdnoskorostnaØ DS.

DlØ ffrmitovo-poloßitel~nogo prodolßeniØ r ispol~zuetsØ vspomogatel~naØ sistema vida

u_{tt} − u_{xx} + V u = 0, x > 0, t > 0; (72)

u|_{t=0} = 0, u_t|_{t=0} = 0; (73)

u|_{x=0} = f; (74)

zdes~ ρ_1 = ρ_2 = 1 i V – gladkaØ simmetriqnaØ 2 × 2-matricafunkciØ (potencial). Privedem izvestnye fakty.

Sistema (72)–(74) imeet fundamental~noe rexenie U_0(x, t) = δ(t − x) ( 1 0 0 1 ) + Ũ_0(x, t);

ee f.o. r_0(t) := Ũ_{0 x}(0, t), t > 0 ØvlØetsØ gladkoæ i simmetriqnoæ. Po giperboliqnosti (72) znaqeniØ r_0(t) pri 0 < t < 2T opredelØ- ¸tsØ znaqeniØmi V (x) pri 0 < x < T . Rexit~ obratnu¸ zadaqu, t.e. vosstanovit~ V |_{(0,T )} po r|_{(0,2T )} moßno s pomow~¸ klassiqeskoæ tehniki uravneniæ Gel~fanda–Levitana–M. Kreæna [4] ili VS-metodom [1]. DlØ odnoskorostnyh sistem izvestna harakterizaciØ f.o. zadaqi (72)–(74).

Teorema 3. Pust~ T > 0. ZadannaØ pri 0 < t < 2T gladkaØ simme-

triqnaØ matrica-funkciØ ØvlØetsØ funkcieæ otklika sistemy (72)–(74) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli opredelØemyæ e¸ operator C^T_0 :

(C^T_0 f)(t) = f(t) + T∫ 0 C^T_0 (t, s)f(s)ds, 0 < t < T (75) s Ødrom

C^T_0 (t, s) := 1 2 2T −t−s ∫ |t−s| r_0(η)dη

poloßitel~no opredelen v L^2((0, T ); R^2).

�tot rezul~tat izvlekaetsØ iz raboty [4], v kotoroæ poluqena harakterizaciØ dannyh dinamiqeskoæ obratnoæ zadaqi rasseØniØ; ispol~zuØ prostu¸ svØz~ f.o. i dannyh rasseØniØ moßno

44 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV poluqit~ opisanie f.o., privedennoe vyxe. ImeetsØ i drugoæ sposob dokazat~ teoremu 3. DlØ fftogo dostatoqno povtorit~ dlØ sistemy (72)–(74) shemu p.p. 2.1–2.5, priqem rassmotreniØ suwestvenno uprowa¸tsØ.

2.8. Prodolßenie dannyh. Pust~ funkciØ r(t), 0 < t < 2T ta-

kova, qto operator C^T (sm. (6)) poloßitel~no opredelen; pust~ T^′ > T – proizvol~no zadannoe qislo. Procedura prodolßeniØ r sostoit v sledu¸wem:

(i) po r naædem funkci¸ r_0(t) = ρ^{−1/4}r(t)ρ^{−1/4}, 0 < t < 2T ; otveqa¸wiæ eæ operator C^T_0 = ρ^{−1/4}C^T ρ^{−1/4} imeet vid (75) i poloßitel~no opredelen;

(ii) po teoreme 3 funkciØ otklika r_0|_{(0,2T )} opredelØet potencial V |_{(0,T )} sistemy (72)–(74). Naædem V , rexiv sootvetstvu¸wu¸ obratnu¸ zadaqu;

(iii) vyberem gladkoe prodolßenie V^′ potenciala V |_{(0,T )} na interval 0 < x < T^′; potencialu V^′|_{(0,T} 0_) otveqaet f.o. r^′_0|_{(0,2T} 0_) sistemy (72)–(74), ØvlØ¸waØsØ rasxireniem r_0; funkcii otklika r^′_0 otveqaet poloßitel~no opredelennyæ operator C^T

0_0 ; (iv) funkciØ r^′(t) := ρ^{1/4}r^′_0(t)ρ^{1/4}, 0 < t < 2T^′, sovpadaet s r pri 0 < t < 2T ; eæ sootvetstvuet poloßitel~no opredelennyæ operator C^T 0 = ρ^{1/4}C^T 0_0 ρ^{1/4}; to est~ my postroili ffrmitovopoloßitel~noe prodolßenie r.

Dokazatel~stvo teoremy 1 zaverxeno.

2.9. Kommentarii. Iz naxih rassmotreniæ sleduet, qto par

{A, B}|_{(0,c1T )}, kotorym otveqaet odna i ta ße f.o. r|_{(0,2T )} beskoneqno mnogo. KaßdaØ takaØ para opredelØetsØ, vo pervyh, ffrmitovo-poloßitel~nym prodolßeniem r na dopolnitel~nyæ promeßutok (2T, 2^{c1}_{c2} T ] i, vo vtoryh, vyborom funkcii l na promeßutke (0,^{c1}_{c2} T −T ). Koroqe govorØ, pary A, B parametrizu¸tsØ prodolßeniem r i vyborom l. �tot fakt soglasuetsØ s izvestnym v obratnyh zadaqah principom podsqeta parametrov: para A, B, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (4) i para r, l opisyva¸tsØ odnim i tem ße qislom nezavisimyh skalØrnyh funkciæ (qetyr~mØ).

V svØzi s upomØnutym principom estestvenen sledu¸wiæ vopros: moßno li po f.o. vosstanovit~ paru vida (0, B) s simmetriqnym B. Zdes~ my hoteli by anonsirovat~ sledu¸wiæ rezul~tat “v malom”.

HARAKTERIZACI˚ DANNYH 45

Teorema 4. Pust~ dvum param (0, B^′)|_{(0,c1T )} i (0, B^{′′})|_{(0,c1T )} otve-

qaet odna i ta ße funkciØ otklika r|_{(0,2T )}; togda suwestvuet (dostatoqno maloe) x_∗, takoe, qto B^′(x) = B^{′′}(x), 0 < x < x_∗.

Literatura

1. S. A. Avdonin, M. I. Belixev, S. A. Ivanov, Graniqnoe upravlenie i matriqnaØ obratnaØ zadaqa dlØ uravneniØ ytt � yxx + v(x)y = 0. Matem.sbornik, 182(3) (1991), 307–331.

2. M. I. Belixev, Ob odnom podhode k mnogomernym obratnym zadaqam dlØ volnovogo uravneniØ. Dokl. AN SSSR, 297 (1987), 524–527.

3. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Izd-vo Lengosuniversiteta, Leningrad, 1980.

4. A. S. Blagovewenskiæ, O lokal~nom podhode k rexeni¸ dinamiqeskoæ obratnoæ zadaqi dlØ neodnorodnoæ struny. Trudy MIAN V.A. Steklova, 115 (1971), 28–38.

5. A. S. Blagovewenskiæ, O nesamosoprØßennoæ obratnoæ kraevoæ zadaqe v matriqnoæ forme dlØ giperboliqeskogo differencial~nogo uravneniØ. Problemy Mat. Fiz., vyp. 5 (1971) 38–61.

6. A. S. Blagoveschenskii, M. I. Belishev, and S. A. Ivanov, The two-velocity dynamical system: boundary control of waves and inverse problems. Wave Motion, 25(1) (1997), 83–107.

7. M. G. Kreæn, Ob odnom metode ffffektivnogo rexeniØ kraevoæ zadaqi obratnoæ. DAN SSSR, 94(6) (1954), 987–990.

8. M. G. Kreæn, O probleme prodolßeniØ ffrmitovo–poloßitel~nyh nepreryvnyh funkciæ. DAN SSSR, 26(1) (1940).

9. L. P. Nißnik, ObratnaØ zadaqa rasseØniØ dlØ giperboliqeskih uravneniæ.

Naukova Dumka, Kiev, 1991.

Belishev M. and Ivanov S. Characterization of data in the dynamical inverse problem for two-velocity system.

Dynamical inverse problem for a class of dynamical systems with two types of waves, which propagate with different velocities interacting with one another, is under consideration. A characteristic description of the inverse data (response function of system) is obtained; the set of systems which have a given response function is described.

Postupilo 19 i¸lØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN