Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

S. A. Nazarov

POGRANIQNYE SLOI I KRAEVYE USLOVI˚ XARNIRNOGO OPIRANI˚ DL˚ TONKIH PLASTIN

§1. Vvedenie

Obyqnoe matematiqeskoe izobraßenie tonkoæ uprugoæ plastiny Ω_h – cilindr ω × (−h/2, h/2), gde ω – dvumernaØ oblast~ (sredinnaØ ploskost~). Vnutri Ω_h zadaetsØ sistema uravneniæ teorii uprugosti, na osnovaniØh Σ^± = ω × {±h/2} vystavlØ¸tsØ usloviØ Neæmana, a na bokovoæ poverhnosti Γ_h = ∂ω ×(−h/2, h/2) – kakie-libo natural~nye usloviØ. Takoe geometriqeskoe uprowenie formulirovki zadaqi vstupaet v protivoreqie s primenØemymi na praktike sposobami krepleniØ plit – zadelka v paz, opiranie na podloßku (nahlest) i pr. Matematiqeskiæ analiz sootvetstvu¸wih inßenernyh zadaq do sih por ne provodilsØ. �to upuwenie, po mneni¸ avtora, vyzvano sledu¸weæ priqinoæ: mnogie razrabotannye podhody k issledovani¸ zadaq teorii plastin ili trebu¸t strogo cilindriqesku¸ strukturu dannyh zadaqi (naprimer, proekcionnye metody), ili okazyva- ¸tsØ nesposobnymi otrazit~ malye vozmuweniØ dannyh (tak nazyvaemye teoremy o shodimosti).

V dannoæ stat~e razvivaetsØ metod pograniqnogo sloØ (sm. [1– 6] i dr.), qto pozvolilo dat~ strogoe istolkovanie dvum principial~no vaßnym ffffektam. Vo-pervyh, udalos~ opisat~ vzaimodeæstvie osnovnyh sostoØniæ plastiny (“qistye” izgib i prodol~naØ deformaciØ), kotoroe garantirovanno isqezaet lix~ pri naliqii ploskosti uprugoæ simmetrii, no vsegda otsutstvuet v dvumernyh modelØh (v tom qisle i v tehniqeskoæ teorii odnorodnyh plastin; sm. [7, 8] i dr.). Vo-vtoryh, predstavleny vyvod i obosnovanie usloviæ xarnirnogo opiraniØ plastiny pri uzkoæ, xirinoæ O(h^{δ+1/2}), zony zawemleniØ ee kraØ, v kotoryh analiz ØvleniØ pograniqnogo sloØ priobretaet glavenstvu¸wee znaqenie. Nazvannye usloviØ otnosØtsØ k odnomu iz treh naibolee qasto upotreblØemyh tipov, odnako ih tradicionnaØ me- 228

POGRANIQNYE SLOI 229 haniqeskaØ interpretaciØ – ravenstvo nul¸ smeweniæ na rebre plastiny – neudovletvoritel~na s matematiqeskoæ toqki zreniØ (dlØ sistemy vtorogo porØdka zadaqa Soboleva s dannymi na odnomernom podmnogoobrazii nekorrektna). V [9] dlØ modelirovaniØ xarnirnogo opiraniØ predlagalis~ razliqnye kombinacii ustoæqivyh i estestvennyh kraevyh usloviæ na bokovoæ poverhnosti Γ_h (hard support i soft support), kotorye trudno voobrazimy v real~noæ konstrukcii i svØzany s izvestnym paradoksom (sm. [9–13] i dr.) dlØ mnogougol~nyh konturov. Otmetim, qto shema obosnovaniØ iz §6 prigodna lix~ pri gladkoæ granice ∂ω sredinnogo seqeniØ plastiny.

Obrisuem strukturu stat~i. V §2 privoditsØ postanovka zadaqi i sobrany vspomogatel~nye neravenstva, obespeqiva¸wie obosnovanie asimptotik. Sami asimptotiqeskie konstrukcii nahodØtsØ v §3. Tam ße pri minimal~nyh trebovaniØh k gladkosti pravyh qasteæ dana kvalificirovanaØ (v nekotorom smysle koffrcitivnaØ) ocenka toqnosti postroennogo priblißeniØ (teorema 3.6 i sledstvie 3.7). Ranee v [14–18] i dr. rassmatrivalis~ odnorodnye izotropnye ili strogo periodiqeskie plastiny, no zdes~ dopuskaetsØ proizvol~nye anizotropiØ i neodnorodnost~ v prodol~nyh i popereqnom napravleniØh (hotØ i ne ohvatyva¸tsØ rezul~taty [16]). V §4 izuqaetsØ pograniqnyæ sloæ, obrazu¸- wiæ sledu¸wiæ po porØdku qlen asimptotiki (sm. teoremu 4.9, ustanavliva¸wu¸, v qastnosti, asimptotiqesku¸ toqnost~ ocenok iz §3). Mladxie qleny asimptotiki obsußda¸tsØ v §5, gde k tomu ße poØsnØetsØ, kak konstruiruetsØ polnyæ asimptotiqeskiæ rØd dlØ rexeniØ u trehmernoæ zadaqi v ω (ranee v [19, §6], [20; teorema 16.4.7] i [21] polnye razloßeniØ formulirovalis~ tol~ko dlØ odnorodnyh plastin). Odnako osnovnym rezul~tatom §5 ØvlØetsØ teorema 5.10, v kotoroæ realizuetsØ nameqennyæ v [6, 22–24] podhod k formirovani¸ ob¨edinennoæ zadaqi, dostavlØ- ¸weæ dvuqlennu¸ asimptotiku rexeniØ u vne maloæ okrestnosti bokovoæ poverhnosti Γ_h. Ob¨edinennaØ zadaqa snabßaetsØ usloviØmi uprugoæ zadelki, soderßawimi integral~nye harakteristiki zadaqi o pograniqnom sloe, i stavitsØ v umen~xennoæ oblasti ω_h ⊂ ω (ploskoe izobraßenie plastiny, zawemlennoæ v paze). UsloviØ xarnirnogo opiraniØ razbira¸tsØ v §6, dlØ qego privleka¸tsØ dopolnitel~nye soobraßeniØ, poskol~ku zadaqa o pograniqnom sloe stanovitsØ singulØrno vozmuwennoæ (sm. [25–

230 S. A. NAZAROV 28] i [29, 30,20]).

§2. Postanovka zadaqi i vspomogatel~nye neravenstva 1. TonkaØ plastina. Pust~ ω – oblast~ na ploskosti R^2, ograniqennaØ prostym gladkim zamknutym konturom ∂ω, i

Ω_h = {x = (y, z) ∈ R^3 : y = (y_1, y_2) ∈ ω, |z| < h/2}, (2.1)

gde h – malyæ parametr. Masxtabirovaniem harakternyæ razmer oblasti ω svedem k ediniqnomu, tak qto koordinaty i tolwina h plastiny (2.1) stanut bezrazmernymi.

V okrestnosti kontura ∂ω opredelim estestvennye krivolineænye koordinaty s i n, gde s – dlina dugi vdol~ ∂ω i |n| – rasstoØnie do ∂ω, priqem n > 0 vnutri ω. Pust~ O_h – trubqataØ ch-okrestnost~ bokovoæ poverhnosti Γ_h = {x : y ∈ ∂ω, |z| < h/2} plastiny. ˚sno, qto

Ω_h ∩ O_h = {x ∈ O_h : η ≡ (h^{−1}n, h^{−1}z) ∈ Π}, (2.2)

Π = {η = (η_1, η_2) ∈ R^2 : η_1 > 0, |η_2| < 1/2}. (2.3)

Na granice ∂Π polupolosy (2.3) vydelim dugu γ(s), gladko zavisØwu¸ ot s ∈ ∂ω. Inymi slovami, γ(s) = –γ(s^0), gde s^0 – fiksirovannaØ toqka na ∂ω, a s¸r~ekciØ – : ∂ω × Π̄ → Π̄ – gladkaØ vektor-funkciØ peremennyh s i η. Poloßim γ_h = {x ∈ ∂Ω_h ∩ O_h : η ∈ γ(s), s ∈ ∂ω}. (2.4) Sqitaem, qto po mnoßestvu (2.4) plastina Ω_h ßestko zawemlena (na γ_h naznaqa¸tsØ odnorodnye usloviØ Dirihle). K ostal~- noæ qasti Σ_h = ∂Ω_h \ γ̄_h priloßeny vnexnie usiliØ, t.e. na Σ_h stavØtsØ kraevye usloviØ Neæmana. Dalee razliqaem dva sluqaØ. V pervom predpolagaem, qto dlina dugi mes_1γ(s) otdelena ot nulØ postoØnnoæ γ_0 > 0, ne zavisØweæ ot h. Obyqnoæ v praktike ØvlØetsØ situaciØ, v kotoroæ plastina zadelana v paz glubinoæ O(h). Imenno ee dalee i rassmatrivaem, sqitaØ, qto

γ(s) ⊃ {η : η_1 = 0, |η_2| < 1/2} ≡ Υ_0. (2.5)

Vo vtorom sluqae dlina dugi γ(s) predpolagaetsØ maloæ, sravnimoæ porØdku so stepen~¸ malogo parametra h. OgraniqimsØ rassmotreniem naibolee interesnoæ geometriqeskoæ kartiny: uzkaØ okrestnost~ nißnego rebra ∂ω^−_h = {x : y ∈ ∂ω, z =

POGRANIQNYE SLOI 231

−1/2} prikleena k absol¸tno ßestkomu vystupu (podloßke). Ta-

kim obarzom,

γ(s) = {η : η_2 = −1/2, 0 < η_1 < Hh^{δ+1/2}}, (2.6)

priqem parametry H > 0 i δ > 0 ne zavisØt ot h. Dalee proverØetsØ, qto trebovaniØ (2.5) i (2.6) privodØt k usloviØm ßestkogo zawemleniØ i xarnirnogo opiraniØ sootvetstvenno. 2. KraevaØ zadaqa. Vektor smeweniæ u interpretiruem kak stolbec (u_1, u_2, u_3)^t; t – znak transponirovaniØ. Vvedem stolbec deformaciæ

ε(u) = (ε_{11}, ε_{22}, α^{−1}ε_{12}, ε_{33}, α^{−1}ε_{23}, α^{−1}ε_{31})^t, (2.7)

sostavlennyæ iz dekartovyh komponent ε_{jk} = 2^{−1}(∂u_j /∂x_k +

∂u_k/∂x_j) tenzora deformaciæ. Mnoßitel~ α^{−1} = 2^{1/2} vveden v

(2.7) dlØ togo, qtoby sovpali estestvennye normy stolbca i tenzora deformaciæ. Spravedlivo ravenstvo

ε(u) = D(∇_x)^tu, (2.8)

gde ∇_x = grad , D(∇_x) – 3 × 6-matrica differencial~nyh operatorov, α = 2^{−1/2}, D(ξ) = ξ_1 0 αξ_2 0 0 αξ_3 0 ξ_2 αξ_1 0 αξ_3 0 0 0 0 ξ_3 αξ_2 αξ_1

. (2.9)

Zakon Guka zapisyvaetsØ v forme

σ(u) = Aε(u), (2.10)

gde σ(u) – analogiqnyæ (2.7) stolbec naprØßeniæ, a 6×6-matrica A, soderßawaØ uprugie moduli materiala plastiny, ØvlØetsØ simmetriqeskoæ i poloßitel~no opredelennoæ. Sqitaem, qto fflementy matricy A gladko zavisØt ot medlennyh prodol~- nyh peremennyh y ∈ ω i bystroæ popereqnoæ ζ = h^{−1}z ∈ Υ = (−1/2, 1/2). UravneniØ ravnovesiØ i kraevye usloviØ, sostavlØ¸wie zadaqu teorii uprugosti v Ω_h, v ispol~zuemyh oboznaqeniØh vyglØdØt tak: D(−∇_x)A(y, h^{−1}z)D(∇_x)^tu(x) = f(x), x ∈ Ω_h, (2.11)

232 S. A. NAZAROV D(ν(x))A(y, h^{−1}z)D(∇_x)^tu(x) = g(x), x ∈ Σ_h, (2.12) u(x) = 0, x ∈ γ_h. (2.13)

Zdes~ ν = (ν_1, ν_2, ν_3)^t – ediniqnyæ vektor vnexneæ normali k ∂Ω, a f i g – stolbcy ob¨emnyh sil i vnexnih usiliæ. V posledu¸- wih paragrafah vid f i g konkretiziruetsØ po neobhodimosti. Differencial~nye operatory iz levyh qasteæ (2.11) i (2.12) oboznaqa¸tsØ L i B sootvetstvenno.

3. Razreximost~ zadaqi. DlØ dostatoqno gladkih vektorov u i v spravedliva formula Grina

(Lu, v)_{Ωh} + (Bu, v)_{∂Ωh} = E(u, v; Ω_h), (2.14)

v kotoroæ ( , )_Ξ – skalØrnoe proizvedenie v prostranstve L_2(Ξ) (skalØrnom ili vektornom), 2^{−1}E(u, u; Ω_h) – uprugaØ ffnergiØ, zapasennaØ plastinoæ Ω_h,

E(u, v; Ξ) = (AD(∇_x)^tu, D(∇_x)^tv)_Ξ, (2.15)

E(u, u; Ξ) ⩾ c_A‖ε(u); L_2(Ξ)‖^2. (2.16)

Pri fftom c_A – poloßitel~naØ postoØnnaØ, zavisØwaØ ot matricy Guka A.

Qerez H^m(Ξ)^k oboznaqaetsØ prostranstvo Soboleva k-mernyh vektor-funkciæ. ObobwennaØ postanovka zadaqi (2.11)–(2.13) osuwestvlØetsØ v sootvetstvii s formuloæ (2.14). Pust~ ∘ H^1(Ω_h)^3 = {u ∈ H^1(Ω_h)^3 : u = 0 na γ_h}; osobo otmetim, qto znak

“∘” otnositsØ lix~ k qasti γ_h granicy ∂Ω_h. Pod obobwennym rexeniem u zadaqi (2.11)–(2.13) podrazumevaetsØ fflement pod-

prostranstva^∘H^1(Ω_h)^3, udovletvorØ¸wiæ integral~nomu toßdestvu

E(u, v; Ω_h) = (f, v)_{Ωh} + (g, v)_{Σh} ∀v ∈^∘H^1(Ω_h)^3. (2.17)

RazumeetsØ, dostatoqno potrebovat~ ot f i g, qtoby pravaØ qast~ (2.17) opredelØla nepreryvnyæ funkcional na^∘H^1(Ω_h)^3 ∋ v. Normu takogo funkcionala oboznaqaem ‖|f, g‖|.

Izvestno (sm. [31–33] i dr.), qto blagodarØ usloviØm Dirihle

(2.13) dlØ l¸bogo u ∈^∘H^1(Ω_h)^3 vypolnØetsØ neravenstvo Korna

‖∇_xu; L_2(Ω_h)‖^2 + ‖u; L_2(Ω_h)‖^2 ≡ ‖u; H^1(Ω_h)‖^2 ⩽ c_hE(u, u : Ω_h),

(2.18) priqem postoØnnaØ c_h ne zavisit ot u. Pofftomu spravedliva

POGRANIQNYE SLOI 233

Lemma 2.1. Suwestvuet edinstvennoe obobwennoe rexenie u ∈ ∘ H^1(Ω_h)^3 zadaqi (2.17) (ili (2.11)–(2.13)) i verna ocenka ‖u; H^1(Ω_h)‖ ⩽ c^{1/2}_h ‖|f, g‖|. (2.19) 4. Vesovye neravenstva Korna. PostoØnnaØ ch v (2.18) zavisit ot oblasti Ω_h, a znaqit, i ot parametra h. Ime¸wiesØ ocenki

c_h ⩽ ch^{−2} suwestvenno zagrublØ¸t neravenstvo (2.19) i dela¸t

ego bespoleznym dlØ obosnovaniØ asimptotiki rexeniØ zadaqi o deformacii plastiny Ω_h. Kak pokazano v [14, 33, 34], asimptotiqeskaØ toqnost~ neravenstva Korna dostigaetsØ raspredeleniem vesovyh mnoßiteleæ v L_2-normah smeweniæ i ih proizvodnyh, priqem trebuetsØ razliqat~ popereqnoe i prodol~nye napravleniØ v plastine. Sformuliruem odno iz takih neravenstv, ustanovlennoe v [34] i prisposoblennoe k kraevym usloviØm Dirihle na Γ_h, t.e. k sluqa¸ (2.5).

Predloßenie 2.2. Pust~ u ∈ H^1(Ωh)^3 i u = 0 na bokovoæ poverh-

nosti Γ_h. Togda spravedlivo vesovoe neravenstvo Korna

jjujj^2 ⩽ CE(u, u; Ω_h), (2.20)

v kotorom postoØnnaØ C ne zavisit ot u i h ∈ (0, 1),

jjujj^2 = ∫ Ω_h

{_2∑ i=1 ( |∇_yu_i|^2 + h^2ρ^{−2}_h (| | | ∂u_i ∂z | | | 2 + | | | ∂u_3 ∂y_i | | | 2) + ρ^{−2}_h |u_i|^2 ) +

+|∂_zu_3|^2 + h^2ρ^{−4}_h |u_3|^2 } dx, (2.21)

ρ_h(x) = h + dist{y, ∂ω} – vesovaØ funkciØ, ime¸waØ porØdki O(1) na udalenii ot Γ_h i O(h) vblizi Γ_h.

Dal~neæxiæ asimptotiqeskiæ analiz podtverßdaet pravil~- nost~ raspredeleniØ mnoßiteleæ h i ρ^{−1}_h v norme jj ▪ jj.

Poluqim teper~ vesovoe neravenstvo Korna dlØ sluqaØ (2.6). SleduØ [14], sdelaem zameny

x → (y, ζ), u → U = (u_1, u_2, hu_3)^t. (2.22)

V rezul~tate oblast~ Ω_h transformiruetsØ v cilindr Ω_1 ediniqnoæ vysoty. Krome togo, pri h ⩽ 1 vypolnØetsØ neravenstvo

‖D(∇_x)^tu; L_2(Ω_h)‖^2 ⩾ h‖D(∇_y, ∂_ζ)^tU ; L_2(Ω_1)‖^2. (2.23)

234 S. A. NAZAROV Predstavim pole U kak summu U^⊥ + U^0, gde U^0 – ßestkoe smewenie, U^0(y, ζ) = d(y, ζ)a, a = d^{−1}_Ω ∫ Ω1 d(y, ζ)^tU (y, ζ)dζ ∈ R^6,

d(x) = 1 0 0 0 αx_3 −αx_2 0 1 0 −αx_3 0 αx_1 0 0 1 αx_2 −αx_1 0 ,

d_Ω = ∫ Ω1 d(y, ζ)^td(y, ζ)dy dζ. (2.24)

Matrica d_Ω razmerom 6 × 6 ØvlØetsØ matriceæ Grama, simmetriqeskoæ i poloßitel~no opredelennoæ (stolbcy matricy d lineæno nezavisimy v L_2(Ω_1)^3). Tak kak D(∇_x)^td(x) = O, imeem

D(∇_y, ∂_ζ )^tU^⊥ = D(∇_y, ∂_ζ )^tU . V silu (2.24) ∫ Ω1 d(y, ζ)^tU^⊥(y, ζ)dy dζ = ∫ Ω1 d(y, ζ)^tU (y, ζ)dy dζ−

− ∫ Ω1 d(y, ζ)^td(y, ζ)dy dζa = d_Ωa − d_Ωa = O ∈ R^6. Sledovatel~no, U^⊥ leßit v podprostranstve vektorov, ortogonal~nyh linealu ßestkih smeweniæ R = {u : u = da, a ∈ R^6} i spravedlivo sledu¸wee neravenstvo Korna:

‖D(∇_y, ∂_ζ )^tU ; L_2(Ω_1)‖^2 = ‖D(∇_y, ∂_ζ )^tU^⊥; L_2(Ω_1)‖^2 ⩾ c_ω‖U ; H^1(Ω_1)‖^2

(2.25) (sm., naprimer, teoremy 3.3.3 [32] i 2.2 [35]). Variant neravenstva Hardi (sm. lemmu 2.4.1 [36]) dostavlØet ocenku

‖U^⊥; H^1(Ω_1)‖ ⩾ c‖r^{−1}(1 + | log r|)^{−1}U^⊥; L_2(Ω_1)‖, (2.26)

gde r – rasstoØnie do nißnego rebra ∂ω^−_1 = {x : y ∈ ∂ω, ζ = −1/2} cilindra Ω_1. Nakonec, povtoriv dokazatel~stvo teoremy 1.6.3 [37] s oqevidnymi izmeneniØmi, svØzannymi s naliqiem malogo geometriqeskogo parametra h^{δ+3/2}, poluqaem, qto

‖U^⊥; L_2(γ_h)‖^2 ⩽ c h^{δ+3/2}| log h|^2‖U^⊥; H^1(Ω_1)‖^2 (2.27)

POGRANIQNYE SLOI 235 (Hh^{δ+3/2} – xirina zawemlennoæ ploski γ_h na nißnem osnovanii cilindra; sm. (2.4) i (2.6)).

Naædem maßorantu dlØ |a^0|. V silu (2.13) imeem M a ≡ ∫ γ_h d ( y, − 1 2 )_t d ( y, 1 2 ) dy a =

= − ∫ γ_h d ( y, − 1 2 )_t U^⊥ ( y, − 1 2 ) dy ≡ b. (2.28) Ispol~zuØ neravenstvo (2.27), prihodim k ocenke

|b| ⩽ cmes_2(γ_h)^{1/2}‖U^⊥; L_2(γ_h )‖ ⩽

⩽ C| log h|h^{δ+3/2}‖D(∇_y, ∂_ζ )^tU ; L_2(Ω_1)‖.

Tak kak stolbcy matricy d(·, −1/2) lineæno nezavisimy v

L_2(∂ω)^3 (sm. (2.24)), norma matricy M iz (2.28) ocenivaetsØ

snizu veliqinoæ ch^{δ+3/2} > 0, a znaqit, |a| ⩽ ch^{−δ−3/2}|b| ⩽ C| log h| · ‖D(∇_y, ∂_ζ )^tU ; L_2(Ω_1)‖. V itoge poluqaem sootnoxenie

‖U^0; H^1(Ω_1)‖ + ‖r^{−1}(1 + | log r|)^{−1}U^0; L_2(Ω_1)‖ ⩽ ⩽ c| log h| · ‖D(∇_y, ∂_ζ )^tU ; L_2(Ω_1)‖.

Teper~, ispol~zuØ ffto sootnoxenie vmeste s (2.25), (2.26) i (2.28), vypolnim v (2.23) zameny, obratnye dlØ (2.22). Nakonec, primenØem odin iz variantov odnomernogo neravenstva Hardi (po peremennoæ n – “zarabatyvaem” mnoßitel~ ρ_h) i formuliruem rezul~tat.

Predloßenie 2.3. Pri uslovii (2.6) dlØ u ∈^∘H^1(Ωh)^3 vypolneno

neravenstvo E(u, u; Ω_h) ⩾ c| log h|^{−1} ∫ Ω_h 2∑ i=1 {|∇_yu_i|^2 + h^2 (| | | | ∂u_i ∂z | | | | 2 + | | | | ∂u_3 ∂y_i | | | | ) + +|∂_zu_3|^2 + ρ^{−1}_h (1 + | log ρ_h|)^{−2}(|u_1|^2 + |u_2|^2 + h^2|u_3|^2)}dx,

(2.29) gde oboznaqeniØ analogiqny ispol~zovannym v (2.21).

Ustanovim ewe odno vspomogatel~noe utverßdenie.

236 S. A. NAZAROV

Lemma 2.4. DlØ u ∈^∘H^1(Ωh)^3 poloßim

ū_j(y) = 1 h h/2∫ −h/2 u_j(y, z)dz. (2.30) Spravedlivo neravenstvo

‖D(∇_y, 0)^t(u − ū_3e^3); L_2(Ω_h)‖ ⩽ cE(u, u; Ω_h)^{1/2} (2.31)

s postoØnnoæ c, ne zavisØweæ ot u i h > 0.

Dokazatel~stvo. V soglasii s (2.13) i (2.5) prodolßim u nulem na sloæ {x : |z| < h/2} s sohraneniem klassa H^1. Razob~em sloæ na kuby s rebrami dlinoæ h. Dostatoqno proverit~ neravenstvo (2.31) na kaßdom takom kube Q_h (t.e. v (2.31) zamenit~ Ω_h na Q_h). Pust~

u = u^⊥ + u^0, u^0(x) = d(x)a, a ∈ R^6, ∫ Q_h d(x)^tu^⊥(x)dx = 0, a centr kuba dlØ opredelennosti pomewen v naqalo koordinat. Neposredstvennymi vyqisleniØmi ubeßdaemsØ v tom, qto

D(∇_y, 0)^t(u − u^0_3e^3). DlØ u^⊥ vypolnØetsØ podobnoe (2.25) sootno-

xenie

‖∇_xu^⊥; L_2(Q_h)‖^2 + h^{−2}‖u^⊥; L_2(Q_h)‖^2 ⩽ cE(u^⊥, u^⊥; Q_h) = cE(u, u; Q_h)

(2.32) (poØvlenie mnoßitelØ h^{−2} vyzvano rastØßeniem koordinat, perevodØwim Q_h v Q_1). OstaetsØ upomØnut~ oqevidnu¸ ocenku

‖D(∇_y, 0)^t(u^⊥ − ū^⊥_3 e^3); L_2(Q_h)‖ ⩽ c‖∇_yu^⊥); L_2(Q_h)‖. •

Zameqanie 2.5. 1) V dokazatel~stve lemmy 2.4 usloviØ (2.13) byli upotrebleny lix~ dlØ prodolßeniØ polØ u (i posledu¸- wego razbieniØ sloØ na kuby). RazumeetsØ, neravenstvo (2.31) sohranØet silu bez kakih-libo ograniqeniæ na u ∈ H^1(Ω_h)^3. DlØ proverki fftogo snaqala nußno razbit~ uzkoe mnoßestvo Ω_h ∩ O_h na podmnoßestva diametrom O(h) i povtorit~ proceduru (nezavisimost~ postoØnnoæ c v (2.32) ot fflementa razbieniØ garantiruetsØ rezul~tatami [33] i gladkost~¸ kontura ∂ω). Ostatok oblasti Ω_h \ O_h pokryvaetsØ preßnimi kubami.

POGRANIQNYE SLOI 237 2) Esli zawemlennaØ poloska γ_h dostatoqno xiroka, to dlØ

polØ u ∈^∘H(Ω_h)^3 vmesto (2.29) okazyvaetsØ vernym bolee sil~noe neravenstvo (2.20). Pust~, naprimer,

γ(s) = {η : η_2 = −1/2, 0 < η_1 < H}, (2.33)

t.e. δ = −1/2 v (2.6). Togda spravedliva formula (2.32), v kotoroæ u^⊥ i Q_h zameneny na u i Ω_h ∩ O_h (primenili upomØnutoe razbienie i rezul~taty [33]). Pri podhodØweæ srezke X, ravnoæ edinice na Q_h ∩ O_h i nul¸ na Γ_h, imeem

jj(1 − X)ujj^2 + E((1 − X)u, (1 − X)u; Ω_h) + E(Xu, Xu; Ω_h) ⩽

⩽ c(E(u, u; Ω_h) + ‖∇_xu; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖^2 + h^{−2}‖u; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖^2).

Poskol~ku pole Xu udovletvorØet usloviØm predloßeniØ 2.2, zakonqit~ rassußdeniØ ne sostavlØet truda.

Zaverxaem paragraf formulirovkoæ utverßdeniæ o sledah, kotorye vyvodØtsØ iz predloßeniæ 2.2 i 2.3 po izvestnoæ sheme (sm. §1.6 [37]).

Predloßenie 2.6. Pust~ u ∈^∘H^1(Ωh)^3. Vyraßenie h^{1/2} 2∑ i=1 ‖ρ^{−1}_h u_i(·, ±h/2); L_2(ω)‖ + h^{3/2}‖ρ^{−2}_h u_3(·, ±h/2); L_2(ω)‖

v sluqae (2.5) i vyraßenie | log h|h^{1/2} {_2∑ i=1 ‖ρ^{−1/2}_h (1 + | log ρ_h|)^{−1}u_i(·, ±h/2); L_2(ω)‖+

+h‖ρ^{−1/2}_h (1 + | log ρ_h|)^{−1}u_3(·, ±h/2); L_2(ω)‖ }

v sluqae (2.6) ne prevoshodØt veliqiny cE(u.u; Ω_h)^{1/2}.

§3. Glavnyæ qlen asimptotiki 1. Asimptotiqeskie konstrukcii. V fftom paragrafe issleduetsØ asimptotika rexeniØ zadaqi (2.11)–(2.13) vne okrestnosti

O_h bokovoæ poverhnosti Γ_h plastiny. OkazyvaetsØ, qto predpo-

lagaemye konstrukcii prigodny dlØ opredeleniØ glavnogo asimptotiqeskogo qlena v sluqae (2.5).

238 S. A. NAZAROV

Primem obyqnyæ dlØ tonkih uprugih tel asimptotiqeskiæ an- zac u(x) ∼ h^{−2}U^{−2}(y, ζ) + h^{−1}U^{−1}(y, ζ) + h^0U^0(y, ζ) + . . . , (3.1)

gde ζ = h^{−1}z – bystraØ peremennaØ, a kofffficienty U^q nahodØtsØ iz rekurrentnoæ posledovatel~nosti predel~nyh zadaq na otrezke Υ. BlagodarØ polinomial~nomu svoæstvu sistemy teorii uprugosti (sm. [36, 38] i [39; §3, §5]) utoqnØem strukturu naqal~nyh qlenov rØda (3.1):

U^{−2}(y) = w_3(y)e^3, U^{−1}(y, ζ) = 2∑ i=1 {w_i(y) − ζ∂_iw_3(y)}e^i. (3.2)

Zdes~ ∂_i = ∂/∂y_i, e^j – ort osi x_j, a w = (w_1, w_2, w_3)^t – neizvestnyæ vektor, podleßawiæ dal~neæxemu opredeleni¸. Komponenta w_3 imeet smysl osrednennogo po tolwine progiba plastiny, a w_1 i

w_2 – srednie prodol~nyh smeweniæ. Otmetim, qto v sledu¸wih

paragrafah k formulam (3.1) i (3.2) prisoedinØ¸tsØ mladxie qleny.

V silu [39] soglasovannoe s (3.1), (3.2) predstavlenie pravyh qasteæ f i g vyglØdit tak:

f(x) = h^{−1}f^0(y, ζ) + h^0f̄^0(y) + f̃^0(x), g^±(x) = h^0g^{0±}(y) + g̃^{0±}(x).

(3.3) Pri fftom g^± – sußeniØ g na osnovaniØ Σ^± = {x : y ∈ ω, z = ±h/2} plastiny (toqnee, na ih qasti Σ^±_γ = {x ∈ Σ^± : (h^{−1}n, ±1/2) ∉

γ(s)}). Vydelennye v (3.3) slagaemye podqinim usloviØm 1/2∫ −1/2 f^0_3 (y, ζ)dζ + g^{0+}_3 (y) + g^{0−}_3 (y) = 0,

f̄^0_i (y) = 0, i = 1, 2, y ∈ ω.

(3.4)

Utoqnenie razloßeniæ (3.3) ili ocenki dlØ ostatkov f̃^0 i g̃^{0±} privodØtsØ dalee. Podqerknem, qto formuly (3.3) i (3.4) otveqa¸t fiziqeskoæ prirode zadaqi (sm. p. 4 fftogo paragrafa). 2. Predel~nye zadaqi. Zamena z → ζ privodit k raswepleni¸ operatora sistemy (2.1.1)

L(h, x, ∇_x) = h^{−2}L^0(y, ζ, ∂_ζ ) + h^{−1}L^1(y, ζ, ∇_y, ∂_ζ ) + h^0L^2(y, ζ, ∇_y).

(3.5)

POGRANIQNYE SLOI 239 V ukoroqennyh oboznaqeniØh ∂_ζ = ∂/∂ζ i

D y = D(∇y, 0), D 1 = D(e^3), D ζ = D(0, 0, ∂ζ ) = D 1 ∂ζ (3.6)

kofffficienty L^j ime¸t vid

L^0 = −D_ζ AD^t_ζ , L^1 = −D_ζ AD^t_y − D_y AD^t_ζ , L^2 = −D_y AD^t_y . (3.7)

Poskol~ku ν = ±e^3 – normal~ k osnovani¸ Σ^±, dlØ graniqnyh operatorov B^± spravedlivy formuly

B^±(h, y, ∇_x) = h^{−1}B^{0±}(y, ∂_ζ ) + h^0B^{1±}(y, ∇_y), (3.8)

B^{0±} = ±D_1 AD^t_ζ , B^{1±} = ±D_1 AD^t_y . (3.9)

Podstavim razloßeniØ (3.1), (3.3) i (3.5), (3.8) v sootnoxeniØ (2.11), (2.12) i soberem kofffficienty pri odinakovyh stepenØh h. V rezul~tate voznika¸t sledu¸wie zadaqi dlØ opredeleniØ slagaemyh U^{−2}, . . . , U^1 iz (4.1):

L^0U^k = F^k ≡ −L^1U^{k−1} − L^2U^{k−2} + δ_{k,1}f^0 na Υ = (−1/2, +1/2),

B^{0±}U^k = G^{k±} ≡ −B^{1±}U^{k−1} + δ_{k,1}g^{0±} pri ζ = ±1/2.

(3.10) Zdes~ k = −2, −1, 0, 1 i U^p = 0 v sluqae p < −2. Oqerednoe utverßdenie izvestno i oqevidno.

Lemma 3.1. Zadaqa Neæmana dlØ sistemy obyknovennyh diffe-

rencial~nyh (po ζ) uravneniæ s parametrom y ∈ ω −D ζ A(y, ζ)D^t_ζ U(y, ζ) = F(y, ζ), ζ ∈ Υ, ±D 1 A(y, ±1/2)D^t_ζ U(y, ±1/2) = G^±(y)^{(3.11)}

imeet rexenie v tom i tol~ko v tom sluqae, esli vypolneny usloviØ razreximosti 1/2∫ −1/2 F_j(y, ζ)dζ + G^+_j (y) + G^−_j (y) = 0, j = 1, 2, 3. (3.12)

Rexenie U opredeleno s toqnost~¸ do postoØnnogo slagaemogo, no buduqi normirovano usloviem 1/2∫ −1/2 U(y, ζ)dζ = 0, (3.13)

240 S. A. NAZAROV stanovitsØ edinstvennym, nasleduet ot pravyh qasteæ F, G^± gladku¸ zavisimost~ ot parametra y ∈ ω i udovletvorØet ocenke ‖U; H^{l+1}(Υ)‖ ⩽ c(‖F; H^{l−1}(Υ)‖ + ∑ ± |G^±|), gde l ∈ N = {1, 2, . . .} i postoØnnaØ c ne zavisit ot F i G^±.

3. Vyqislenie kofffficientov U^k. Poskol~ku

F^{−2} = 0, G^{−2±} = 0, F^{−1} = D_ζ AD^t_y U^{−2},

G^{−1±} = ∓D_1 AD^t_y U^{−2},

neposredstvennoæ proverkoæ ubeßdaemsØ v tom, qto vektory U^{−2} i U^{−1} iz (3.2) udovletvorØ¸t zadaqam (3.10) s k = −2 i k = −1. Pri fftom udobno ispol~zovat~ “kl¸qevoe” ravenstvo, vyteka¸- wee iz opredeleniæ (2.9) i (3.6),

D y e^3 =^{2∑}_{i=1} D 1 e^{i ∂}_{∂yi} . (3.14)

Pri k = 0 poluqaem

F^0 = D_ζ AD^t_y U^{−1} + D_y A{D^t_ζ U^{−1} + D^t_y U^{−2}_t } = D_ζ AYD(∇_y)^tw,

G^{0±} = ∓D_1 AD^t U^{−1} = ∓D_1 AYD(∇_y)^tw. (3.15)

Matricy D i Y razmerami 3 × 6 i 6 × 6 nahodØtsØ pri pomowi prØmyh preobrazovaniæ; oni ime¸t vid

D(∇y) =

∂_1 0 α∂_2 0 0 0 0 ∂_2 α∂_1 0 0 0 0 0 0 ∂^2_1 ∂^2 α^{−1}∂_1∂_2

, (3.16)

Y(ζ) = ( 1I_3 −ζ1I_3

O3 O3 ) , gde 1I_q i O_q – ediniqnaØ i nulevaØ matricy razmerom q×q. Obrawaem vnimanie na to, qto blagodarØ (3.14) i (3.2) vyraßenie iz figurnyh skobok v (3.15) ravno nul¸.

IntegriruØ po qastØm, obnarußivaem, qto pravye qasti (3.15) udovletvorØ¸t usloviØm razreximosti (3.12). Takim obrazom,

U^0(y, ζ) = V(y, ζ)D(∇_y )^tw(y), (3.17)

POGRANIQNYE SLOI 241 gde V(y, ζ) – 3 × 6-matrica, dlØ kotoroæ verny ravenstva

− D ζ AD^t_ζ V = D ζ AY na Υ, ± D 1 AD^t_ζ V = ∓D 1 AY pri ζ = ±1/2.^{(3.18)}

Inymi slovami, stolbcy V^1, . . . , V^6 matricy V ØvlØ¸tsØ rexeniØmi zadaqi (3.11) so special~nymi pravymi qastØmi. Podqinim ffti stolbcy usloviØm ortogonal~nosti (3.13) – po lemme 3.1 matrica-funkciØ V gladkaØ na ω̄ × Υ.

ObratimsØ k zadaqe (3.10) pri k = 1. Imeem

F^1 = D_ζ AD^t_y U^0 + D_y A(D^t_ζ U^0 + D^t_y U^{−1}) + f^0,

G^{1±} = ∓D_1 AD^t_y U^0 + g^{0±}.

(3.19)

Pokaßem, qto v silu (3.4) dlØ F^1_3 i G^{1±}_3 vypolneno uslovie (3.12) s j = 3. IntegriruØ po qastØm pri uqete ravenstv (3.4), (3.14) i (3.15), (3.18), nahodim, qto 1/2∫ −1/2 F^1_3 dζ + ∑ ± G^{1±}_3 = 1/2∫ −1/2 e^{3t}D_y A(D^t_ζ U^0 + D^t_y U^{−1})dζ =

= 2∑ i=1 ∂ ∂y_i 1/2∫ −1/2 (D^t_ζ ζe^i)^tA(D^t_ζ V + Y)dζD(∇y)^tw =

= 2∑ i=1 ∂ ∂y_i { − 1/2∫ −1/2 ζe^{it}D_ζ A(D^t_ζ V + Y)dζ+ (3.20)

+ ∑ ± ±ζe^{it}D_1 A(D^t_ζ V + Y) | | | |_{ζ=±1/2} } D(∇y)^tw = 0.

Pervye dva usloviØ razreximosti (3.12) zapixem tak: − 1/2∫ −1/2 e^{it}D_y A(D^t_ζ V + Y)dζD(∇_y)^tw = F_i. (3.21)

242 S. A. NAZAROV Zdes~ i = 1, 2 i

Fi(y) =^{1/2∫}_{−1/2} f^0_i (y, ζ)dζ +^∑_± g^{0±}_i (y). (3.22)

Zametim, qto v soglasii s (3.16) stroka −e^{it}D_y sovpadaet s i-toæ strokoæ matricy D(−∇_y)Y(ζ)^t. Pofftomu sootnoxeniØ (3.21) ØvlØ¸tsØ dvumØ verhnimi strokami sistemy differencial~nyh (po y) uravneniæ

D(−∇y)M(y)D(∇y)^tw(y) = F(y), y ∈ ω, (3.23) gde F = (F1, F2, F3)^t, a M – matrica razmerom 6 × 6,

M(y) =^{1/2∫}_{−1/2} Y(ζ)^tA(y, ζ)(D^t_ζ V(y, ζ) + Y(ζ))dζ. (3.24)

DlØ togo qtoby poluqit~ tret~¸ stroku rezul~tiru¸weæ sistemy (3.23), rassmotrim nevØzku summy h^{−2}U^{−2} + . . . + h^1U^1 v uravneniØh (2.11), (2.12), sqitaØ, qto f̃^0 = 0 i f̃^{0±} v (3.3). Ime- em L(h^{−2}U^{−2} + . . . + h^1U^1) − f = h^{−4}L^0U^{−2} + h^{−3}(L^0U^{−1} + L^1U^{−2})+

+h^{−2}(L^0U^0 + L^1U^{−1} + L^2U^{−2}) + h^{−1}(L^0U^1 + L^1U^0 + L^2U^{−1} − f^0)+

(3.25)

+h^0(L^1U^1 + L^2U^0 − f̄^0) + h^1L^2U^1.

Soglasno (3.10) mnoßiteli pri h^{−4}, . . . , h^{−1} annuliru¸tsØ. Analogiqno

B^±(h^{−2}U^{−2} + . . . + h^1U^1) − g^± = h^1B^{1±}U^1. (3.26)

OstavxiesØ v (3.25) slagaemye h^0 . . .+h^1 . . . i pravaØ qast~ (3.16) obrazu¸t te ße struktury, qto i v (3.3), no ime¸t dopolnitel~- nyæ mnoßitel~ h. �to nabl¸denie pozvolØet, v principe, naæti sledu¸wie qleny asimptotiki, odnako pri fftom nußno podobnoe (3.4) uslovie ortogonal~nosti (samo uslovie (3.4) ispol~zovano v (3.20) dlØ obespeqeniØ razreximosti zadaqi (3.10), k = 1). Takim obrazom, potrebuem, qtoby 0 = 1/2∫ −1/2 e^{3t}(L^1U^1 + L^2U^0 − f̄^0)dζ + ∑ ± ±e^{3t}B^{1±}U^1 | |_{ζ=±1/2}.

POGRANIQNYE SLOI 243 Preobrazuem ffto ravenstvo, integriruØ po qastØm, uqityvaØ uravneniØ (3.10) s pravymi qastØmi (3.19) i obrawaØs~ ewe raz k formule (3.14). V sootvetstvii s (3.7) i (3.9) poluqaem

0 = − 1/2∫ −1/2 e^{3t}D_y A(D^t_ζ U^1 + D^t_y U^0)dζ − f̄^0_3 =

= − 2∑ i=1 ∂ ∂y_i 1/2∫ −1/2 (D^t_ζ ζe^i)^tA(D^t_ζ U^1 + D^t_y U^0)dζ −^¯f^0_3 =

= 2∑ i=1 ∂ ∂y_i {^{1/2}∫ −1/2 ζe^{it}D_ζ A(D^t_ζ U^1 + D^t_y U^0)dζ−

− ∑ ± ±ζe^{it}D_1 A(D^t_ζ U^1 + D^t_y U^0) | | | |_{ζ=±1/2} } − f̄^0_3 =

= − 2∑ i=1 ∂ ∂y_i 1/2∫ −1/2 ζe^{it}D_y A(D^t_ζ U^0 + D^t_y U^{−1})dζ − F_3, gde F3(y) =^¯f^0_3 (y) +^{2∑}_{i=1}^∂_{∂yi}^{ 1/2∫ −1/2 ζf^0_i (y, ζ)dζ + ∑ ± ± 1 2 g^{0±}_i (y) } . (3.28)

V silu (3.16) i (2.9), (3.6) stroka −^2 ∑ i=1 ζe^{it}D_y^∂_{∂yi} , figuriru¸waØ

v poslednem integrale iz (3.27), sovpadaet s tret~eæ strokoæ operator-matricy D(−∇_y)Y(ζ)^t. Napomnim, qto D^t_ζ U^0 + D^t_y U^{−1} =

(D^t_ζ V + Y)D(∇y)^tw (sm. (3.15) i (3.17)). Sledovatel~no, raven-

stvo (3.27) est~ niqto inoe, kak nißnØØ stroka rezul~tiru¸weæ sistemy. Itak, sistema (3.23) ustanovlena polnost~¸. Lemma 3.2. Matrica M iz (3.24) simmetriqeskaØ i poloßitel~-

no opredelennaØ.

244 S. A. NAZAROV

Dokazatel~stvo. IntegriruØ po qastØm pri uqete ravenstv (3.18), proverØem, qto M = 1/2∫ −1/2 (D^t_ζ V + Y)^tA(D^t_ζ V + Y)dζ.

Pofftomu M – (simmetriqeskaØ) matrica Grama, postroennaØ po stolbcam matricy Z = D^t_ζ V + Y pri pomowi skalØrnogo proizvedeniØ (A•, •)_Υ v L_2(Υ)^6. Zametim, qto levyæ 3 × 3-blok u D_ζ i nißnie bloki u Y nulevye. LineænaØ nezavisimost~ stolbcov matricy Y v L_2(Υ)^6 nadelØet fftim ße svoæstvom matricu Z, qto i trebuetsØ dlØ poloßitel~noæ opredelennosti M. •

4. Obosnovanie asimptotiki v sluqae zadelki plastiny v paz. Snabdim sistemu (3.23) usloviØmi Dirihle

w_1(y) = w_2(y) = 0, w_3(y) = ∂_nw_3(y) = 0, y ∈ ∂ω; (3.29)

zdes~ ∂_n = ∂/∂n – differencirovanie vdol~ normali. BlißaæxaØ cel~ – ocenit~ raznost~ meßdu rexeniem u zadaqi (2.11)– (2.13) i asimptotiqeskim priblißeniem (3.1), postroennym po rexeni¸ w dvumernoæ modeli (3.23), (3.29).

Pridadim toqnyæ smysl razloßeniØm (3.3). Predpoloßim, qto f^0 ∈ L_2(ω → L_2(Υ)^3), g^0 ∈ L_2(ω)^3, f̄^0_3 ∈ H^{−1}(ω), (3.30)

h^{−1}‖ρ^2_hf̃^0_3 ; L_2(Ω_h)‖ + h^{−1/2} ∑ ± ‖ρ^2_hg̃^{0±}_3 ; L_2(Σ^±_γ )‖+

+ 2∑ i=1 (‖ρ_hf̃^0_i ; L_2(Ω_h)‖ + h^{1/2} ∑ ± ‖ρ_hg̃^{0±}_i ; L_2(Σ^±_γ )‖) = Ñ_0. (3.31)

Pri fftom H^s(ω → B) – prostranstvo abstraktnyh funkciæ so znaqeniØmi v banahovom prostranstve B, t.e. ‖Z; H^s(ω → B)‖ = s∑ k=0 ∫ ω ‖∇^k_yZ; B‖^2dy 1/2 .

POGRANIQNYE SLOI 245 Poslednee vkl¸qenie v (3.30) oznaqaet, qto

f̄^0_3 (y) = f̄^{00}_3 (y) −^2 ∑ i=1 ∂ ∂y_i f̄^{0i}_3 (y),

‖f̄^0_3 ; H^{−1}(ω)‖ = inf 2∑ p=0 ‖f̄^{0p}_3 ; L_2(ω)‖

(infimum vyqislØ¸tsØ po vsem predstavleniØm). Sootnoxenie

(3.31) vyraßaet malost~ ostatkov i soglasovano s neravenstvom (2.20) – sqitaetsØ, qto Ñ_0 – veliqina “porØdka edinicy”. Nakonec, pod N_0 podrazumevaetsØ summa norm funkciæ (3.30). Zameqanie 3.3. V soglasii s (3.30) i (3.31) pravaØ qast~ integral~nogo toßdestva (2.17) ponimaetsØ tak:

(h^{−1}f^0 + e^3f̄^{00}_3 + f̃^0, v)_{Ωh} + 2∑ i=1 (f̄^{0i}_3 , ∂_iv_3)_{Ωh} + (g, v_3)_{Σh} .

Analogiqnyæ smysl trebuetsØ pridat~ i ravenstvu (3.27): dlØ l¸boæ probnoæ funkcii v̄_3 ∈ H^1(ω), obrawa¸weæsØ v nul~ na ∂ω, vypolnØetsØ integral~noe toßdestvo

(A{D^t_ζ U^1 + D^t_y U^0}, D^t_y e^3v̄3)Ω_h = (^¯f^{00}_3 , v̄3)ω +^{2∑}_{i=1}(^¯f^{0i}_3 , ∂iv̄3)ω. (3.32)

V silu (3.22) i (3.28) spravedlivo neravenstvo

‖F; L2(ω)^2 × H^{−1}(ω)‖ ⩽ cN0. (3.33)

Sistema (3.23) nasleduet polinomial~noe svoæstvo ot sistemy teorii uprugosti. V samom dele, po lemme 3.2

E(w, w) = (MD(∇y)^tw, D(∇y)^tw)ω ⩾ cM‖D(∇y)^tw; L2(ω)‖^2, (3.34)

a znaqit, ravenstvo E(w, w) = 0 vleqet sootnoxeniØ D(∇_y)^tw = 0 i w ∈ P, gde P – lineal vektornyh polinomov

(c_1 − C_3y_2, c_2 + C_3y_1, c_3 + C_1y_1 + C_2y_2), c, C ∈ R^3. (3.35)

Krome togo, matrica D algebraiqeski komplektna, t.e. operator

D(−∇y)MD(∇y)^t formal~no poloßitelen. Itak, rezul~taty [31,

38] dostavlØ¸t sledu¸wee utverßdenie.

246 S. A. NAZAROV

Predloßenie 3.4. Pust~ l ∈ N i F ∈ H^{l−1}(ω)^2 × H^{l−2}(ω). Togda

suwestvuet edinstvennoe rexenie w ∈ H^{l+1}(ω)^2 × H^{l+2}(ω) zadaqi (3.23), (3.29) i verna ocenka

‖w; H^{l+1}(ω)^2 × H^{l+2}(ω)‖ ⩽ c_l‖F; H^{l−1}(ω)^2 × H^{l−2}(ω)‖ (3.36)

s postoØnnoæ c_l, ne zavisØweæ ot F.

Tak kak U^{−2}, U^{−1}, U^0 opredeleny formulami (3.2), (3.17), a

U^1 – rexenie zadaqi (3.11) s pravymi qastØmi (3.19), to spra-

vedlivy vkl¸qeniØ

U^k ∈ H^{1−k}(ω → H^2(Υ)^3), k = −2, −1, 0, 1, (3.37)

priqem blagodarØ (3.33) i (3.36) normy vektorov (3.37) maßoriru¸tsØ veliqinoæ cN_0.

Po priqine nedostatoqnoæ gladkosti (po peremennym y) slagaemoe U^1 ne moßet byt~ vkl¸qeno v asimptotiqeskoe priblißenie. V svØzi so skazannym ograniqimsØ tremØ qlenami

U^0_X = h^{−2}XU^{−2} + h^{−1}XU^{−1} + h^0XU^0. (3.38)

Sreza¸waØ funkciØ X ∈ C^∞_0 (ω) vvedena v (3.38) dlØ sobl¸- deniØ usloviæ Dirihle (2.13), t.e. X = 0 na γ_h. Moßno sqitat~, qto X = 1 na Ω_h \ O_h i vnutri O_h funkciØ X zavisit ot bystroæ peremennoæ h^{−1}n. Inymi slovami, |∇^k_yX(y)| ⩽ ch^{−k}, supp|∇^k_yX| ⊂ O_h, k ∈ N. (3.39) Itak, vektor U^0_X prinadleßit^∘H^1(Ω_h). Vyqislim nevØzki, ostavlØemye im v uravnenii (2.11) i kraevom uslovii (2.12). PostupaØ analogiqno (3.25) i (3.26), poluqaem

LU^0_X − f = L(1 − X)(h^{−2} U^{−2} + h^{−1} U^{−1} + h^0 U^0)+

+h^{−1}(L^1 U^0 + L^2 U^1 − f^0) + h^0(L^2 U^0 − f̄^0) − f̃^0, (3.40)

B^±U^0_X − g^± = B^±(1 − X)(h^{−2} U^{−2} + h^{−1} U^{−1} + h^0 U^0)+

+h^0(B^{1±} U^0 − g^{0±}) − g̃^{0±}. (3.41)

Otmetim, qto v silu (3.19) i (3.7), (3.9) mnoßiteli pri h^{−1} v (3.40) i h^0 v (3.41) ravny sootvetstvenno −L^0 U^1 i B^{0±} U^1. Umnoßim (3.40) na R^0 = U^0_X − u i prointegriruem po qastØm

POGRANIQNYE SLOI 247 pri uqete ravenstv f = Lu, g^± = B^±u i kraevogo usloviØ (3.41). V rezul~tate prihodim k formule

E(R^0, R^0; Ω_h) = ⟨AD^t(1 − X)(h^{−2} U^{−2} + h^{−1} U^{−1} + h^0 U^0), D^tR^0⟩−

−⟨AD^t_ζ U^1, D^t_z R^0⟩+ (3.42) + { ⟨AD^t_y U^0, D^t_y R^0⟩ − ⟨^¯f^{00}_3 , R^0_3⟩ −^{2∑}_{i=1}⟨^¯f^{0i}_3 , ∂iR^0_3⟩ } −

−{⟨f̃^0, R^0⟩ + ∑ ± (g̃^{0±}, R^0)_Σ�_γ } ≡ I_X − I_0 + I_3 − Ĩ_0.

Zdes~ D = D(∇_x), D_z = h^{−1}D_ζ i dlØ kratkosti skalØrnoe proizvedenie v L_2(Ω_h) oboznaqeno ⟨, ⟩. Podqerknem, qto kaßdyæ iz somnoßiteleæ sprava v (3.42) prinadleßit nußnomu prostranstvu L_2(Ω_h) ili L_2(Σ^±_γ ).

Zameqanie 3.5. DlØ pridaniØ zakonnosti promeßutoqnym vykladkam (3.40) i (3.41) moßno vospol~zovat~sØ standartnym priemom: priblizit~ f^0, g^{0±} i f̄^0_3 gladkimi funkciØmi, vyvesti ravenstvo (3.42) i zatem pereæti k predelu (pri fftom net neobhodimosti otsleßivat~ zavisimosti ot parametra h – on fiksirovan). Dostupen i inoæ put~: podstavit~ v = R^0 v toßdestvo (2.17) i vyqest~ iz nego shoßee integral~noe toßdestvo dlØ R^0.

Ocenim vyraßeniØ I_{...} iz (3.42). BlagodarØ formule (3.31) i predloßeni¸ 2.2 obrabotka Ĩ_0 oqevidna:

|Ĩ_0| ⩽ cN_0jjR^0jj ⩽ cN_0E(R^0, R^0; Ω_h)^{1/2}. (3.43)

ZaæmemsØ I_0. Imeem

|I_0 + ⟨AD^t_ζ U^1, D^t_y R^0⟩| = |⟨AD^t_ζ U^1, D^tR^0⟩| ⩽ ⩽ c⟨|D^tR^0|⟩ ⟨|D^t_ζ U^1|⟩, (3.44) gde ⟨| • |⟩ – ukoroqennoe oboznaqenie dlØ ‖•; L_2(Ω_h)‖. Tak kak

D^t_ζ U^1 ∈ L2(ω → L2(Υ)^3) v silu (3.37), spravedlivo sootnoxenie

⟨|D^t_ζ U^1|⟩ = h^{1/2}‖D^t_ζ U^1; L2(ω → L2(Υ))‖ ⩽ ch^{1/2}N0

(uqtena zamena z → ζ). Teper~ zakonqit~ ocenku (3.44) netrudno.

248 S. A. NAZAROV

ObratimsØ k I_3. V soglasii s (2.30) poloßim

R̄^0_3(y) = h^{−1} h/2∫ −h/2 R^0_3(y, z)dz i postavim R̄^0_3 na mesto v̄_3 v (3.32). Posle nesloßnyh preobrazovaniæ, ispol~zu¸wih pomimo (3.32) formuly ⟨f̄^{00}_3 , R^0_3⟩ =

(f̄^{00}_3 , R̄^0_3)_ω i t.p. (funkcii f̄^{0p}_3 ne zavisØt ot ζ), prihodim k raven-

stvu

I_3 + ⟨AD^t_ζ U^1, D^t_y R^0⟩ = ⟨A(D^t_y U^0 + D^t_ζ U^1), D^t_y (R^0 − e^3R̄^0_3)⟩ ≡ Ī_3.

AppeliruØ k lemme 2.4, vyvodim ocenku

|Ī_3| ⩽ c⟨|D^t_y (R^0 − e^3R̄^0_3)|⟩ ⟨|D^t_y U^0 + D^t_ζ U^1|⟩ ⩽

⩽ cE(R^0, R^0; Ω_h)^{1/2}h^{1/2}(‖ U^0; H^1(ω → L_2(Υ))‖+

+‖ U^1; L_2(ω → H^1(Υ))‖) ⩽ c h^{1/2}N_0E(R^0, R^0; Ω_h)^{1/2}.

PodytoßivaØ vykladki, zakl¸qaem, qto

|I_3 − I_0| ⩽ c h^{1/2}N_0E(R^0, R^0; Ω_h)^{1/2}. (3.45)

Ostalos~ razobrat~sØ s I_X . DlØ fftogo potrebuetsØ vspomogatel~noe utverßdenie.

Lemma 3.6. Pust~ p = 0, 1, 2 i Wp ∈ H^{p+1}(ω → L2(Υ)), priqem

W_1 = 0 i W_2 = ∂_nW_2 = 0 na ∂ω. Togda

‖W_p; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖ ⩽ c h^{p+1}‖W_p; H^{p+1}(ω → L_2(Υ)‖. (3.46)

Dokazatel~stvo. DlØ dvumernoæ ch-okrestnosti kontura ∂ω sohranim oboznaqenie O_h. V silu neravenstva Fridrihsa– Puankare, ispol~zu¸wego kraevoe uslovie Dirihle na ∂ω, nahodim, qto pri i = 1, 2

‖W_i; L_2(ω ∩ O_h → L_2(Υ))‖ ⩽ c h^i‖∇^i_yW_i; L_2(ω ∩ O_h → L_2(Υ))‖.

Takim obrazom, tri ocenki (3.46) svedeny k sluqa¸ p = 0. Sama ße ocenka

‖W_0; L_2(ω ∩ O_h → L_2(Υ))‖ ⩽ c h^{1/2}‖W_0; H^1(ω → L_2(Υ))‖

POGRANIQNYE SLOI 249 po suwestvu ustanovlena pri proverke lemmy 4.3 v [35], opira- ¸weæsØ na izvestnyæ variant odnomernogo neravenstva Hardi. Nakonec, dopolnitel~nyæ mnoßitel~ h^{1/2} voznikaet iz-za zame- ny ζ → z. • DlØ obrabotki I_X vospol~zuemsØ lemmoæ 3.6 – ee posylki obespeqiva¸tsØ usloviØmi Dirihle (3.29) i vkl¸qeniØmi (3.37). VspominaØ svoæstva (3.39) srezki X, privodim cepoqku sootnoxeniæ |I_X | ⩽ c⟨|D^tR^0|⟩ 2∑ p=0 h^{−p}{h^{−1}‖ U^{−p}; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖+

+h^{−1}‖D^t_ζ U^{−p}; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖ + ‖D^t_y U^{−p}; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖} ⩽

⩽ c⟨|D^tR^0|⟩ 2∑ p=0 h^{−p}(h^p‖ U^{−p}; H^{p+1}(ω → L_2(Υ))‖+ (3.47)

+h^p‖ U^{−p}; H^{p+1}(ω → H^1(Υ))‖ + h^{p+δ0,p /2}‖ U^{−p}; H^{p+1}(ω → L_2(Υ))‖) ⩽

⩽ cE(R^0, R^0; Ω_h)^{1/2}N_0.

PoØsnenie: pri rassmotrenii pervyh dvuh qlenov v figurnyh skobkah neravenstvo (3.46) primenØlos~ dlØ U^{−p} = W_p, a pri rassmotrenii tret~ego – dlØ U^{−i} = W_{i−1}, i = 1, 2. OstavxiæsØ qlen ‖D_y U^0; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖ maßoriruetsØ veliqinoæ s h^{1/2}‖ U^0; H^1(ω → L_2(Υ))‖.

Itak, formula (3.42), ocenki (3.43), (3.45), (3.47) i vesovoe neravenstvo Korna (2.20) pozvolØ¸t obosnovat~ asimptotiku (3.1).

Teorema 3.7. Pust~ vypolneny sootnoxeniØ (3.3), (3.4) i (3.30),

(3.31), opredelØ¸wie, v qastnosti, veliqiny N_0 i Ñ_0. Togda re-

xenie u ∈^∘H^1(Ω_h) zadaqi (2.11)–(2.13) i asimptotiqeskoe priblißenie (3.38), postroennoe po rexeni¸ w rezul~tiru¸weæ zadaqi (3.23), (3.29) pri pomowi formul (3.2), (3.17), svØzany neravenstvom

jjU^0_X − ujj + ‖ε(U^0_X ) − ε(u); L_2(Ω_h)‖ ⩽ ch^0(N_0 + Ñ_0), (3.48)

250 S. A. NAZAROV v kotorom jj · jj – vesovaØ norma iz (2.21), a postoØnnaØ c ne zavisit ni ot h ∈ (0, 1), ni ot f i g^±.

PrimenØØ lemmu 3.6 tak ße, kak i v vykladke (3.47), vyvodim, qto pri p = 0, 1, 2 verny sootnoxeniØ

jj(1 − X) U^{−p}jj + ‖ε((1 − X) U^{−p}); L_2(Ω_h)‖ ⩽ cN_0. (3.49)

Takim obrazom, spravedlivo Sledstvie 3.8. Neravenstvo (3.48) sohranØetsØ i pri udalenii

srezki X iz opredeleniØ (3.38), t.e. zamene U^0_X summoæ

U^0(x) = h^{−2} U^{−2}(y) + h^{−1} U^{−1}(y, h^{−1}z) + h^0 U^0(y, h^{−1}z). (3.50)

5. Obsußdenie. PredstavleniØ (3.1)–(3.4) ime¸t mehaniqesku¸ podopleku. Kak uße upominalos~, h^{−2}w_3(y) – progib, a

h^{−1}w_i(y) – prodol~nye smeweniØ plastiny, osrednennye po tol-

wine; krome togo, h^{−1}∂_iw_3(y) – ugly povorotov, figuriru¸wie vo vtorom qlene asimptotiqeskogo anzaca (3.2). Sootvetstvenno

h^0f̄_3(y) – popereqnaØ i h^{−1}F_i(y) – prodol~nye sily (sm. (3.22)),

a vyraßeniØ iz figurnyh skobok v (3.28) proporcional~ny izgiba¸wim momentam. Razliqie pokazateleæ stepeneæ h v fftih mehaniqeskih harakteristikah otraßaet oqevidnyæ fakt: plastinu legqe izognut~, qem rastØnut~. V qastnosti, pervoe uslovie iz (3.4) oznaqaet, qto popereqnaØ sila men~xe po porØdku, qem prodol~nye. V soglasii s (3.28) izgib plastiny moßet osuwestvlØt~sØ i momentami, poroßdennymi raznonapravlennymi i peremennymi nagruzkami vdol~ sredinnoæ poverhnosti plastiny. Voobwe ße, trebovaniØ (3.4) vsegda moßno sobl¸sti za sqet pereoboznaqeniæ.

Primer 3.9. Pust~ g = 0 i f(x) = μg – sila tØßesti (g – vektor uskoreniØ svobodnogo povedeniØ i μ – plotnost~ materiala, postoØnnye dlØ prostoty). Togda f^0 = 0, g^{0±} = 0 i f̄^0_3 (y) = μg_3. Komponenty f̃^0_i = μg_i, i = 1, 2, otpravlØ¸tsØ v ostatok; pri fftom v (3.31) Ñ_0 ⩽ μ|g|(hmes_2ω)^{1/2}.

Primer 3.10. Pust~ usiliØ priloßeny k verhnemu osnovani¸ plastiny, t.e. f = 0, g^− = 0 i g^+(y) = hp(y). V fftom sluqae poloßim f^0 = 0, g^{0±} = 0, f̄^3(y) = p_3(y)e^3; f^1(y, ζ) = −p_3(y)e^3,

g^{1−} = 0, g^{1+}(y) = p(y). Vektory s indeksom “1” otnosØtsØ k ostat-

ku, priqem vypolneno uslovie ortogonal~nosti, podobnoe (3.4).

POGRANIQNYE SLOI 251 V §5 poslednee pozvolit postroit~ oqerednoæ asimptotiqeskiæ qlen. Zdes~ ße ukaßem, qto veliqina Ñ_0 iz (3.31) imeet porØdok h^{−1/2}, odnako ocenka (3.48) s maßorantoæ O(h^0) po-preßnemu moßet byt~ poluqena, esli uqest~ uslovie ortogonal~nosti dlØ

f^1, g^{1±} i neravenstvo ‖u_3 −ū_3; L_2(Ω_h)‖ ⩽ c E(u, u; Ω_h)^{1/2}, oqevidnoe

v silu (2.20) i (2.30).

DlØ primenimosti lineænoæ teorii uprugosti, razumeetsØ, deformacii i ugly povorotov obØzany byt~ malymi. Inymi slovami, nußno nakladyvat~ ograniqeniØ na veliqiny N_0 i Ñ_0 ili proizvodit~ perenormirovku dannyh (podhodØwiæ somnoßitel~ h^m uße ispol~zovalsØ v primere 3.10 pri m = 1).

Kaßdyæ iz integralov, vhodØwih v summu jjU^0jj^2 + ‖ε(U^0);

L_2(Ω_h)‖ ØvlØetsØ veliqinoæ O(h^{−1/2}) i soglasno (3.29) vesovye

mnoßiteli v (2.21) okazyva¸t odinakovoe vliØnie na shodimost~ integralov. �ti fakty demonstriru¸t pravil~nost~ raspredeleniØ vesovyh mnoßiteleæ v norme jj • jj i opravdyva¸t otdelenie asimptotiki U^0 v rexenii u.

V sledu¸wem paragrafe asimptotiqeskoe rexenie U^0 utoqnØetsØ pograniqnym sloem i proverØetsØ analogiqnoe (3.48) neravenstvo s mnoßitelem h^{1/2} v maßorante (teorema 4.9). Poskol~- ku ffnergetiqeskaØ norma pograniqnogo sloØ sostavlØet O(h^0), ocenki iz teoremy 3.7 i sledstviØ 3.8 asimptotiqeski toqnye. V nekotorom smysle oni predel~ny i po differencial~nym svoæstvam pravyh qasteæ. Tak, esli f^0 ∉ L_2(ω → L_2(Υ)^3), no

f^0 ∈ H^{−1}(ω → L_2(Υ)^3), to rexenie u ∈^∘H^1(Ω_h)^3 zadaqi (2.11)–

(2.13) suwestvuet po-preßnemu, odnako neravenstvo (3.48) naruxaetsØ iz-za ØvleniØ vnutrennih pograniqnyh sloev (sm., naprimer, [40]).

§4. Pograniqnyæ sloæ pri zadelke plastiny v paz

1. NevØzka v usloviØh Dirihle. ProsmatrivaØ v p. 3 §3 ewe raz, obnarußivaem, qto “uzkim mestom”, privedxim k ponißeni¸ pokazatelØ stepeni h v maßorante (3.48), okazyvaetsØ ocenka vyraßeniØ I_X , voznikxego iz-za naliqiØ srezki X v (3.38). NesmotrØ na to, qto my izbavilis~ ot X v sledstvie 3.8, rol~ fftoæ srezki suwestvenna, poskol~ku priblißenie U^0 obØzano udovletvorØt~ uslovi¸ Dirihle (2.11). Odnako imeetsØ inoæ sposob uqeta kraevyh usloviæ okolo bokovoæ poverhnosti pla-

252 S. A. NAZAROV stiny – postroenie pograniqnogo sloØ, kak raz i ØvlØ¸wegosØ predmetom dannogo paragrafa.

Usilim trebovaniØ gladkosti (3.30):

f^0 ∈ H^1(ω → L_2(Υ)^3), g^{0±} ∈ H^1(ω)^3, f̄^0_3 ∈ L_2(ω). (4.1)

Soglasno (3.22), (3.28) i (3.36)

F ∈ H^1(ω)^2 × L2(ω), w ∈ H^3(ω)^2 × H^4(ω), (4.2)

priqem sootvetstvu¸wie normy F i w ne prevoshodØt veliqiny

cN_1, gde N_1 – summa norm funkciæ (4.1). Teper~ vkl¸qeniØ (3.37)

prevrawa¸tsØ v takie:

U^k ∈ H^{2−k}(ω → H^2(Υ)^3), k = −2, −1, 0, 1. (4.3)

Pofftomu proizvodnye ∂^2_n U^{−2}, ∂_n U^{−1} i U^0 oblada¸t sledami na

Γ_1 i po teoremam vloßeniØ

∂^2_n U^{−2}_Γ , ∂_n U^{−1}_Γ , U^0_Γ ∈ H^{3/2}(∂ω → H^2(Υ)^3) ⊂ H^1(∂ω → H^2(Υ)^3).

(4.4) OqerednaØ lemma, v qastnosti, demonstriruet, kak uluqxaetsØ ocenka (3.47), esli sledy (4.4) vdrug okazalis~ nulevymi.

Lemma 4.1. Spravedlivy neravenstva

h^{−1}‖^∘U^{−p}; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖ + h^{−1/2}‖∇_y^∘U^{−p}; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖ ⩽ c h^{p+1}N_1,

(4.5)

gde p = 0, 1, 2 i^∘U^{−p} = U^{−p} − (p!)^{−1}n^p∂^p_nU^{−p}_Γ .

Dokazatel~stvo. BlagodarØ kraevym usloviØm (3.29) imeem ∘ U^0 = 0,^∘U^{−1} = ∂_n^∘U^{−1} = 0, ∘ U^{−2} = ∂_n^∘U^{−2} = ∂^2_n^∘U^{−2} = 0 pri y ∈ ∂ω.

Poskol~ku ∂^p_nU^{−p}_Γ ne zavisit ot peremennoæ n, odnomernoe neravenstvo Fridrihsa–Puankare, primenennoe p + 1 raz i prointegrirovannoe vdol~ Γ_h, daet sootnoxenie

‖^∘U^{−p}; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖ ⩽ c h^{p+1}‖∂^{p+1}_n^∘U^{−p}; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖ =

= c h^{p+1}‖∂^{p+1}_n U^{−p}; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖.

POGRANIQNYE SLOI 253 Teper~ dostatoqno soslat~sØ na neravenstvo (3.46) s W_p =

∇^{p+1}_y U^{−p} i vkl¸qeniØ (4.3). Tak kak ∇_y∂^{p+1}_n U^{−p} ∈ L_2(Ω_h), mnoßi-

tel~ h^{−1/2} pri vtoroæ norme sleva v (4.5) priobretaetsØ putem zameny z → ζ. • Itak, glavnaØ qast~ nevØzki summy (3.50) v kraevom uslovii (2.13) imeet vid h^0g(s, η), gde η_1 = h^{−1}n, η_2 = ζ – bystrye peremennye (sm. (2.2)) i g(s, η) = − 1 2 η^2_1∂^2_n U^{−2}_Γ (s) − η_1∂_n U^{−1}_Γ (s, η_2) − U^0_Γ(s, η_2). (4.6)

2. Predel~naØ zadaqa v polupolose. Pereædem k krivolineænym koordinatam (s, η_1, η_2) (pravaØ troæka), sohranØØ masxtab dlØ dliny dugi, no proizvodØ rastØßenie v normal~nom k ∂ω i popereqnom napravleniØh. Perezapis~ operatorov L i B^± v fftih koordinatah i vydelenie glavnyh (po h) qasteæ poroßdaet dvumernu¸ zadaqu, tak kak v predele isqezaet differencirovanie ∂_s = ∂/∂s po medlennoæ peremennoæ. V sootvetstvii s (2.2) takaØ predel~naØ zadaqa stavitsØ v polupolose Π (sm. (2.3)). NevØzka (4.6) kompensiruetsØ rexeniem v^0(s, η) tipa pograniqnogo sloØ. Fiksiruem toqku s^0 ∈ ∂ω i naædem zadaqu dlØ opredeleniØ

v^0(s^0, ·).

Predpoloßim, qto s^0 sovpadaet s naqalom koordinat y = 0, a osi y_1 i y_2 napravleny vdol~ kasatel~noæ i vnutrenneæ normali k ∂ω. Zameqanie 4.2. DlØ togo qtoby sdelat~ rassmatrivaemu¸ situaci¸ obweæ, dostatoqno nauqit~sØ zapisyvat~ zadaqu (2.11)– (2.13) v koordinatah (ỹ, z), povernutyh otnositel~no (y, z) na ugol φ v ploskosti plastiny. S fftoæ cel~¸ vvedem unitarnye

3 × 3-matricy θ = cos φ sin φ 0 − sin φ cos φ 0 0 0 1 ,

Θ = cos^2 φ sin^2 φ −α sin 2φ sin^2 φ cos^2 φ α sin 2φ α sin 2φ −α sin 2φ cos 2φ . Verhniæ levyæ 2 × 2-blok matricy θ oboznaqaem θ̃. Preobrazovannye vektory opredelØ¸tsØ po formulam ỹ = θ̃y, ∇_ỹ = θ̃∇_y, ũ = θu, f̃ = θf, g̃^± = θg^±, w̃ = θw.

254 S. A. NAZAROV Neposredstvennoæ proverkoæ ubeßdaemsØ v tom, qto

D(∇_y, ∂_z)^t = SD(∇_ỹ , ∂_z)^tθ, D(∇_y)^t = SD(∇_ỹ)^tθ,

gde S i S – 6 × 6-matricy, takße unitarnye, S = ( Θ O3 O3 θ^′ ) , S^{( Θ} O^3O_{3 Θ}^) .

priqem θ^′ – matrica θ, transponirovannaØ otnositel~no neglavnoæ diagonali (prohodØweæ sprava nalevo). Sledovatel~no, −f̃ = θD(∇_y , ∂_z)AD(∇_y, ∂_z)u = θθ^tD(∇_ỹ, ∂_z)S^tASD(∇_ỹ , ∂_z)^tθu = = D(∇_ỹ, ∂_z)S^tASD(∇_ỹ , ∂_z)ũ, t.e. preobrazovannaØ matrica Guka Ã vyqislØetsØ po formule

Ã = S−1AS. Analogiqnoe ravenstvo M̃ = S−1MS verno i dlØ

matricy, figuriru¸weæ v rezul~tiru¸weæ sisteme (2.23).

Tak kak η_1 = h^{−1}y_2, η_2 = h^{−1}z pri s = s_0, spravedlivo sootnoxenie D(∇_x) = h^{−1}D_η + . . . , gde D_η = D(0, ∇_η), a mnogotoqie zamenØet differencial~nyæ operator s kofffficientami porØdka

h^0. VydelØØ glavnye qasti v operatorah iz (2.11), (2.12) for-

muliruem kraevu¸ zadaqu dlØ vektora v:

−D η A(s^0, η2)D^t_η v^0(s^0, η) = F (s^0, η), η ∈ Π, (4.7) ±D 1 A(s^0, ±1/2)D^t_η v^0(s^0, η) = G^±(s^0, η1), η ∈ Σ^±(s^0), (4.8)

v^0(s^0, η) = g(s^0, η), η ∈ γ(s^0), (4.9)

gde A(s^0, ζ) – matrica Guka v toqke y = s^0 ∈ ∂ω, a Σ^±(s^0) – luqi, sostavlØ¸wie qast~ ∂Π \ γ(s^0) granicy polupolosy. Proishoßdenie pravyh qasteæ F i G^± ob¨ØsnØetsØ dalee v p. 3.

Uprostim vyraßenie (4.6) dlØ g. BlagodarØ kraevym uslovi- Øm (3.29) na ∂ω annuliru¸tsØ proizvodnye po s funkciæ w_j i

∂_nw_3 – udalim ih iz pravoæ qasti (4.6). V silu (3.2) (3.17) U^{−p}_Γ

– lineænaØ kombinaciØ proizvodnyh ∂^{2−p}_n w_3 i ∂^{1−p}_n w_i; p = 0, 1, 2. VvodØ sootvetstvu¸wie operator-matricy zapixem g sledu¸- wim obrazom:

g(s^0, η) = −V^{3−}(s^0, η)∂^2_nw_3(s^0) − 2∑ i=1 V^{i−}(s^0, η)∂_nw_i(s^0). (4.10)

POGRANIQNYE SLOI 255 Zdes~ ∂^q_nw_j (s) – sled na ∂ω proizvodnoæ ∂^q_nw_j;

V^{p−}(s^0, η) = { Y^(η2,^∂_{∂η1}^) + V(s^0, η2)D^(0,^∂_{∂η1}^{)t} } W^{p−}(η_1),

(4.11)

W^{3−}(η_1) = 1 2 η^2_1e^3, W^{i−}(η_1) = η_1e^i, i = 1, 2; (4.12)

operator D opredelen v (3.16), V(s^0, ζ) – znaqenie v toqke y = s^0 matricy-funkcii V iz (3.17),

Y^(η2,^∂_{∂η1}^) =

1 0 0 0 1 −η_2∂/∂η_1 0 0 1

. (4.13)

Obrawaem vnimanie na to, qto e^2 i e^3 – orty oseæ η_1 i η_2. Lemma 4.3. Vektory (4.11) udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

−D η A(s^0, η2)D^t_η V (s^0, η) = 0, η ∈ R× (−1/2, 1/2),

±D 1 A(s^0, η2)D^t_η V (s^0, η1, ±1/2) = 0, η1 ∈ R.^{(4.14)}

Dokazatel~stvo. V silu opredeleniæ (3.16) i (4.13) D ( 0, ∂ ∂η_1 , ∂ ∂η_2 )_t Y^(η2,^∂_{∂η1}^) = Y(η2)D^(0,^∂_{∂η1}^{)t}

(sleva vypolnØetsØ differencirovanie po η_2). Takim obrazom, vyqislØØ dvumernye naprØßeniØ, imeem

A(s^0, η_2)D^t_η V^{p−}(s^0, η) = T (s^0, η_2)D(0, ∂/∂η_1)^tW^{p−}(η_1)+

+D(0, ∂/∂η_1)^tV(s^0, η_2)D(0, ∂/∂η_1)^tW^{p−}(η_1), (4.15)

T (s^0, η_2) = A(s^0, η_2) ( Y(η_2) + ∂ ∂η_2 D t 1 V(s^0, η_2) ) . (4.16)

Poskol~ku D^tW^{p−} – postoØnnyæ vektor (sm. (3.16) i (4.12)), poslednee slagaemoe v (4.15) isqezaet, a pervoe ne zavisit ot η_1. Itak,

D η AD^t_η V^{p−} =^∂_{∂η2} D 1 T D^tW^{p−}, D 1 AD^t_η V^{p−} = D 1 T D^tW^{p−}.

256 S. A. NAZAROV ObrawaØs~ k ravenstvam (3.18), vidim, qto vektor-funkciØ D_1 T ØvlØetsØ rexeniem zadaqi Dirihle ∂ ∂ζ D 1 T (s^0, ζ) = 0, ζ ∈^(−^1_2 ,^1_2^) ; ±D 1 T^(s^0, ±^1_2^) = 0,

t.e. D_1 T = 0. Teper~ sootnoxeniØ (4.14) dlØ V^{p−} somneniæ ne vyzyva¸t. •

Vektory (4.12) udovletvorØ¸t sisteme obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ

D(0, −∂/∂η1)M(s^0)D(0, ∂/∂η1)^tW (η1) = 0, η1 ∈ R, (4.17)

svØzannoæ s rezul~tiru¸weæ sistemoæ (3.23). Ewe qetyrem ee rexeniØm

W^{3+}(η_1) = η_1e^3, W^{1+} = e^1, W^{2+} = e^2, W^{4+} = e^3 (4.18)

formula (4.11) sopostavlØet ßestkie smeweniØ

V^{3+}(η) = η_1e^3 − η_2e^2, V^{1+} = e^1, V^{2+} = e^2, V^{4+} = e^3. (4.19)

TakaØ neobyqnaØ numeraciØ budet udobna v dal~neæxem.

Zameqanie 4.4. Pomimo (4.12) i (4.18) sistema (4.17) obladaet ewe odnim rexeniem W^{4−}(η_1) = (a_1η^2_1, a_2η^2_1, a_3η^3_1)^t. Sootvetstvu- ¸wiæ vektor V^{4−}, udovletvorØ¸wiæ (4.14), stroitsØ pri uqete dopolnitel~nogo slagaemogo v (4.11), poroßdennogo qlenom U^1 asimptotiki (3.1). Sam V^{4−} dalee ponadobitsØ, odnako sleduet upomØnut~, qto V^{4−} dopolnØet vektory (4.11), (4.19) do bazisa v lineale rexeniæ odnorodnoæ zadaqi (4.14) s polinomial~nym rostom na beskoneqnosti.

VernemsØ k rassmotreni¸ zadaqi (4.7)–(4.9). Oboznaqim qerez H zamykanie C^∞_0 (Π̄)^3 po ffnergetiqeskoæ norme E(v, v; Π)^{1/2},

E(v, u; Π) = (AD^t_η v, D^t_η u)_Π.

Zameqanie 4.5. Izvestno (sm. naprimer, [41]), qto ßestkie smeweniØ (4.19) popada¸t v H. V silu (4.15) deformacii D^t_η V^{p−} ne ØvlØ¸tsØ kvadratiqno summiruemymi v Π i pofftomu vektory (4.11) ne prinadleßat H.

POGRANIQNYE SLOI 257

Pod^∘H(s) podrazumevaem podprostranstvo {v ∈ H : v = 0 na

γ(s)}. Kak obyqno, obobwennym rexeniem zadaqi (4.7)–(4.9) s

pravymi qastØmi g = 0 i

F = F^0 − 2∑ i=1 ∂F^i ∂η_i , G^± = G^{0±} ± F^2 (4.20)

nazyvaetsØ fflement v prostranstva^∘H(s^0), udovletvorØ¸wiæ integral~nomu toßdestvu

E(v, u; Π) = (F^0, u)_Π + 2∑ i=1 ( F^i, ∂u ∂η_i ) Π + ∑ ± (G^{0±}, u)_Σ�_{(s}0_) ∀u ∈^∘H(s^0). (4.21)

Poskol~ku pravaØ qast~ (4.10) predstavlØet soboæ gladkoe prodolßenie g s γ(s^0) na Π, uslovie Dirihle (4.9) netrudno sdelat~ odnorodnym, izmeniv pri fftom pravye qasti F i G^±. Pofftomu dalee govorim ob obobwennom rexenii v^0 ∈ H samoæ zadaqi (4.7)–(4.9).

Pust~ l ∈ N_0 = N ∪ {0} i W^l_δ(Π) – prostranstvo funkciæ s normoæ ‖Z; W^l_δ (Π)‖ = ‖e^{δη2} Z; H^l(Π)‖. Pokazatel~ δ sqitaem malym poloßitel~nym. Takim obrazom, vkl¸qenie ṽ ∈ W^1_δ (Π)^3 obespeqivaet ffksponencial~noe zatuhanie funkcii ṽ pri η_2 → +∞. Esli v (4.20)

F^p ∈ W^0_δ (Π), p = 0, 1, 2; G^{0±} ∈ W^0_δ (Σ^±(s^0)), (4.22)

to pixem (F, G^±) ∈ W^{−1}_δ (Π, Σ^±(s^0)).

Lemma 4.6. Pust~ (F, G^±) ∈ W^{−1}_δ (Π, Σ^±(s^0)) i δ > 0 – maloe qislo.

Suwestvuet edinstvennoe rexenie v^0 ∈^∘H(s^0) zadaqi (4.21) (ili (4.7)–(4.9) pri g = 0). �to rexenie dopuskaet predstavlenie

v^0(s^0, η) = ṽ(s^0, η) + 4∑ q=1 b_q(s^0)V^{q+}(s^0, η), (4.23)

gde b = (b_1, . . . , b_4)^t ∈ R^4 i ṽ ∈ W^1_δ (Π)^3. Spravedlivo neravenstvo

E(v^0, v^0; Π)^{1/2} ⩽ c(‖ṽ; W^1_δ (Π)‖ + |b|) ⩽ C‖(F, G^±); (4.24)

258 S. A. NAZAROV

W^{−1}_δ (Π; Σ^±(s^0)‖ ⩽ C

(_2 ∑ p=0 ‖F^p; W^0_δ (Π)‖ + ∑ ± ‖G^{0±}; W^0_δ (Σ^±(s^0))‖ ) . Rexenie v^0 i kofffficienty b_q nasledu¸t ot pravyh qasteæ F , G^±

i g gladku¸ zavisimost~ ot parametra s^0 ∈ ∂ω.

Dokazatel~stvo. Razreximost~ zadaqi vytekaet, naprimer, iz

teoremy Rissa o predstavlenii nepreryvnogo funkcionala v

gil~bertovom prostranstve i sledu¸wego vesovogo neravenstva

Korna dlØ v ∈^∘H(s^0), ustanovlennogo v [34]: ∫ Π { | | | ∂v_1 ∂η_1 | | | | 2 + | | | | ∂v_1 ∂η_2 | | | | 2 + | | | | ∂v_2 ∂η_1 | | | | 2 + | | | | ∂v_3 ∂η_2 | | | | 2 + (1 + η_1)^{−2} ( | | | ∂v_3 ∂η_1 | | | | 2 + | | | | ∂v_2 ∂η_2 | | | | 2 +

+|v_1|^2 + |v_2|^2 ) + (1 + η_1)^{−4}|v_3|^2 } dη ⩽ cE(v, v; Π). Podqerknem, qto vkl¸qeniØ (4.22) obespeqiva¸t nepreryvnost~

pravoæ qasti (4.21) kak funkcionala na^∘H(s^0) ∋ u.

Predstavlenie (4.23) i ocenka (4.24) poluqa¸tsØ pri pomowi

teh ße rassußdeniæ, qto i v §5.7 [36]. Ime¸tsØ i drugie sposoby

proverki utverßdeniæ (sm. [42]). •

3. Obosnovanie asimptotiqeskoæ konstrukcii, vkl¸qa¸weæ

pograniqnyæ sloæ. Vs¸du v fftom razdele predpolagaem, qto

spravedlivy formuly (3.3), (3.4), (4.1) i

f̃^0(x) = h^{−2}χ(n)F (s, h^{−1}n, h^{−1}z) + f̃^{1/2}(x),

g̃^{0±}(x) = h^{−1}χ(n)G^±(s, h^{−1}n, h^{−1}z) + g̃^{1/2±}(x).

(4.25)

Zdes~ χ ∈ C^∞(R_+) – sreza¸waØ funkciØ, χ(n) = 1 pri n < d/2 i

χ(n) = 0 pri n > d, priqem dlina d mala nastol~ko, qto nositel~

funkcii y → χ(n) raspoloßen v toæ okrestnosti kontura ∂ω, gde

vvedeny koordinaty (n, s). Krome togo, sqitaem, qto pri – = 1/2

vypolneny sootnoxeniØ

(F, G^±) ∈ H^{1+}–(∂ω ∋ s → W^{−1}_δ (Π, Σ^±(s))), (4.26)

POGRANIQNYE SLOI 259

h^{−1}‖ρ^2_hf̃–_3 ; L_2(Ω_h)‖ + h^{−1/2} ∑ ± ‖ρ^2_hg̃–^±_3 ; L_2(Σ^±_h )‖+

+ 2∑ i=1 ( ‖ρ_hf̃–_i ; L_2(Ω_h)‖ + h^{1/2} ∑ ± ‖ρ_hg̃–^±_i ; L_2(Σ^±_h )‖ ) = h–~_N–_.

(4.27) Normu vektor-funkcii (4.26) oboznaqim N_{1/2}.

Zameqanie 4.7. Esli v predstavlenii (4.20) F^1 = F^2 = 0, to norma (3.31) funkciæ (4.25) ne prevoshodit c(N_{1/2} + h^{1/2}Ñ_{1/2}).

Neot¨emlemoe svoæstvo pograniqnogo sloØ – zatuhanie pri udalenii ot bokovoæ poverhnosti Γ_h plastiny. DlØ postroennogo rexeniØ v zadaqi (4.7)–(4.9) ono naruxeno iz-za prisutstviØ v ego razloßenii (4.23) ßestkih smeweniæ b_qV^{q+}. Poslednie poroßda¸t polØ smeweniæ

b(y) = b_1(s)e^s + b_2(s)e^n + b_4(s)e^z ,

h^{−1}ω(y) = h^{−1}b_3(s)(ne^z − ze^n),

(4.28)

pronika¸wie vovnutr~ plastiny. (V (4.28) e^s i e^n – orty oseæ s i n; e^z = e^3.) DlØ rastuweæ komponenty h^{−1}ω situaciØ osloßnØetsØ ewe i tem, qto koordinaty (n, s) opredeleny tol~ko v okrestnosti kontura ∂ω i trebuetsØ prodolßenie funkcii b vovnutr~ ω. Vse ffto delaet stroenie asimptotiqeskogo priblißeniØ na dannom fftape ves~ma gromozdkim. Vproqem, v §5 pri postroenii mladxih qlenov asimptotiki prosleßiva¸tsØ uproweniØ, svØzannye s udaleniem komponent (4.28) iz pograniqnogo sloØ putem postanovki neodnorodnyh kraevyh usloviæ (3.29) na ∂ω dlØ vektor-funkcii w^1, w^2, . . . , formiru¸wih nazvannye qleny (sm. p. 2 §5).

DlØ sobl¸deniØ usloviæ Dirihle (2.13) vvodim v promeßutoqnoe asimptotiqeskoe priblißenie srezku X (sm. (3.39)):

U^{1/2}_X (x) = X(y)U^0(x) + (1 − X(y)) 2∑ p=0 h^{−p} n^p p! ∂^p_n U^{−p}_Γ (s, h^{−1}z)+ +χ(n)ṽ(s, h^{−1}n, h^{−1}z) + χ(n)b(y) + h^{−1}ω_X (x); (4.29) zdes~ b i ω vzØty iz (4.28), (4.23) i, krome togo,

ω_X (x) = ω(x)(1 − X(y)) + X(y) { e^3 − z 2∑ i=1 e^i ∂ ∂y_i } b_3(y)n, (4.30)

260 S. A. NAZAROV priqem b_3 – podhodØwee prodolßenie funkcii b_3 (s nositelem v d-okrestnosti kontura ∂ω). Soglasno formulam (4.10), (4.2), (4.26) i lemmam 4.6, 3.6 (sm. takße lemmu 4.1) spravedlivy neravenstva

‖b_3; H^2(ω)‖ ⩽ c‖b_3; H^{3/2}(∂ω)‖ ⩽ C(N_1 + N_{1/2}), (4.31)

h^{−2}‖b_3 − b_3; L_2(Ω_h ∩ O_h)‖ + h^{−1/2}‖∇_y(b_3 − b_3); L_2(Ω_h ∩ O_h)‖ ⩽ ⩽ c(N_1 + N_{1/2}).

Podqerknem, qto struktura differencial~nogo operatora iz figurnyh skobok v (4.30) soglasuetsØ s asimptotiqeskim anzacem (3.2). Vektor U^{1/2}_X prinadleßit^∘H^1(Ω_h)^3, tak kak v silu (4.6), (4.9) i (4.28), (4.30) obrawaetsØ v nul~ na γ_h. Esli v (4.28) poloßit~ X = 1, to poluqitsØ asimptotiqeskoe priblißenie U^{1/2} – toqno takße (3.38) prevrawalos~ v (3.50) Lemma 4.8. Asimptotiqeskie priblißeniØ U^{1/2}_X iz (4.29) i

U^{1/2}(x) =

= U^0(x) + χ(n)ṽ ( s, n h , z h ) + χ(n)b(y) + { e^3 − z 2∑ i=1 e^i ∂ ∂y_i } b_3(y)n

(4.32) udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ jjU^{1/2} −U^{1/2}_X jj+‖ε(U^{1/2})−ε(U^{1/2}_X ); L_2(Ω_h)‖ ⩽ ch^{1/2}(N_1 +N_{1/2}). (4.33)

Dokazatel~stvo. Posle nesloßnyh preobrazovaniæ imeem

U^{1/2} − U^{1/2}_X = (1 − X) 2∑ p=0 h^{−p ∘}U^{−p}_Γ +

+(1 − X) { n h (b_3 − b_3)e^3 + z h [ e^nb_3 − 2∑ i=1 e^i ∂ ∂y_i b_3n ]} . Ocenka (4.33) dlØ pervogo slagaemogo sprava vytekaet iz lemmy 4.1. Rassmotrim vtoroe slagaemoe X . Pust~ e^n = n_1e^1 + n_2e^2; togda e^s = −n_2e^1 + n_1e^2 i ∂ ∂y_1 = n_1 ∂ ∂n − n_2 ∂ ∂s , ∂ ∂y_2 = n_2 ∂ ∂n + n_1 ∂ ∂s . (4.34)

POGRANIQNYE SLOI 261 Sledovatel~no, X = h^{−1}(1 − X){(ne^z − ze^n)(b_3 − b_3) − e^snz∂_sb_3}. Neposredstvennoe vyqislenie norm jjX jj i ‖ε(X ); L_2(Ω_h)‖ pri ispol~zovanii neravenstv (4.31) privodit k (4.33). •

DlØ raznosti R^{1/2} = U^{1/2}_X − u, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (2.13), vypolnØetsØ ravenstvo (3.43), v kotorom R^0 i Ĩ_0 zameneny na R^{1/2} i Ĩ_{1/2}, a vmesto I_X figuriruet summa I_Γ + I_v + I_b, gde I_Γ = ⟨AD^t(1 − X) 2∑ p=0 h^{−p ∘}U^{−p}_Γ , D^tR^{1/2}⟩, I_v = ⟨AD^tχṽ, D^tR^{1/2}⟩ − h^{−1}{h^{−1}⟨F^0, χR^{1/2}⟩+ +⟨F^1, ∂_nχR^{1/2}⟩ + ⟨F^2, ∂_zχR^{1/2}⟩ + ∑ ± (G^{0±}, χR^{1/2})_Σ�_h }, I_b = ⟨AD^t(χb + h^{−1}ω_X ), D^tR^{1/2}⟩. Neravenstva (3.45) i (3.43), zapisannye vmeste, priobreta¸t vid |I_3 − I_0| + |Ĩ_{1/2}| ⩽ ch^{1/2}(N_1 + Ñ_{1/2})E(R^{1/2}, R^{1/2}; Ω_h)^{1/2}.

DlØ ocenivaniØ I_Γ povtorim vykladku (3.47), ssylaØs~ na lemmu 4.1 vmesto lemmy 3.6. V rezul~tate okazyvaetsØ, qto

|I_Γ| ⩽ ch^{1/2}N_1E(R^{1/2}, R^{1/2}; Ω_h)^{1/2}.

Pri obrabotke I_b vospol~zuemsØ tem, qto

‖D^tχb; L_2(Ω_h)‖ ⩽ ch^{1/2}‖b; H^1(∂ω)‖ ⩽ ch^{1/2}(N_1 + N_{1/2}), (4.35)

h^{−1}D^tω_X = h^{−1}D^t(1 − X) ( ω − { e^3 − z 2∑ i=1 e^i ∂ ∂y_i } b_3n ) +

+h^{−1}D^t { e^3 − z 2∑ i=1 e^i ∂ ∂y_i } b_3n. (4.36)

Maßoranta ch^{1/2}(N_1 + N_{1/2}) dlØ L_2(Ω_h)-normy pervogo slagaemogo iz pravoæ qasti uße byla naædena pri dokazatel~stve lemmy 4.8. Usloßnenie v (4.29) i (4.33) konstrukciæ, svØzannyh s povorotom b_3V^{0+} (sm. (4.23)) ob¨ØsnØ¸tsØ sledu¸wim kl¸- qevym svoæstvom stolbca h^{−1}D^t{e^3 − . . . }b_3n v (4.36): ego tri

262 S. A. NAZAROV nißnie komponenty ravny nul¸, a verhnie tri – sut~ proizvedeniØ h^{−1}z na vtorye proizvodnye funkcii b_3. Tol~ko pofftomu

L_2(Ω_h)-norma nazvannogo stolbca ne prevoshodit ch^{1/2}(N_1+N_{1/2}).

V itoge

|I_b| ⩽ ch^{1/2}(N_1 + N_{1/2})E(R^{1/2}, R^{1/2}; Ω_h)^{1/2}.

Ostalos~ rassmotret~ I_v. UpomØnem neskol~ko faktov, nazyvaØ “horoximi” te slagaemye, kotorye maßoriru¸tsØ pravoæ qast~¸ (4.35). Vo-pervyh, skalØrnoe proizvedenie ⟨AD^tχṽ,

D^tR^{1/2}⟩ bezboleznenno zamenØetsØ na ⟨AD^tṽ, D^tχR^{1/2}⟩: blagoda-

rØ ffksponencial~nomu zatuhani¸ ṽ kommutatory [D^t, χ], udalennye ot ∂ω na rasstoØnie d/2 > 0, poroßda¸t horoxie qleny (maßoranty soderßat mnoßiteli exp{(2h)^{−1}δd}). Vo-vtoryh, operator D_η annuliruet summu po q v (4.23) (ßestkoe smewenie) i potomu v integral~nom toßdestve (4.21) vmesto v moßet stoØt~ ṽ. Esli v takom toßdestve vzØt~ probnu¸ funkci¸

η → u(η) = χ(hη_1)R^{1/2}(s, hη), prinadleßawu¸^∘H(s), i prointegri-

rovat~ vdol~ ∂ω, to voznikaet sootnoxenie

h^{−2}⟨AD^t_η ṽ, D^t_η χR^{1/2}⟩ = h^{−2}⟨F^0, χR^{1/2}⟩ + h^{−2}⟨F^1, ∂ ∂η_1 χR^{1/2}⟩+ +⟨F^2, ∂ ∂η_2 χR^{1/2}⟩ + ∑ ± (G^{0±}, χR^{1/2})_Σ�_h + . . . ,

gde mnogotoqiem oboznaqen horoxiæ qlen (ego poØvlenie vyzvano ignorirovaniem vyqitaemogo v Økobiane 1−nk(s), odnako mnoßitel~ n pri krivizne k(s) i ffksponencial~noe zatuhanie ṽ dostavlØ¸t nußnu¸ ocenku). Itak, snova manipuliruØ so srezkoæ χ, prihodim k formule I_v = ⟨AD^tṽ, χD^tR^{1/2}⟩ − h^{−2}⟨AD^t_η ṽ, χD^t_η R^{1/2}⟩ + . . . = = ⟨A(D^t − h^{−1}D^t_η )ṽ, χD^tR^{1/2}⟩+

+h^{−1}⟨AD^t_η ṽ, (D^t − h^{−1}D^t_η )χR^{1/2}⟩ + . . . = I^1_v + I^2_v + . . . .

Tret~e poleznoe nabl¸denie sostoit v tom, qto matriqnyæ differencial~nyæ operator pervogo porØdka D(s, n, ∂_s) = D(∇_x)^t −

h^{−1}D_η ne soderßit differencirovaniØ po n i z. Sledovatel~no,

|I^1_v | ⩽ c‖χDṽ; L_2(Ω_h)‖ × ‖D^tR^{1/2}; L_2(Ω_h)‖ ⩽

POGRANIQNYE SLOI 263

⩽ ch‖ṽ; H^1(∂ω → L_2(Π))‖E(R^{1/2}, R^{1/2}; Ω_h)^{1/2} = . . .

Krome togo, vspominaØ vesovoe neraventsov Korna (2.20), nahodim, qto |I^2_v | = h^{−1}⟨D^∗AD^t_η ṽ, χR^{1/2}⟩| ⩽

⩽ c‖ṽ; H^1(∂ω → W^1_δ (Π))‖ ∫ {x∈Ω_h:n<d} e^{−2δn/h}|R^{1/2}|^2dx 1/2 ⩽

⩽ c(N_1 + N_{1/2})jjR^{1/2}jj max{e^{−δn/h}h^{1−i}(h + n)^i | |n ∈ [0, d], i = 1, 2} = . . . ; zdes~ D^∗ – soprØßennyæ operator, a ρ_h = h + n – vesovoæ mnoßitel~ v norme (2.21).

Vse slagaemye v pravoæ qasti ravenstva (3.42) dlØ R^{1/2} oceneny. Takim obrazom, pri uqete lemmy 4.8 dokazana

Teorema 4.9. Pri vypolnenii ukazannyh vyxe predpoloßeniæ re-

xenie u zadaqi (2.11)–(2.13) i ego asimptotiqeskoe priblißenie (4.32) podqineny neravenstvu

jjU^{1/2} −ujj+‖ε(U^{1/2})−ε(u); L_2(Ω_h)‖ ⩽ ch^{1/2}(N_1 +N_{1/2} +Ñ_{1/2}), (4.37)

v kotorom oboznaqeniØ analogiqny ispol~zovannym v teoreme 3.7.

Zameqanie 4.10. 1) PoØvlenie ortov e^s i e^n v (4.32) svØzano s povorotom oseæ, upomØnutym v zameqanii 4.2.

2) Izmenenie prodolßeniØ b_3 ili srezki χ ne skazyvaetsØ na toqnosti priblißeniØ. Tak, esli μ ∈ C^∞_0 (ω̄) (raznost~ dvuh srezok), to jjμbjj = O(h^{1/2}). Analogiqnye formuly verny i dlØ ostal~nyh slagaemyh v (4.32).

§5. Mladxie qleny asimptotiki. Ob¨edinennaØ zadaqa 1. Vtoroæ qlen asimptotiki. Kak uße otmeqalos~ v kommentariØh k formulam (3.25), (3.26), algorifm postroeniØ asimptotiki moßno prodolßit~. Sdelaem ffto, predpoloßiv, qto v dopolnenie k (3.3) i (4.25) vypolnØ¸tsØ predstavleniØ

f̃^{1/2}(x) = h^0f^1(y, ζ) + h^1f̄^1(y) + f̃^1(x), g̃^{1/2±}(x) = h^1g^{1±}(y) + g̃^{1±}(x),

(5.1)

264 S. A. NAZAROV priqem analogiqno (3.4) 1/2∫ −1/2 f^1_3 (y, ζ)dζ + g^{1+}_3 (y) + g^{1−}_3 (y) = 0, f̄^1_1 (y) = f̄^1_2 (y) = 0, y ∈ ω.

(5.2) Pust~ ewe spravedlivy vkl¸qeniØ (4.1), (4.26) i

f^1 ∈ L_2(ω → L_2(Υ)^3), g^{1±} ∈ L_2(ω)^3, f̄^1_3 ∈ H^{−1}(ω) (5.3)

(sravni s (3.30)). Summu norm funkciæ (4.1), (4.26) i (5.3) oboznaqaem N_1 (ne putat~ s N_1 v teoreme 4.9) i sqitaem vypolnennoæ formulu (4.27) s – = 1, opredelØ¸wu¸ veliqinu Ñ_1.

V kaqestve asimptotiqeskogo rexeniØ gladkogo tipa popreßnemu berem rØd (3.1), no, imeØ v vidu dublirovanie asimptotiqeskoæ struktury (3.50) s novym vektorom w^1 =

(w^1, w^1_2, w^1_3)^t, primenØem utoqnennye formuly dlØ kofffficientov

U^{−2}(y) = w_3(y)e^3, U^{−1}(y, ζ) = 2∑ i=1 {w_i(y) − ζ∂_iw_3(y)}e^i + w^1_3(y)e^3,

U^0(y, ζ) = V(y, ζ)D(∇_y )^tw(y) + 2∑ i=1 {w^1_i (y) − ζ∂_iw^1_3(y)}e^i, (5.4)

U^1(y, ζ) = U^{1,0}(y, ζ) + V(y, ζ)D(∇_y )^tw^1(y),

gde U^{1,0} – rexenie zadaqi (3.10) s pravymi qastØmi (3.19), uße vyqislennymi v §3. Ewe raz obratim vnimanie na dvukratnoe po- Øvlenie vyraßeniæ (3.2), (3.17) v (5.4): U^{−1} = U^{−1,0}+ U^{−2,1}, U^0 =

U^{0,0} + U^{−1,1} i t.p. (oboznaqeniØ ne vyzyva¸t raznoqteniæ). Uqi-

tyvaØ razloßeniØ (5.1) i formuly (3.25), (3.26), gde U^j zameneny na U^{j,0}, zakl¸qaem, qto pravye qasti zadaqi (3.11) dlØ U^2 ime¸t vid

F^2 = −L^1 U^{1,0} − L^2 U^{0,0} + f̄^0 + {f^1 − L^1 U^{0,1} − L^2 U^{−1,1}},

G^{2±} = −B^{1±} U^{1,0} + {g^{1±} − B^{1±} U^{0,1}}.

(5.5)

Summy, vzØtye v figurnye skobki, obrabatyva¸tsØ po sheme iz p. 3 §3, a ostavxiesØ slagaemye (izvestnye veliqiny) perepravlØ¸tsØ v pravu¸ qast~ rezul~tiru¸weæ sistemy

D(−∇y)M(y)D(∇y)^tw^1(y) = F^1(y), y ∈ ω. (5.6)

POGRANIQNYE SLOI 265 BlagodarØ pervomu ravenstvu (5.2) i formulam (3.4), (3.20), (3.27) uslovie (3.12), j = 3, dlØ (5.5) vypolneno. Soglasno (3.21), (3.22) i (3.7), (3.9) drugie dva usloviØ prevrawa¸tsØ v dve verhnie (i = 1, 2) stroki sistemy (5.6), v kotoroæ

F^1_i =^{1/2∫}_{−1/2} f^1_i dζ +^∑_± g^{1±}_i +^{1/2∫}_{−1/2} e^{it}D y A(D^t_ζ U^{1,0} + D^t_y U^{0,0})dζ. (5.7)

Itak, rexenie U^2 ukazannoæ zadaqi suwestvuet. Teper~, vyqislØØ pravye qasti F^3, G^{3±} i povtorØØ s oqevidnymi izmeneni- Ømi vykladki (3.27), vyvodim tret~¸ stroku sistemy (5.6) i formulu

F^1_3 =^¯f^1_3 +^{2∑}_{i=1}^∂_{∂yi} 1/2∫ −1/2 ζf^1_i dζ + ∑ ± ± 1 2 g^1_i +

+ 2∑ i=1 ∂ ∂y_i 1/2∫ −1/2 ζe^{it}D_y A(D^t_ζ U^{1,0} + D^t_y U^{0,0})dζ. (5.8)

OstaetsØ naæti kraevye usloviØ dlØ w^1. DlØ togo qtoby vektor U^{−1} iz (5.4) udovletvorØl usloviØm Dirihle hotØ by na Γ_h, v dopolnenie k (3.29) nußno poloßit~

w^1_3(y) = 0 y ∈ ∂ω. (5.9)

Iz-za poØvleniØ novyh qlenov v (5.4) k nevØzke (4.10) pribavlØ- ¸tsØ slagaemye

−V^{1+}w^1_s(s) − V^{2+}w^1_n(s) − V^{3+}(η)∂_nw^1_3(s), (5.10)

gde w^1_s = e^{st}w^1 i w^1_n = e^{nt}w^1 – kasatel~naØ i normal~naØ komponenty dvumernogo vektora (w^1, w^1_2)^t, a V^{q+} – ßestkie smeweniØ (4.19). Takim obrazom, v^0 = v^{00} + v^{01}, priqem v^{00} – preßnee rexenie zadaqi (4.7)–(4.9), i v^{01} ∈ H – summa (5.10). Sledovatel~no, za sqet vybora kraevyh usloviæ

w^1_s (y) = b_1(s), w^1_n(y) = b_2(s), ∂_nw^1_3(y) = b_3(s), y ∈ ∂ω, (5.11)

266 S. A. NAZAROV udaetsØ dobit~sØ “luqxego” povedeniØ (pri η_2 → +∞) postroennogo rexeniØ tipa pograniqnogo sloØ. Imenno, v silu (5.11) i (4.23) ono na dannom fftape stanovitsØ ograniqennym:

v^0(s, η) = ṽ(s, η) + b_4(s)e^3. (5.12)

Predloßenie 3.4 obespeqivaet suwestvovanie rexeniØ w^1 zadaqi (5.6), (5.9), (5.11) (pri ßelanii usloviØ (5.11) moßno svesti k odnorodnym). Pristupim k formirovani¸ asimptotiqeskogo priblißeniØ U^1. Zametim, qto blagodarØ predpoloßeniØm (4.1), (5.3) i (4.26), – = 1/2, vkl¸qeniØ (4.3) osta¸tsØ vernymi dlØ vektorov (5.4). Pomimo fftih vektorov vkl¸qaem v U^1 zatuha¸- wee rexenie ṽ tipa pograniqnogo sloØ i podobnu¸ ispol~zovannoæ v (4.32) strukturu, soderßawu¸ prodolßenie b_4 ∈ H^2(ω) neuqtennogo v (5.11) kofffficienta b_4 iz (4.23). V itoge

U^1(x) =

= h^{−2} U^{−2}(y) + h^{−1} U^{−1}(y, h^{−1}z) + h^0 U^0(y, h^{−1}z) + h^1 U^1(y, h^{−1}z)+

+χ(n)ṽ ( s, n h , z h ) + { e^3 − z 2∑ i=1 e^i ∂ ∂y_i } b_4(y). (5.13)

Tak ße, kak i v p. 3 §3 i p. 3 §4, vvodØ promeßutoqnoe asimptotiqeskoe priblißenie U^1_X , udovletvorØ¸wee kraevym usloviØm (2.13) polnost~¸, i ocenivaØ po preßneæ sheme slagaemye iz pravoæ qasti ravenstva (3.42) dlØ R^1 = U^1_X − u, provodim obosnovanie asimptotiki.

Teorema 5.1. Pust~ pravye qasti zadaqi (2.11)–(2.13) udovletvo-

rØ¸t trebovaniØm, sformulirovannym v naqale razdela. Togda rexenie u fftoæ zadaqi i asimptotiqeskoe priblißenie (5.13) svØzany neravenstvom

jjU^1 − ujj + ‖ε(U^1) − ε(u); L_2(Ω_h)‖ ⩽ ch^1(N_1 + Ñ_1), (5.14)

v kotorom postoØnnaØ c ne zavisit ot parametra h ∈ (0, 1) i sostavlØ¸wih f^q , g^{q±}, f̄^q , F, G^± i f̃^1, g̃^{1±} pravyh qasteæ.

2. Polnoe asimptotiqeskoe razloßenie. DlØ opredeleniØ mladxih asimptotiqeskih qlenov pomimo utoqneniæ (4.25) i

POGRANIQNYE SLOI 267 (5.1) stroeniØ pravyh qasteæ f i g^± zadaqi (2.11)–(2.13) okazalos~ neobhodimym uluqxenie differencial~nyh svoæstv sostavlØ¸wih f^0, g^{0±} i f̄^0 (sravni (3.30) s (4.1)). Inymi slovami, ispol~zuemyæ algorifm podrazumevaet “poter¸ gladkosti”. Tem ne menee, pri beskoneqno gladkih f i g^± moßno ukazat~ polnyæ asimptotiqeskiæ rØd dlØ rexeniØ u i ocenit~ raznost~

R^N = U^N − u, gde U^N – otrezok rØda i N – proizvol~noe na-

tural~noe qislo. �to – rutinnoe zanØtie, ne trebu¸wee kakihlibo novyh soobraßeniæ. Pofftomu ograniqimsØ slovesnym opisaniem.

Na xage algorifma s nomerom N obrabatyva¸tsØ slagaemye h^N { h^{−1}f^N ( y, z h ) + f̄^N (y) + χ(n)F^N ( s, n h , z h )} , h^{N−1} { g^{N±}(y) + χ(n)G^{N±} ( s, n h )} v razloßeniØh pravyh qasteæ. Funkcii f^N , g^{N±} i f̄^N podqineny usloviØm vida (3.4), (5.2) i kompensiru¸tsØ pri pomowi konglomerata

h^{N−2} U^{−2,N} + h^{N−1} U^{−1,N} + h^N U^{0,N} + h^{N+1} U^{1,N} ,

opredelØemogo formulami (5.4) po vektoru w^N = (w^N_1 , w^N_2 , w^N_3 )^t, kotoryæ udovletvorØet rezul~tiru¸weæ sisteme (5.6) s pravoæ qast~¸ F^N , zavisØweæ ot f^N , g^{N±}, f̄^N i w^{N−1}, w^{N−2} (sm. (3.25), (3.26) i (5.7), (5.8)). Gruppa (5.11) kraevyh usloviæ dlØ w^N i qetvertoe uslovie w^N_3 = . . . na ∂ω vyvodØtsØ iz trebovaniæ zatuhaniØ na beskoneqnosti komponent v^{N−1} i v^N sootvetstvenno i modeliru¸t vliØnie pograniqnogo sloØ na naprØßennoe sostoØnie vnutri plastiny (tak, v qastnosti, ne vostrebovannyæ v p. 1 kofffficient b_4(s) iz (5.12) formiruet kraevoe uslovie w^2_3 = b_4 na ∂ω). Sama zadaqa (4.7)–(4.9) dlØ v^N v polupolose Π voznikaet v rezul~tate perezapisi operatorov L i B^± v koordinatah

(s, n, z) razloßeniØ kofffficientov v rØdy Maklorena po pere-

mennoæ n i zameny (n, z) → η. Pofftomu poØvlØ¸tsØ raswepleniØ L(h, x, ∇_x) ∼ h^{−2} ∞∑ j=0 h^j L^j(s, η, ∂_s, ∇_η),

B^±(h, y, ∇_x) ∼ h^{−1} ∞∑ j=0 h^j B^{j±}(s, η_1, ∂_s, ∇_η)

268 S. A. NAZAROV s kofffficientami, zavisØwimi polinomial~no ot η_1, a pravye qasti zadaqi dlØ v^N priobreta¸t vid F^N − N∑ j=1 L^jv^{N−j} , G^{N±} − N∑ j=1 B^{j±}v^{N−j} ,

g^N (s, η) = − 1∑ p=−2 N−p∑ m=0 1 m! η^m_1 ∂^m_n U^{−p,N−p−m} Γ (s, η_2).

(5.15)

Podqerknem ewe raz, qto dobit~sØ ffksponencial~nogo zatuhaniØ qlena pograniqnogo sloØ v^N udaetsØ za sqet vhodØwih v summu iz (5.15) vyraßeniæ U^{−2,N+2} Γ (s, η_2) = w^{N+2}_3 (s)e^3, U^{−1,N+1}_Γ (s, η_2) + η_1∂_n U^{−2,N+1}_Γ (s, η_2) =

= w^{N+1}_s (s)e^s + w^{N+1}_n (s)e^n − ∂_nw^{N+1}_3 (s)(η_2e^n − η_1e^3) − η_2w^{N+1}_3 (s)e^s

(5.16) (poslednee slagaemoe vyqisleno na predyduwem xage algorifma). Esli po kakim-libo priqinam postroenie w^{N+1} i w^{N+2} zatrudneno, to vyraßeniØ (5.16) udalØ¸tsØ iz pravoæ qasti (5.15), a v asimptotiqeskoe priblißenie privleka¸tsØ konstrukcii iz (4.32) i (5.13).

Formulirovka teoremy ob ocenke raznosti U^N − u ne privoditsØ, poskol~ku ona byla by zavedomym pereskazom teorem 3.7, 4.9 i 5.1.

3. Konkretnye formuly. Predpoloßim, qto uprugie svoæstva materiala plastiny neizmenny v popereqnom napravlenii, t.e. matrica Guka A zavisit lix~ ot peremennyh y ∈ ω. V fftom sluqae vse vspomogatel~nye zadaqi rexa¸tsØ Øvno.

Razob~em matricu A na bloki A_{ij} razmerom 3 × 3; zdes~ i, j =

1, 2. Pust~ ewe v sootvetstvii s (3.6) i (3.16)

D ζ = (O3, T^t∂ζ ), D y = (D1, D2), D(∇y) = (D1, D2), T = 0 0 1 0 α 0 α 0 0

, D_1 =

∂_1 0 α∂_2 0 ∂_2 α∂_1 0 0 0

, (5.17)

D_2 =

0 0 0 0 0 0 0 α∂_2 α∂_1 .

POGRANIQNYE SLOI 269 Teper~ 3 × 6-matrica V = (V_{(1)}, V_{(2)}), rexa¸waØ zadaqu (3.18), zapisyvaetsØ sledu¸wim obrazom:

V(y, ζ) = T^{−1}A_{22}(y)^{−1}A_{21}(y) ( −ζ1I_3, [ ζ^2 2 − 1 24 ] 1I_3 ) . (5.18)

Krome togo, v silu (3.24)

M(y) = diag^{m(y),^1_{12}m(y)^} , m = A11 − A12A^{−1}_{22} A21. (5.19)

Itak, v rassmatrivaemom sluqae matrica M bloqnodiagonal~- naØ, t.e. rezul~tiru¸waØ zadaqa (3.23), (3.29) raspadaetsØ na dve zadaqi, rexaemye po-otdel~nosti: opisyva¸wie ploskonaprØßennoe sostoØnie (prodol~nye smeweniØ w^′ = (w_1, w_2)^t) i izgib plastiny (popereqnoe smewenie w_3). Takie sostoØniØ nazyva¸tsØ osnovnymi. V prikladnoæ teorii tonkih plastin (odnorodnyh) ffffekt nevzaimodeæstviØ osnovnyh sostoØniæ izvesten (sm. [7, 8] i dr.). Izuqim bolee podrobno vtoroæ qlen asimptotiki.

Primem razumnye s toqki zreniØ fiziki predpoloßeniØ o sostavlØ¸wih v (5.2) i (4.25) (sravni s p. 4 §3):

f^1 = f^1_3 e^3, g^{1±} = 0, f̄^1 = 0, F = 0, G^± = 0, f̃^1 = 0, g̃^{1±} = 0.

(5.20) Oboznaqim U^1 i U^2 rexeniØ zadaqi (3.11) s pravymi qastØmi

F = f^0 − F_1e^1 − F_2e^2, G^± = g^{0±} i F = f^1, G^± = 0. (5.21)

Podqerknem, qto blagodarØ (3.4), (3.22) i (5.2), (5.20) usloviØ razreximosti (3.12) vypolneny. RexaØ teper~ zadaqu (3.10) s

k = 1 pri uslovii (3.23), obnarußivaem, qto

U^1 = U^1 + T^{−1}A^{−1}_{22} { (T^t)^{−1}D_1m ( O3,^{[ ζ3}_6 −^ζ_8^] 1I3^) +

+[A_{21}D^t_1 + A_{22}D^t_2]T^{−1}A^{−1}_{22} A_{21}× × ([ ζ^2 2 − 1 24 ] 1I_3, [ ζ 24 − ζ^3 6 ] 1I_3 ) } D(∇y)^tw. (5.22)

Itak, soglasno (5.7) i (5.20) pravaØ qast~ sistemy (5.6) predstavima sledu¸wim obrazom:

F^1(y) = F^{10}(y) − M^1(y, ∇y)w(y). (5.23)

270 S. A. NAZAROV Zdes~ pri i, r = 1, 2

F^{10}_i = 1/2∫ −1/2 e^{it}D_y AD^t_ζ U^1dζ,

F^{10}_3 =^{2∑}_{i=1}^∂_{∂yi} 1/2∫ −1/2 ζe^{it}D_y AD^t_ζ U^1dζ, (5.24)

a fflementy M^1_{jk} matriqnogo operatora M^1 ime¸t vid

M^1_{ir} = 0, M^1_{33} = 0, M^1_{3i}(y, ∇y) = M^1_{i3}(y, ∇y)^∗, M^1_{i3}w3 = e^{it}(D1A12A^{−1}_{22} + D2)(T^t)^{−1}D1mD2(∇y)^te^3w3^{(5.25)}

(prinØli vo vnimanie, qto po teoreme 2.6 iz [39] operator M^1 formal~no samosoprØßennyæ, t.e. M^{1∗} = M^1).

Zameqanie 5.2. 1) Esli v posledneæ stroke (5.25) poloßit~

i = 1, to, koneqno ße, poluqitsØ fflement M_{33} operator-matricy

(3.24). V soglasii s (5.19) ffto sleduet iz ravenstv e^{3t}D_1 = 0 i

e^{3t}D_2(T^t)^{−1}D_1 = D_2, proverØemyh naprØmu¸.

2) V formulah (3.22) i (3.28) figuriru¸t srednie nagruzok (po tolwine plastiny) i ih momenty. VyraßeniØ (5.24) ustroeny bolee sloßno i, v qastnosti, zavisØt ot uprugih moduleæ plastiny.

Predloßenie 5.3. Pust~

A_{ps}(y) = 0, p = 1, . . . , 4, s = 5, 6, (5.26)

t.e. plastina obladaet ploskost~¸ uprugoæ simmetrii {x : z = 0}. Togda operator M^1 annuliruetsØ.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego, e^{it}D2 = 0 pri i = 1, 2 (sm. (5.17)). Ewe odna formula e^{it}D_1A_{12}A^{−1}_{22} (T^t)^{−1}D_1 = 0, privodØwaØ k ravenstvu M_{i3} = 0, a znaqit, i k nußnomu utverßdeni¸, obespeqivaetsØ strukturoæ matric D_1 i

A_{12} =

• 0 0 • 0 0 • 0 0

, A_{22} =

• 0 0 0 • • 0 • • ,

POGRANIQNYE SLOI 271

T^t =

0 0 • 0 • 0 • 0 0

(ßirnoæ toqkoæ oboznaqa¸tsØ nenulevye fflementy). •

DlØ nesimmetriqnyh plastin (naruxeny usloviØ (5.26)) vzaimodeæstvie osnovnyh sostoØniæ proØvlØetsØ v asimptotiqeskoæ popravke w^1, poskol~ku operator M^1 v pravoæ qasti (5.23) sistemy (5.6) soderßit perekrestnye qleny. RazumeetsØ, ffto vzaimodeæstvie realizuetsØ i qerez kraevye ffffekty (graniqnoe uslovie (5.11)). V sledu¸wem razdele podrobno analiziruetsØ pograniqnyæ sloæ – edinstvenno vozmoßnaØ priqina vzaimodeæstviØ osnovnyh sostoØniæ v simmetriqnoæ plastine. 4. Special~nye rexeniØ zadaqi v polupolose. Oboznaqim qerez v^p rexenie zadaqi (4.7)–(4.9) s pravymi qastØmi

F = 0, G^± = 0, g(s^0, η) = −V^{p−}(s^0, η). (5.27)

Lemma 4.5 garantiruet suwestvovanie ffnergetiqeskogo rexeniØ

v^p ∈ H i podobnoe (4.23) predstavlenie

v^p(s^0, η) = ṽ^p(s^0, η) +^{4∑}_{q=1} Qqp(s^0)V^{q+}(η). (5.28)

Iz kofffficientov Q_{qp}(s^0), gde p, q = 1, 2, 3, sostavim 3×3-matricu

Q(s^0) (znaqenie q = 4 ignoriruetsØ v soglasii s zameqaniem 4.4).

Izuqim svoæstva matricy Q, opuskaØ v promeßutoqnyh vykladkah argument s = s^0. Napominaem pro soglaxenie, prinØtoe v p. 2 §4, – pri okonqatel~noæ formulirovke izbavimsØ ot nego, vospol~zovavxis~ zameqaniem 4.2.

Oqevidno, qto summa V^q = V^{q−} +v^q udovletvorØet odnorodnoæ zadaqe (4.7)–(4.9). Podstavim v^p i V^q v formulu Grina v prØmougol~nike Π_T = (0, T ) × (−1/2, 1/2) s bokovymi storonami Υ_0 i

Υ_T . Tak kak mnogie integraly isqeza¸t blagodarØ uravneniØm

i kraevym usloviØm dlØ v^p i V^q, poluqaem ∫ γ v^{pt}D ν AD^t_η V^qdlη = = ∫ Υ_T

{V^{qt}D(e^2)AD^t_η v^p − v^{pt}D(e^2)AD^t_η V^q}dη2, (5.29)

272 S. A. NAZAROV gde l_η – fflement dliny dugi, D_ν = D (0, ν_1, ν_2), ν – ediniqnyæ vektor vnexneæ normali k ∂Π (v qastnosti, D_ν = −D(e^2) na Υ_0). V silu lemmy 4.3, ravenstv (5.27) i formuly Grina v polupolose Π (sm. (4.21)) levyæ integral I^−_{qp} (5.29) sovpadaet s summoæ

E(v^q, v^p; Π) +^∫_{Υ0} (V^{p−})^tD(e^2)AD^t_η V^{q−}dη2. (5.30)

V pravom integrale I^+_{qp} zamenim v^p i V^q ih asimptotiqeskimi predstavleniØmi (sm. (5.28)). OsvoboßdaØs~ ot qlenov, isqeza- ¸wih pri T → +∞, i uqityvaØ sootnoxeniØ (4.15) i (4.16), imeem

I^+_{qp} = − 4∑ k=1 Qkp^∫_{ΥT} (V^{k+})^tD(e^2)AD^t_η V^{q−}dη2 + o(1) = = − 4∑ k=1 Qkp^∫_{ΥT} (V^{k+})^tD(e^2)A^(Y +D 1^∂_{∂η1} V^) dη2D^(0,^∂_{∂η1}^{)t} W^{q−}+o(1).

(5.31) Poslednie integraly vyraßa¸tsØ qerez fflementy matricy M. V samom dele, zametim, qto

D(e^2)^tV^{3+}(η) = Y^5(η_2) + αη_1e^5, D(e^2)^tV^{1+} = αY^3,

D(e^2)^tV^{2+}(η) = Y^2, D(e^2)^tV^{4+}α = e^5,

gde Y^j – stolbcy matricy Y iz (3.16), a e^5 = (0, 0, 0, 0, 1, 0)^t. Pri integrirovanii e^5 propadaet, poskol~ku D_1 A(Y + D^t_1 ∂V/∂η_2) = 0 (sm. tekst posle formuly (4.16)). Pofftomu integraly po Υ_T prevrawa¸tsØ v integraly iz pravoæ qasti formuly (3.24) dlØ M. Ewe odno poleznoe nabl¸denie: D(0, ∂/∂η_1)^tW^{q−}(η_1) – stolbcy matricy D(e^2)^t; q = 1, 2, 3 (sm. (4.18) i (3.16)).

Predloßenie 5.4. Predpoloßim, qto matrica Guka A ne zavi-

sit ot peremennoæ ζ. Pust~ (n_1, n_2, 0)^t – vektor e^n vnutrenneæ normali k ∂ω v toqke s. Togda 3 × 3-matrica

N(s) = −D(n1, n2)M(s)D(n1, n2)^tQ(s)

okazyvaetsØ simmetriqeskoæ i poloßitel~no opredelennoæ.

POGRANIQNYE SLOI 273

Dokazatel~stvo. Pri uqete preobrazovaniæ, upomØnutyh v zameqanii 4.2, obnarußivaem, qto limI^+_{qp} = N_{qp}. Itak, posle predel~nogo perehoda T → +∞ v (5.29) ostaetsØ razobrat~sØ s summoæ (5.30). V silu (4.11)–(4.13)

V^{p−}(0, η_2) = V(η_2)D(0, ∂/∂η_1)^tW^{p−}(η_1).

Krome togo, soglasno (5.18)

V(η_2)^tD (e^2 )A{Y(η_2) + D^t_1 ∂ ∂η_2 V(η_2)} =

= ( −η_21I_3, [ η^2 2 − 1 24 ] 1I_3 )_t Q(1I_3, −η_21I_3),

gde Q – nekotoraØ qislovaØ 3 × 3-matrica. Takim obrazom, povtorØØ preobrazovaniØ (5.31) podyntegral~nogo vyraßeniØ v poslednem integrale J_{qp} iz (5.30), vidim, qto ono – neqetnaØ funkciØ peremennoæ η_2, t.e. J_{qp} = 0. Pervye slagaemye v (5.30) obrazu¸t matricu Grama otnositel~no skalØrnogo proizvedeniØ E(•, •; Π) v H (sm. p. 2 §4), qto i nadelØet N provozglaxennymi svoæstvami. •

Zameqanie 5.5. Neizmennost~ uprugih svoæstv plastiny v popereqnom napravlenii ispol~zovalas~ dlØ uniqtoßeniØ vtorogo slagaemogo v (5.30). V obwem sluqae ono nul¸ ne ravno i dopolnitel~no trebuetsØ primenit~ proceduru ortogonalizacii stepennyh rexeniæ zadaqi (4.14), opisannu¸ v §5.2, 5.7 [36]. �to ße kasaetsØ i rexeniØ V^{4−}, upomØnutogo v zameqanii 4.4. 5. Ob¨edinennaØ zadaqa i dvumernoe izobraßenie plastiny. V fftom razdele prinimaem uprowenie (5.20) i (5.26). SravnivaØ (4.10) i (5.27), obnarußivaem, qto rexenie v^0(s^0, η) zadaqi (4.7)–(4.9) okazyvaetsØ lineænoæ kombinacieæ special~nyh rexeniæ

v^1(s^0η)∂nw(s^0) + v^2(s^0, η)∂nwn(s^0) + v^3(s^0, η)∂^2_nw3(s^0).

Znaqit, kofffficienty razloßeniØ (4.23) vyqislØ¸tsØ po formule

(b_1(s^0), b_2(s^0), b_3(s^0))^t = Q(s^0)T^1(∂_n)w(s^0),

gde Q – matrica, vvedennaØ v predyduwem razdele, i T^k(∂n)w(s) = (∂^k_nws(s), ∂^k_nwn(s), ∂^{1+k}_n w3(s))^t.

274 S. A. NAZAROV Teper~ kraevye usloviØ (5.11) zapisyva¸tsØ tak:

T^0(∂n)w^1(s) = Q(s)T^1(∂n)w(s), s ∈ ∂ω. (5.32)

Esli matrica Q ne ØvlØetsØ bloqnodiagonal~noæ, to kraevye usloviØ (5.32) “peremexiva¸t” osnovnye sostoØniØ plastiny daße v sluqae (5.26). RazumeetsØ, podobnye (5.26) ravenstva

Qi3(s) = Q3i(s) = 0 pri i = 1, 2, s ∈ ∂ω, obespeqiva¸wie nevzai-

modeæstvie nazvannyh sostoØniæ, garantirovany lix~ pri simmetrii zony zawemleniØ γ_h otnositel~no ploskosti {x : z = 0}.

�tot paragraf zakanqivaem realizacieæ idei [6, 23] o postanovke zadaqi, ob¨edinØ¸weæ qleny w i hw^1 gladkogo tipa. TakaØ zadaqa formuliruetsØ v sußennoæ dvumernoæ oblasti ω^h: ee granica ∂ω^h = {y : n = hH(s)} raspoloßena vnutri ω, poskol~- ku funkciØ H poloßitel~naØ. Vybor glubiny useqeniØ hH(s), zavisØweæ ot mnoßestva γ(s) v (2.5), osuwestvlØetsØ tak, qtoby rexenie w^h zadaqi obladalo asimptotikoæ w+h^1w^1+O(h^2). Dannyæ podhod pozvolØet obosnovanno govorit~ o dvumernom izobraßenii ω^h tonkoæ plastiny Ω_h, zawemlennoæ po poverhnosti

γ_h.

PrØmymi vyqisleniØmi, opira¸wimisØ na formuly differencirovaniØ (4.34), ubeßdaemsØ v spravedlivosti oqerednyh utverßdeniæ.

Lemma 5.6. 1) Esli w udovletvorØet usloviØm (3.29), to D(∇y)^tw(s) = D(n1, n2)^tT^1(∂n)w(s), s ∈ ∂ω. 2) Pust~ w_3 = 0 i W_3 = 0 na ∂ω. Togda verna formula Grina (D(−∇y)MD(ny)^tw, W )ω = (MD(∇y)^tw, D(∇y)^tW )ω+ + ∫ ∂ω (T^0(∂n)W (s))^tD(n1, n2)M(s)D(∇y)^tw(s)ds.

Zametim, qto rang 3 × 6-matricy D(n_1, n_2) raven trem i pofftomu 3 × 3-matrica B(s)^{−1} = D(n_1, n_2)M(s)D(n_1, n_2)^t poloßitel~no opredelena i simmetriqna (sm. lemmu 3.2). Pri pomowi lemmy 5.6 (1) perepisyvaem sootnoxenie (5.32) v vide

T^0(∂n)w^1(s) + H(s)D(n1, n2)M(s)D(∇y)^tw(s) = 0, (5.34)

POGRANIQNYE SLOI 275 priqem blagodarØ predloßeni¸ 5.4 matrica H(s) = −Q(s)B(s) takße okazyvaetsØ poloßitel~no opredelennoæ i simmetriqeskoæ. Qerez H(s) > 0 oboznaqaem naibol~xee iz sobstvennyh znaqeniæ puqka Λ → H(s)−ΛB(s) (vse oni poloßitel~nye). Pust~ ewe P(s) – ortogonal~nyæ proektor na sobstvennoe podprostranstvo matricy H(s)−H(s)B(s); krome togo, Q = 1I_3−P i (HB−H)^{−1} – obratnoe otobraßenie dlØ biekcii HB − H : QR^3 → QR^3.

V ukazannoæ ranee oblasti ω_h rassmotrim kraevu¸ zadaqu

D(−∇y)M(y)D(∇y )^tw^h(y) = F(y) ≡ F(y) + hF^{01}(y), y ∈ ω^h;

T^0(∂n)w^h(y) + h(H(s) − H(s)B(s))D(n1, n2)M(y)D(∇y)^tw^h(y) = 0,

w^h_3 (y) = 0, y ∈ ∂ω^h. (5.35)

Zdes~ F i F^{01} opredeleny formulami (3.22), (3.28) i (5.24). Zadaqa (5.35) stavitsØ v regulØrno vozmuwennoæ oblasti, a ee kraevye usloviØ soderßat malyæ parametr h pri starxih proizvodnyh. DlØ togo qtoby izbeßat~ izlixnih nagromoßdeniæ, vyzvannyh vvedeniem norm, zavisØwih ot h (sm. [43–45] i dr.), predpoloßim, qto pravye qasti – beskoneqno gladkie funkcii, i budem pol~zovat~sØ nekoffrcitivnymi ocenkami. RazumeetsØ, pri fftom utraqivaetsØ vozmoßnost~ otsledit~ v final~nom neravenstve zavisimost~ maßoranty ot pravyh qasteæ ishodnoæ zadaqi.

Poloßim

W = {w ∈ H^1(ω^h)^2 × H^2(ω^h) : w3 = 0, PT^0w = 0 na ∂ω^h}.

Pod obobwennym rexeniem zadaqi (5.35) podrazumevaem fflement podprostranstva W, udovletvorØ¸wiæ integral~nomu toßdestvu

E(w, W ; ω^h) + h^{−1}([HB − H]^{−1}QT^0w, QT^0W )_{∂ω}h =

= (F, W )_ωh ∀W ∈ W (5.36)

(sravni s (5.33) i (3.34)). Po postroeni¸ skalØrnoe proizvedenie v L_2(∂ω^h )^3poroßdaet neotricatel~no opredelennu¸ kvadratiqnu¸ formu, t.e. oqerednoe utverßdenie stanovitsØ oqevidnym.

276 S. A. NAZAROV

Predloßenie 5.7. Esli, naprimer, F ∈ L2(ω^h)^2 × H^{−1}(ω^h), to

suwestvuet edinstvennoe obobwennoe rexenie w^h ∈ H^1(ω^h)^2 × H^2(ω^h) zadaqi (5.36) i verna sootvetstvu¸waØ ocenka.

Vremenno sqitaem kraevye usloviØ v (5.35) neodnorodnymi (s pravymi qastØmi G = (G_1, G_2, G_3)^t i G_4 sootvetstvenno). Vospol~zuemsØ priemami iz §7.6.5 [46] i [43–45], pozvolØ¸wimi perevesti zadaqu v oblast~ ω i uqest~ vhoßdenie malogo parametra v differencial~nyæ operator. UprowaØ primenØemye v [43–45] normy ustraneniem qlenov, soderßawih malyæ parametr, poluqaem sledu¸wu¸ zagrublennu¸ ocenku rexeniØ w^h (sravni s ocenkoæ (3.36) v predpoloßenii 3.4). Lemma 5.8. Pri l ∈ N spravedlivo neravenstvo

‖w^h; H^{l+1}(ω^h)^2 × H^{l+2}(ω^h)‖ ⩽ c_l(‖F; H^l(ω^h)^2 × H^{l−1}(ω^h)‖+

+‖G; H^{l+1/2}(∂ω^h)^3‖ + ‖G_4; H^{l+5/2}(∂ω^h)‖),

v kotorom postoØnnaØ c_l ne zavisit ot h ∈ (0, 1) i w^h.

Obsudim asimptotiku rexeniØ zadaqi (5.35). UstremlØØ h k nul¸, vyvodim predel~nu¸ zadaqu (3.23), (3.29). ˚sno, qto popravka hw^1 k ee rexeni¸ w dolßna byt~ podqinena sisteme (5.6) s pravoæ qast~¸ F^{01}. NevØzka funkcii w v kraevyh usloviØh iz (5.36) skladyvaetsØ iz dvuh vyraßeniæ: poroßdennogo vozmuweniem differencial~nogo operatora

h(H(s) − H(s)B(s))D(n1, n2)M(s)D(∇y)^tw(s) =

= −(Q(s) + H(s)1I_3)T^1(∂_n)w(s) (5.37)

i vyzvannogo svdvigom granicy

T^0(∂n)w(y)^|_{n=hH(s)} = T^0(∂n)w(s) + nT^1(∂n)w(s)^|_{n=hH(s)} + O(h^2) =

= hH(s)T^1(∂_n)w(s) + O(h^2), w_3(y) | |_{n=hH(s)} = O(h^2). (5.38)

V (5.37) primenØlis~ lemma 5.6 (1) i preobrazovanie, obratnoe dlØ (5.34), a v (5.38) – formula Teælora po peremennoæ n i kraevoe uslovie (3.29). Takim obrazom, funkciØ w^1, kompensiru¸waØ glavnyæ qlen nevØzki, udovletvorØet kraevym uslovi- Øm (5.32), (5.9), a znaqit, sovpadaet so vtorym asimptotiqeskim slagaemym w^1 gladkogo tipa. Vmeste s lemmoæ 5.8 fftot fakt dostavlØet sledu¸wee utverßdenie.

POGRANIQNYE SLOI 277

Predloßenie 5.9. VypolnØetsØ ocenka

‖w^h − w − hw^1; H^3(ω)^2 × H^4(ω)‖ ⩽ ch^4,

priqem postoØnnaØ c ne zavisit ot parametra h ∈ (0, 1).

Vse gotovo dlØ togo, qtoby postroit~ priblißenie U^h, poroßdennoe rexeniem w^h ob¨edinennoæ zadaqi (5.35), i ocenit~ raznost~ U^h − u. V oblasti Ω^h = ω^h × (−h/2, h/2) (urezannaØ plastina) poloßim

U^h(h, x) = h^{−2}w^h_3 (y)e^3 + h^{−1} 2∑ i=1 {w^h_i (y) − z h ∂w^h_3 ∂y_i (y)}e^i+

+V ( y, z h ) D(∇y)^tw^h(y) + hU^{1 (}y,^z_h^) , (5.39)

gde U^1 – vektor-funkciØ, opredelennaØ formuloæ (5.22), v kotoroæ w zamenena na w^h. PodstavlØØ v (5.39) vmesto w^h summu

w + hw^1, obnarußivaem vse slagaemye, ukazannye v (5.4); odno-

vremenno predloßenie 5.9 daet ocenki pogrexnosteæ takoæ podstanovki. Po sravneni¸ s (5.13) v (5.39) otsutstvuet pograniqnyæ sloæ. Ego vliØnie podavlØem vvedeniem v normy dopolnitel~nyh vesovyh mnoßiteleæ ρ_h (sm. takße zameqanie 4.10 (2)). Takie deæstviØ pomoga¸t obrabotat~ raznost~ U^h − U^1 dvuh asimptotiqeskih priblißeniæ. Nakonec, neravenstvo (5.14) v teoreme 5.1 pozvolØet sootnesti U^h i u.

Teorema 5.10. Pust~ vypolneny trebovaniØ (5.26) i (5.20). Re-

xenie u zadaqi (2.11)–(2.13), sußennoe na umen~xennu¸ plastinu Ω^h = ω^h × (−h/2, h/2), i asimptotiqeskoe priblißenie (5.39), postroennoe po rexeni¸ w^h ob¨edinennoæ zadaqi (5.35), podqineny sootnoxeni¸

jjU^h − ujj_h + ‖ρ_h(ε(U^h) − ε(u)); L_2(Ω^h)‖ ⩽ ch, (5.40)

v kotorom postoØnnaØ c ne zavisit ot h ∈ (0, 1), ρ_h(y) = h + dist{y, ∂ω}, a norma jj � jj_h poluqaetsØ sußeniem v (2.21) oblasti integrirovaniØ do Ω^h i dobavleniem somnoßitelØ ρ^2_h v kaßdoe iz slagaemyh podyntegral~nogo vyraßeniØ.

Soglasno ocenke (5.40) rexenie ob¨edinennoæ zadaqi daet povyxennu¸ toqnost~ O(h) priblißeniØ na udalenii ot bokovoæ

278 S. A. NAZAROV poverhnosti Γ^h plastiny Ω^h, no vblizi Γ^h = {x : y ∈ ∂ω^h, |z| <

h/2} pogrexnost~ sohranØet tot ße porØdok h^0, qto i dlØ osnov-

nogo priblißeniØ (3.50) (sm. sledstvie 3.8). Na bol~xee rassqityvat~ ne prihoditsØ iz-za ignorirovaniØ kraevyh ffffektov, t.e. otsutstviØ v (5.39) sostavlØ¸weæ tipa pograniqnogo sloØ, da¸weæ po teoreme 4.9 vklad O(h^{1/2}) v ffnergetiqesku¸ normu rexeniØ. Vproqem, v (5.39) vse-taki figuriru¸t integral~nye harakteristiki zadaqi (4.7)–(4.9) o pograniqnom sloe (matrica

Q(s)) i kraevye ffffekty modeliru¸tsØ usloviØmi uprugoæ zadel-

ki. Imenno, matrica HB − H opisyvaet svØz~ meßdu prodol~- nymi silami/izgiba¸wim momentom i prodol~nymi smeweni- Ømi/uglom povorota. TakaØ matrica obØzana byt~ po kraæneæ mere neotricatel~no opredelennoæ, qto udalos~ dostiq~ putem sdviga granicy ploskogo izobraßeniØ plastiny. Bolee glubokoe prodvißenie kontura ∂ω^h = {y : n = hH(s)} delaet matricu

H(s)B(s)−H(s) poloßitel~no opredelennoæ, odnako my vzØli ve-

liqinu H(s), minimal~nu¸ sredi udovletvorØ¸wih fiziqekim trebovaniØm.

§6. UsloviØ xarnirnogo opiraniØ

1. Obsußdenie. V soglasii s zameqaniem 2.5 (2) rezul~taty predyduwih treh paragrafov sohranØ¸tsØ v sluqae, esli zawemlennaØ poloska na nißnem osnovanii plastiny imeet xirinu

O(h), t.e. veliqina H v (2.33) zafiksirovana. Pri fftom uslo-

viØ Dirihle (2.13) nasledu¸tsØ predel~noæ zadaqeæ (4.7)–(4.9) o pograniqnom sloe i po preßneæ sheme formiruetsØ ob¨edinennaØ zadaqa (5.35) s matriceæ H − HB obwego vida (osnovnye sostoØniØ plastiny vzaimodeæstvu¸t). Esli ße xirina poloski est~ o(h), to v predele mnoßestvo γ(s) istowaetsØ i prihoditsØ stavit~ usloviØ Neæmana vs¸du na ∂Π. Vproqem, moßno sohranit~ usloviØ Dirihle na isqeza¸we malom mnoßestve γ(s) ⊂ ∂Π i pereæti k rassmotreni¸ singulØrno vozmuwennoæ zadaqi. Matematiqeskiæ apparat issledovaniØ podobnyh zadaq doskonal~- no razrabotan v [29, 30, 20]. V qastnosti, vvidu isqeznoveniØ usloviæ Dirihle predskazuem rost fflementov matricy Q(s), a znaqit, i matricy H(s), pri h^{δ+1/2} → 0 (geometriqeskiæ parametr, figuriru¸wiæ v (2.6)). Esli gipotetiqeski skorost~ rosta prevoshodit po porØdku h^{−1}, to v usloviØh uprugoæ zadelki iz (5.35) asimptotiqeski glavnym stanovitsØ fragment opera-

POGRANIQNYE SLOI 279 tora, soderßawego D(∇_y)^t. �tot fakt privodit k neoßidannym posledstviØm: ukazannyæ fragment obØzan prisutstvovat~ v kraevyh usloviØh dlØ osnovnogo qlena w gladkogo tipa i rezul~tiru¸waØ zadaqa perestaet byt~ zadaqeæ Dirihle.

V sledu¸wih razdelah demonstriruetsØ, qto obrisovannaØ situaciØ voznikaet pri poloßitel~nom pokazatele δ v (2.6), kogda kraevye usloviØ dlØ sistemy (3.23) priobreta¸t vid

w_3(y) = 0, w_s(y) = 0, w_n(y) + τ ∂_nw_3(y) = 0, y ∈ ∂ω, (6.1)

(τ n_1, τ n_2, −1)D(n_1, n_2)M(y)D(∇_y)^tw(y) = 0, y ∈ ∂ω, (6.2)

gde τ = 1/2 – otnositel~noe otklonenie zony zawemleniØ ot sredinnoæ ploskosti plastiny. ObrawaØs~ k formule Grina iz lemmy 5.6 (2), zakl¸qaem, qto usloviØ (6.1) ustoæqivye, a (6.2) estestvennye (terminologiØ iz [47]). Vmeste s tem, spravedlivo utverßdenie, analogiqnoe predloßeni¸ 3.4.

Predloßenie 6.1. Pust~ |τ | ⩽ 1/2, l ∈ N i F ∈ H^{l−1}(ω)^2 ×H^{l−2}(ω).

Suwestvuet edinstvennoe rexenie w ∈ H^{l+1}(ω)^2 × H^{l+2}(ω) zadaqi (3.23), (6.1), (6.2) i verna ocenka (3.36).

Sootnoxenie (6.2) oznaqaet, qto na ∂ω annuliruetsØ izgiba¸- wiæ moment, vyqislennyæ otnositel~no nißneæ kromki plastiny, t.e. realizuetsØ xarnirnoe opiranie plastiny. Dalee razrabatyvaetsØ imenno oznaqennyæ v (2.6) sluqaæ τ = 1/2, odnako predlagaemye metody issledovaniØ prigodny pri l¸bom raspoloßenii uzkoæ zony zawemleniØ γ_h, v qastnosti, i pri simmetriqnom ee raspoloßenii, kogda τ = 0. Esli k tomu ße rezul~- tiru¸waØ sistema raspadaetsØ (sm. (5.19)), to v (6.2) soderßatsØ lix~ vtorye proizvodnye progiba w_3 i ravenstva (6.1), (6.2) prinima¸t vid klassiqeskih usloviæ xarnirnogo opiraniØ. Fiziqeskie priqiny zameweniØ usloviæ (3.29) usloviØmi (6.1), (6.2) poØsnØ¸tsØ v [48].

V sledu¸wih razdelah sqitaem, qto, kak i v p. 3, 4 §5, matrica Guka A ne zavisit ot peremennoæ ζ. Krome togo, bokovaØ poverhnost~ plastiny svobodna ot naprØßeniæ, t.e. v (2.12) g = 0 na

Γ_h. Nakonec, pravye qasti f i g^± podqineny trebovaniØm (3.3),

(3.4) i (4.1), a ostatki f̃ i g̃^± udovletvorØ¸t sootnoxeni¸, soglasovannomu s predloßeniØmi 2.3 i 2.6, 2∑ i=1 {‖f̃_i; L_2(Ω_h)‖ + h^{−1/2} ∑ ± ‖g̃^±_i ; L_2(Σ^±_γ )‖}+

280 S. A. NAZAROV

+h^{−1}‖f̃_3; L_2(Ω_h)‖ + h^{−3/2} ∑ ± ‖g̃^±_3 ; L_2(Σ^±_γ )‖ = | log h|Ñ_0. (6.3)

2. Zadaqa v polupolose. Primem soglaxenie iz p. 2 §4, no ne budem v oboznaqeniØh ukazyvat~ na toqku s^0. PostupaØ tak ße, kak i ranee, vyvodim zadaqu dlØ opisaniØ pograniqnogo sloØ

−D η AD^t_η v^0(η) = 0, η ∈ Π, (6.4) ±D 1 AD^t_η v^0(η) = 0, η ∈ Σ^+ ∪ Σ^−_h , (6.5)

−D(e^2)AD^t_η v^0(η) = G^0(η_2), η ∈ Υ_0 = {η : η_1 = 0, |η_2| < 1/2}, (6.6)

v^0(η) = g^0(η_1), η ∈ γ = {η : η_2 = −1/2, 0 < η_1 < Hh^{δ+1/2}}, (6.7)

v kotoroæ A = A(s^0), Σ^± = {η : η_2 = ±1/2, η_1 > 0} i Σ^−_h = {η ∈ Σ^− :

η_1 > Hh^{δ+1/2}}. Pri fftom v sootvetstvii s (4.15)

G^0(η_2) = D(e^2)A(D^t_η V(η_2) + Y(η_2))D(∇_y)^tw(s^0). (6.8)

RaskladyvaØ fragmenty (3.2) i (3.17) asimptotiqeskogo priblißeniØ (3.1) v rØdy Maklorena po peremennoæ n i uderßivaØ qleny do porØdka h^0 vkl¸qitel~no, nahodim, qto nevØzka v kraevyh usloviØh (2.13) vyqislØetsØ po formule

g^0(η_1) = −h^{−2}{w_3(s^0) + hη_1∂_nw_3(s^0) + 1 2 h^2η^2_1∂^2_nw_3(s^0)}e^3−

−h^{−1}{w_n(s^0) + τ ∂_nw_3(s^0) + hη_1∂_nw_n(s^0) + τ hη_1∂^2_nw_3(s^0)}e^n− (6.9)

−h^{−1}(w_s(s^0) + τ ∂_sw_3(s^0) + hη_1∂_nw_s(s_0) + τ hη_1∂_n∂_sw_3(s^0)}e^s−

−h^0V(−τ )D(∇_y )^tw(s^0),

gde τ = 1/2. BlißaæxaØ cel~ – umen~xit~ porØdok veliqiny (6.9) za sqet vybora ustoæqivyh kraevyh usloviæ. Zametim, qto

η_1 – beskoneqno malaØ O(h^{δ+1/2}) na γ. Pofftomu ravenstvo (6.1)

uniqtoßa¸t v (6.9) slagaemye O(h^{−2}), O(h^{−1}), i okazyvaetsØ, qto g^0(η_1) = O(h^{min{0,δ−1/2}}). Dalee stanet Øsno, qto takaØ pravaØ qast~ g^0 dopustima daße v sluqae δ ∈ (0, 1/2).

Sdelaem usloviØ Dirihle (6.7) odnorodnymi putem podbora podhodØwego prodolßeniØ funkcii (6.9). V silu (2.6) perehod k

h = 0 v zadaqe (6.4)–(6.7), zapisannoæ pri pomowi koordinat

ξ = (ξ_1, ξ_2) = h^{−δ−1/2}(η_1, η_2 + 1/2), (6.10)

poroßdaet zadaqu o deformacii klina K = {ξ ∈ R^2 : ξ_i > 0, i =

1, 2}, zaßatogo po otrezku γ_ξ = {ξ : ξ_2 = 0, 0 < ξ_1 < H}. Ee izuqe-

nie provoditsØ po obweæ sheme iz gl. 6 knigi [36].

POGRANIQNYE SLOI 281

Lemma 6.2. Suwestvuet edinstvennoe ograniqennoe rexenie za-

daqi

−D ξ AD^t_ξ Y (ξ) = 0, ξ ∈ K; D ν AD^t_ξ Y (ξ) = 0, ξ ∈ ∂K \ γξ,

Y (ξ) = g^0(h^{δ+1/2}ξ_1), ξ ∈ γ_ξ.

�to rexenie prinadleßit H^1_{loc} (K)^3 i dopuskaet predstavlenie Y (ξ) = C + Ỹ (ξ), priqem C ∈ R^3 i |∇^k_ξ Ỹ (ξ)| ⩽ c_k|ξ|^{−δA−k} pri |ξ| > H i k = 0, 1, . . . (δ_A > 0 – qislo, zavisØwee ot matricy A). Krome togo,

|C| + ‖∇_ξỸ ; L_2(K)‖ + ‖(1 + |ξ|)^{−1}Ỹ ; L_2(K)‖ + |J(Y )| ⩽

⩽ c{h^{δ−1/2}|∂_nw_3(s^0)| + |D(∇_y)^tw(s^0)|}, (6.11) gde J(Y ) – summa integralov ∫ K^{(e}

3ξ_1 − e^2ξ_2)^t[−D_ξ AD^t_ξ , χ_K ]Ỹ dξ+

+ ∫ ∂K^{(e} 3ξ_1 − e^2ξ_2)^t[D_ν AD^t_ξ , χ_K ]Ỹ dl_ξ, (6.12)

ne zavisØwaØ ot srezki χ_K ∈ C^∞_0 (K), ravnoæ edinice vblizi otrezka γ_ξ . Zdes~ [A, B] = AB − BA – kommutator operatorov A i B. Itak, raznost~ v(η) = v^0(η) − C − χ_K (η)Ỹ (ξ) udovletvorØet odnorodnym usloviØm Dirihle (6.7), a pravye qasti uravneniØ (6.4) i kraevyh usloviæ (6.5), (6.6) dopolnØ¸tsØ kommutatorami, figuriru¸wimi v (6.12). Srezku χ_K fiksiruem tak, qtoby

χ_K (η) = 0 pri η^2_1 +(η_2+1/2)^2 ⩾ 1, – v fftom sluqae nositeli pravyh

qasteæ popada¸t v kvadrat Q = {η : 0 ⩽ η_1 ⩽ 1, |η_2| ⩽ 1/2}. Teper~ moßno opredelit~ obobwennoe rexenie v ∈^∘H poluqennoæ zadaqi, udovletvorØ¸wee integral~nomu toßdestvu

E(v, u; Π) = (F, u)_Π + (G, u)_{∂Π\γ(s}0_). (6.13)

DlØ v vypolnØetsØ predstavlenie (4.23), odnako postoØnnye v neravenstve (4.24) zavisØt ot parametra h (vvidu maloæ dliny otrezka γ(s^0)). Sledu¸waØ lemma utoqnØeet fftu zavisimost~; ee proverka zakl¸qaetsØ v perenose na dvumernyæ sluqaæ dokazatel~stva predloßeniØ 2.3, t.e. v realizacii shemy, predloßennoæ v [35].

282 S. A. NAZAROV

Lemma 6.3. Pust~ vektor v ∈^∘H predstavlen v vide

v(η) = v^⊥(η) + β_1e^1 + β_2e^2 + β_4e^3 + β_3{e^3η_1 − e^2[η_2 + 1/2]}, (6.14)

(v^⊥, V^{k+})Q = 0, k = 1, . . . , 4.

Pri uslovii (2.6) spravedlivo neravenstvo

‖v^⊥; H^1(Q)‖ + | log h|^{−1}(|β_1| + |β_2| + |β_4| + h^{δ+1/2}|β_3|) ⩽ cE(v, v; Π)^{1/2}

(6.15) s postoØnnoæ c, ne zavisØweæ ot v i h ∈ (0, 1).

V toßdestve (6.13) poloßim u = v i sprava zamenim v predstavleniem (6.14) (napominaem, qto suppF ⊂ Q, suppG ⊂ ∂Q). Soglasno (6.15) naibol~xiæ vklad v ocenku ffnergetiqeskoæ normy

E(v, v; Π)^{1/2} da¸t integraly, soderßawie poslednee slagaemoe

iz (6.14) – povorot vokrug verxiny O^− = (0, −1/2) polupolosy. Potrebuem, qtoby ( G^0, [ η_2 + 1 2 ] e^n − ne^3 ) Υ0 = (G^0, η_2e^n)_{Υ0} + 1 2 (G^0, n_1e^1 + n_2e^2)_{Υ0} = 0

(6.16) (sm. zameqanie 4.2), i podqerknem, qto pri pomowi vykladok, soputsvu¸wih obrabotke vyraßeniØ (5.31), sootnoxenie (6.16) preobrazuetsØ v kraevoe uslovie (6.2). Teper~, prinimaØ vo vnimanie formuly (6.8), (6.16) i ocenku (6.15) (nel~zØ zabyvat~ o dopolnitel~nyh mnoßitelØh h^{...}, voznika¸wih vsledstvie zameny (6.10)), zakl¸qaem, qto

E(v, v; Π)^{1/2} ⩽ c| log h|{h^{δ−1/2}|∂_nw_3(s^0)|h^0 + |D(∇_y)^tw(s^0)|}. (6.17)

Zameqanie 6.4. Iz (6.17) vytekaet, qto vklad pograniqnogo sloØ v ffnergetiqesku¸ normu E(u, u; Ω_h)^{1/2} sostavlØet O(h^{δ−1/2}| log h|) (a ne O(h^0), kak v §4). Pri naruxenii (6.16) v figurnoæ skobke (6.17) poØvlØetsØ slagaemoe h^{−δ−1/2}|D(∇_y)^tw(s^0)|, izmenØ¸wee porØdok maßoranty i dovodØwee normu v do O(h^{−δ−1/2}| log h|) (napominaem, qto δ > 0). Esli ße δ < 0, to glavenstvuet slagaemoe iz (6.17), soderßawee ∂_nw_3(s^0), i potomu trebuetsØ obyqnoe kraevoe uslovie ∂_nw_3 = 0 na ∂ω. V oboih sluqaØh norma O(h^{−1/2}) sostavlØ¸weæ (3.50) gladkogo tipa prevaliruet nad normoæ rexeniØ tipa pograniqnogo sloØ.

POGRANIQNYE SLOI 283 Poskol~ku ‖v^⊥; H^{1/2}(Υ_0)‖ ocenivaetsØ pri pomowi (6.17) i (6.15), teper~ moßno vospol~zovat~sØ lemmoæ 4.6 i poluqit~ predstavlenie (4.23) sovmestno s neravenstvom (4.24). Sformuliruem rezul~tat v udobnom dlØ dal~neæxih celeæ vide.

Predloßenie 6.5. DlØ rexeniØ v^0 zadaqi (6.4)–(6.7) spravedlivy

predstavleniØ (4.23) i neravenstvo

‖v^0; H^{3/2}(∂ω → H)‖ + ‖ṽ; H^{3/2}(∂ω → W^1_δ (Π)^3)‖ + ‖b; H^{3/2}(∂ω)‖ ⩽

⩽ c| log h|h^{min{δ−1/2,0}}‖w; H^3(ω)^2 × H^4(ω)‖, (6.18)

gde w – rexenie rezul~tiru¸weæ zadaqi (3.23), (6.1), (6.2).

3. Ocenka toqnosti priblißeniØ. Central~noæ v dannom paragrafe ØvlØetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 6.6. Pust~ vypolneny vse usloviØ, sformirovannye v

p. 1, a takße sootnoxenie (2.6) s δ > 0. Togda rexenie u ∈ ∘ H^1(Ω_h)^3 zadaqi (2.11)–(2.13) i ego asimptotiqeskoe priblißenie (3.50), opredelennoe po rexeni¸ w rezul~tiru¸weæ sistemy (3.23) s kraevymi usloviØmi (6.1), (6.2) (xarnirnoe opiranie kraØ), svØzany neravenstvom

‖|U^0 − u‖| + ‖ε(U^0) − ε(u); L_2(Ω_h)‖ ⩽ c| log h|h^{min{δ−1/2,0}}(N_1 + Ñ_δ),

(19) gde qerez ‖|u‖|^2 oboznaqena pravaØ qast~ (2.29), a veliqina N_1 i Ñ_δ vzØty iz (4.1) i (6.3). PostoØnnaØ c zavisit ot matricy A, seqeniØ plastiny ω i ot veliqin H, δ > 0 iz (2.6).

Dokazatel~stvo teoremy provoditsØ po toæ ße sheme, qto i ranee. Pofftomu zdes~ ograniqimsØ ukazaniem na neobhodimye izmeneniØ (neznaqitel~nye). V kaqestve promeßutoqnogo priblißeniØ beretsØ konstrukciØ (4.29), priqem v nee dopolnitel~- no vvoditsØ slagaemoe h^{−2}n∂_n U^{−2}_Γ (s) = h^{−2}ne^3∂_nw_3(s), a srezka X v okrestnosti O_h sqitaetsØ ravnoæ 1 − χ_Π(ξ). Pri vyvode podobnogo (3.42) sootnoxeniØ dlØ raznosti R^{1/2} = U^{1/2}_X −u nußno akkuratno obrawat~sØ s usloviem Neæmana na bokovoæ poverhnosti plastiny (pograniqnyæ sloæ likvidiruet glavnyæ qlen nevØzki v fftom uslovii). Vse integraly iz pravoæ qasti (3.42), za iskl¸qeniem I_v (sm. p. 3 §4), obrabatyva¸tsØ po preßneæ sheme

284 S. A. NAZAROV pri uqete predloßeniæ 2.3, 6.1 i neravenstva (6.18). Poskol~- ku v teoreme 6.6 pograniqnyæ sloæ otnesen k asimptotiqeskomu ostatku, iskomaØ ocenka dlØ I_v stanovitsØ oqevidnoæ:

|I_v| ⩽ c‖D^tṽ; L_2(Ω_h)‖ × ‖D^tR^{1/2}; L_2(Ω_h)‖ ⩽

⩽ c| log h|h^{δ−1/2}N_1E(R^{1/2}, R^{1/2}; Ω_h)^{1/2}.

Nakonec, obrawaem vnimanie na razliqie vesovyh mnoßiteleæ v (2.21) i (2,29); tem ne menee, trebuemaØ ocenka raznosti U^{1/2}_X −U^0 vyvoditsØ analogiqno dokazatel~stvam demm 4.2 i 4.1. • Zameqanie 6.7. 1) Tak kak k proverke neravenstva (6.19) byl privleqen pograniqnyæ sloæ, v teoreme 6.6 ispol~zovany usloviØ gladkosti (4.1), bolee ograniqitel~nye, qem usloviØ (3.30) v teoreme 3.7 i sledstvii 3.8.

2) Esli v (2.6) δ = 1/2 i γ(s) = {η : η_1 = −1/2, η ∈ (0, Hh^{1/2})}, to vliØnie slagaemyh, obsußdavxihsØ v zameqanii 6.4 vyravnivaetsØ. Pri fftom nesloßno predskazat~, qto v kraevoe uslovie (6.2) dobavlØetsØ qlen −β_H ∂_nw_3(y), t.e. ono prevrawaetsØ v uslovie uprugoæ zadelki.

Literatura

1. K. O. Fridrichs, R. F. Dressler, A boundary-layer theory for elastic plates. — Comm. Pure Appl. Math. 14, No. 1 (1961), 1–33.

2. A. L. Gol~denveæzer, Postroenie priblißennoæ teorii izgiba plastinki metodom asimptotiqeskogo integrirovaniØ uravneniæ teorii uprugosti. — PrikladnaØ matematika i mehanika 26, No. 4 (1962), 668–686.

3. A. L. Gol~denveæzer, A. V. Kolos, K postroeni¸ dvumernyh uravneniæ uprugih tonkih plastin. — PrikladnaØ matematika i mehanika 29, No. 1 (1965), 141–161.

4. S. A. Nazarov, Struktura rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v tonkih oblastØh. — Vestnik LGU No. 7 (1982), 65–68.

5. R. D. Gregory, F. V. Wan, Decaying states of plane strain in a semi – infinite strip and boundary conditions for plate theory. — J. Elast. 14, No. 1 (1984), 27–64.

6. I. S. Zorin, S. A. Nazarov, Kraevoæ ffffekt pri izgibe tonkoæ trehmernoæ plastiny. — PrikladnaØ matematika i mehanika 53, No. 4 (1989), 642–650.

7. S. A. AmbarcumØn, TeoriØ anizotropnyh plastin. M.: Nauka, 1987. 360 s._{8.} I. S. Zorin, Operatornoe predstavlenie sistemy Lame i predel~nye kraevye zadaqi teorii tonkih plit. — Vestnik LGU No. 22 (1987), 108.

9. I. Babuska, J. Pitkaranta, The plate paradox for hard and soft simple support. — SIAM J. Math. Anal. 21 No. (1990), 551–576.

POGRANIQNYE SLOI 285

10. O. M. SapondßØn, Izgib svobodno opertoæ poligonal~noæ plity. — IzvestiØ AN Arm. SSR 5, No. 2 (1952), 29–46.

11. I. Babuxka, Ustoæqivost~ oblasti opredeleniØ po otnoxeni¸ k vozmuweni¸ granicy osnovnyh zadaq teorii differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh, glavnym obrazom v svØzi s teorieæ uprugosti. 1. — Qehoslovackiæ matem. ßurnal 11, No. 1 (1961), 76–105; 2.ibid, No. 2 (1961), 165–203.

12. V. G. Maz~Ø, S. A. Nazarov, Paradoksy predel~nogo perehoda v rexeniØh kraevyh zadaq pri approksimacii gladkih oblasteæ mnogougol~nymi. — IzvestniØ AN SSSR. Ser. matem. 50, No. 6 (1986), 1156–1177.

13. S. A. Nazarov, M. V. Ol¸xin, Priblißenie gladkih konturov mnogougol~nymi. Paradoksy v zadaqah dlØ sistemy Lame. — IzvestiØ RAN. Ser. matem. 61, No. 3 (1997), 159–186.

14. B. A. Xoæhet, Ob asimptotiqeski toqnyh uravneniØh tonkih plit sloßnoæ struktury. — PrikladnaØ matematika i mehanika 37, No. 5 (1973), 913–924.

15. P. Destuynder, Comparison entre les modelèles tridimensionnels et bidimensionnels de plaques en èlasticitè. — RAIRO Analyse Numerique 15 (1981), 331–369.

16. D. Caillerie, Thin elastic and periodic plates. — Math. Meth. Appl. Sci. 2 (1984), 251–270.

17. S. N. Leora, S. A. Nazarov, A. V. Proskura, Vyvod predel~nyh uravneniæ dlØ fflliptiqeskih zadaq v tonkih oblastØh pri pomowi �VM. — ȷurnal vyqislitel~noæ matem. i matem. fiziki 26, No. 6 (1986), 1032–1048.

18. P. Destuynder, I. Gruais, Error estimation for the linear three-dimensional elastic plate model. — Asymptotic Methods for Elastic Structures. Berlin, New York: Walter de Gruyter (1995), 75–88.

19. S. A. Nazarov, Vvedenie v asimptotiqeskie metody teorii uprugosti.

L.: izd-vo LGU, 1983. 117 s.

20. W. G. Mazja, S. A. Nasarow, B. A. Plamenewski, Asymptotische Theorie elliptischer Randwertaufgaben in singulär gestörten Gebieten. Bd. 1, 2. Berlin: Akademie-Verlag. 1991. 432, 317 s.

21. M. Dauge, I. Gruais, Développement asymptotique d’ordre arbitraire pour une plaque élastique mince encastrée. — C. R. Acad. Sci. Paris. Sér. 1 321 (1995), 375–380.

22. S. A. Nazarov, DvuqlennaØ asimptotika rexeniæ spektral~nyh zadaq s singulØrnymi vozmuweniØmi. — Matem. sbornik 181, No. 3 (1990), 291–320.

23. I. S. Zorin, S. A. Nazarov, DvuqlennaØ asimptotika rexeniØ zadaqi o prodol~noæ deformacii plastiny, zawemlennoæ po kra¸. — Vyqislitel~naØ mehanika deformiruemogo tverdogo tela Vyp. 2 (1991), 10–21.

24. S. A. Nazarov, On the accuracy of asymptotic approximations for longitudinal deformation of a thin plate. — Math. Modelling and Numerical Analysis 30, No. 2 (1995), 185–213.

25. A. M. Il~in, KraevaØ zadaqa dlØ fflliptiqeskogo uravneniØ vtorogo porØdka v oblasti s wel~¸. 2. Oblast~ s malym otverstiem. — Matem. sbornik 103, No. 2 (1977), 265–284.

286 S. A. NAZAROV

26. V. G. Maz~Ø, S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, Ob asimptotike rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq pri neregulØrnom vozmuwenii oblasti. — Problemy matematiqeskogo analiza. Vyp. 8. L.: izd-vo LGU (1981), 72–153.

27. O. B. AgalarØn, S. A. Nazarov, Ob izmenenii kofffficienta intensivnosti pri zapaæke prodol~noæ trewiny v prizmatiqeskom sterßne. — Dokl. AN Arm. SSR 72, No. 1 (1981), 18–21.

28. �. Sanqes-PalensiØ, Nekotorye voprosy teorii uprugosti v neograniqennyh oblastØh i ih priloßeniØ k kontaktnym zadaqam. — Trudy Matem. instituta AN SSSR 192 (1990), 183–196.

29. A. M. Il~in, Soglasovanie asimptotiqeskih razloßeniæ rexeniæ fflliptiqeskih zadaq. M.: Nauka, 1989. 336 s.

30. V. G. Maz~Ø, S. A. Nazarov, B. A. Plamenevskiæ, Asimptotika rexeniæ fflliptiqeskih kraevyh zadaq pri singulØrnyh vozmuweniØh oblasti. Tbilisi: izd-vo TGU. 1981. 206 s.

31. J. Nečas, Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques. Paris: Masson, 1967. 351 p.

32. G. D¸vo, ȷ.-L. Lions, Neravenstva v mehanike i fizike. M.: Nauka, 1980, 384 s.

33. V. A. Kondrat~ev, O. A. Oleænik, Kraevye zadaqi dlØ sistemy teorii uprugosti v neograniqennyh oblastØh. Neravenstvo Korna. — Uspehi matem. nauk 43, No. 5 (1988), 55–98.

34. S. A. Nazarov, Neravenstva Korna, asimptotiqeski toqnye dlØ tonkih oblasteæ. — Vestnik SPbGU No. 8 (1992), 19–24.

35. S. A. Nazarov, Korn’s inequalities for functions of spatial bodies and thin rods.

— Math. Meth. Appl. Sci 20, No. 3 (197), 219–243.

36. S. A. Nazarov, B. A. Plamenevsky, Elliptic problems in domains with piecewise smooth boundaries. Berlin, New York: Walter de Gruyter, 1994, 524 p.

37. O. A. LadyßenskaØ, Kraevye zadaqi matematiqeskoæ fiziki. M.: Nauka, 1973. 408 s.

38. S. A. Nazarov, SamosoprØßennye fflliptiqeskie kraevye zadaqi. Polinomial~noe svoæstvo i formal~no poloßitel~nye operatory. — Problemy matem. analiza Vyp. 16. SPb.: izd-vo SPbGU. 1997.. 167–192.

39. S. A. Nazarov, ObwaØ shema osredneniØ samosoprØßennyh fflliptiqeskih sistem v mnogomernyh oblastØh, v tom qisle tonkih. — Algebra i analiz 7, No. 5 (1995), 1–92.

40. S. A. Nazarov, B. N. Semenov, Ob asimptotike rexeniæ zadaq izgiba plastin s razryvnymi nagruzkami. — PrikladnaØ mehanika Vyp. 5. L.: izd-vo LGU, 1981. 135–145.

41. S. A. Nazarov, Vesovye neravenstva Korna na paraboloidal~nyh oblastØh. — Matem. zametki 62, No. 5 (1997), 751–765.

42. O. A. Oleinik, G. A. Yosifian, On the asymptotic behavior at infinity of solutions in linear elasticity. — Arch. Rat. Mech. Anal. 78, No. 1 (1982), 29–53.

43. S. A. Nazarov, Metod Vixika–L¸sternika dlØ fflliptiqeskih kraevyh zadaq v oblastØh s koniqeskimi toqkami. 1. Zadaqa v konuse. — Sibirskiæ matem. ßurnal 22, No. 4 (1981), 142–163.

POGRANIQNYE SLOI 287 44. S. A. Nazarov, RegulØrnoe vyroßdenie fflliptiqeskih sistem s malym parametrom pri starxih proizvodnyh. — Vestnik LGU No. 13 (1982), 106–108.

45. N. H. Arut¸nØn, S. A. Nazarov, Ob osobennostØh funkcii naprØßeniæ v uglovyh toqkah popereqnogo seqeniØ skruqivaemogo sterßnØ s tonkim usiliva¸wim pokrytiem. — PrikladnaØ matem. i mehanika 47, No. 1 (1982), 122–132.

46. T. Kato, TeoriØ vozmuweniæ lineænyh operatorov. M.: Mir, 1972. 740 s. 47. ȷ.-L. Lions, �. Madßenes, Neodnorodnye graniqnye zadaqi i ih priloßeniØ. M.: Mir, 1971. 371 s.

48. I. A. Aldoxina, S. A. Nazarov, Asimptotiqeski toqnye usloviØ soprØßeniØ na styke plastin s sil~no razliqa¸wimisØ harakteristikami. — PrikladnaØ matematika i mehanika 62, No. 2 (1998), 272–282.

Nazarov S. A. Boundary layers and the hinge-support conditions for thin plates.

The boundary layer phenomenon is investigated for a thin threedimensional plate. Arbitrary anisotropy of elastic properties and inhomogenuity in longitudinal and transversal directions are permitted. Some of initial asymptotic terms are constructed and a way to continue the asymptotic procedure is described. Precise estimates of the difference between the exact and approximate solutions are obtained for the energy norm. The amalgamated problem is formed that gives the two-term asymptotics of the displacement and stress fields at a distance from the lateral side of the plate while the edge effects are simulated by elastic clamping conditions containing integral characteristics of the boundary layer problem in the semi-strip. The hinge-support conditions which appear due to sufficiently narrow claming zone at plate’s edge, are derived and justified, too.

Postupilo 19 oktØbrØ 1998 g.

Institut problem maxinostroeniØ RAN