Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

L. A. Molotkov OB �FFEKTIVNO` MODELI PORISTO` SLOISTO` SREDY SO SKOL^Z˚WIM KONTAKTOM MEȷDU SLO˚MI

V nastoØwee vremØ proØvlØetsØ bol~xoæ interes k issledovani¸ rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah. �tot interes obuslovlen tem, qto prirodnye kollektory nefti i gaza ØvlØ¸tsØ, kak pravilo, poristymi ili trewinovatymi sredami. Issledovanie volnovyh processov v fftih sredah provoditsØ na osnove ffffektivnyh modeleæ s ispol~zovaniem rezul~tatov izuqeniØ rasprostraneniØ voln v uprugih i ßidkih sredah. Takimi ffffektivnymi modelØmi, v qastnosti, ØvlØ¸tsØ sredy Bio [1, 2] i osrednennye modeli, opisyva¸wie poristye, uprugie i ßidkie sloi [3, 4].

V predlagaemoæ rabote issleduetsØ volnovoe pole v ffffektivnoe modeli sloistoæ poristoæ sredy, v kotoroæ meßdu uprugimi fazami sosednih poristyh sloev imeet mesto kontakt s proskal~zyvaniem. �ta ffffektivnaØ model~ s ee uravneniØmi byla ustanovlena v rabote [4] i ØvlØetsØ trehfaznoæ. V fftoæ modeli osredneny ßidkie fazy razliqnyh sloev, a uprugie fazy vsledstvie kontakta s proskal~zyvaniem ne osrednØ¸tsØ. V qastnom sluqae opisyvaemaØ poristaØ sreda sostoit iz odinakovyh sloev, nahodØwihsØ v tom ße samom kontakte. V fftom sluqae ffffektivnaØ model~ okazyvaetsØ dvuhfaznoæ i otliqaetsØ ot sredy Bio tem, qto v fftoæ modeli modul~ sdviga raven nul¸ i otsutstvu¸t kvazi-popereqnye volny.

§1. UravneniØ ffffektivnoæ modeli

Pust~ zadana ffffektivnaØ model~, kotoraØ opisyvaet sloistu¸ periodiqesku¸ poristu¸ transversal~no-izotropnu¸ sredu Bio s graniqnymi usloviØmi, vyraßa¸wimi kontakt s proskal~zyvaniem meßdu uprugimi fazami, i kotoraØ byla ustano-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (99-05-65537). 184

OB �FFEKTIVNO` MODELI 185 vlena v rabote [4]. �ffektivnaØ model~ ØvlØetsØ trehfaznoæ i harakterizuetsØ uravneniØmi zakona Guka

θ_1τ_{xx1} = P_{11} ∂u_{x1} ∂x + P_{12} ∂u_{x2} ∂x + F_1 ∂u_z ∂z + M_1 ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , θ_2τ_{xx2} = P_{12} ∂u_{x1} ∂x + P_{22} ∂u_{x2} ∂x + F_2 ∂u_z ∂z + M_2 ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , τ_{zz} = F_1 ∂u_{x1} ∂x + F_2 ∂u_{x2} ∂x + C ∂u_z ∂z + Q ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , −p = M_1 ∂u_{x1} ∂x + M_2 ∂u_{x2} ∂x + Q ∂u_z ∂z + R ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) (1.1)

i uravneniØmi sploxnoæ sredy

θ_1 ∂τ_{xx1} ∂x = ρ_{x11}

∂^2u_{x1} ∂t^2 + ρ_{x12}

∂^2u_{x2} ∂t^2 + ρ_{fx1} ∂^2w_x ∂t^2 , θ_2 ∂τ_{xx2} ∂x = ρ_{x12}

∂^2u_{x1} ∂t^2 + ρ_{x22}

∂^2u_{x2} ∂t^2 + ρ_{fx2} ∂^2w_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{fx1} ∂^2u_{x1} ∂t^2 + ρ_{fx2} ∂^2u_{x2} ∂t^2 + m_x ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z = ρ_z ∂^2u_z ∂t^2 + ρ_{fz} ∂^2w_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{fz} ∂^2u_z ∂t^2 + m_z ∂^2w_z ∂z ,

(1.2)

gde u_{xi} – smewenie vdol~ osi x v uprugoæ faze i, τ_{xxi} – obwee naprØßenie ßidkoæ fazy i uprugoæ fazy i (i = 1, 2), u_z i τ_{zz} – obwie dlØ vseh treh faz smewenie i naprØßenie, w_x, w_z, p – otnositel~nye smeweniØ i davlenie v ßidkoæ faze i θ_i – otnositel~naØ tolwina sloØ i (i = 1, 2; θ_1 + θ_2 = 1). VhodØwie v uravneniØ (1.1) i (1.2) parametry vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi

P_{11} = θ_1[α_{31} + θ_1(α^2_{11}A_5 − 2α_{11}α_{21}A_4 + α^2_1A_6)A], P_{12} = θ_1θ_2[A_5α_{11}α_{12} + A_6α_{21}α_{22} − A_4(α_{11}α_{22} + α_{12}α_{12})]A, P_{22} = θ_2[α_{32} + θ_2(α^2_{12}A_5 − 2α_{12}α_{22}A_4 + α^2_2A_6)A], F_1 = θ_1(α_{11}A_5 − α_{21}A_4)A, F_2 = θ_2(α_{12}A_5 − α_{22}A_4)A, M_1 = θ_1(α_{11}A_4 − α_{21}A_5)A, M_2 = θ_2(α_{12}A_4 − α_{22}A_5)A, C = A_5A, Q = A_4A, R = A_6A, A = (A_5A_6 − A^2_4)�^1;

(1.3)

186 L. A. MOLOTKOV

ρ_{x11} = θ_1(β_{11} + β^2_1θ_1B�^1_3 ), ρ_{x12} = θ_1θ_2β_{21}β_{22}B�^1_3 , ρ_{x22} = θ_2(β_{12} + β^2_2θ_2B�^1_3 ), ρ_{fx1} = θ_1β_{21}B�^1_3 , ρ_{fx2} = θ_2β_{22}B�^1_3 , m_x = m_{x1}m_{x2}(m_{x2}θ_1 + m_{x1}θ_2)�^1, ρ_z = ρ_{z1}θ_1 + ρ_{z2}θ_2, ρ_{fz} = ρ_{fz1}θ_1 + ρ_{fz2}θ_2, m_z = m_{z1}θ_1 + m_{z2}θ_2, (1.4) gde A_i = 2∑ k=1 α_{ik}θ_k (i = 1, 2, . . . , 6), B_3 = 2∑ k=1 β_{3k}θ_k,

α_{1i} = R_iF̄_i − Q_iM̄_i R_iC_i − Q^2_i

, α_{2i} = F̄_iQ_i − M̄_iC_i R_iC_i − Q^2_i

, α_{3i} =

Δ_i R_iC_i − Q^2_i , α_{4i} = Q_i R_iC_i − Q^2_i

, α_{5i} = C_i R_iC_i − Q^2_i

, α_{6i} = R_i R_iC_i − Q^2_i , Δ_i = P_iC_iR_i + 2Q_iF̄_iM̄_i − C_iM̄^2_i − R_iF̄^2_i − P_iQ^2_i ,

β_{1i} = m_{xi}ρ_{xi} − ρ^2_{fxi} m_{xi} , β_{2i} = ρ_{fxi} m_{xi} , β_{3i} = 1 m_{xi} . (1.5) Parametry P_i, C_i, R_i, F̄_i, M̄_i, Q_i, ρ_{xi}, ρ̄_{fxi}, m_{xi}, ρ_{zi}, ρ_{fzi}, m_{zi} harakterizu¸t sloæ i (i = 1, 2) zadannoæ sredy. Kofffficienty (1.3) i (1.4) v uravneniØh (1.1) i (1.2) obrazu¸t poloßitel~no opredelennye matricy P_{11} P_{12} F_1 M_1 P_{12} P_{22} F_2 M_2 F_1 F_2 C Q M_1 M_2 Q R ,

ρ_{x11} ρ_{x12} ρ_{fx1} ρ_{x12} ρ_{x22} ρ_{fx2} ρ_{fx1} ρ_{fx2} m_x , ( ρ_z ρ_{fz} ρ_{fz} m_z ) . (1.6)

Dokazatel~stva fftih utverßdeniæ privedeny v rabote [4] i osnovany na ispol~zovanii poloßitel~noæ opredelennosti sootvetstvu¸wih matric, otnosØwihsØ k sloØm opisyvaemoæ sredy. Poloßitel~naØ opredelennost~ matric (1.6) obespeqivaet neotricatel~nost~ plotnosteæ potencial~noæ i kinetiqeskoæ ffnergiæ v ffffektivnyh modelØh.

DlØ postroeniØ frontov v ffffektivnoæ modeli polezno iz uravneniæ (1.1) i (1.3) iskl¸qit~ naprØßeniØ τ_{xx1}, τ_{xx2}, τ_{zz} i

OB �FFEKTIVNO` MODELI 187 davlenie p. S fftoæ cel~¸ podstavim uravneniØ (1.1) v (1.2) i poluqim uravneniØ Lame ( P_{11}

∂^2 ∂x^2 − ρ_{x11} ∂^2 ∂t^2 ) u_{x1} + ( P_{12}

∂^2 ∂x^2 − ρ_{x12} ∂^2 ∂t^2 ) u_{x2}+

+ ( M_1

∂^2 ∂x^2 − ρ_{fx1} ∂^2 ∂t^2 ) w_x + F_1

∂^2u_z ∂x∂z + M_1

∂^2w_z ∂x∂z = 0, ( P_{12}

∂^2 ∂x^2 − ρ_{x12} ∂^2 ∂t^2 ) u_{x1} + ( P_{22}

∂^2 ∂x^2 − ρ_{x22} ∂^2 ∂t^2 ) u_{x2}+

+ ( M_2

∂^2 ∂x^2 − ρ_{fx2} ∂^2 ∂t^2 ) w_x + F_2

∂^2u_z ∂x∂z + M_2

∂^2w_z ∂x∂z = 0,

+ ( M_1

∂^2 ∂x^2 − ρ_{fx1} ∂^2 ∂t^2 ) u_{x1} + ( M_2

∂^2 ∂x^2 − ρ_{fx2} ∂^2 ∂t^2 ) u_{x2}+ (1.7)

+ ( R ∂^2 ∂x^2 − m_x ∂^2 ∂t^2 ) w_x + Q

∂^2u_z ∂x∂z + R ∂^2w_z ∂x∂z = 0,

F_1

∂^2u_{x1} ∂x∂z + F_2

∂^2u_{x2} ∂x∂z + Q ∂^2w_x ∂x∂z + ( C ∂^2 ∂z^2 − ρ_z ∂^2 ∂t^2 ) u_z+

+ ( Q ∂^2 ∂z^2 − ρ_{fz} ∂^2 ∂t^2 ) w_z = 0,

M_1

∂^2u_{x1} ∂x∂z + M_2

∂^2u_{x2} ∂x∂z + R ∂^2w_x ∂x∂z + ( Q ∂^2 ∂z^2 − ρ_{fz} ∂^2 ∂t^2 ) u_z+

+ ( R ∂^2 ∂z^2 − m_z ∂^2 ∂t^2 ) w_z = 0

dlØ rassmatrivaemoæ ffffektivnoæ modeli.

§2. Harakteristiqeskie funkcii τi(α) RexeniØ uravneniæ (1.7) mogut byt~ vyraßeny dvukratnymi integralami, kotorye predstavlØ¸t soboæ superpozici¸ voln e^{ik(τt}�^x�^{αz)}, (2.1) pri fftom τ = v_{ph}/ sin φ, α = ctg φ, (2.2)

188 L. A. MOLOTKOV

v_{ph} – fazovaØ skorost~, φ – ugol meßdu normal~¸ k ploskosti fronta i os~¸ z i k – sostavlØ¸waØ volnovogo vektora vdol~ osi x. Fronty voln kak osobennosti ukazannyh integral~nyh predstavleniæ volnovogo polØ opredelØ¸tsØ funkcieæ τ (α). V sluqae istoqnika, raspoloßennogo v naqale koordinat, fronty, soglasno rabote [5], predstavlØ¸tsØ parametriqeskimi formulami x = t[τ (α) − ατ 0(α)], z = tτ 0(α), (2.3) pri fftom α – kotanges ugla meßdu normal~¸ k frontu i os~¸ z.

DlØ nahoßdeniØ funkcional~noæ zavisimosti τ (α) neobhodimo v uravneniØh (1.7), v sootvetstvii s vyraßeniem (2.1), proizvesti zameny ∂ ∂t ∼ τ, ∂ ∂x ∼ −1, ∂ ∂z ∼ −1 (2.4)

i zapisat~ uslovie sovmestnosti poluqennyh ravenstv fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi P11 � ρx11τ^2 P12 � ρx12τ^2 M1 � ρf x1τ^2 �F1α �M1α P12 � ρx12τ^2 P22 � ρx22τ^2 M2 � ρf x2τ^2 �F2α �M2α M1 � ρf x1τ^2 M2 � ρf x2τ^2 R � mx τ^2 �Qα �Rα �F1α �F2α �Qα Cα^2 � ρz τ^2 Qα^2 � ρf z τ^2 �M1α �M2α �Rα Qα^2 � ρf z τ^2 Rα^2 � mz τ^2

fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi = 0.

(2.5) Sootnoxenie (2.5) moßno rassmatrivat~ kak uravnenie dlØ opredeleniØ harakteristiqeskih qisel τ^2 v sluqae odnovremennogo privedeniØ k diagonal~nomu vidu dvuh matric

ρ_{x11} ρ_{x12} ρ_{fx1} 0 0 ρ_{x12} ρ_{x22} ρ_{fx2} 0 0 ρ_{fx1} ρ_{fx2} m_x 0 0 0 0 0 ρ_z ρ_{fz} 0 0 0 ρ_{fz} m_z ,

P_{11} P_{12} M_1 F_1α M_1α P_{12} P_{22} M_1 F_2α M_2α M_1 M_2 R Qα Rα F_1α F_2α Qα Cα^2 Qα^2 M_1α M_2α Rα Qα^2 Rα^2

. (2.6)

Soglasno teoreme, privedennoæ v monografii [6], ffti harakteristiqeskie qisla ØvlØ¸tsØ vewestvennymi, esli obe matricy simmetriqnye, a pervaØ iz nih matrica ØvlØetsØ takße i poloßitel~no opredelennoæ. V naxem sluqae obe matricy (2.6)

OB �FFEKTIVNO` MODELI 189 ØvlØ¸tsØ simmetriqnymi pri vseh vewestvennyh α i neotricatel~no opredelennymi vsledstvie poloßitel~noæ opredelennosti matric (1.6). ObobwaØ ukazannu¸ teoremu na fftot sluqaæ, prihodim k vyvodu, qto pri vseh vewestvennyh α uravnenie (2.5) imeet tol~ko neotricatel~nye rexeniØ τ^2. Tak kak levaØ qast~ uravneniØ (2.5) predstavlØet soboæ polinom pØtoæ stepeni otnositel~no τ^2 s vydelennym mnoßitelem τ^2, to qetyre neotricatel~nye funkcii τ_1(α), τ_2(α), τ_3(α) i τ_4(α) opredeleny pri vseh vewestvennyh α.

DlØ issledovaniØ fftih funkciæ vyqislim opredelitel~, vhodØwiæ v sootnoxenie (2.5), i posle otbrasyvaniØ mnoßitelØ τ^2 poluqim ravenstvo

α^4(A_1τ^4 + A_2τ^2 + A_3) + α^2(B_1τ^6 + B_2τ^4 + B_3τ^2 + B_4)+

+τ^2(C_1τ^6 + C_2τ^4 + C_3τ^2 + C_4) = 0, (2.7)

gde kofffficienty A_1, A_2, A_3, B_1, B_2, B_3, B_4, C_1, C_2, C_3 i C_4 opredelØ¸tsØ parametrami ffffektivnoæ modeli i ne zavisØt ot veliqin τ^2 i α^2. ˚vnye vyraßeniØ dlØ fftih kofffficientov mogut byt~ legko zapisany, no dlØ kratkosti ne privodØtsØ. Pri α = 0, τ_4 = 0, a veliqiny τ_1, τ_2 i τ_3, soglasno formule (2.5), udovletvorØ¸t uravneni¸ | | | | | P_{11} − ρ_{x11}τ^2, P_{12} − ρ_{x12}τ^2, M_1 − ρ_{fx1}τ^2 P_{12} − ρ_{x12}τ^2, P_{22} − ρ_{x22}τ^2, M_2 − ρ_{fx2}τ^2 M_1 − ρ_{fx1}τ^2, M_2 − ρ_{fx2}τ^2, R − m_xτ^2

| | | | | = 0. (2.8)

Oboznaqim poloßitel~nye korni uravneniØ (2.8) qerez v_1, v_2 i v_3 i pust~ v_1 > v_2 ¿ v_3. Esli v uravnenii (2.7) uqityvat~ takße qleny, soderßawie α^2, to poluqim priblißennye formuly

τ_i(α) = v_i + O(α^2) (i = 1, 2, 3) (2.9)

pri malyh α.

Qtoby naæti vyraßenie funkcii τ_4(α) pri malyh α, uqtem v uravnenii (2.7) qleny, soderßawie α^2 i τ^2, i poluqim priblißennoe ravenstvo τ^2_4 = −c_4B�^1_4 α^2. (2.10)

Esli ispol~zovat~ Øvnye vyraßeniØ dlØ kofffficientov B_4 i C_4, to formula (2.10) zamenitsØ sootnoxeniem

τ_4 = v_8α,

190 L. A. MOLOTKOV

v^2_8 = m_z | | | | | | | P_{11} P_{12} F_1 M_1 P_{12} P_{22} F_2 M_2 F_1 F_2 C Q M_1 M_2 Q R

| | | | | | | | | | ρ^z ρ^{fz} ρ_{fz} m_z | | | · | | | | | P_{11} P_{12} M_1 P_{12} P_{22} M_2 M_1 M_2 R

| | | | | �1 . (2.11) NeØvno zadannye funkcii τ_1(α), τ_2(α), τ_3(α) i τ_4(α) pri α = 0 udovletvorØ¸t usloviØm

τ_1 > τ_2 ¿ τ_3 ¿ τ_4. (2.12)

�ti usloviØ takße vypolnØ¸tsØ i pri vseh α ¿ 0. Qtoby v fftom ubedit~sØ, otmetim, qto grafiki funkciæ τ_2(α), τ_3(α) i τ_4(α) mogut imet~ obwie toqki. V fftih toqkah diskriminant bikvadratnogo uravneniØ (2.7) obrawaetsØ v nul~. Tak kak pri fftom uslovii vypolnØ¸tsØ ravenstva τ 0_i (α) = 0 i τ 0_{i+1}(α) = 0 (i = 2, 3), to grafiki funkciæ τ_i(α) i τ_{i+1}(α) v obweæ toqke ime¸t i obwu¸ kasatel~nu¸, parallel~nu¸ osi α. Oba grafika kasa¸tsØ fftoæ prØmoæ s raznyh storon (ris. 1). Pofftomu vo vseh toqkah vypolnØ¸tsØ usloviØ τ_i(α) ¿ τ_{i+1}(α). Kak budet pokazano niße, grafik τ_1(α) ne imeet obwih toqek s grafikom τ_2(α) ni pri kakih parametrah.

Ris. 1.

Pri bol~xih α i koneqnyh τ uravnenie (2.7) perehodit v uravnenie

A_1τ^4 + A_2τ^2 + A_3 = 0, (2.13)

OB �FFEKTIVNO` MODELI 191 kotoroe v nekotoryh sluqaØh polezno zamenit~ sootnoxeniem | | | | | | | |

P_{11} − ρ_{x11}τ^2 P_{12} − ρ_{x12}τ^2 ρ_{fx1} F_1 M_1 P_{12} − ρ_{x12}τ^2 P_{22} − ρ_{x22}τ^2 ρ_{fx2} F_2 M_2 −ρ_{fx1}τ^2 −ρ_{fx2} m_x 0 0 F_1 F_2 0 C Q M_1 M_2 0 Q R

| | | | | | | | = 0. (2.14)

Oboznaqim korni uravneniØ (2.14) qerez v_4 i v_5 (v_4 ¿ v_5). S uqetom qlenov, soderßawih α^2, poluqim priblißennye formuly

τ_{3,4}(α) = v_{4,5} + O(α�^2). (2.15)

V sluqae dostatoqno bol~xih α i τ prihodim, na osnovanii ravenstv (2.7), k uravneni¸

A_1α^4 + B_1α^2τ^2 + C_1τ^4 = 0. (2.16)

RexaØ uravnenie (2.16) i ispol~zuØ Øvnye vyraßeniØ dlØ kofffficientov, poluqim sootnoxeniØ

τ_{1,2}(α) = v_{6,7} · α,

v^2_{6,7} = [ ± √ (Rρ_z + Cm_z − 2Qρ_{fz})^2 − 4(RC − Q^2)(ρ_z m_z − ρ^2_{fz} )+

(2.17) +Rρ_z + Cm_z − 2Qρ_{fz} ] / [2(ρ_zm_z − ρ^2_{fz} )].

Otmetim, qto poluqennye formuly dlØ v^2_{6,7} sovpada¸t s vyraßeniØmi dlØ skorosteæ prodol~nyh voln vdol~ osi z v transversal~no-izotropnoæ srede Bio.

Na osnovanii formul (2.9), (2.10), (2.15) i (2.17), opredelØ¸- wih funkcii τ_i(α) (i = 1, 2, 3, 4) pri malyh i bol~xih α, udaetsØ postroit~ primernye grafiki fftih funkciæ (ris. 2a i 2v). DlØ rasqeta funkciæ τ_i(α) i dlØ postroeniØ toqnyh grafikov fftih funkciæ polezno ispol~zovat~ funkcii α(τ ), kotorye ØvlØ- ¸tsØ rexeniØmi bikvadratnogo uravneniØ (2.7). Izobraßennye na ris. 2a i 2v grafiki ne ime¸t maksimumov i minimumov i tol~ko na grafikah funkcii τ_3(α) nahoditsØ odna toqka peregiba (τ 00_{3 (α) = 0)}, otmeqennaØ na ris. 2a i 2v ßirnoæ toqkoæ. V obwem sluqae rassmatrivaemye grafiki mogut byt~ bolee sloßnymi i imet~ maksimumy, minimumy i dopolnitel~nye toqki peregiba.

192 L. A. MOLOTKOV

Ris. 2a Ris. 2v.

Odnako usloßnenie fftih grafikov ograniqeno. Qtoby sformulirovat~ ffti ograniqeniØ, ukaßem, qto mnogoznaqnu¸ funkci¸ τ (α), udovletvorØ¸wu¸ uravneni¸ (2.7), polezno rassmatrivat~ na vseæ ploskosti −∞ < τ < ∞ i −∞ < α < ∞ i v fftoæ oblasti grafiki oblada¸t simmetrieæ otnositel~no oseæ α i τ (ris. 3).

Ris. 3.

OB �FFEKTIVNO` MODELI 193 L¸baØ prØmaØ na ploskosti α, τ ne moßet pereseq~ grafiki mnogoznaqnoæ funkcii τ (α) (ris. 3) bolee qem 8 raz. V samom dele, proizvol~naØ prØmaØ

τ = aα + b (2.18)

pereseqet grafiki funkcii τ (α) v toqkah, koordinaty kotoryh udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ (2.7) i (2.18). Tak kak ffta sistema ffkvivalentna uravneniØm vos~mogo porØdka, to qislo rassmatrivaemyh toqek pereseqeniØ ne moßet prevyxat~ 8. Iz fftogo ograniqeniØ, v qastnosti, sleduet, qto 1) grafik funkcii τ_1(α) ne imeet toqek peregiba i 2) grafiki funkciæ τ_1(α) i τ_2(α) ne mogut imet~ obwih toqek.

Vtoroe ograniqenie sostoit v tom, qto l¸baØ prØmaØ, parallel~naØ osi α, peresekaet grafiki mnogoznaqnoæ funkcii τ (α) ne bolee qem 4 raza. �to utverßdenie sleduet iz togo, qto uravnenie (2.7) imeet qetvertyæ porØdok otnositel~no α. Iz oboih ograniqeniæ vytekaet, qto parametry v_i (i = 1, 2, . . . , 8), opredelØ¸wie grafiki, udovletvorØ¸t odnomu iz neravenstv v kaßdoæ gruppe neravenstv

1) v_1 > v_2 > v_4 > v_3 > v_5, I) v_6 > v_7 > v_8,

2) v_1 > v_2 > v_4 > v_5 > v_3, II) v_6 > v_8 > v_7.

3) v_1 > v_4 > v_2 > v_3 > v_5,

4) v_1 > v_4 > v_2 > v_5 > v_3,

5) v_1 > v_2 > v_3 > v_4 > v_5;

(2.19)

Grafiki na ris. 2a sootvetstvu¸t sluqa¸ 1, I, a grafiki na ris. 2v – 5, I. V ostal~nyh ße sluqaØh grafiki funkciæ τ_i(α) mogut byt~ izobraßeny, esli na ris. 2a perestavlØt~ mestami toqki v_2 i v_4, a takße v_3 i v_5 i perestavlØt~ mestami asimptoty τ = v_7α i τ = v_8α na ris. 2a i 2v.

§3. Volnovye fronty ot toqeqnogo istoqnika

Pust~ v bezgraniqnoæ srede, opisyvaemoæ uravneniØmi (1.1) i (1.2), deæstvuet nekotoryæ toqeqnyæ istoqnik. Takim istoqnikom, v qastnosti, moßet byt~ toqeqnaØ sila, priloßennaØ v naqale koordinat k uprugim fazam i deæstvu¸waØ vdol~ osi z.

194 L. A. MOLOTKOV Tak kak obrazu¸wee volnovoe pole obladaet simmetrieæ otnositel~no koordinatnyh oseæ, to budem ego rassmatrivat~ v kvadrante x > 0, z > 0, pri fftom osnovnoe vnimanie budet udelØt~sØ postroeni¸ frontov.

DlØ fftoæ celi ispol~zu¸tsØ formuly (2.3) i rezul~taty issledovaniØ funkciæ τ_i(α) (i = 1, 2, 3, 4). Ravenstvam (2.9), spravedlivym pri malyh α, sootvetstvu¸t toqki fronta (x/t = = v_{1,2,3}, z = 0), v okrestnosti kotoryh front perpendikulØren osi x. SootnoxeniØ (2.15) opredelØ¸t toqki (x/t = v_{4,5}, z = 0), gde front kasaetsØ osi x. Formuly (2.17) opisyva¸t toqki fronta (x = 0, z/t = v_{6,7}), v kotoryh front perpendikulØren osi z. Ravenstva (2.11) opredelØ¸t toqku (x = 0, z/t = v_8), gde front kasaetsØ osi z. Kaßdoæ funkcii τ_i(α) (i = 1, 2, 3, 4) sootvetstvuet opredelennyæ front. SoedinØØ liniØmi ukazannye naqala i koncy, my poluqaem primernoe poloßenie frontov. Toqnoe ih raspoloßenie ustanavlivaetsØ putem rasqeta po formulam (2.3) s ispol~zovaniem funkciæ τ_i(α) ili im obratnyh funkciæ α(τ ).

Ris. 4a Ris. 4v.

Na risunkah 4a i 4v izobraßeny fronty v sluqaØh 1, I i 5, I bez usloßnØ¸wih petel~ i bez pereseqeniæ frontov. V srede rasprostranØ¸tsØ qetyre volny. Front pervoæ volny vsegda vypuklyæ. Vtoroæ front pri otsutstvii petel~ takße ØvlØetsØ vypuklym. Tret~Ø volna rasprostranØetsØ vdol~ osi x. Ee front imeet “treugol~nu¸” formu. V sluqae 5, I funkcii τ_3(α)

OB �FFEKTIVNO` MODELI 195 pri τ > 0, α > 0 sootvetstvuet front, raspoloßennyæ v sosednem kvadrante x > 0, z < 0. Vsledstvie simmetrii v rassmatrivaemom kvadrante takße nahoditsØ “treugol~nyæ” front. Oba fronta izobraßeny na ris. 4v, pri fftom front v kvadrante x > 0, z > 0 pokazan punktirom. Qetvertyæ front ØvlØetsØ vognutym. Podobnye vognutye i “treugol~nye” fronty ime¸t mesta v ffffektivnyh modelØh, opisyva¸wih sloistye uprugie sredy s kontaktom proskal~zyvaniØ na granicah [7]. Vse veliqiny v_i (i = 1, 2, . . . , 8) ØvlØ¸tsØ skorostØmi voln vdol~ oseæ.

Ris. 5.

Vo vseh sluqaØh, krome sluqaev 1, I i 5, I, imeet mesto pereseqenie frontov, no pervyæ front ne peresekaetsØ s drugimi frontami. Teoretiqeski vozmoßen sluqaæ 4, II, kogda vse tri ostal~nyh fronta poparno pereseka¸tsØ (ris. 5). DrugaØ osobennost~ frontov sostoit v tom, qto normal~ k frontu monotonno povoraqivaetsØ po mere postupatel~nogo peremeweniØ toqki vdol~ fronta. Ugol polnogo povorota normali vnutri odnogo kvadranta dlØ vseh frontov raven prØmomu uglu.

Pereædem teper~ k issledovani¸ petel~ na frontah i ostanovimsØ na rassmotrenii osobyh toqek. Krivizna frontov opredelØetsØ vtoroæ proizvodnoæ d^2x/dz^2, kotoraØ vyraßaetsØ formu- loæ d^2x dz^2 = − 1 tτ 00_{(α)}^, (3.1)

196 L. A. MOLOTKOV vyteka¸weæ iz sootnoxeniæ (2.3). Iz ravenstva (3.1) sleduet, qto v sootvetstvu¸wih toqkah grafikov i frontov krivizny ime¸t protivopoloßnye napravleniØ i qto napravlenie krivizny fronta izmenØetsØ v toqkah peregiba grafika funkcii τ_i(α), gde τ 00_{i (α) = 0.} (3.2)

EdinstvennaØ takaØ toqka na ris. 2a i 2v soderßitsØ na grafikah funkcii τ_3(α) i otmeqena ßirnoæ toqkoæ. �toæ toqke sootvetstvuet uglovaØ toqka na tret~em fronte. Krome ukazannyh na ris. 4a, 4v i 5 toqek pereseqeniØ frontov s osØmi, fronty mogut ewe peresekat~ osi x i z ewe i v petlØh. Iz formul (2.3) sleduet, qto ffkstremumam funkciæ τ_i(α), gde τ 0_{i (α) = 0,} (3.3)

sootvetstvu¸t toqki dopolnitel~nogo pereseqeniØ frontov s os~¸ x, tak kak z = tτ 0_i (α). Analogiqnye toqki dopolnitel~nogo pereseqeniØ frontov s os~¸ z opredelØ¸tsØ usloviem

τ (α) − ατ 0(α) = 0, (3.4)

kotoroe vyraßaet sovpadenie v odnoæ toqke napravleniæ radiusvektora i kasatel~noæ k frontu. V toqkah frontov, gde vypolnØetsØ ravenstvo (3.3) ili (3.4), ugly meßdu frontami i osØmi opredelØ¸tsØ veliqinoæ α, ravnoæ kotangensu ugla meßdu normal~¸ k frontu i os~¸ z.

OstanovimsØ teper~ na issledovanii vozmoßnyh petel~ na vtorom fronte i osobennosteæ na grafike funkcii τ_2(α). Rassmotrim sluqaæ, kogda na fftom grafike otsutstvu¸t toqki, gde vypolnØ¸tsØ usloviØ (3.3) i (3.4), no ime¸tsØ dve toqki peregiba 1 i 2, meßdu kotorymi uqastok grafika ØvlØetsØ vypuklym (ris. 6a). Front v fftom sluqae soderßit petl¸ vnutri kvadranta (ris. 6v), i na fronte raspoloßeny dve uglovye toqki 1 i 2, sootvetstvu¸wie toqkam peregiba 1 i 2. Meßdu fftimi uglovymi toqkami front ØvlØetsØ vognutym, a na ostal~nyh uqastkah vypuklym.

Rassmotrim teper~ sluqai, kogda grafik funkcii τ_2(α) soderßit, krome dvuh toqek peregiba, ewe i toqki, v kotoryh vypolnØetsØ sootnoxenie (3.3) ili (3.4). UqityvaØ ograniqenie qisla pereseqeniæ grafikov τ_i(α) proizvol~nymi prØmymi, ubeßdaemsØ, qto na grafike funkcii τ_2(α) pri α > 0, τ > 0 vozmoßen

OB �FFEKTIVNO` MODELI 197 tol~ko odin ffkstremum 2 v vide minimuma i vozmoßna tol~ko odna toqka 3, gde vypolnØetsØ sootnoxenie (3.4). Obe ffti toqki 2 i 3 raspoloßeny meßdu toqkami peregiba 1 i 4 (ris. 7a). DlØ ubeditel~nosti na ris. 7a qerez toqku 3 provedena punktirnaØ kasatel~naØ, prohodØwaØ takße i qerez naqalo koordinat. Osobennost~ sootvetstvu¸wego fronta sostoit v tom, qto on soderßit dva vystupa v sosednie kvadranty (ris. 7v). Vsledstvie simmetrii frontov v rassmatrivaemom kvadrante takße soderßatsØ vystupy, izobraßennye punktirom. �ti vystupy obrazu¸t petli, ime¸wie vognutyæ front i rasprostranØ¸wiesØ vdol~ oseæ. Osobym toqkam 1, 2, 3, 4 na grafike τ_2(α) sootvetstvu¸t toqki s odinakovymi nomerami na fronte, pri fftom 1 i 4 – uglovye toqki, a 2 i 3 – toqki pereseqeniØ fronta s osØmi x i z. Vne petel~ vtoroæ front ØvlØetsØ vypuklym.

Ris. 6a Ris. 6v.

NarØdu s rassmotrennym sluqaem vozmoßny dva bolee prostyh sluqaØ. V pervom sluqae grafik τ_2(α) ne peresekaet asimptotu τ = v_7α i soderßit tol~ko toqku peregiba 1 i toqku minimuma 2. V fftom sluqae front imeet tol~ko odnu petl¸ na osØh (ris. 7v). Vo vtorom sluqae grafik peresekaet asimptotu τ = v_7α i posle pereseqeniØ imeet osobu¸ toqku 3, gde vypolnØetsØ uslovie (3.4), i toqku peregiba 4. Sootvetstvu¸wiæ vtoroæ front soderßit tol~ko odnu petl¸ na osi z (ris. 7v). Vozmoßnost~ suwestvovaniØ bolee sloßnyh vtoryh frontov (s dvoænymi petlØmi i s odnovremennym raspoloßeniem petel~ kak vdol~

198 L. A. MOLOTKOV

Ris. 7a Ris. 7v.

oseæ, tak i vnutri kvadrantov) moßet byt~ vyØsnena s pomow~¸ dopolnitel~nyh issledovaniæ.

Rassmotrim teper~ vozmoßnye usloßneniØ qetvertogo fronta i sootvetstvu¸wie grafiki funkcii τ_4(α). V pervom sluqae grafik τ_4(α) imeet odnu toqku peregiba 1 i odnu toqku 2, v kotoroæ vypolnØetsØ uslovie (3.4) (ris. 8a). Qetvertyæ front v fftom sluqae imeet vystup v kvadrant x < 0, z < 0 (ris. 8v). Analogiqnyæ vystup qetvertogo fronta v kvadrant x > 0, z < 0 (ris. 9v) obrazuetsØ vo vtorom sluqae, kogda na grafike funkcii τ_4(α) nahodØtsØ toqka maksimuma 1 i toqka peregiba 2 (ris. 9a). V tret~em sluqae grafik τ_4(α) imeet dve toqki peregiba 1 i 4 i meßdu nimi nahodØtsØ toqka 2, gde vypolnØetsØ uslovie (3.4), i toqka maksimuma 3 (ris. 10a). V fftom sluqae na qetvertom fronte ime¸t mesto dva ukazannyh vystupa (ris. 10v). V qetvertom sluqae na grafike τ_4(α) nahodØtsØ tri toqki peregiba 1, 3, 4 i toqka 2, v kotoroæ udovletvorØetsØ uslovie (3.4), (ris. 11a). Sootvetstvu¸wiæ front imeet petl¸ vnutri osnovnogo kvadranta i vystup v kvadrant x < 0, z > 0 (rsi. 11v). Osobennosti fftoæ petli sostoØt v tom, qto meßdu ee uglovymi toqkami 3 i 4 front ØvlØetsØ vypuklym. �ta petlØ bez vystupa v kvadrant x < 0, z > 0 ne moßet vozniknut~ na fronte, tak kak sootvetstvu¸wie v fftom sluqae grafiki funkciæ τ_3(α) i τ_4(α) budut peresekat~sØ prØmoæ, prohodØweæ qerez naqalo koordinat, 10 raz.

Grafiki funkcii τ_3(α) mogut imet~ dopolnitel~nye toqki peregiba i toqki, v kotoryh vypolnØetsØ uslovie (3.3) ili (3.4).

OB �FFEKTIVNO` MODELI 199

Ris. 8a Ris. 8v.

Ris. 9a Ris. 9v.

Ris. 10a Ris. 10v.

200 L. A. MOLOTKOV

Ris. 11a Ris. 11v.

V fftih sluqaØh na “treugol~nom” fronte poØvlØ¸tsØ petli i vystupy v kvadrant x > 0, z < 0. �ti usloßneniØ na grafike τ_3(α) i na tret~em fronte analogiqny usloßneniØm na grafikah τ_2(α), τ_4(α), a takße na vtorom i qetvertom frontah. Analiz podobnyh osobennosteæ treugol~nogo fronta provodilsØ v rabote [8]. Vsledstvie fftogo my ne budem v nastoØweæ rabote ostanavlivat~sØ na fftih issledovaniØh.

§4. Issledovanie qastnogo sluqaØ, kogda opisyvaemaØ sreda sostoit iz odinakovyh poristyh sloev Rassmotrim transversal~no-izotropnu¸ poristu¸ sredu Bio, pererezannu¸ parallel~nymi ploskostØmi z = const, na kotoryh vypolnØ¸tsØ graniqnye usloviØ, vyraßa¸wie kontakt s proskal~zyvaniem meßdu uprugimi fazami. DlØ kaßdoæ sredy v rabote [4] byla ustanovlena ffffektivnaØ model~, opisyvaemaØ uravneniØmi τ_{xx} = P ∂u_x ∂x + F ∂u_z ∂z + M ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , τ_{zz} = F ∂u_x ∂x + C ∂u_z ∂z + Q ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) , −p = M ∂u_x ∂x + Q ∂u_z ∂z + R ( ∂w_x ∂x + ∂w_z ∂z ) ; (4.1)

OB �FFEKTIVNO` MODELI 201 ∂τ_{xx} ∂x = ρ_x ∂^2u_x ∂t^2 + ρ_{fx} ∂^2w_x ∂t^2 , − ∂p ∂x = ρ_{fx} ∂^2u_x ∂t^2 + m_x ∂^2w_x ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z = ρ_z ∂^2u_z ∂t^2 + ρ_{fz} ∂^2w_z ∂t^2 , − ∂p ∂z = ρ_{fz} ∂^2u_z ∂t^2 + m_z ∂^2w_z ∂t^2 .

(4.2)

Kofffficienty v uravneniØh (4.1) i (4.2) sovpada¸t s parametrami ishodnoæ transversal~no-izotropnoæ sredy Bio, v kotoroæ L = 0 i τ_{xz} = 0. Posle podstanovki uravneniæ (4.1) v (4.2) poluqaem uravnenie Lame ( P ∂^2 ∂x^2 − ρ_x ∂^2 ∂t^2 ) u_x + ( M ∂^2 ∂x^2 − ρ_{fx} ∂^2 ∂t^2 ) w_x + F

∂^2u_z ∂x∂z + M ∂^2w_z ∂x∂z = 0 ( M ∂^2 ∂x^2 − ρ_{fx} ∂^2 ∂t^2 ) u_x + ( R ∂^2 ∂x^2 − m_x ∂^2 ∂t^2 ) w_x + Q

∂^2u_z ∂x∂z + R ∂^2w_z ∂x∂z = 0 (4.3) F ∂u_x ∂x∂z + Q ∂^2w_x ∂x∂z + ( C ∂^2 ∂z − ρ_z ∂^2 ∂t^2 ) u_z + ( Q ∂^2 ∂z^2 − ρ_{fz} ∂^2 ∂t^2 ) w_z = 0

M ∂u_x ∂x∂z + R ∂^2w_x ∂x∂z + ( Q ∂^2 ∂z − ρ_{fz} ∂^2 ∂t^2 ) u_z + ( R ∂^2 ∂z^2 − m_z ∂^2 ∂t^2 ) w_z = 0

dlØ ffffektivnoæ modeli. V rezul~tate zameny proizvodnyh po pravilu (2.4) prihodim k uslovi¸ sovmestnosti poluqennyh uravneniæ | | | | | | P − ρ_xτ^2 M − ρ_{fx}τ^2 −F α −M α M − ρ_{fx}τ^2 R − m_xτ^2 −Qα −Rα −F α −Qα Cα^2 − ρ_zτ^2 Qα^2 − ρ_{fz} τ^2 −M α −Rα Qα^2 − ρ_{fz} τ^2 Rα^2 − m_z τ^2

| | | | | | = 0. (4.4)

Tak kak ravenstvo (4.4) analogiqno uravneni¸ (2.5), to moßno takße utverßdat~, qto pri vseh vewestvennyh α levaØ qast~ uravneniØ (4.4) predstavlØet soboæ polinom qetvertoæ stepeni otnositel~no τ^2 s vydelennym mnoßitelem τ^2. Pofftomu ravenstvo (4.4) neØvno opredelØet pri vseh vewestvennyh α tri neotricatel~nye funkcii τ_1(α), τ_2(α) i τ_3(α).

202 L. A. MOLOTKOV

DlØ issledovaniØ fftih funkciæ vyqislim opredelitel~, vhodØwiæ v sootnoxenie (4.4), i posle otbrasyvaniØ mnoßitelØ τ^2 poluqim uravnenie

α^4(A_1τ^2+A_2)+α^2(B_1τ^4 +B_2τ^2 +B_3)+τ^2(C_1τ^4 +C_2τ^2 +C_3) = 0, (4.5)

v kotorom kofffficienty A_1, A_2, B_1, B_2, B_3, C_1, C_2 i C_3 ne zavisØt ot τ i α. Ih Øvnye vyraßeniØ legko opredelØ¸tsØ, no dlØ kratkosti ne privodØtsØ. Issledovanie uravneniØ (4.5) vypolnØetsØ temi ße priemami, kak i uravnenie (2.7). Pofftomu ograniqimsØ privedeniem tol~ko odnih rezul~tatov.

Pri α = 0 imeem

τ_1 = v̄_1, τ_2 = v̄_2, τ_3 = 0,

v̄^2_{1,2} = [ ± √ (P m_x + Rρ_x − 2M ρ_{fx})^2 − 4(P R − M^2)(m_xρ_x − ρ^2_{fx})+

(4.6) +P m_x + Rρ_x − 2M ρ_{fx} ]/ [2(m_xρ_x − ρ^2_{fx})].

V sluqae malyh α funkciØ τ_3(α) udovletvorØet priblißennomu ravenstvu τ_3 = v̄_8α, v kotorom

v̄^2_8 = m_z | | | | | | P F M F C Q M Q R

| | | | | | / [| | | P M M R | | | | | | | | ρ_z ρ_{fz} ρ_{fz} m_z | | | | ] . (4.7)

Pri bol~xih α funkciØ τ^2_3 ØvlØetsØ koneqnoæ i ravnoæ

v̄^2_5 = m_x | | | | | P M M F C Q M Q R

| | | | | / [| | | C Q Q R | | | | | | | | ρ_x ρ_{fx} ρ_{fx} m_x | | | | ] , (4.8)

a ostal~nye funkcii τ_1(α) i τ_2(α) okazyva¸tsØ proporcional~- nymi α i po-preßnemu vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi (2.17).

Formuly (4.6)–(4.8) i (2.17) opredelØ¸t naqal~nye i koneqnye toqki grafikov funkciæ τ_1(α), τ_2(α) i τ_3(α). Vzaimnoe raspoloßenie fftih toqek zavisit ot sootnoxeniæ meßdu parametrami v̄_1, v̄_2, v̄_5 i meßdu parametrami v_6, v_7, v̄_8. DlØ fftih parametrov moßno ukazat~ dve gruppy neravenstv

1) v̄_1 > v̄_2 > v̄_5, I) v_6 > v_7 > v̄_8,

2) v̄_1 > v̄_5 > v̄_2; II) v_6 > v̄_8 > v_7,

(4.9)

OB �FFEKTIVNO` MODELI 203 analogiqnyh sootnoxeniØm (2.19). DlØ sluqaØ 1, I grafiki funkciæ τ_1(α), τ_2(α) i τ_3(α) privedeny na ris. 12a. �ti grafiki dlØ prostoty ne soderßat toqek peregiba i toqek, udovletvorØ¸wih usloviØm (3.3) i (3.4). Ris. 12a analogiqen ris. 2a. Legko zametit~ na oboih grafikah sootvetstvie meßdu tremØ vetvØmi i otsutstvie na ris. 12a analoga vetvi τ_3, izobraßennoæ na ris. 2a. Grafiki τ_2(α) i τ_3(α) v sluqae modeli (4.1) i (4.2) mogut byt~ usloßneny naliqiem toqek peregiba i toqek, v kotoryh vypolnØ¸tsØ usloviØ (3.3) i (3.4). Podobnye usloßneniØ grafikov pokazany na ris. 6a–11a. �ti usloßneniØ ograniqiva- ¸tsØ usloviem, qto vetvi grafikov funkciæ τ (α) na vseæ ploskosti α, τ mogut peresekat~sØ proizvol~noæ prØmoæ ne bolee 6 raz. Sdelannoe utverßdenie dokazyvaetsØ pri rassmotrenii sistemy uravneniæ (2.18) i (4.5). Drugoe ograniqitel~noe uslovie takße sostoit v tom, qto ukazannye grafiki funkciæ ne dolßny peresekat~sØ prØmymi τ = const bolee, qem 4 raza.

Ris. 12a Ris.12v.

Na osnovanii postroennyh grafikov stroØtsØ po formulam (2.3) fronty voln, vozbußdennyh nekotorym toqeqnym istoqnikom v naqale koordinat. Grafikam, izobraßennym na ris. 12a, sootvetstvu¸t fronty, kotorye ne pereseka¸tsØ i ne soderßat petel~ i uglovyh toqek (ris. 12v). Otsutstvie pereseqeniæ u grafikov imeet mesto tol~ko v sluqae 1, I. Esli ße na grafikah nahodØtsØ toqki peregiba i toqki, v kotoryh vypolnØ¸tsØ usloviØ (3.3) i (3.4), to fronty takße soderßat sootvetstvenno

204 L. A. MOLOTKOV petli i vystupy v sosednie kvadranty (ris. 6v–11v). Po sravneni¸ s obwim sluqaem v rassmatrivaemoæ modeli otsutstvuet treugol~nyæ front, a meßdu ostal~nymi frontami imeet mesto sootvetstvie. Parametry v̄_1, v̄_2, v̄_5, v_6, v_7 i v̄_8 takße ØvlØ¸tsØ skorostØmi voln vdol~ oseæ.

Rassmotrim teper~ dva qastnyh sluqaØ ffffektivnoæ modeli, zadannoæ v §1, kogda ffta model~ perehodit v ffffektivnu¸ model~, opisyvaemu¸ uravneniØmi (4.1) i (4.2). V pervom iz fftih sluqaev v periodiqeskoæ srede period sostoit iz dvuh sloev, u kotoryh vse parametry, krome tolwin, odinakovye. Na osnovanii fftogo predpoloßeniØ vypolnØ¸tsØ ravenstva

A_j = α_{j1} = α_{j2}, B_3 = β_{31} = β_{32}, (4.10)

iz kotoryh sledu¸t sootnoxeniØ

P_{11} = θ^2_1P + θ_1θ_2A_3, P_{12} = θ_1θ_2(P − A_3), P_{22} = θ^2 P + θ_1θ_2A_3, F̄_1 = θ_1F, F̄_2 = θ_2F, M̄_1 = θ_1M_1, M̄_2 = θ_2M,

ρ_{x11} = θ^2_1ρ_x + θ_1θ_2B_1, ρ_{x12} = θ_1θ_2(ρ_x − B_1), ρ_{x22} = θ^2 ρ_x + θ_1θ_2B_1,

ρ_{fx1} = θ_1ρ_{fx}, ρ_{fx2} = θ_2ρ_{fx}. (4.11) S uqetom ravenstv (4.10) i (4.11) i formul osredneniØ smeweniæ i naprØßeniæ vdol~ osi x

u_x = θ_1u_{x1} + θ_2u_{x2}, τ_{xx} = θ_1τ_{xx1} + θ_2τ_{xx2}, (4.12)

ubeßdaemsØ, qto uravneniØ (1.1) i (1.2) perehodØt v uravneniØ (4.1) i (4.2), a uravnenie Lame (1.7) zamenØetsØ na (4.3).

Prosledim teper~ perehod ot obweæ trehfaznoæ modeli k dvuhfaznoæ modeli (4.1) i (4.2) v uravnenii KristofellØ, v funkciØh τ (α), v vyraßeniØh dlØ skorosteæ i na volnovyh frontah. Iz levoæ qasti uravneniØ KristofellØ (2.5) vydelØetsØ mnoßitel~ τ^2 − v^2_5. Pri uslovii (4.10) uravnenie (2.8) imeet korni τ = v̄_1, τ = v̄_2 i τ = v̄_5; uravnenie (2.14) – dvoænoæ koren~ τ = v̄_5, skorosti v_6 i v_7 sohranØ¸t svoi vyraßeniØ (2.17), a skorost~ v_8 perehodit v skorost~ v̄_8, vyraßennu¸ formuloæ (4.7). Treugol~nyæ front sßimaetsØ v toqku, kotoraØ dvißetsØ vdol~ osi x so skorost~¸ v̄_5 i v kotoroæ vognutyæ front kasaetsØ osi x. UpomØnutaØ skorost~ v̄_5 ØvlØetsØ analogom plastinqatoæ skorosti, tak kak s takoæ skorost~¸ rasprostranØetsØ volna v sloe Bio, na granicah kotorogo otsutstvu¸t naprØßeniØ

OB �FFEKTIVNO` MODELI 205 i davlenie. Ostal~nye tri fronta pri rassmatrivaemom predel~nom perehode ne izmenØ¸tsØ suwestvenno. DlØ issledovaniØ predel~nogo perehoda v harakteristiqeskih funkciØh τ_1(α), τ_2(α) i τ_3(α) polezno ispol~zovat~ Øvnye vyraßeniØ dlØ obratnyh funkciæ α(τ ).

Rassmotrim vtoroæ sluqaæ, kogda otnositel~naØ tolwina vtorogo sloØ θ_2 obrawaetsØ v nul~. V fftom sluqae vypolnØ¸tsØ ravenstva

A_j = α_{j1}, B_3 = β_{31}, P_{11} = P, P_{12} = P_{22} = 0,

F_1 = F, F_2 = 0, M_1 = M, M_2 = 0, ρ_{x11} = ρ_x,

ρ_{x12} = ρ_{x22} = 0, ρ_{fx1} = ρ_{fx}, ρ_{fx2} = 0.

(4.13)

Posle uqeta sootnoxeniæ (4.13) i zameny u_{x1} = u_{x2} uravneniØ (1.1) i (1.2) perehodØt v uravneniØ (4.1) i (4.2), a uravnenie Lame (1.7) zamenØetsØ na (4.3). UravneniØ (2.5), (2.8) i (2.14) v fftom sluqae ime¸t koren~ τ = √ α_{32}/β_{12}, (4.14)

sootvetstvu¸wiæ upomØnutomu analogu skorosti plastinqatoæ volny v poristoæ srede s parametrami iskl¸qaemogo sloØ 2. Posle predel~nogo perehoda ffta skorost~ terØet fiziqeskiæ smysl. Drugie rexeniØ uravneniæ (2.8) i (2.14), ØvlØ¸wiesØ skorostØmi voln vdol~ osi z, predstavlØ¸tsØ formulami (4.6) i (4.8), v kotorye vhodØt parametry sloØ 1. Takim obrazom, oba predel~nyh perehoda privodØt k odinakovym ffffektivnym modelØm, opisyva¸wim poristu¸ sredu Bio, pererezannu¸ ploskoparallel~nymi granicami s proskal~zyvaniem meßdu uprugimi fazami.

Literatura

1. M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in fluid-saturated porous solid.

I. Low-frequency range. — J. Acoust. Soc. Am. 28, No. 2 (1956), 168–178. 2. M. A. Biot, Mechanics of deformation and acoustic propagation in porous media.

— J. Appl. Phys. 33, No. 4 (1962), 1482–1498.

3. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnye modeli sloistyh sred, soderßawih poristye sloi Bio. — Zap. nauqn. semin. POMI 239 (1997), 140–163.

4. L. A. Molotkov, O metodah vyvoda uravneniæ, opisyva¸wih ffffektivnye modeli sloistyh sred. — Zap. nauqn. semin. POMI 250 (1998), 219–243.

206 L. A. MOLOTKOV 5. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Issledovanie odnofaznyh i mnogofaznyh ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih periodiqeskie sredy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 140 (1984), 105–122.

6. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M. (1967), 575 s.

7. L. A. Molotkov, Ob ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ sloistu¸ periodiqesku¸ uprugu¸ sredu s kontaktom proskal~zyvaniØ na granicah. — Zap. nauqn. semin. POMI 210 (1994), 192–212.

8. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, Wave propagation in the effective model of alternating porous and impermeable solid layers. Revue De L’Institut Francais du Petrole, 53, No. 5 (1998), 735–748..

Molotkov L. A. On the effective model of porous stratified media with slide contact between layers.

In order to study wave propagation in porous layered media with slide contact between elastic phases on the interfaces the effective models of these media are investigated. For these models the fronts of four waves excited by a point sources are established and formulas of wave velocities along the axes are derived. The applied methods of constructing fronts allow to point out the possible pecularities as loops and juts. The essential case, when all layers are the same but the boundary conditions remain, is also considered.

Postupilo 19 oktØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN