Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov, N. G. Vlas¸k

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ TOQEQNOGO ISTOQNIKA V VOLNOVODE

Vvedenie.

V dannoæ stat~e issleduetsØ dvumernaØ zadaqa rasprostraneniØ vozbußdaemyh toqeqnym istoqnikom voln v volnovode, dopuska¸waØ toqnoe rexenie v vide konturnogo integrala. Putem preobrazovaniØ toqnogo rexeniØ pokazyvaetsØ vozmoßnost~ predstavleniØ rexeniØ v vide summy geometrooptiqeskih, normal~nyh voln i ostatka dlØ toæ qasti polØ, kotoraØ sootvetstvuet predel~noæ zadaqe.

Vpervye “kombinirovannyæ metod” byl razrabotan V. B. Filippovym [1–3] dlØ poluqeniØ polØ toqeqnogo istoqnika v okrestnosti vognutoæ storony zerkala. V rabote V. B. Filippova [4] razrabotannyæ metod primenen k izuqeni¸ fftalonnoæ zadaqi rasprostraneniØ voln v volnovode v predel~nom variante (bez kraevyh usloviæ). Pri issledovanii toqnogo rexeniØ zdes~ vo mnogom ispol~zu¸tsØ takße rezul~taty raboty V. S. Buldyreva “Pole toqeqnogo istoqnika v volnovode” [5].

Zametim, qto blizkie (s nekotorymi otliqiØmi) rezul~taty, poluqennye drugimi metodami, ime¸tsØ v rabotah [6–11].

Izvestno, qto v sredah s nemonotonnym pokazatelem prelomleniØ voznikaet volnovod s os~¸ po linii maksimuma pokazatelØ prelomleniØ. Pole luqeæ v volnovode obrazuet sloßnu¸ sistemu kaustik, ime¸wih ostriØ i sguwa¸wihsØ pri vozrastanii rasstoØniØ meßdu istoqnikom i nabl¸datelem. DlØ poluqeniØ polØ toqeqnogo istoqnika v volnovode neobhodimy suwestvennye usloßneniØ luqevogo metoda (sm. [5, 11]). Primenenie metoda normal~nyh voln takße natalkivaetsØ na trudnosti, poskol~ku pri vysokih qastotah voznikaet neobhodimost~ summirovaniØ bol~xogo qisla mod.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant 98-01-00316. 56

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 57 V svØzi s fftimi trudnostØmi zdes~ primenØetsØ i obosnovyvaetsØ kombinirovannyæ metod, sostoØwiæ v tom, qto pole v volnovode iwetsØ v vide summy normal~nyh, geometrooptiqeskih voln i ostatka. Poluqeny dostatoqnye usloviØ na koliqestvo otweplennyh normal~nyh i geometrooptiqeskih voln. Ostatok vyraßaetsØ prostoæ formuloæ.

1. Preobrazovanie rexeniØ.

Rassmotrim zadaqu rasprostraneniØ voln, vozbußdaemyh toqeqnym istoqnikom, v dvumernoæ srede s pokazatelem prelomleniØ ravnym n(z) = √ 1 − ( z l_1

)_2 , |z| < l_1. (1.1) Zvukovoe davlenie u udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca

(Δ + k^2n^2(z))u = −δ(x)δ(z − z_0), (1.2)

kraevomu uslovi¸ Dirihle na verhneæ granice

z = z_1, l_1 > z_1 > z_0,

kraevomu uslovi¸ Neæmana na nißneæ granice

z = z_2, −l_1 < z_2 < z_0,

i uslovi¸ predel~nogo pogloweniØ na beskoneqnosti

u → 0 pri r = √ x^2 + z^2 → ∞, Im k > 0. (1.3)

Primeniv k uravneni¸ (1.2) preobrazovanie Fur~e po peremennoæ x u(x, z) = 1 2π +∞∫ −∞ e^{ikxζ}Ψ(z, ζ) dkζ, dlØ funkcii Ψ poluqim sledu¸wu¸ zadaqu Xturma–LiuvillØ:

∂^2Ψ ∂z^2 + ( k^2n^2(z) − k^2ζ^2 ) Ψ = −δ(z − z_0), (1.4)

Ψ(z, ζ)|_{z=z1} = 0, ∂Ψ(z, ζ) ∂z |_{z=z2} = 0. (1.5)

58 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, N. G. VLASıK Vvedem novu¸ peremennu¸ Z i parametr t po formulam Z = √ 2k l_1 z, t + 1/2 = (1 − ζ^2) kl_1 2 . VypolnØØ rØd fflementarnyh preobrazovaniæ, privedem uravnenie (1.4) k uravneni¸ Vebera dlØ funkciæ paraboliqeskogo cilindra D_t(Z), D_t(−Z), no s del~ta funkcieæ v pravoæ qasti. Postroim iz dvuh lineæno-nezavisimyh rexeniæ uravneniØ Vebera funkci¸ Grina Ψ(Z, Z_0, ζ) zadaqi Xturma–LiuvillØ:

∂^2Ψ ∂Z^2 + ( t + 1 2 − Z^2 4 ) Ψ = − √ l_1 2k δ(Z − Z_0), (1.6)

Ψ(Z, ζ)|_{Z=Z1} = 0, ∂Ψ(Z, ζ) ∂Z |_{Z=Z2} = 0, Z_2 < Z_0 < Z_1. (1.7)

FunkciØ Grina Ψ(Z, Z_0, ζ) zadaqi (1.6), (1.7) imeet vid

Ψ(Z, Z_0, ζ) =

Ψ_1(Z_0)Ψ_2(Z)

W (Ψ_1Ψ_2)

, Z_2 < Z < Z_0,

Ψ_1(Z)Ψ_2(Z_0)

W (Ψ_1Ψ_2)

, Z_1 > Z > Z_0,

(1.8)

ili v bolee kompaktnoæ forme

Ψ(Z_>, Z_<, ζ) =

Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<)

W (Ψ_1Ψ_2)

. (1.9)

Zdes~ qerez Z_>, (Z_<) oboznaqeno naibol~xee (naimen~xee) znaqenie argumentov (Z, Z_0), W (Ψ_1Ψ_2) – opredelitel~ Vronskogo dvuh lineæno nezavisimyh rexeniæ Ψ_1, Ψ_2

W (Ψ_1Ψ_2) = Ψ_1

∂Ψ_2 ∂Z − Ψ_2

∂Ψ_1 ∂Z = = −W (D_t(Z)D_t(−Z))[D_t(Z_1)D^′_t(−Z_2) + D^′_t(Z_1)D_t(−Z_2)], (1.10)

gde W (D_t(Z)D_t(−Z)) – vronskian funkciæ paraboliqeskogo cilindra D_t(Z) i D_t(−Z) ravnyæ

W (D_t(Z)D_t(−Z)) = 2D_t(0) D^′_t(0) = 2 √ 2π Γ(t + 1) sin πt.

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 59 Lineæno nezavisimye rexeniØ Ψ_1, Ψ_2 opredeleny formulami

Ψ_1 = D_t(Z)D_t(−Z_1) − D_t(−Z)D_t(Z_1), Ψ_2 = D_t(Z)D^′_t(−Z_2) + D_t(−Z)D^′_t(Z_2). } (1.11)

Rexenie zadaqi (1.2), (1.3) s pokazatelem prelomleniØ vida (1.1) opredelØetsØ sledu¸wim vyraßeniem u(x, z) = 1 4π √ kl_1 2 +∞∫ −∞ e^{ikxζ}×

× Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) D_t(0)D^′_t(0)[D_t(Z_1)D^′_t(−Z_2) + D^′_t(Z_2)D_t(−Z_1)]

dζ. (1.12)

Vyraßenie, stoØwee v kvadratnyh skobkah znamenatelØ formuly (1.12), ravno funkcii Ψ_2(Z_1). Sledovatel~no, korni znamenatelØ podintegral~nogo vyraßeniØ (1.12) sovpada¸t s kornØmi vronskiana D_t(0)D^′_t(0) i funkcii Ψ_2(Z_1).

OgraniqimsØ v dannoæ rabote issledovaniem rexeniØ zadaqi (1.2), (1.3) u(x, z) = 1 4π √ kl_1 2 +∞∫ −∞ e^{ikxζ} Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) D_t(0)D^′_t(0)Ψ_2(Z_1)

dζ (1.13)

v sluqae, kogda istoqnik i nabl¸datel~ nahodØtsØ vblizi osi volnovoda, a granicy volnovoda z = z_1 > 0, z = z_2 < 0 daleki po otnoxeni¸ k predel~nym granicam volnovoda tak, qto |_{zi} l_1 | ≪ 1,

i = 1, 2.

DlØ shodimosti integrala (1.13) kontur integrirovaniØ pri

x < 0 dolßen byt~ pripodnØt vo vtoroæ kvadrant ploskosti ζ, Im ζ > 0, a pri x > 0 opuwen v qetvertyæ kvadrant Im ζ < 0, (sm.

Ris. 1).

Qislitel~ podintegral~nogo vyraßeniØ Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) predstavim v vide kompozicii funkciæ paraboliqeskogo cilindra

Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) = Ψ_2(Z_1)D_t(Z_>)D_t(−Z_<)−

−D_t(Z_1)D^′_t(−Z_2)[D_t(Z_>)D_t(−Z_<) + D_t(Z_<)D_t(−Z_>)]+

+D_t(Z_>)D_t(Z_<)D^′_t(−Z_2)D_t(−Z_1) − D_t(−Z_>)D_t(−Z_<)D_t(Z_1)D^′_t(Z_2).

60 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, N. G. VLASıK

Ris. 1.

Ispol~zuØ ffto predstavlenie qislitelØ, vse podintegral~noe vyraßenie, stoØwee pri ffksponente, zapixetsØ qerez funkcii paraboliqeskogo cilindra formuloæ

Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) D_t(0)D^′_t(0)Ψ_2(Z_1) = D_t(Z_>)D_t(−Z_<)

D_t(0)D^′_t(0) −

− D_t(Z_1)D^′_t(−Z_2) D_t(0)D^′_t(0)Ψ_2(Z_1)

[D_t(Z_>)D_t(−Z_<) + D_t(Z_<)D_t(−Z_>)]+

+ D^′_t(−Z_2)D_t(−Z_1) D_t(0)D^′_t(0)Ψ_2(Z_1)

D_t(Z_>)D_t(Z_<)−

− D_t(Z_1)D^′_t(Z_2) D_t(0)D^′_t(0)Ψ_2(Z_1)

D_t(−Z_>)D_t(−Z_<), (1.14)

gde funkciØ Ψ_2(Z_1) v svo¸ oqered~ opredelena usloviem

Ψ_2(Z_1) = D_t(Z_1)D^′_t(−Z_2) + D_t(−Z_1)D^′_t(Z_2).

V otliqie ot predel~noæ zadaqi bez kraevyh usloviæ s pokazatelem prelomleniØ (1.1) (sm. [4]), v rassmatrivaemom sluqae imenno kraevye usloviØ Dirihle na verhneæ granice i uslovie Neæmana – na nißneæ vnosØt nekotorye trudnosti pri issledovanii rexeniØ (1.13) ne tol~ko v okrestnosti osi volnovoda, no i vblizi granic. Iz vseh slagaemyh formuly (1.14) lix~ odno (pervoe) ne zavisit ot kraevyh usloviæ i sovpadaet s podintegral~nym vyraßeniem predel~noæ zadaqi [4].

Netrudno pokazat~, qto pri x > 0 kontur integrirovaniØ v integrale (1.13) moßno prodeformirovat~ i sovmestit~ s konturom γ, izobraßennym na Ris. 2.

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 61

Ris. 2.

DlØ fftogo neobhodimo vospol~zovat~sØ asimptotikoæ funkcii paraboliqeskogo cilindra pri bol~xih |t + 1/2|. Asimptotika funkciæ paraboliqeskogo cidindra D_t(Z) i D_t(−Z) na ploskosti kompleksnogo peremennogo ζ (ploskost~ znaqka t), pri bol~xih

|t + 1/2|, (|t + 1/2| ≫ |^{Z2}_4 |) imeet oscilliru¸wiæ harakter. VKB-

rexenie pri (|t + 1/2| ≫ |^{Z2}_4 |) moßno predstavit~ v vide D_t(Z) ∼_{|t+ 12 |→∞} 1 4 √ t +^1_2 exp ( ±i √ t + 1 2 Z ( 1+ 1 √ t +^1_2 [ 1 4 − Z^2 24 +. . . ])) . Podyntegral~noe vyraßenie (1.14), soderßawee qetyre razliqnyh slagaemyh, pri |t + 1/2| > |Z^2/4| imeet ocenku, sostavlennu¸ iz lineænoæ kombinacii funkciæ vida ∼ c √ t +^1_2 exp{ikxζ ± i √ t + 1 2 (Z_> ± Z_<)}, (∗) gde √ t + 1/2 = √ |t + 1/2| exp ( i/2 arg (t + 1/2) ) , | arg (t + 1/2) | < π, priqem znak “+” beretsØ, kogda 0 < arg (t + 1/2) < π, znak “−” beretsØ, kogda −π < arg (t + 1/2) < 0.

Krome fftogo v treh slagaemyh, soderßawih v znamenatele funkci¸ Ψ_2(Z_1), dobavitsØ mnoßitelem ocenka, qislitel~ kotoroæ sostoit iz lineænoæ kombinacii funkciæ ∼ c exp{±i √ t + 1 2 (Z_1 ± Z_2)},

a v znamenatel~ vhodit funkciØ sin( √ t + 1/2 [Z_1 − Z_2]).

62 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, N. G. VLASıK DeformaciØ kontura γ iz pervonaqal~nogo vozmoßna po sledu¸wim priqinam. Vo-pervyh, iz VKB ocenki qislitelØ v podintegral~nom vyraßenii (1.13). Vo-vtoryh, iz togo fakta, qto korni znamenatelØ pervogo slagaemogo v podintegral~nom vyraßenii (1.13), leßawie na vewestvennoæ osi ζ, po modul¸ |ζ_n| < 1. I, nakonec, korni ζ_l funkcii sin( √ t + 1/2[Z_1 − Z_2]) takße leßat

na vewestvennoæ osi i po modul¸ men~xe edinicy.

Teper~ kontur integrirovaniØ γ prodeformiruem v kontur γ_N (sm. Ris. 3).

Ris. 3.

Pri fftom vydelitsØ summa vyqetov v pol¸sah podyntegral~- nogo vyraßeniØ (normal~nye volny). Deæstvitel~no, vronskian, stoØwiæ v znamenatele podyntegral~nogo vyraßeniØ, raven

D_t(0) D^′_t(0) = 1 √ 2π Γ(t + 1) sin πt.

Pol¸sa podintegral~nogo vyraßeniØ, kotorye ØvlØ¸tsØ nulØmi D_t(0)D^′_t(0), mogut byt~ opredeleny (sm. [5]) na ploskosti kompleksnogo peremennogo ζ iz uravneniØ t = 1 2 [ kl_1(1 − ζ^2) − 1 ] = n, n = 0, 1, 2, . . . , i ravny ζ = ζ_n ≡ ± √ 1 − 2n + 1 kl_1 . Takim obrazom, pol¸sa ±ζ_n raspolaga¸tsØ na ploskosti ζ simmetriqno otnositel~no naqala koordinat. Pri vewestvennyh k

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 63 i n <^1_2 (kl_1 − 1) ≡ n_0 pol¸sa ±ζ_n vewestvenny i po modul¸ ne prevoshodØt edinicy: | ± ζ_n| < 1, pri n > n_0 – qisto mnimye.

Drugie pol¸sa podintegral~nogo vyraßeniØ, kotorye ØvlØ- ¸tsØ nulØmi znamenatelØ Ψ_2(Z_1), opredeleny na ploskosti kompleksnogo peremennogo ζ iz uravneniØ √ t + 1/2[Z_1 − Z_2] = k √ 1 − ζ^2(z_1 − z_2) = lπ, l = 0, 1, 2, . . . ,

i ravny ζ = ζ_l ≡ ± √ 1 − l^2π^2 k^2(z_1 − z_2)^2 . Togda vyqety pri t = n, n = 0, 1, 2, 3, . . ., na ploskosti kompleksnogo peremennogo ζ vyqislØ¸tsØ, s ispol~zovaniem formul ( Γ(t + 1) sin πt)^′_ζ | t=n = π n!(−1)^n (−ζ_n)kl_1, gde ζ_n ≡ √ 1 − 2n + 1 kl_1 . Posle vydeleniØ N vyqetov integrala (1.13) rexenie primet vid: u = N∑ n=0 u^{norm}_n + 1 4π √ kl_1 2 ∫ γ_N e^{ikxζ} Ψ_1(Z_>) Ψ_2(Z_<) D_t(0) D^′_t(0)Ψ_2(Z_1)

dζ, (1.15) gde u^{norm}_n = i 2 √ π (−1)^{n+1} n! e^{ikx} q_{1− 2n+1kl1} √ kl_1 − (2n + 1) [ Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) Ψ_2(Z_1) ]| | t=n . (1.16)

Zdes~ proizvedenie funkciæ Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) delennoe na Ψ_2(Z_1) vyqislØetsØ po formule (1.14), gde znaqok t funkciæ paraboliqeskogo cilindra prinimaet celye znaqeniØ t = n, n =

0, 1, 2, 3, . . .. V glavnom priblißenii vyraßenie, stoØwee v kva-

dratnyh skobkah formuly (1.16) s uqetom (1.14), dast nam vyraßeniØ vida ∼ c_r exp{ikxζ_n ± i √ 1 − ζ^2_n (z_> ± z_< + β_rz_1 − γ_r z_2)}

sin[k √ 1 − ζ^2_n(z_1 − z_2)] , gde c_r , β_r, γ_r – nekotorye konstanty, r = 1, 2, 3, 4.

64 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, N. G. VLASıK UsloviØ na vybor veliqiny N budut ukazany niße, kogda budet vydelena iz ostavxegosØ integrala geometrooptiqeskaØ qast~ polØ.

Pol¸sa podintegral~nogo vyraßeniØ, kotorye ØvlØ¸tsØ nulØmi funkcii Ψ_2(Z_1) i vhodØt v tri poslednih slagaemyh (1.14), dadut ewe seri¸ vyqetov na vewestvennoæ osi ζ_l, l = 0, 1, 2, . . .. �to budet drugaØ seriØ normal~nyh voln, kotoraØ svØzana s kraevymi usloviØmi, s xirinoæ volnovoda (z_1 − z_2).

V glavnom priblißenii posle vyqisleniØ vyqetov v pol¸sah

ζ_l, l = 0, 1, 2, . . . integral (1.13) moßet byt~ predstavlen formu- loæ u = N∑ n=0 u^{norm}_n + L∑ l=0 u^{norm}_l +

+ 1 4π √ kl_1 2 ∫ γ_N e^{ikxζ} Ψ_1(Z_>) Ψ_2(Z_<) D_t(0) D^′_t(0)Ψ_2(Z_1)

dζ, (1.17)

gde summirovanie po l proishodit lix~ dlØ treh poslednih slagaemyh funkcii (1.14)

u^{norm}_l = ± lπ(−1)^{l+1} 4 √ 2k(z_1 − z_2) e^{ikx} r_{1− l2π2k2(z1 �z2 )2} √ k^2(z_1 − z_2)^2 − l^2π^2) ×

× [ Ψ_1(Z_>)Ψ_2(Z_<) D_t(0)D^′_t(0) ]| | t=t_l . (1.18)

DlØ dal~neæxih preobrazovaniæ rexeniØ vospol~zuemsØ tem, qto vronskian, stoØwiæ v znamenatele podyntegral~nogo vyraßeniØ, raven

D_t(0) D^′_t(0) = 1 √ 2π Γ(t + 1) sin πt.

Kak i v rabote [5], razloßim funkci¸ (sin πt)^{−1} v geometriqesku¸ progressi¸ s ostatoqnym qlenom: 1 sin πt = −2i [_{M−1}∑ m=0 e^{iπt(2m+1)} + e^{iπt(2M+1)} 1 − e^{i2πt} ] . (1.19)

Analogiqno razloßim funkci¸ (sin k √ 1 − ζ^2[z_1 − z_2])^{−1}.

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 65 PodstavlØØ znaqenie vronskiana i rØd (1.19) vmesto sin πt v integral (1.17), poluqim predstavlenie dlØ polØ u v vide summy normal~nyh voln, summy M integralov i ostatoqnogo integrala. Oqevidno, qto integraly, stoØwie v summe po m ot 0 do M − 1, ravny nul¸, poskol~ku podyntegral~noe vyraßenie ne imeet osobennosteæ, i kontur integrirovaniØ γ_N stØgivaetsØ v toqku. Togda dlØ rexeniØ zadaqi poluqaem formulu, sootvetstvu¸wu¸ pervomu slagaemomu podintegral~nogo vyraßeniØ (1.14): u = N∑ n=1 u^{norm}_n − i 2 √ kl_1 π ×

× ∫ γ_N e^{i[kxζ+πt(2M+1)]} Γ(t + 1)

D_t(Z_>)D_t(Z_<) (1 − e^{i2πt}) dζ. (1.20)

2. Kombinirovannoe predstavlenie dlØ polØ v volnovode.

V fftom razdele stat~i rassmotrim primenenie kombinirovannogo metoda lix~ k integralu (1.20). Ostal~nye slagaemye integrala (1.17) soderßawie v znamenatele funkci¸ Ψ_2(Z_1) i obobwenie fftogo metoda na sluqaæ skorosti, zavisØweæ proizvol~- nym obrazom ot koordinaty z, budut issledovany v dal~neæxem.

Zamenim funkcii paraboliqeskogo cilindra, vhodØwie kak lineænaØ kombinaciØ v podintegral~noe vyraßenie (1.20), na novye funkcii po formule:

D_t(Z) =

Γ(t + 1) √ 2π [ e^{iπt/2}D_{−t−1}(iZ) + e^{−iπt/2}D_{−t−1}(−iZ) ] . (2.1)

Predpoloßim, qto kontur γ_N nastol~ko udalen ot toqki ζ = 1

(t = 0), qto na nem vypolnØ¸tsØ usloviØ: | |t + 1 2 | | ≫ 1, Re √ t + 1 2 − Z 2 ≫ | |t + 1 2 | |^{−1/6}. (2.2)

UsloviØ (2.2) oznaqa¸t, qto issleduetsØ oblast~ vblizi toqki povorota uravneniØ Vebera.

Togda funkcii paraboliqeskogo cilindra moßno zamenit~ na ih asimptotiqeskie razloßeniØ: D_{−t−1}(iZ) ∼ [ 1 − Z^2

4(t +^1_2 ) ]_{−1/4} ×

66 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, N. G. VLASıK

× exp { − i ( t + 1 2 ) P ( Z 2 √ t +^1_2 )} D_{−t−1}(0), (2.3)

gde P (x) = x √ 1 − x^2 + arcsin x.

Zametim, qto ime¸t mesto formuly

D_{−t−1}(0) = √ π 2 2^{−t/2} 1 Γ (_t 2 + 1

) , (2.4)

Γ(t + 1) = 1 √ π 2^tΓ ( t 2 + 1 2 ) Γ ( t 2 + 1 ) , (2.5) Γ (_t 2 +^1_2 ) Γ (_t 2 + 1 ) ∼ √ 2 t pri |t| ≫ 1, |arg t| < π. (2.6) Pri podstanovke formul (2.1), (2.3)–(2.6) v integral (1.20) poluqim: u = N∑ n=1 u^{norm}_n + i 8π √ kl_1 ∑ α,β=±1 ∫ γ_N φ(t, Z_>, Z_<)e^{ikΦMαβ} 1 − e^{i2πt} dζ, (2.7)

Φ_{mαβ} = xζ + tπ k [ 2m + 1 + 1 2 (α + β) ] − t +^1_2 k × × [ αP ( Z_> 2 √ t +^1_2 ) − βP ( Z_< 2 √ t +^1_2 )] , (2.8)

φ = ( t + 1 2 − Z^2_> 4 )_{−1/4}( t + 1 2 − Z^2_< 4 )_{−1/4} . (2.9) Integral po konturu γ_N v formule (2.7) razob~em na dva: na integral po konturu γ^1 i γ^2_N . Kontury γ^1 i γ^2_N pri Im ζ < 0 uhodØt na beskoneqnost~ v sektore −π/2 < arg ζ < −π/4, a pri Im ζ > 0 –

γ^1 v sektore π/2 < arg ζ < 3π/4, γ^2_N v sektore π/4 < arg ζ < π/2.

Shematiqeski kontury γ^1 i γ^2_N pokazany na ris. 4.

Kontur γ^2_N peresekaet vewestvennu¸ os~ pri ζ = a_N , tak qto

ζ_{N+1} < a_N < ζ_N , (2.10)

gde ζ_n = √ 1 −^{2n+1}_{kl1} . Netrudno pokazat~, qto integraly po kontu-

ru γ^1 i γ^2_N suwestvu¸t po otdel~nosti.

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 67

Ris. 4.

V integrale po γ^1 razloßim znamenatel~ v geometriqesku¸ progressi¸ 1 1 − e^{i2πt} = ∞∑ m=0 e^{i2mπt}, togda formula (2.7) primet vid u = N∑ n=1 u^{norm}_n + ∞∑ m=M ∑ α,β=±1 I^{(1)}_{mαβ} + ∑ α,β=±1 I^{(2)}_{Mαβ}, (2.11) gde I^{(1)}_{mαβ} = i 8π √ kl_1 ∫ γ^1 φ(ζ, Z_>, Z_<)e^{ikΦmαβ (ζ,x,Z>,Z<)} dζ, (2.12)

I^{(2)}_{Mαβ} = i 8π √ kl_1 ∫ γ^2_N φ(ζ, Z_>, Z_<) e^{ikΦMαβ (ζ,x,Z>,Z<)} 1 − e^{i2πt} dζ, (2.13)

3. Vyqislenie integralov I^{(1)}_{mαβ} , I^{(2)}_{Mαβ}.

ObratimsØ k vyqisleni¸ vhodØwih v formuly (2.11)–(2.13) integralov I^{(1,2)}_{mαβ} .

Integraly I^{(1)}_{mαβ} mogut byt~ vyqisleny metodom stacionarnoæ fazy. Uravnenie dlØ stacionarnoæ toqki imeet vid (v peremennyh ζ, z – maloe)

Φ^′_{mαβ} = x − l_1ζ {[ 2m + 1 + 1 2 (α + β) ] π − α arcsin z_> l_1 √ 1 − ζ^2 +

68 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, N. G. VLASıK

+β arcsin z_< l_1 √ 1 − ζ^2

= 0. (3.1)

Rexenie fftogo uravneniØ ζ = ζ_{mαβ} imeet naglØdnu¸ luqevu¸ interpretaci¸. Vypustim iz istoqnika x = 0, z = z_0 (predpoloßim, qto z_0 = z_>) luq tak, qtoby on popal v toqku nabl¸deniØ (x, z).

DlØ qastnogo zakona (1.1) izmeneniØ pokazatelØ prelomleniØ

n(z) uravnenie luqa imeet vid (sm. [5]): z = A sin(Bx + C), gde A = l_1 √ 1 − a^2, B = 1 l_1a

, C = arcsin z_0 A . Veliqina a = n(z) cos Ψ(z) postoØnna na luqe (Ψ(z) – ugol naklona luqa, sm. Ris. 5).

Ris. 5.

RasstoØnie meßdu sosednimi toqkami pereseqeniØ luqom osi x nazyva¸t ciklom, veliqina cikla ravna l = πl_1a. Oqevidno, imeet mesto ravenstvo

x = pl ± l_1a arcsin z_0

l_1 √ 1 − a^2

± l_1a arcsin z l_1 √ 1 − a^2

. (3.2)

V fftom sluqae budem govorit~, qto luq imeet p ciklov. Znaki “+” ili “−” vybira¸tsØ v zavisimosti ot znakov z_0, z i qetnosti veliqiny p. Esli z_0 i z odinakovyh znakov i p – neqetnoe,

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 69 to v formule (3.2) nado brat~ odinakovye znaki, esli ße p – qetnoe, to – raznye. Esli veliqiny z_0 i z raznyh znakov, to naoborot. S uqetom fftogo pravila moßno zapisat~ x = [ 2m + 1 + (α + β)/2 ] l − α arcsin z_> l_1 √ 1 − a^2 + +β arcsin z_< l_1 √ 1 − a^2 , α, β = ±1. (3.3) My vidim, qto formula (3.3) sovpadaet s (3.1), esli vzØt~

ζ = a, t.e. dlØ stacionarnoæ toqki poluqaem vyraßenie

ζ_{mαβ} = n(z_0) cos Ψ, (3.4)

gde Ψ – ugol vyhoda luqa, popada¸wego v toqku (x, z) i ime¸wego

2m+1+(α+β)/2 ciklov. Zametim, qto imeet mesto monotonnost~

po veliqine m:

ζ_{mαβ} 6 ζ_m0_α0_β0 (3.5)

pri m > m^′ i l¸byh α, β, α^′, β^′. Netrudno pokazat~, qto faza

Φ_{mαβ}, vyqislennaØ v stacionarnoæ toqke ζ_{mαβ} , ravna ffækonalu

fftogo luqa Φ_{mαβ}(ζ_{mαβ} , x, z_>, z_<) = τ_{mαβ} (x, z_0, z). Rassmotrim teper~ vopros o pravomoqnosti primeneniØ metoda stacionarnoæ fazy. Legko videt~, qto naqal~nyæ kontur integrirovaniØ γ^1 moßet byt~ sovmewen so stacionarnym konturom dlØ fazy Φ_{mαβ}, kotoryæ prohodit qerez toqku ζ_{mαβ} i uhodit na beskoneqnost~, asimptotiqeski priblißaØs~ k luqam

arg ζ = −π/4 i arg ζ = 3π/4. Suwestvennoæ oblast~¸ integrirova-

niØ budet oblast~, gde k 2 Φ^{′′}_{mαβ} (ζ_{mαβ}) (ζ − ζ_{mαβ})^2 = O(1). (3.6)

Metod stacionarnoæ fazy primenim, esli v suwestvennoæ oblasti integrirovaniØ pri n ¿ 3 vypolnØetsØ neravenstvo k n! Φ^{(n)}_{mαβ}(ζ_{mαβ} ) (ζ − ζ_{mαβ} )^n ≪ 1, (3.7)

gde Φ^{(n)}_{mαβ} – proizvodnaØ ot fazy porØdka n. Uslovie (3.7) budet vypolneno, esli proizvodnye ot fazy udovletvorØ¸t neravenstvu kΦ^{(n)}_{mαβ}(ζ_{mαβ} ) [ kΦ^{′′}_{mαβ}(ζ_{mαβ} ) ]_{−n/2} ≪ 1. (3.8)

70 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, N. G. VLASıK UqityvaØ (3.1), imeem:

Φ^{′′}_{mαβ} = −l_1π[2m + 1 + (α + β)/2] + θ^′_{αβ} (ζ, z_>, z_<), (3.9)

Φ^{(n)}_{mαβ} = θ^{(n−1)}_{αβ} (ζ, z_>, z_<), (3.10)

θ_{αβ} = l_1ζ [ α arcsin z_> l_1 √ 1 − ζ^2

− β arcsin z_< l_1 √ 1 − ζ^2 ] . (3.11)

V real~nyh zadaqah rasprostraneniØ voln otnoxenie z/l_1 ØvlØetsØ maloæ veliqinoæ. Pofftomu estestvenno predpoloßit~, qto vypolnØetsØ uslovie | | z l_1 √ 1 − ζ^2 | | ≪ 1. (3.12)

Togda vyraßeniØ dlØ fazy i ee proizvodnoæ zametno uprostØtsØ. Imeem pri ζ blizkih k 1: θ_{αβ} ∼ ζ √ 1 − ζ^2

[αz_> − βz_<], (3.13)

θ^{(n)}_{αβ} ∼ (−2)^n Γ ( n +^1_2 ) Γ (_1 2 ) ζ^{n+1} (1 − ζ^2)^{n+1/2}

[αz_> − βz_<]. (3.14)

Esli predpoloßit~, qto vypolnØetsØ neravenstvo | | z (1 − ζ^2)^{3/2} | | ≪ l_1π [2m + 1 + (α + β)/2],

kotoroe s uqetom uravneniØ (3.1) ffkvivalentno uslovi¸ | | z (1 − ζ^2)^{3/2} | | ≪ x, (3.15) to my poluqim, qto vtoraØ proizvodnaØ ot fazy Φ^{′′}_{mαβ} ne obrawaetsØ v nul~ i imeet ocenku

Φ^{′′}_{mαβ} ∼ −l_1π [2m + 1 + (α + β)/2] ∼ − x ζ . (3.16)

UqityvaØ formuly (3.10), (3.14), poluqim, qto neravenstvo (3.8) budet vypolneno, esli stacionarnaØ toqka ζ = ζ_{mαβ} otdelena ot nulØ nastol~ko, qto vypolnØetsØ uslovie kz (1 − ζ^2)^{n−1/2} (kx)^{−n/2} ≪ 1,

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 71 kotoroe moßno perepisat~ v drugom vide

(1 − ζ^2) ≫ ( z x ) 2_{2n}�_1 ( kx )_− n�2_{2n}�_1

, n ¿ 3. (3.17)

UqityvaØ sdelannye ranee predpoloßeniØ (2.2), (3.12), (3.15), poluqim, qto pri ζ = ζ_{mαβ}, udovletvorØ¸wem uslovi¸

1 − ζ^2 ≫ max { 1 kl_1 , ( z l_1

)_2 , ( z x ) 2_{2n}�_1 (kx)^{− n} �2_{2n}�_1 } (3.18)

pri n ¿ 2, provedenie metoda stacionarnoæ fazy dlØ integrala

I^{(1)}_{mαβ} ne vstretit prepØtstviæ.

Rezul~tat vyqisleniØ integrala I^{(1)}_{mαβ} po metodu stacionarnoæ fazy daet geometriqesku¸ volnu, prohodØwu¸ qerez toqki

(0, z_0) i (x, z) i ime¸wu¸ 2m + 1 + (α + β)/2 ciklov.

ObratimsØ k integralu I^{(2)}_{Mαβ}. Predpoloßim, qto toqka pereseqeniØ a_N kontura γ^2_N s vewestvennoæ os~¸ udovletvorØet neravenstvu

ζ_{Mαβ} 6 a_N 6 ζ_{M−1 α}0_β0 ∀ α, β, α^′, β^′, (3.19) gde ζ_{mαβ} ∼ x l_1π[2m + 1 + (α + β)/2]

– stacionarnaØ toqka dlØ integrala I^{(1)}_{mαβ} . Zametim, qto, vvidu sootnoxeniØ (3.5), vsegda moßno dobit~sØ, qtoby uslovie (3.19) vypolnØlos~. V verhneæ poluploskosti ζ pri Re ζ > 0 veliqina

exp{i2πt} ffksponencial~no rastet, a v nißneæ – ffksponencial~no

ubyvaet pri udalenii ot vewestvennoæ osi (sm. (∗)). Sledovatel~no, v verhneæ poluploskosti ζ (pri Re ζ > 0) podyntegral~- noe vyraßenie v integrale I^{(2)}_{Mαβ} (sm. (2.13)) budet vesti sebØ kak exp { ikΦ_{M−1 αβ} } , a v nißneæ – kak exp { ikΦ_{Mαβ} } . Netrudno pokazat~, qto pri vypolnenii usloviØ (3.19) podyntegral~noe vyraßenie ffksponencial~no ubyvaet pri udalenii ot vewestvennoæ osi. Imeem pri ζ = a_N +iξ, uqityvaØ (∗), (2.9),

Φ_{mαβ}(ζ) = Φ_{mαβ} (a_N ) + iΦ^′_{mαβ} (a_N )ξ + O(Φ^{′′}_{mαβ} ξ^2),

t(ζ) = t(a_N ) − ikl_1a_N ξ + O(kl_1ξ^2),

72 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, N. G. VLASıK φ(ζ) = √ 2 kl_1 [ 1 √ 1 − a^2_N + O ( ξ (1 − a^2_N )^{3/2} )] . PodstavlØØ ffti vyraßeniØ v formulu (2.13), poluqim: I^{(2)}_{Mαβ} ∼ − 1 4π √ 1 − a^2_N e^{ikΦMαβ (aN )}×

× +∞∫ −∞ e^{−kΦ} 0_{Mαβ (aN )ξ} 1 − e^{i2πt(aN )}e^{2πkl1 aN ξ} dξ. �tu formulu moßno zapisat~ v drugom vide I^{(2)}_{Mαβ} ∼ − 1 8π^2kl_1a_N √ 1 − a^2_N { e^{ikΦMαβ (aN )} [ F (α_N , β_N )+F (2−α_N , β_N ) ] −

−e^{ikΦM}�^{1 αβ (aN )} [ F (1 − α_N , β_N ) + F (1 + α_N , β_N ) ]} , (3.20) gde F (α, β) = 1∫ 0 x^{α−1} 1 − 2x cos β + x^2 dx,

α_N = −

Φ^′_{Mαβ}(a_N ) 2πl_1a_N , β_N = kl_1π(1 − a^2_N ) − π.

Zametim, qto formula (3.20) imeet smysl pri 1 > α_N > 0, qto vypolnØetsØ, esli spravedlivo neravenstvo (3.19) dlØ veliqiny

a_N . Pogrexnost~ formuly (3.20) imeet porØdok maksimuma iz

veliqin xk^{−1}l^{−2}_1 i (kl_1)^{−1}(1 − a^2_N )^{−3/2}.

4. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov.

Itak, pokazano, qto pri dostatoqno bol~xih znaqeniØh volnovogo qisla k imeet mesto kombinirovannoe predstavlenie (2.11) dlØ vyqisleniØ zvukovogo polØ u, v kotorom funkcii I^{(1)}_{mαβ} predstavlØ¸t soboæ znaqeniØ geometrooptiqeskih voln, a dlØ ostatka I^{(2)}_{Mαβ} spravedliva prostaØ formula (3.20). Veliqiny M i N (sootvetstvenno koliqestvo otweplennyh geometrooptiqeskih i normal~nyh voln) nahodØtsØ iz usloviØ, qtoby vypolnØlis~ neravenstva (2.10), (3.18), (3.19). Ostal~nye slagaemye formuly

KOMBINIROVANNY` METOD RASQETA POL˚ 73 (1.14) takße ime¸t kombinirovannoe predstavlenie, no s dobavleniem v ffækonal (2.8) funkciæ, sootvetstvu¸wih volnam, otraßennym ot granic volnovoda.

Obosnovanie vozmoßnosti ispol~zovaniØ “kombinirovannogo metoda” v sluqae, kogda skorost~ c(z) na osi volnovoda (os~ xov) imeet minimal~noe znaqenie, budet vypolnena avtorami v sledu¸wih publikaciØh.

Literatura

1. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, V. B. Filippov, KorotkovolnovaØ asimptotika v zadaqe difrakcii na vognutoæ poverhnosti. — V kn.: XI Vseso¸znyæ simpozium po rasprostraneni¸ radiovoln, t. 3. Nauka, M. 1975, s. 47–50.

2. V. B. Filippov, KorotkovolnovaØ asimptotika toka i diagramma napravlennosti dlØ zadaqi difrakcii na neploskih ffkranah. — V kn.: VII Vseso¸znyæ simpozium po difrakcii i rasprostraneniØ voln, t. 1 (Rostov n/D). Nauka, M. 1977, s. 47–50.

3. V. B. Philippov, Diffraction by a nonplanar screen. — Wave Motion 3 (1981), 78–81.

4. V. B. Filippov, Ob odnom metode rasqeta polØ toqeqnogo istoqnika v volnovode. — Zap. nauqn. semin. LOMI 99 (1980), 146–156.

5. V. S. Buldyrev, Pole toqeqnogo istoqnika v volnovode. Trudy MIAN im. V. A. Steklova, T. CXV Matematiqeskie voprosy teorii difrakcii i rasprostraneniØ voln. 1, Nauka, L. 1971, s. 78–102.

6. V. S. Buldyrev, Asimptotika rexeniæ volnovogo uravneniØ, sosredotoqennyh vblizi osi ploskogo volnovoda v neodnorodnoæ srede. — V kn.: Problemy matematiqeskoæ fiziki. Vyp. 3. . Izd-vo LGU, L. 1968, s. 5–30.

7. V. M. KudrØxov, Geometrovolnovoæ sposob vyqisleniØ akustiqeskih poleæ v volnovode. — Akustiqeskiæ ßurnal 22, vyp. 5 (1976), 724–728.

8.. A. Erdelyi, M. Wyman, The asymptotic evaluation of certain integrals. — ARMA 14, No. 3 (1963), 217–260.

9. L. B. Felsen, Backscattering from wide-angle and narrow-angle cones. — J. Appl.

Phys. 26, No. 2 (1955), 138–151.

10. L. B. Felsen, Hybrid ray-mode fields in inhomogeneous waveguides and ducts. — J. Acoust. Soc. Am. 69 (1981), 352–361.

11. D. Ludwig, Diffraction by a circular cavity. — J. Math. Phys. 11, No. 5 (1970), 1617–1630.

12. L. M. Brehovskih, Akustika okeana. Nauka, M. (1974).

Kirpichnikova N. Ya., Philippov V. B., Vlasjuk N.G. Combined method of calculation of the field of the point source in a wave guide.

The two-dimensional problem of propagation of waves, raised by a point source, in an interior wave guide is investigated. The Dirichlet

74 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV, N. G. VLASıK (Neumann) boundary condition is given on the upper (lower) bound of the wave guide. The possibility of representation of the exact solution as a sum of the geometro-optical waves, the normal waves and the residual is shown. The sufficient conditions on the general amount of the detached normal and geometro-optical waves are obtained. The residual is expressed by the simple formula.

Postupilo 25 dekabrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet