Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 257, 1999 g.

M. Belixev, A. Glasman

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE SOLENOIDAL^NYH VEKTORNYH POLE`

0. Vvedenie 0.1. O rabote. V stat~e avtorov [1] byla nameqena programma rexeniØ obratnoæ zadaqi dlØ dinamiqeskoæ sistemy Maksvella; ffta programma realizovana v [2]. PoslednØØ rabota imeet harakter predvaritel~noæ publikacii: qast~ dokazatel~stv dana v nabroskah, nekotorye rezul~taty lix~ anonsirovany. V nastoØweæ stat~e my opisyvaem odin iz glavnyh fragmentov procedury rexeniØ obratnoæ zadaqi: diagonalizaci¸ operatora, opredelØemogo semeæstvom proektorov na podprostranstva solenoidal~nyh vektornyh poleæ.

0.2. c-metrika. Pust~ Ω ⊂ R^3 est~ ograniqennaØ oblast~ s gladkoæ graniceæ Γ; c = c(x)-gladkaØ funkciØ, poloßitel~naØ v Ω. FunkciØ c opredelØet v Ω metriku (ds)^2 = c^{−2}|dx|^2; pust~ dist_c est~ sootvetstvu¸wee rasstoØnie; oboznaqim τ (x) := dist_c(x, Γ), x ∈ Ω. V Ω vydeleno rasxirØ¸weesØ semeæstvo podoblasteæ Ω^ξ :=

{x ∈ Ω : | : τ (x) < ξ}, 0 < ξ ≤ T ; oboznaqim Γ^ξ := {x ∈ Ω | τ (x) = ξ};

pri fftom ∂Ω^ξ = Γ ∪ Γ^ξ. V naxih rassmotreniØh T > 0 takovo, qto podoblast~ Ω^T pokryvaetsØ regulØrnoæ sistemoæ polugeodeziqeskih (luqevyh) koordinat s bazoæ na Γ.

0.3. Solenoidal~nye polØ. Pust~ ε est~ poloßitel~naØ funkciØ, zadannaØ v Ω; fiksiruem T > 0 i rassmotrim prostranstvo

H := closL_{2,ε(ΩT )} {y ∈ C^∞(Ω^T ) | y = 0 vblizi Γ^T ;

div εy = 0 v Ω^T }

(s meroæ εdx). V nem vydeleno semeæstvo podprostranstv

H^ξ := { y ∈ H | supp y ⊂ Ω^ξ } , 0 ≤ ξ ≤ T Rabota podderßana grantom RFFI 98-01-00314. 16

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 17 (H^0 = {0}; H^T = H); oboznaqim qerez G^ξ (ortogonal~nyæ) proektor v H na H^ξ.

Semeæstvo {G^ξ} opredelØet operator ^σ : H → H, ^σ := T∫ 0 ξ dG^ξ. 0.4. Kasatel~nye polØ na granice. Pust~ ν = ν(γ), γ ∈ Γ est~ normal~; vvedem prostranstvo

T (Γ) := {y ∈ L_2(Γ) | y · ν = 0 na Γ}.

Rassmotrim prostranstvo T (Γ)-znaqnyh funkciæ ot τ ∈ [0, T ]

F := L_2 ([0, T ]; T (Γ)) = ⊕ T∫ 0 T (Γ)dτ ; pust~ ^τ : F → F est~ operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ τ .

0.5. Glavnyæ rezul~tat. Osnovnoæ rezul~tat raboty – postroenie unitarnogo preobrazovaniØ U : H → F, diagonaliziru¸wego operator ^σ v smysle Spektral~noæ Teoremy (sm. [3, 7]): U ^σ U^{−1} = ^τ . Preobrazovanie U stroitsØ po razryvam, voznika¸wim na poverhnostØh Γ^ξ pri deæstvii proektorov G^ξ. Dokazatel~stvo izometriqnosti U opiraetsØ na uravnenie Rikkati dlØ operatora, svØzannogo s fflliptiqeskoæ zadaqeæ v Ω^ξ i otobraßa¸wego dannye Neæmana na Γ^ξ v dannye Dirihle. �tot operator – central~nyæ ob¨ekt impedansnoæ tomografii, a upomØnutoe uravnenie sostavlØet osnovu odnogo iz ee metodov (t.n. Layer Stripping

Method (LSM)). My provodim vyvod uravneniØ Rikkati, pol~zu-

Øs~ shemoæ, blizkoæ k predloßennoæ v [8]. PoØvlenie fftogo uravneniØ i ego vaßnaØ rol~ v procedure diagonalizacii – novyæ, i na nax vzglØd, neoßidannyæ fakt.

0.6. PrimeqaniØ. Avtory gluboko priznatel~ny M. X. Birmanu za poleznye obsußdeniØ po teme raboty. My ves~ma blagodarny Dß. Sil~vestru za konsul~tacii po LSM.

18 M. BELIXEV, A. GLASMAN

1. GeometriØ

OpredelØ¸tsØ luqevye koordinaty; privodØtsØ svØzannye s nimi ponØtiØ i sootnoxeniØ.

1.1. c-metrika, ffækonal, podoblasti. Pust~ Ω est~ ograniqennaØ oblast~ v R^3 s gladkoæ^1 graniceæ Γ; c = c(x) – zadannaØ v Ω gladkaØ poloßitel~naØ funkciØ. FunkciØ c opredelØet metriku

(ds)^2 = |dx|^2 c^2(x)

, (1.1)

prevrawa¸wu¸ Ω v kompaktnoe rimanovo mnogoobrazie s kraem; qerez dist_c my oboznaqaem sootvetstvu¸wee rasstoØnie.

S metrikoæ (1.1) svØzana funkciØ (ffækonal) τ = τ (x) :=

dist_c(x, Γ), x ∈ Ω. Mnoßestva urovnØ ffækonala Γ^ξ := {x ∈ Ω | τ (x) = ξ}, ξ ≥ 0 (Γ = Γ^0) sut~ poverhnosti, ffkvidistantnye Γ; oni ograniqiva¸t rasxirØ¸wiesØ podoblasti Ω^ξ := {x ∈ Ω | τ (x) < ξ}, ξ > 0. 1.2. Luqevye koordinaty. Esli T > 0 dostatoqno malo, to dlØ kaßdoæ toqki x ∈ Ω^T ∪ Γ naædetsØ edinstvennaØ blißaæxaØ k neæ toqka granicy γ(x) ∈ Γ, priqem γ(x) est~ konec edinstvennoæ kratqaæxeæ geodeziqeskoæ (v c-metrike) svØzyva¸weæ x s Γ. Sootvetstvie i : x → (γ(x), τ (x)) v fftom sluqae okazyvaetsØ biekcieæ Ω^T ∪ Γ na cilindr Γ × [0, T ).

Opredelim T_{reg} kak verhn¸¸ gran~ teh T > 0, dlØ kotoryh otobraßenie i ØvlØetsØ gladkim diffeomorfizmom. Otmetim, qto veliqina T_{reg} sovpadaet s rasstoØniem ot Γ do t.n. mnoßestva razdela (cut locus) mnogoobraziØ Ω otnositel~no ego kraØ: sm. [4]. Zametim ewe, qto pri T < T_{reg} ffkvidistanty Γ^ξ, (0 ≤ ξ ≤ T ) sut~ gladkie poverhnosti, diffeomorfnye Γ.

Fiksiruem T < T_{reg} i vyberem toqku x ∈ Ω^T ; na granice Γ v okrestnosti toqki γ(x) vyberem lokal~nu¸ sistemu koordinat

γ^1, γ^2. Nabor γ^1, γ^2, τ nazyvaetsØ luqevymi koordinatami (l.k.)

toqki x. Tot ße termin my ispol~zuem i dlØ pary γ(x), τ (x). Qerez x(γ, τ ) oboznaqaetsØ toqka v Ω^T ∪ Γ, ime¸waØ dannye l.k. (γ, τ ). 1vs¸du v rabote “gladkiæ” oznaqaet C1- gladkiæ.

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 19

Soglaxenie I. Vse dal~neæxie rassmotreniØ otnosØtsØ k sluqa¸ T < T_{reg}, tak qto podoblast~ Ω^T pokryvaetsØ regulØrnoæ sistemoæ luqevyh koordinat.

Soglaxenie II. Esli h = h(x) est~ funkciØ (skalØrnaØ ili vektornaØ) v Ω^T , to my oboznaqaem h(γ, τ ) := h(x(γ, τ )); esli

g = g(γ, τ ) est~ funkciØ l.k., to polagaem g(x) := g(γ(x), τ (x)).

Zapis~ h(x) = g(γ, τ ) ravnosil~na h(x(γ, τ )) = g(γ, τ ) ili h(x) = g(γ(x), τ (x)). Pust~ r = r(x) = r(γ, τ ) est~ radius-vektor toqki x = x(γ, τ ) ∈

Ω^T ∪ Γ; γ^1, γ^2 – lokal~nye koordinaty na Γ; oboznaqim

r_α := ∂r ∂γ^α , α = 1, 2; r_0 := ∂r ∂τ (vs¸du v rabote greqeskie indeksy probega¸t znaqeniØ 1, 2) i otmetim, qto vektory r_α(γ, ξ) kasatel~ny k poverhnosti Γ^ξ, a

r_0(γ, ξ) normalen k neæ.

Qerez |y| i y · w my oboznaqaem standartnye normu i skalØrnoe proizvedenie vektorov v R^3. Evklidovy fflementy dliny i ob¨ema ime¸t v l.k. izvestnyæ vid:

|dx|^2 = g_{αβ}dγ^αdγ^β + g_{00}(dτ )^2; dx = cJdγ^1dγ^2dτ, (1.2) gde g_{αβ} = r_α · r_β; g_{00} = r_0 · r_0 = c^2; J = |r_α × r_β| = (det{g_{αβ}})^{1/2} ;

funkciØ cJ sovpadaet s Økobianom perehoda (γ^1, γ^2, τ ) → (x^1, x^2, x^3) ot l.k. k dekartovym koordinatam; evklidov fflement plowadi na

Γ^ξ est~ dΓ^ξ = J(γ, ξ)dγ^1dγ^2 = J(γ, ξ) J(γ, 0) dΓ. (1.3)

1.3. Vektornye polØ. �ækonal opredelØet gladkoe pole ediniqnyh normaleæ k poverhnostØm Γ^ξ :

˚(x) := ∇τ (x) |∇τ (x)| , x ∈ Ω^T ;

otmetim prostoe sootnoxenie

r_0 = c˚.

20 M. BELIXEV, A. GLASMAN

Proizvol~noe vektornoe pole v Ω^T moßno predstavit~ v vide

y = y_θ + y_ν , (1.4) gde y_θ = y^αr_α = ˚ × y × ˚, y_ν = y^0r_0 = (˚ · y)˚

sut~ popereqnaØ i prodol~naØ sostavlØ¸wie y; otmetim ravenstva ˚ · y = y^0|r_0| = cy^0. (1.5) Privedem poleznye vspomogatel~nye sootnoxeniØ; v ih zapisi ispol~zovano Soglaxenie II: dlØ gladkoæ funkcii φ imeem ∂φ ∂ν (x) = ( 1 c ∂φ ∂τ ) (γ, τ ); (1.6)

gradient funkcii dopuskaet predstavlenie (∇φ)(x) = [( g^{αβ} ∂φ ∂γ^β ) r_α + ( g^{00} ∂φ ∂τ ) r_0 ] (γ, τ ), (1.7)

v kotorom {g^{αβ}} est~ matrica obratnaØ k {g_{αβ}}, g^{00} = (g_{00})^{−1} =

c^{−2}; divergenciØ polØ y = y^αr_α + y^0r_0 vyqislØetsØ v l.k. po for-

mule:

(div y)(x) = [ 1 cJ ∂ ∂γ^α (cJy^α) + 1 cJ ∂ ∂τ (cJy^0) ] (γ, τ ); (1.8)

dlØ gladkih funkciæ φ i ε imeem:

(div ε∇φ)(x) = = [ 1 cJ ∂ ∂γ^α ( cJεg^{αβ} ∂φ ∂γ^β ) + 1 cJ ∂ ∂τ ( Jε c ∂φ ∂τ )] (γ, τ ). (1.9)

1.4. Parallel~nyæ perenos. Niße my ispol~zuem operaci¸ parallel~nogo perenosa v c-metrike. Korotko opixem, kak ona provoditsØ v l.k.

V sootvetstvii s (1.1), (1.2) fflement dliny c-metriki v l.k. imeet vid:

(ds)^2 = h_{αβ}dγ^αdγ^β + (dτ )^2,

gde h_{αβ} := c^{−2}g_{αβ}; sootvetstvu¸wiæ metriqeskiæ tenzor est~ h = h^{αβ} | | | 0 0 0 0 1

. (1.10)

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 21 Vremenno oboznaqim τ =: γ^0 i uslovimsØ, qto latinskie indeksy probega¸t znaqeniØ 1,2,0. Pust~ Γ^k_{ij} sut~ kofffficienty svØznosti, otveqa¸wie tenzoru h:

Γ^k_{ij} = Γ^k_{ij} (γ^1, γ^2, γ^0) = [ 1 2 h^{kp} ( ∂h_{ip} ∂γ^j + ∂h_{pj} ∂γ^i − ∂h_{ij} ∂γ^p )] (γ^1, γ^2, γ^0);

otmetim ravenstva

Γ^k_{00} = 0, Γ^0_{i0} = 0, (1.11)

vyteka¸wie iz struktury matricy (1.10).

Pust~ γ^i = γ^i(t), t ∈ [a, b] est~ gladkaØ krivaØ v Ω^T ; oboznaqim

r_i(t) := r_i(γ^1(t), γ^2(t), γ^0(t)), Γ^k_{ij}(t) := Γ^k_{ij}(γ^1(t), γ^2(t), γ^0(t)). Pust~ y = y^i_ar_i(a) est~ vektor na odnom iz koncov krivoæ; pole y = y^i(t)r_i(t), postroennoe po rexeniØm y^i(t) sistemy dy^i dt + Γ^i_{kj}(t) dγ^k dt y^j = 0, a < t < b; (1.12) y^i | |_{t=a} = y^i_a (1.13)

est~ semeæstvo parallel~nyh vektorov; vektor y(b) = y^i(b)r_i(b) est~ rezul~tat parallel~nogo perenosa ishodnogo vektora vdol~ dannoæ krivoæ.

VernemsØ k preßnim oboznaqeniØm koordinat. Pust~ x =

x(γ, ξ) ∈ Ω^T – fiksirovannaØ toqka, y(γ, ξ) = y^αr_α(γ, ξ) + y^0 r_0(γ, ξ)

– vektor v x; l – kratqaæxaØ geodeziqeskaØ, soedinØ¸waØ x s Γ (s toqkoæ x(γ, 0) = γ). Perenesem y(γ, ξ) parallel~no vdol~ l iz

x(γ, ξ) v x(γ, 0). Parametriqeskie uravneniØ l sut~ γ^1(t) = const; γ^1(t) = const; τ (t) = t, t ∈ [0, ξ], tak qto dγ^1 dt = dγ^2 dt = 0, dτ dt = 1. (1.14)

V fftom sluqae, s uqetom (1.11), (1.14) sistema (1.12), (1.13) priobretaet vid: dy^α dt + Γ^α_{β0}(t)y^β = 0, dy^0 dt = 0, 0 < t < ξ; y^α|_{t=ξ} = y^α, y^0 | |_{t=ξ} = y^0;

priqem iz usloviæ na y^0(t) srazu sleduet y^0(t) = y^0. Rexiv sistemu, naædem iskomyæ vektor

y(γ, 0) = y^α(0)r_α(γ, 0) + y^0r_0(γ, 0) =: [y(γ, ξ)]^∧.

22 M. BELIXEV, A. GLASMAN Oqevidno, esli y(γ, ξ) kasatelen k Γ^ξ (t.e. y^0 = 0), to vektor

[y(γ, ξ)]^∧ okazyvaetsØ kasatel~nym k Γ.

Metrika (1.1) i evklidova metrika konformno ffkvivalentny; skalØrnoe proizvedenie vektorov v c-metrike invariantno otnositel~no perenosa [ ]^∧. Iz skazannogo sleduet sootnoxenie 1 c^2(γ, ξ) y(γ, ξ) · w(γ, ξ) = 1 c^2(γ, 0)

[y(γ, ξ)]^∧ · [w(γ, ξ)]^∧. (1.15)

2. Uravnenie Rikkati VyvoditsØ nelineænoe uravnenie dlØ graniqnogo operatora, svØzannogo s fflliptiqeskoæ kraevoæ zadaqeæ.

2.1. Prostranstva. Privedem spisok prostranstv, ispol~zuemyh v rabote; pozdnee on budet dopolnen. Vse prostranstva vewestvenny; v Ω predpolagaetsØ zadannoæ gladkaØ poloßitel~- naØ funkciØ ε = ε(x); kak i ran~xe, fiksirovano poloßitel~noe T < T_{reg}. Vvedem:

prostranstvo L_{2,ε}(Γ^ξ) funkciæ na Γ^ξ (0 ≤ ξ ≤ T ),

(f, g)_{L2,ε(Γ}ξ_) = ∫ Γ^ξ dΓ^ξεf g prostranstvo L_{2,ε}(Ω^T ): (φ, ψ)_{L2,ε(Ω}T = ∫ Ω^T dxεφ ψ =

< sm. (1.2), (1.3) >== ∫ Γ×[0,T ] dΓdτ ( c J J_0 εφψ ) (γ, τ ), (2.1)

gde J_0 := J(γ, 0);

prostranstvo vektornyh poleæ L_{2,ε}(Ω^T ),

(y, w)L_{2,ε(Ω}T_) = ∫ Ω^T dxε y · w prostranstvo popereqnyh poleæ

L_θ := { v ∈ L_{2,ε}(Ω^T ) | v · ˚ = 0 v Ω^T } .

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 23

2.2. Operator Λ^ξ. Fiksiruem ξ ∈ (0, T ] i rassmotrim graniqnu¸ zadaqu:

div ε∇p = 0 v Ω^ξ; (2.2) ∂p ∂ν | | | |_{Γξ} = f; (2.3)

p|_Γ = 0; (2.4)

pust~ p = p^f (x; ξ) est~ ee rexenie.

V sluqae f ∈ C^∞(Γ^ξ ) zadaqa imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie p^f ∈ C^∞(Ω^ξ ); pri f ∈ L_{2,ε}(Γ^ξ) opredeleno rexenie p^f ∈

H^{3/2}(Ω^ξ) (H^s( · ) – Sobolevskie klassy).

S zadaqeæ (2.2)–(2.4) svØzan operator Λ^ξ : L_{2,ε}(Γ^ξ) → L_{2,ε}(Γ^ξ ),

Λ^ξf := p^f ( · ; ξ) | |_{Γξ} ;

privedem nekotorye iz ego izvestnyh svoæstv:

(i) pri kaßdom ξ ∈ (0, T ] Λ^ξ est~ poloßitel~nyæ kompaktnyæ operator, Ker Λ^ξ = {0}; Λ^ξ H^s(Γ^ξ) = H^{s+1}(Γ^ξ), s ∈ R;

(ii) na gladkih f vypolneny ravnomernye po ξ ∈ [δ, T ] (δ > 0)

ocenki: c_∗(δ)‖f‖^2_{H1/2 (Γξ)} ≤ (( Λ^ξ )_{−1} f, f ) L_{2,ε}(Γ^ξ)

≤ c^∗(δ)‖f‖^2_{H1/2 (Γξ)}; (2.5)

s c_∗(δ) > 0 i

‖(Λ^ξ)^{−1} f‖_{L2,ε(Γ}ξ_) ≤ c(δ)‖f‖_H1_{(Γ}ξ_). (2.6)

(sm., naprimer, [6]). Lemma 2.1. Verna ocenka

‖Λ^ξ‖ ≤ Aξ (2.7)

(A = const).

Dokazatel~stvo. Vyberem f ∈ C^∞(Γ^ξ); integriruØ po qastØm s uqetom (2.2)–(2.4), netrudno poluqit~ ∫ Ω^ξ dx ε |∇p^f ( · ; ξ)|^2 = ∫ Γ^ξ dΓ^ξ εf Λ^ξf, otkuda

‖∇p^f ( · ; ξ)‖^2L_{2,ε(Ωξ)} ≤ ‖f‖_{L2,ε(Γ}ξ_)‖Λ^ξf‖_{L2,ε(Γ}ξ_). (2.8)

24 M. BELIXEV, A. GLASMAN S drugoæ storony, dlØ p^f (x; ξ) = p^f (γ, τ ; ξ) imeem ocenku

|p^f (γ, ξ; ξ)|^2 = | | | | | ξ∫ 0 ∂p^f ∂τ (γ, s; ξ)ds | | | | | 2 ≤ ξ ξ∫ 0 [ ∂p^f ∂τ (γ, s; ξ) ]_2 ds ≤

≤ < sm. (1.7) > ≤ ξ [ max_{ΩT} c ]^ξ∫ 0 |∇p^f (γ, s; ξ)|^2ds. (2.9) IntegriruØ po Γ^ξ, poluqaem:

‖Λ^ξf‖^2_{L2,ε(Γ}ξ_) =< sm. (1.3) >= ∫ Γ dΓ ( J J_0 ε ) (γ, ξ)|p^f (γ, ξ; ξ)|^2 ≤

≤ < sm. (2.9) > ≤ ξ [ max_{ΩT} c ] [ max_{ΩT} ( J J_0 ε )] [ min_{ΩT} ( c J J_0 ε )]_{−1} ·

· ∫ Γ×[0,ξ] dΓds ( c J J_0 ε ) (γ, s)|∇p^f (γ, s; ξ)|^2 =< sm. (2.1), >=

= ξA‖∇p^f (·; ξ)‖^2L_{2,ε(Ω}ξ_) ≤ < sm. (2.8) > ≤ ≤ ξA‖f‖_{L2,ε(Γ}ξ_)‖Λ^ξf‖_{L2,ε(Γ}ξ_). SopostavlØØ naqalo i konec fftoæ vykladki, imeem: ‖Λ^ξf‖_{L2,ε(Γ}ξ_) ≤ ξA‖f‖_{L2,ε(Γ}ξ_) otkuda, po plotnosti gladkih f, poluqaem (2.7). Lemma dokazana.

Ocenka (2.7) pozvolØet doopredelit~ po nepreryvnosti

Λ^0 = 0. (2.10)

2.3. Drugie operatory. Opixem operatory, kotorye budut figurirovat~ v uravnenii Rikkati:

(i) operator Λ : L_{2,ε}(Ω^T ) → L_{2,ε}(Ω^T ), Dom Λ = C^∞(Ω^T ) deæstvuet posloæno (v sootvetstvii s predstavleniem Ω^T = ∪_{0<τ<T} Γ^τ ) po pravilu

(Λφ)|_{Γτ} = Λ^τ [φ|_Γτ ] , 0 ≤ τ ≤ T ;

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 25 otmetim sootnoxenie

(Λφ)|_Γ = 0, (2.11)

sledu¸wee iz (2.10);

(ii) operator Λ_∗ : L_{2,ε}(Ω^T ) → L_{2,ε}(Ω^T ), Dom Λ_∗ = C^∞(Ω^T ),

Λ_∗ := 1 c Λ c. V posledu¸wih opredeleniØh my pol~zuemsØ Soglaxeniem II;

vvedem

(iii) operator D : L_{2,ε}(Ω^T ) → L_{2,ε}(Ω^T ), Dom D = C^∞(Ω^T ),

(Dφ)(x) := ( ∂φ ∂ν ) (x) =< sm. (1.6) >= ( 1 c ∂φ ∂τ ) (γ, τ ); (iv) operator D_∗ : L_{2,ε}(Ω^T ) → L_{2,ε}(Ω^T ), Dom D_∗ = C^∞(Ω^T ),

(D_∗φ)(x) := − [ 1 εcJ ∂ ∂τ (εJφ) ] (γ, τ ); (v) operator ∇_θ : L_{2,ε}(Ω^T ) → L_θ, Dom ∇_θ = C^∞(Ω^T ),

(∇_θφ)(x) := [( g^{αβ} ∂φ ∂γ^β ) r_α ] (γ, τ ) (sr. s (1.7));

(vi) operator div_θ : L_θ → L_{2,ε}(Ω^T ), Dom div_θ = L_θ ∩ C^∞(Ω^T );

dlØ v = v^αr_α

(div_θ v)(x) := [ 1 cJ ∂ ∂γ^α (cJv^α) ] (γ, τ ) (sr. s (1.8));

(ii) operator B : L_{2,ε}(Ω^T ) → L_{2,ε}(Ω^T ), Dom B = C^∞(Ω^T ), B := − 1 ε div_θ ε∇_θ;

v luqevyh koordinatah imeem (Bφ)(x) = − [ 1 cJε ∂ ∂γ^α ( cJεg^{αβ} ∂φ ∂γ^β )] (γ, τ ). Otmetim nekotorye svoæstva vvedennyh operatorov:

26 M. BELIXEV, A. GLASMAN

(a) operator Λ ograniqen, in¨ektiven i imeet oblast~ znaqeniæ Ran Λ = { ψ ∈ C^∞(Ω^T ) | ψ|_Γ = 0 } ; oblasti znaqeniæ operatorov Λ_∗, D, D_∗, div_θ, B soderßatsØ v C^∞(Ω^T ); Ran ∇_θ ⊂ C^∞(Ω^T );

(b) vse operatory oblada¸t sledu¸wim svoæstvom: esli proobraz lokalizovan v sloe Ω^ξ00 \ Ω^ξ0, (0 ≤ ξ^′ < ξ^{′′} ≤ T ), to nositel~ obraza soderßitsØ v tom ße sloe;

(s) integrirovaniem po qastØm ustanavliva¸tsØ sootnoxeniØ:

(Λφ, ψ)_{L2,ε(Ω}T_) = (φ, Λ_∗ψ)_{L2,ε(Ω}T_); (∇_θφ, v)_{Lθ} = −(φ, 1 ε div_θ εv)_{L2,ε(Ω}T_); (2.12)

esli φ i ψ takovy, qto (φψ)|_Γ = 0 i (φψ)|_ΓT = 0, to

(Dφ, ψ)_{L2,ε(Ω}T_) = (φ, D_∗ψ)_{L2,ε(Ω}T_). (2.13)

2.4 Operatornoe uravnenie. Vvedennye vyxe operatory svØzany zameqatel~nym sootnoxeniem; ego vyvod my provodim po sheme, blizkoæ k ispol~zovannoæ v rabote [8]. Teorema 2.1. Spravedlivo ravenstvo

DΛ + Λ_∗D_∗ + Λ_∗BΛ = 1. (2.14)

Dokazatel~stvo.

(i) Vyberem φ ∈ C^∞(Ω^T ) i fiksiruem ξ ∈ (0, T ]; rassmotrim zadaqu

div ε∇p = 0 v Ω^ξ; (2.15) ∂p ∂ν | | | |_{Γξ} = φ|^{Γξ} ; (2.16)

p|_Γ = 0; (2.17)

pust~ p(x; ξ) est~ ee rexenie. Soglasno (1.9), v luqevyh koordinatah ffta zadaqa priobretaet vid: ε c^2

∂^2p ∂τ^2 + 1 cJ ( ∂ ∂τ Jε c ) ∂p ∂τ +

+ 1 cJ ∂ ∂γ^α ( cJεg^{αβ} ∂p ∂γ^β ) = 0 v Γ × (0, ξ); (2.18)

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 27 1 c ∂p ∂τ | | | |_{τ=ξ} = φ( · , ξ); (2.19)

p|_{τ=0} = 0; (2.20)

rexenie p(γ, τ ; ξ) est~ gladkaØ funkciØ ot (γ, τ ) ∈ Γ×[0, ξ], gladko

zavisØwaØ ot parametra ξ ∈ (0, T ].

(ii) Vtoru¸ proizvodnu¸ po τ moßno predstavit~ v vide:

∂^2p( · ; ξ) ∂τ^2 | | | τ=ξ = lim_{δ→+0} ∂p( · ; ξ)_{∂τ} | | | |_{τ=ξ} −^{∂p(} · ; ξ − δ) ∂τ | | | |_{τ=ξ−δ} δ −

− lim_{δ→+0} ∂p( · ; ξ)_{∂τ} | | | |_{τ=ξ−δ} −^{∂p(} · ; ξ − δ) ∂τ | | | |_{τ=ξ−δ} δ =: I–II (2.21)

Soglasno (2.19) imeem

I = lim_{δ→+0} (c φ)|_{τ=ξ} − (c φ)|_{τ=ξ−δ} δ = ∂(cφ) ∂τ | | | |_{τ=ξ} ;

formula Lagranßa daet predstavlenie ∂p( · ; ξ) ∂τ | | |_{τ=ξ−δ} − ∂p( · ; ξ − δ) ∂τ | | |_{τ=ξ−δ} = ∂^2p( · ; ξ − αδ) ∂ξ∂τ | | |_{τ=ξ−δ} · δ s α = α(δ) ∈ (0, 1) i privodit k ravenstvu

II =

∂^2p( · ; ξ) ∂ξ∂τ | | | τ=ξ . VozvrawaØs~ k (2.21) poluqaem:

∂^2p( · ; ξ) ∂τ^2 | | | |_{τ=ξ} = ∂ : (c φ) ∂τ | | | |_{τ=ξ} − ∂^2p( · ; ξ) ∂ξ∂τ | | | |_{τ=ξ} . (2.22)

(iii) PolagaØ v (2.18) τ = ξ−0 i ispol~zuØ (2.19), (2.22), imeem: ε c^2 [ ∂(cφ) ∂τ − ∂^2p( · ; ξ) ∂ξ∂τ ] + 1 J ( ∂ ∂τ Jε c ) φ+

+ 1 cJ ∂ ∂γ^α [ cJεg^{αβ} ∂p( · ; ξ) ∂γ^β ] = 0 na Γ^ξ;

28 M. BELIXEV, A. GLASMAN zatem prostye vyqisleniØ da¸t: ε c^2

∂^2p( · ; ξ) ∂ξ∂τ = 1 cJ ∂ ∂τ (Jεφ) + 1 cJ ∂ ∂γ^α [ cJεg^{αβ} ∂p( · ; ξ) ∂γ^β ] na Γ^ξ.

UmnoßaØ na^c_ε i vspominaØ opredeleniØ operatorov, preobrazuem poslednee ravenstvo k vidu 1 c ∂^2p( · ; ξ) ∂ξ∂τ | | |_{τ=ξ} = −c [D^∗φ + BΛφ]|Γ^ξ . (2.23)

Primenim k obeim qastØm (2.23) operator Λ^ξ i zapixem rezul~- tat v vide:

Λ^ξ [ 1 c ∂^2p( · ; ξ) ∂ξ∂τ | | | |_{τ=ξ} ] =

= − { Λ^ξ [ (c D_∗φ)|_Γξ ] + Λ^ξ [ (cBΛφ)|_Γξ ] } = = − [Λ(cD_∗φ) + Λ(cBΛφ)]|_Γξ . (2.24)

(iv) Var~iruØ ξ, netrudno pokazat~, qto proizvodnaØ^{∂p(} · ; ξ)_{∂ξ}

(kak funkciØ ot (γ, τ ) pri τ < ξ) udovletvorØet tomu ße uravneni¸, qto i p( · ; ξ): div ε∇ ( ∂p( · ; ξ) ∂ξ ) = 0 v Ω^ξ,

priqem ∂p( · ; ξ) ∂ξ | | | |_Γ = 0.

Pofftomu, v silu opredeleniØ operatora Λ^ξ imeem:

Λ^ξ [ ( ∂ ∂ν ∂p( · ; ξ) ∂ξ )| | |_{Γξ} ] = ∂p( · ; ξ) ∂ξ na Γ^ξ. (2.25)

VspominaØ sootnoxenie^∂_{∂ν} =^1_c^∂_{∂τ} i sopostavlØØ (2.25) s (2.24), poluqaem ∂p( · ; ξ) ∂ξ | | | |_{Γξ} = − [Λ(cD^∗φ) + Λ(cBΛφ)]|Γ^ξ . (2.26)

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 29 (v) PrimenØØ operator D k funkcii Λφ i vyqislØØ znaqeniØ na Γ^ξ imeem:

(DΛφ)|_Γξ = ( 1 c ∂ ∂τ Λφ )| | |_{τ=ξ} = = 1 c lim δ→+0 Λ^ξ[φ|_Γξ ] − Λ^{ξ−δ}[φ|_Γξ�δ ] δ = = 1 c lim δ→+0 p( · ; ξ)|_{τ=ξ} − p( · ; ξ − δ)|_{τ=ξ−δ} δ = = 1 c [ lim δ→+0 p( · ; ξ)|_{τ=ξ} − p( · ; ξ)|_{τ=ξ−δ} δ + + lim_{δ→+0} p( · ; ξ)|_{τ=ξ−δ} − p( · ; ξ − δ)|_{τ=ξ−δ} δ ] = = 1 c [ ∂p( · ; ξ) ∂τ + ∂p( · ; ξ) ∂ξ ]| | |_{τ=ξ} = φ|^{τ=ξ} + 1 c ∂p( · ; ξ) ∂ξ | | | |_{τ=ξ} , otkuda DΛφ = φ + 1 c ∂p( · ; ξ) ∂ξ | | | |_{τ=ξ} . (2.27)

DelØ v (2.26) na c i sopostavlØØ s (2.27), poluqaem okonqatel~no DΛφ − φ = − [ 1 c Λ(cD_∗φ) + 1 c Λ(cBΛφ) ] = = − [Λ_∗D_∗φ + Λ_∗BΛφ] na Γ^ξ,

qto ravnosil~no (2.14) vvidu proizvol~nosti ξ. Teorema dokazana.

Primeqatel~no sledu¸wee. DeæstvuØ po toæ ße sheme, netrudno poluqit~ prØmoæ analog uravneniØ (2.14) v razmernosti 2. V sluqae kruga Ω = {x ∈ R^2 | |x| < 1} trivial~nye preobrazovaniØ perevodØt fftot analog v uravnenie Rikkati dlØ otobraßeniØ “Dirichlet–to–Neumann”, izvestnoe v impedansnoæ tomografii i leßawee v osnove odnogo iz ee metodov (t.n. Layer Stripping

Method; sm. [8]). V smysle skazannogo uravnenie (2.14) obobwaet

uravnenie LSM.

2.5. Paraboliqeskoe uravnenie. Niße nam vstretitsØ sledu- ¸waØ zadaqa: naæti funkci¸ φ = φ(x), udovletvorØ¸wu¸ uravneni¸

(1 − ΛD)φ = ψ v Ω^T (2.28)

30 M. BELIXEV, A. GLASMAN s izvestnym ψ i uslovi¸

φ|_ΓT = 0. (2.29)

Zdes~ my obsudim vopros ob ee razreximosti.

(i) Preobrazuem zadaqu. Oboznaqim η := −Λφ; iz opredeleniØ operatora D i ravenstva

(Λφ)|_ΓT = Λ^T [φ|_ΓT ] =< sm. (2.29) >= 0,

imeem ( ∂ ∂τ − cΛ^{−1} ) η = cψ v Ω^T , (2.30)

η|_ΓT = 0. (2.31)

Dalee, opredelim gladku¸ v Ω^T funkci¸ α = α(γ, τ ) := ( Jε J_0c )_{−1/2} (γ, τ ) i vvedem operatory K^τ : L_2(Γ) → L_{2,ε/c}(Γ^τ ), (K^τ a) (γ, τ ) := α(γ, τ )a(γ), γ ∈ Γ (0 ≤ τ ≤ T ). Netrudno proverit~, qto, po vyboru funkcii α, operatory K^τ unitarny i sohranØ¸t gladkost~: K^τ H^s(Γ) = H^s(Γ^τ ), s ∈ R. Funkci¸

ρ(γ; τ ) := [ (K^τ )^{−1} (η|_Γτ ) ] (γ) rassmotrim kak L_2(Γ)-znaqnu¸ funkci¸ peremennoæ τ ∈ [0, T ]. S ispol~zovaniem (2.30), (2.31) proverØetsØ, qto ρ est~ (formal~- noe) rexenie zadaqi: dρ dτ − A(τ )ρ = w, τ ∈ (0, T ); (2.32)

ρ|_{τ=T} = 0, (2.33)

s operatorom A(τ ):

A(τ )a := (K^τ )^{−1} [ c(·, τ )(Λ^τ )^{−1} ] K^τ a − ( ∂ ln α ∂τ ) a i pravoæ qast~¸

w(τ ) := (K^τ )^{−1}[(cψ)|_Γτ ].

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 31

(ii) Iz poloßitel~nosti Λ^τ sleduet, qto pri vseh τ > 0 opera-

tor c(·, τ )(Λ^τ )^{−1} poloßitel~no opredelen v L_{2,ε/c}(Γ^τ ) na H^1(Γ^τ ). Po unitarnosti K^τ zakl¸qaem: pri kaßdom τ ∈ (0, T ] operator

A(τ ) : L_2(Γ) → L_2(Γ), Dom A(τ ) = H^1(Γ) samosoprØßen i ograni-

qen snizu, priqem iz (2.7) legko izvlekaetsØ ocenka

(A(τ )χ, χ)_{L2(Γ)} ≥ σ(τ )‖χ‖^2_{L2(Γ)}, (2.34) gde σ(τ ) := c_1 τ − c_2; c_1 := 1 A min_{ΩT} c, c_2 := max_{ΩT} | | | | ∂ ln α ∂τ | | | | , (postoØnnaØ c_1 poloßitel~na).

Pomimo togo, s pomow~¸ (2.5) netrudno poluqit~ ocenki

|(A(τ )χ, θ)_{L2(Γ)}| ≤ d^∗(δ)‖χ‖_H1/2_{(Γ)}‖θ‖_H1/2_{(Γ)};

(A(τ )χ, χ)_{L2(Γ)} + λ‖χ‖^2_{L2(Γ)} ≥ d_∗(δ)‖χ‖^2_{H1/2(Γ)},

(2.35)

s λ ∈ R, d_∗(δ) > 0, ravnomernye po τ ∈ [δ, T ] (δ > 0).

(iii) Vvedem osnawenie (troæku) H^{−1/2}(Γ) ⊃ L_2(Γ) ⊃ H^{1/2}(Γ);

kak sleduet iz (2.35), na l¸bom intervale [δ, T ] (δ > 0) forma (A(τ )χ, θ)_{L2 (Γ)} nepreryvna i koffrcitivna v sootvetstvu¸wih normah. V silu skazannogo, uravnenie (2.32) vpisyvaetsØ v teori¸ abstraktnyh paraboliqeskih uravneniæ (sm. [6]) i my imeem vozmoßnost~ vospol~zovat~sØ ee rezul~tatami: dlØ zadaqi (2.32), (2.33) s pravoæ qast~¸ w ∈ L_2([δ, T ]; H^{−1/2}(Γ)) garantirovany suwestvovanie i edinstvennost~ (obowennogo) rexeniØ

ρ ∈ L_2([δ, T ]; H^{1/2}(Γ)) ∩ C([δ, T ]; L_2(Γ)). Netrudno takße pokazat~,

qto pri w ∈ L_2([δ, T ]; L_2(Γ)) rexenie priobretaet dopolnitel~- nu¸ gladkost~: ρ ∈ L_2([δ, T ]; H^1(Γ)).

(iv) Povedenie ρ(τ ) pri τ → 0 trebuet dopolnitel~nyh ras-

smotreniæ. UmnoßaØ (2.32) na ρ imeem: 1 2 d dτ ‖ρ(·; τ )‖^2_{L2(Γ)} − (A(τ )ρ(·; τ ), ρ(·; τ ))_{L2(Γ)} = (w(τ ), ρ(·; τ ))_{L2(Γ)};

integriruØ po τ ∈ [s, δ], (0 < s < δ ≤ T ), poluqaem: ‖ρ‖^2 | |^{τ=δ}_{τ=s} − 2 δ∫ s (Aρ, ρ)dτ = 2 δ∫ s (w, ρ)dτ.

32 M. BELIXEV, A. GLASMAN Pust~ δ vybrano tak, qto σ(τ ) > 0 pri τ ∈ (0, δ); s uqetom monotonnosti σ(τ ) i ocenki (2.34) imeem: ‖ρ‖^2 | |^{τ=δ}_{τ=s} − 2σ(δ) δ∫ s ‖ρ‖^2dτ ≥ 2 δ∫ s (w, ρ)dτ ≥

≥ −2 δ∫ s ‖w‖^2dτ 1/2 δ∫ s ‖ρ‖^2dτ 1/2 ≥

≥ − 1 σ(δ) δ∫ s ‖w‖^2dτ − σ(δ) δ∫ s ‖ρ‖^2dτ, qto privodit k neravenstvu

‖ρ( · ; s)‖^2+σ(δ)^δ ∫ s ‖ρ(·; τ )‖^2dτ ≤ ‖ρ( · ; δ)‖^2+^1_{σ(δ)}^δ ∫ s ‖w(·; τ )‖^2dτ. (2.36)

Ots¸da poluqaem neravenstvo: δ∫ s ‖ρ( · ; τ )‖^2dτ ≤^1_{σ(δ)} [ ‖ρ( · ; δ)‖^2 +^1_{σ(δ)} δ∫ s ‖w( · ; τ )‖^2dτ ] ; ustremlØØ s → 0 zakl¸qaem, qto pri w ∈ L_2([0, T ]; L_2(Γ)) rexenie ρ popadaet v klass L_2([0, T ]; L_2(Γ)).

(v) Ustanovim ewe odno svoæstvo rexeniØ ρ. Pust~ pravaØ qast~ (2.32) annuliruetsØ vblizi konca τ = 0 : supp w ⊂ [δ, T ]; v fftom sluqae iz (2.36) imeem neravenstvo: ‖ρ( · , s^{′′})‖^2 − ‖ρ( · , s^′)‖^2 ≥ σ(s^{′′}) s00∫ s0 ‖ρ( · , τ )‖^2dτ dlØ 0 < s^′ < s^{′′} ≤ δ. Iz nego legko sleduet ocenka:

‖ρ( · ; s^′)‖^2 ≤ ‖ρ( · ; s^{′′})‖^2e^− s00_R s0^{σ(τ)dτ} ≤ ≤ ‖ρ( · ; s^{′′})‖^2e^{−σ(s} 00_{)(s}00_{−s}0_) . PolagaØ s^{′′} = 2s^′ = s imeem: ‖ρ( · ; s/2)‖^2 ≤ ‖ρ( · ; s)‖^2e^{−(c1/s−c2)s/2};

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 33 ustremlØØ s → 0, poluqaem

‖ρ( · ; 0)‖^2 ≤ ‖ρ( · ; 0)‖^2e^{−c1/2}

otkuda

ρ( · ; τ ) → 0, pri δ → 0 v L_2(Γ). (2.37)

(vi) RaspolagaØ opredeleniem rexeniØ ρ (sm. [6]) i ego svoæ-

stvami, ustanovlennymi v (iii)–(v) moßno opredelit~ i opisat~ rexenie ishodnoæ zadaqi.

Pust~ v (2.28) ψ ∈ L_{2,ε}(Ω^T ); rexeniem zadaqi (2.28), (2.29) my nazovem funkci¸ φ, kvadratiqno summiruemu¸ v l¸boæ podoblasti Ω^T \ Ω^δ, (0 < δ < T ) i udovletvorØ¸wu¸ toßdestvu

(φ, [1 − Λ_∗D_∗]χ)_{L2,ε(Ω}T_) = (ψ, χ)_{L2,ε(Ω}T_) (2.38)

dlØ l¸boæ funkcii χ ∈ C^∞(Ω^T ), annuliru¸weæsØ vblizi Γ. Takoe rexenie suwestvuet, edinstvenno i moßet byt~ naædeno po rexeni¸ zadaqi (2.32), (2.33) po sheme ρ → η^Λ �1 → φ; ono obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

iz rassmotreniæ (iii) imeem: T∫ δ dτ ‖(Λφ)|_Γτ ‖^2_H1_{(Γ}τ_) < ∞ (2.39)

pri l¸bom δ > 0;

iz (iv) zakl¸qaem: Λφ ∈ L_{2,ε}(Ω^T ); esli supp ψ ⊂ Ω^T \ Ω^δ to, soglasno (2.37) imeem

‖(Λφ)|_Γτ ‖_{L2,ε(Γ}τ_) → 0 pri τ → 0. (2.40)

3. Proektirovanie solenoidal~nyh poleæ. DiagonalizaciØ

Rassmatriva¸tsØ proektory G^ξ na podprostranstva ε-soleno-idal~nyh vektornyh poleæ, lokalizovannyh v podoblastØh Ω^ξ. StroitsØ preobrazovanie, diagonalizu¸wee operator ∫ ξdG^ξ v smysle Spektral~noæ Teoremy.

3.1. Prostranstvo H. Kak i vyxe, fiksirovano T < Treg; qerez Ċ^∞(Ω^T ) my oboznaqaem mnoßestvo gladkih v Ω^T vektornyh poleæ, annuliru¸wihsØ vblizi Γ^T .

34 M. BELIXEV, A. GLASMAN

Rassmotrim gil~bertovo prostranstvo ε-solenoidal~nyh po- leæ H := closL_{2,ε (Ω}T_){y ∈ Ċ^∞(Ω^T ) | div εy = 0 v Ω^T }

(sm. [5]) i otmetim sledu¸wie legko proverØemye svoæstva i fakty:

(i) dlØ gladkogo y = y^αr_α +y^0r_0 = y_θ +y_ν ε – solenoidal~nost~ ravnosil~na sootnoxeni¸

D_∗(cy^0) = 1 ε div_θ εy_θ; (3.1)

(ii) pole y ∈ L_{2,ε}(Ω^T ), nositel~ kotorogo soderßitsØ v Ω^T ∪

Γ (tak qto supp y otdelen ot Γ^T ) ØvlØetsØ fflementom H esli i tol~ko esli div εy = 0 v Ω^T v smysle teorii raspredeleniæ;

(iii) pust~ ξ < T ; esli pole y = y_θ + y_ν ØvlØetsØ gladkim v Ω^ξ

i annuliruetsØ v Ω^T \ Ω^ξ (pri fftom dopuskaetsØ razryv y na Γ^ξ) i, krome togo, div εy = 0 v Ω^ξ, to vkl¸qenie y ∈ H ravnosil~no uslovi¸ ˚ · y = 0 na Γ^ξ (3.2)

(t.e. prodol~naØ sostavlØ¸waØ y_ν dolßna byt~ nepreryvna pri perehode qerez Γ^ξ).

3.2. Podprostranstva i proektory. V prostranstve H vydeleno semeæstvo podprostranstv

H^ξ := { y ∈ H | supp y ⊂ Ω^ξ } ; 0 ≤ ξ ≤ T, (H^0 = 0, H^T = H); pust~ G^ξ est~ (ortogonal~nyæ) proektor v H na H^ξ . Sledu¸wee predloßenie opisyvaet, kak deæstvuet G^ξ. Lemma 3.1. DlØ gladkih y ∈ H spravedlivo predstavlenie

G^ξy = { y − ∇p( · ; ξ) v Ω^ξ;

0 v Ω^T \ Ω^ξ ,

(3.3)

v kotorom p = p(x; ξ) est~ rexenie zadaqi

div ε∇p = 0 v Ω^ξ; (3.4)

˚ · ∇p = ˚ · y na Γ^ξ; (3.5)

p = 0 na Γ. (3.6)

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 35

Dokazatel~stvo. Pust~ y^ξ est~ pole v Ω^T , opredelØemoe pravoæ qast~¸ (3.3); oboznaqim y^ξ_⊥ := y − y^ξ, tak qto

y = y^ξ + y^ξ_⊥. (3.7)

Soglasno (3.4) imeem div εy^ξ = 0 v Ω^ξ ; iz (3.5) sleduet ˚ · y^ξ = 0 na Γ^{ξ−0}. Ots¸da po svoæstvu (iii), p. 3.1 zakl¸qaem, qto y^ξ ∈ H^ξ .

DlØ l¸bogo w ∈ H^ξ ∩ C^∞(Ω^T ) imeem

(y^ξ_⊥, w)_H = ∫ Ω^ξ dx ε∇p( · ; ξ) · w = − ∫ Ω^ξ

dx p( · ; ξ) div εw = 0

(graniqnye qleny isqeza¸t v silu ˚ · w|_Γξ = 0 (sm. (3.2)) i usloviØ (3.6)); sledovatel~no, po plotnosti gladkih w v H^ξ poluqaem

y^ξ_⊥ ∈ H^T ⊖ H^ξ. Takim obrazom, predstavlenie. (3.7) est~ ortogo-

nal~noe razloßenie. Lemma dokazana.

Vaßnoe obstoØtel~stvo sostoit v tom, qto proektirovanie

H → H^ξ privodit k poØvleni¸ razryva na poverhnosti Γ^ξ : dlØ

gladkogo y = y_θ + y_ν ∈ H imeem:

(G^ξy) | Γ^ξ�^0 − (G ξy) | Γ^{ξ+0} =< sm. (3.3) >= [y − ∇p( · ; ξ)]|Γ^ξ =

= {[y − ∇p( · ; ξ)]_θ + [˚ · (y − ∇p( · ; ξ))] ˚}|_{Γξ} =

=< sm. (3.5) >= [y_θ − (∇p( · ; ξ))_θ]|_Γξ . (3.8) Uslovie (3.5) zapisyvaetsØ v vide ravenstva ∂p ∂˚ = ˚ · y =< sm. (1.5) >= cy^0 na Γ^ξ, tak qto po opredeleni¸ operatora Λ^ξ imeem:

p( · ; ξ)|_Γξ = Λ^ξ [ (cy^0)|_Γξ ] ; (3.9) dlØ vhodØwego v (3.8) gradienta imeem:

(∇p( · ; ξ))_θ =< sm. (1.7) >= [ g^{αβ} ∂ ∂γ^β p( · ; ξ) ] r_α. (3.10)

S uqetom (3.9), (3.10) sootnoxenie (3.8) privodit k sootnoxeni¸ na poverhnosti razryva: ( G^ξy )| Γ^ξ�^0 = yθ − { g^{αβ} ∂ ∂γ^β Λ^ξ [ (cy^0)|_Γξ ] } r_α. (3.11)

36 M. BELIXEV, A. GLASMAN

Mnoßestvo proektorov {G^ξ}, 0 ≤ ξ ≤ T moßno rassmatrivat~, kak spektral~noe semeæstvo v H; kak takovoe, ono opredelØet samosoprØßennyæ operator ^σ := T∫ 0 ξdG^ξ. Posledu¸wie rassmotreniØ presledu¸t glavnu¸ cel~ raboty: postroit~ preobrazovanie, diagonalizu¸wee ^σ, t.e. perevodØwee ego v operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸.

3.3. Preobrazovanie M . Napomnim, qto^˙C^∞(Ω^T ) est~ klass gladkih poleæ, annuliru¸wihsØ vblizi Γ^T ; mnoßestvo H ∩

Ċ∞(ΩT ) plotno v H.

Vvedem preobrazovanie M : H → L_θ, Dom M = H ∩ Ċ^∞(Ω^T ), deæstvu¸wee posloæno po pravilu

(M y)|_Γξ := (G^ξy)|_Γξ�0 , 0 ≤ ξ ≤ T ;

otmetim vkl¸qenie Ran M ⊂ Ċ^∞(Ω^T ). OpredeleniØ operatorov (sm. (i), (v) p. 2.3) i sootnoxenie (3.11) privodØt k predstavleni¸ v Ω^T :

M y = y_θ − ∇_θΛ(cy^0). (3.12)

Sledu¸wee predloßenie – odin iz osnovnyh rezul~tatov dannoæ raboty.

Teorema 3.1. Preobrazovanie M dopuskaet rasxirenie po nepre-

ryvnosti do unitarnogo operatora iz H na L_θ.

Dokazatel~stvo.

(i) Ustanovim izometriqnost~ M . DlØ dvuh proizvol~nyh po- leæ y = y_θ + y^0r_0 = y_θ + (cy^0)˚, w = w_θ + w^0r_0 = w_θ + (cw^0)˚

iz Dom M imeem:

(M y, M w)_{Lθ} =< sm. (3.12) >= (y_θ, w_θ)L_{2,ε (Ω}T_)−

−(y_θ , ∇_θΛ(cw^0))L_{2,ε(Ω}T_) − (∇_θΛ(cy^0), w_θ)L_{2,ε(Ω}T_)+

+(∇_θΛ(cy^0), ∇_θΛ(cw^0))L_{2,ε(Ω}T_) =< sm. (2.12) >=

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 37

= (y_θ, w_θ)L_{2,ε (Ω}T_) + ( 1 ε div_θ εy_θ, Λ(cw^0) ) L_{2,ε}(Ω^T ) +

+ ( Λ(cy^0), 1 ε div_θ εw_θ ) L_{2,ε}(Ω^T ) + ( Λ_∗BΛ(cy^0), cw^0 ) L_{2,ε}(Ω^T ) =

=< sm. (3.1) >= (y_θ, w_θ)L_{2,ε(Ω}T_) + (D_∗(cy^0), Λ(cw^0))_{L2,ε(Ω}T_)+

+(Λ(cy^0), D_∗(cw^0))_{L2,ε(Ω}T_) + (Λ_∗BΛ(cy^0), cw^0)_{L2,ε(Ω}T_). (3.13)

Iz vkl¸qeniØ w ∈ Ċ^∞(Ω^T ) sleduet (cw^0)|_ΓT = 0; soglasno (2.10) imeem [ Λ(cy^0) ]| Γ = 0; pofftomu

(Λ(cy^0), D_∗(cw^0))_{L2,ε(Ω}T_) =

=< sm. (2.13) >= (DΛ(cy^0), cw^0)_{L2,ε(Ω}T_); (3.14) krome togo, imeem ravenstvo:

(D_∗(cy^0), Λ(cw^0))_{L2,ε(Ω}T_) =< sm. (2.12) >=

= (Λ_∗D_∗(cy^0), cw^0)_{L2,ε(Ω}T_). (3.15)

Ispol~zuØ (3.14), (3.15) v (3.13), poluqaem:

(M y, M w)_{Lθ} = (y_θ, w_θ)L_{2,ε(Ω}T_) + ([Λ_∗D_∗ + DΛ+

+Λ_∗BΛ](cy^0), cw^0 ) L_{2,ε}(Ω^T ) =

=< sm. (2.14)! >= (y_θ, w_θ)L_{2,ε(Ω}T_) + (cy^0, cw^0)_{L2,ε(Ω}T_) = (y, w)_H. Sledovatel~no, M est~ izometriØ.

(ii) Pokaßem, qto Ran M ploten v L_θ. Po plotnosti mnoßestva

gladkih finitnyh poleæ v L_θ dlØ fftogo dostatoqno ustanovit~ vkl¸qenie Ran M ⊃ C^∞_0 (Ω^T ) ∩ L_θ, t.e. dokazat~ razreximost~ uravneniØ M y = v s pravoæ qast~¸ iz fftogo mnoßestva.

Vyberem proizvol~noe popereqnoe pole v ∈ C^∞_0 (Ω^T ) ∩ L_θ; po pol¸ naædem funkci¸ φ, rexiv zadaqu

(1 − DΛ)φ = Λ_∗ 1 ε div_θ εv v Ω^T ; (3.16)

φ|_ΓT = 0 (3.17)

38 M. BELIXEV, A. GLASMAN s gladkoæ v Ω^T pravoæ qast~¸. Po rezul~tatam p. 2.5 o ee rexenii moßno skazat~ sledu¸wee: funkciØ φ kvadratiqno summiruema v l¸boæ podoblasti Ω^T \ Ω^δ, (0 < δ < T ); v silu (2.39) vektornoe pole ∇_θΛφ kvadratiqno summiruemo v Ω^T \ Ω^δ.

Po φ postroim pole y = y_θ +y^0r_0, poloßiv y_θ := v+∇_θΛφ, y^0 := 1 c φ. Ono summiruemo s kvadratom v l¸boæ podoblasti Ω^T \ Ω^δ i vmeste s polem v annuliruetsØ vblizi Γ^T . Proverim ravenstvo

div εy = 0 v Ω^T . DlØ proizvol~nogo η ∈ C^∞_0 (Ω^T ) imeem: − ∫ Ω^T

dx (div εy)η = (y, ∇η)L_{2,ε(Ω}T_) =

= ( v + ∇_θΛφ + ( 1 c φ ) r_0, ∇_θη + ( 1 c Dη ) r_0 ) L2,ε(Ω^T ) = =< sm. (2.12) >= − ( 1 ε div_θ εv, η ) L_{2,ε}(Ω^T ) + +(φ, Λ_∗Bη)_{L2,ε (Ω}T_) + (φ, Dη)_{L2,ε(Ω}T_) = − ( 1 ε div_θ εv, η ) L_{2,ε}(Ω^T )

+ (φ, [Λ_∗BΛ + DΛ]Λ^{−1}η)_{L2,ε(Ω}T_) =

=< sm. (2.14) >= − ( 1 ε div_θ εv, η ) L_{2,ε}(Ω^T ) + +(φ, [1 − Λ_∗D_∗]Λ^{−1}η)_{L2,ε(Ω}T_) =

=< sm. (2.12) >= − ( Λ_∗ 1 ε div_θ εv, χ ) L_{2,ε}(Ω^T ) + +(φ, [1 − Λ_∗D_∗]χ)_{L2,ε(Ω}T_) =< sm. (2.38), (3.16) >= 0,

gde χ := Λ^{−1}η ∈ C^∞_0 (Ω^T ), otkuda sleduet proverØemoe ravenstvo.

Ustanovim, qto y kvadratiqno summiruemo vo vseæ Ω^T . Vyberem i fiksiruem δ > 0 tak, qtoby supp v ⊂ Ω^T \ Ω^δ. Soglasno (3.16) imeem:

(1 − DΛ)φ = 0 v Ω^δ,

otkuda

y = ∇_θΛφ + ( 1 c DΛφ ) r_0 =< sm. (1.7) >= ∇p v Ω^δ,

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 39 gde p := Λφ. Poskol~ku y ε-solenoidal~no v Ω^T , imeem:

div ε∇p = 0 v Ω^δ ; (3.18)

znaqit, funkciØ p gladkaØ v Ω^δ. Iz (2.40) sleduet ‖ ‖p|_{Γτ} ‖ ‖_{L2(Γτ )} → 0 pri τ → 0; (3.19)

po gladkosti p imeem p | |_{Γδ/2} = f ∈ C^∞(Γ^{δ/2}). (3.20)

DlØ rexeniØ fflliptiqeskogo uravneniØ povedenie (3.19) ravnosil~no graniqnomu uslovi¸ p | |_Γ = 0; (3.21)

iz (3.18), (3.20) i (3.21) sleduet: p ∈ C^∞(Ω^{δ/2}); pofftomu y | |_{Ωδ/2} =

∇p ∈ C^∞(Ω^{δ/2}). Znaqit, y ∈ L_{2,ε}(Ω^T ).

Itak, pole y kvadratiqno summiruemo i ε-solenoidal~no v

Ω^T ; ono annuliruetsØ vblizi Γ^T . Po svoæstvu (ii) p. 3.1 zakl¸-

qaem: y ∈ H; pri fftom, po postroeni¸ polØ y imeem:

M y =< sm. (3.12) >= y_θ − ∇_θΛ(cy^0) = (v + ∇_θΛφ) − ∇_θΛφ = v.

Takim obrazom, ustanovlena plotnost~ Ran M v L_θ. Teorema dokazana.

Za rasxireniem preobrazovaniØ (3.12) na vse H my sohranØem simvol M . Otmetim, qto v rabote [2] argumenty, privedennye dlØ dokazatel~stva s¸r¨ektivnosti M nedostatoqny; zdes~, v qasti (ii) dokazatel~stva fftot probel ustranen.

Prodolßim izuqenie svoæstv M . V prostranstve popereqnyh poleæ L_θ rassmotrim semeæstvo podprostranstv

L^ξ_θ := { v ∈ L_θ | supp v ⊂ Ω^ξ } , 0 ≤ ξ ≤ T (L^0_θ = {0}, L^T_θ = L_θ). Deæstvie proektorov X^ξ v L_θ na L^ξ_θ svoditsØ k srezke na podoblasti Ω^ξ:

X^ξ v = { v v Ω^ξ;

0 v Ω^T \ Ω^ξ.

40 M. BELIXEV, A. GLASMAN Kak legko videt~, operator E : L_θ → L_θ,

E := T∫ 0 ξ dX^ξ deæstvuet po pravilu

(Ev)(x) = τ (x)v(x), x ∈ Ω^T ,

t.e. umnoßaet polØ na ffækonal. Napomnim, qto operator ^σ byl opredelen v konce p. 3.2

Lemma. Spravedlivy sootnoxeniØ M G^ξ = X^ξ M, 0 ≤ ξ ≤ T ; M ^σ = EM. (3.22) Dokazatel~stvo. Fiksiruem ξ > 0 i vyberem gladkoe y ∈ H; otmetim sootnoxenie G^ξG^τ = G^τ G^ξ = G^{min{ξ,τ}}. Pri τ < ξ imeem ravenstva

(M G^ξy)|_Γτ = (G^τ G^ξy)|_Γτ�0 = (G^τ y)|_Γτ�0 = (M y)|_Γτ ; (3.23)

v sluqae τ > ξ imeem:

(M G^ξy)|_Γτ = (G^τ G^ξy)|_Γτ�0 = (G^ξy)|_Γτ�0 = 0, (3.24)

poskol~ku supp G^ξy ⊂ Ω^ξ, a Γ^τ nahoditsØ vne Ω^ξ. SopostavlØØ (3.23) i (3.24), poluqaem:

M G^ξy = { M y v Ω^ξ;

0 v Ω^T \ Ω^ξ ;

= X^ξ M y,

qem dokazano pervoe iz sootnoxeniæ (3.22). Vtoroe sootnoxenie sleduet iz pervogo. Lemma dokazana.

3.4 Preobrazovanie I. Preobrazovanie M perevodit operator ^σ v operator umnoßeniØ na ffækonal. Seæqas my opixem ewe odno preobrazovanie, kotoroe zaverxaet diagonalizaci¸: kompoziciØ U = I M perevedet ^σ v operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸.

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 41 Rassmotrim semeæstvo prostranstv

T (Γ^ξ) := {y ∈ L_2(Γ^ξ) | y · ˚ = 0 na Γ^ξ}, 0 ≤ ξ ≤ T

(T (Γ^0) = T (Γ)), obrazovannyh polØmi, kasatel~nymi k poverhnostØm Γ^ξ. V kaßdom iz nih opredeleno (potoqeqnoe) umnoßenie na gladkie skalØrnye funkcii.

Vvedem prostranstvo

F := L_2 ([0, T ]; T (Γ)) = ⊕ T∫ 0 T (Γ)dτ T (Γ)-znaqnyh funkciæ peremennoæ τ ∈ [0, T ] so skalØrnym proiz-

vedeniem

(a, b)_F = T∫ 0 dτ (a(τ ), b(τ ))_{T (Γ)} = T∫ 0 dτ ∫ Γ dΓa(γ ; τ )b(γ ; τ ). Vydelim semeæstvo podprostranstv F^ξ := {a ∈ F | supp a ⊂ [0, ξ]}, 0 ≤ ξ ≤ T (F^0 = {0}, F^T = F). Qerez X^ξ my oboznaqaem proektor v F na

F^ξ; on deæstvuet kak srezka: ( X^ξa ) (τ ) = { a(τ ) τ ∈ [0, ξ]; 0 τ ∈ (ξ, T ]. Semeæstvo {X^ξ} opredelØet operator ^τ : F → F, ^τ := T∫ 0 ξdX^ξ, deæstvie kotorogo, oqevidno, svoditsØ k umnoßeni¸ na nezavisimu¸ peremennu¸: (^τ a)(τ ) = τ a(τ ), 0 ≤ τ ≤ T. Fiksiruem ξ i rassmotrim otobraßenie π : T (Γ^ξ) → T (Γ), deæstvu¸wee po pravilu

(πy)(γ) := [y(γ, ξ)]^∧, γ ∈ Γ.

42 M. BELIXEV, A. GLASMAN Iz svoæstv parallel~nogo perenosa (sm. p. 1.4) sleduet, qto π est~ izomorfizm.

Oboznaqim

– = –(γ ; τ ) :=^{c(γ, τ )}_{c(γ, 0)} ( J(γ, τ ) J(γ, 0) )_{1/2} [c(γ, τ )ε(γ, τ )]^{1/2}; rassmotrim preobrazovanie I : L_θ → F,

(Iv)(τ ) := –( · ; τ )π [v|_Γτ ] , τ ∈ [0, T ].

Lemma 3.2. Preobrazovanie I est~ unitarnyæ operator; vypol-

neny sootnoxeniØ IX^ξ = X^ξI, 0 ≤ ξ ≤ T ; I E = ^τI. (3.25) Dokazatel~stvo. Proverim izmetriqnost~ I:

(Iv^′, Iv^{′′})_F = T∫ 0 dτ ∫ Γ dΓ–^2(γ, τ )[v^′(γ, τ )]^∧ · [v^{′′}(γ, τ )]^∧ =

=< sm. (1.15) >= T∫ 0 dτ ∫ Γ dΓ–^2(γ, τ )^{c2(γ, 0)}_{c2(γ, τ )} v^′(γ, τ ) · v^{′′}(γ, τ ) =

= T∫ 0 dτ ∫ Γ dΓ J J_0 cεv^′ · v^{′′} =< sm. (2.1) >= (v^′, v^{′′})_{Lθ} .

Ispol~zuØ obratnyæ parallel~nyæ perenos s Γ na Γ^τ , netrudno postroit~ obratnoe preobrazovanie I^{−1} na vsem F. Znaqit, I unitarno.

Pervoe iz ravenstv (3.25) ustanavlivaetsØ prostym analizom deæstviØ I; vtoroe vytekaet iz pervogo. Lemma dokazana. 3.5 DiagonalizaciØ. Oboznaqim U := I M . Sledu¸wiæ rezul~- tat podvodit itog rabote.

Teorema 3.2. Preobrazovanie U : H → F diagonalizuet operator ^σ: U G^ξ = X^ξ U, 0 ≤ ξ ≤ T ; U ^σ = ^τ U. Dokazatel~stvo. �ti sootnoxeniØ sut~ prØmye sledstviØ sootnoxeniæ (3.22) i (3.25). Teorema dokazana.

K PROEKTIROVANIı V PROSTRANSTVE 43

Literatura

1. M. Belixev, A. Glasman, VizualizaciØ voln v dinamiqeskoæ sisteme Maksvella (BC-metod). — Zap. nauqn. semin. POMI 250 (1998), 49–61.

2. M. Belishev, A. Glasman, Boundary control and inverse problem for the dynamical Maxwell system: the recovering velocity in regular zone. Preprint CMLA ENS Cachan, 9814, March 1998 (http://www.cmla.ens-cachan.fr.).

3. M. Birman, M. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Izd. Len. Gos. Un-ta, Leningrad (1980).

4. D. Gromol, V. Klingenberg, V.Meæer, Rimanova geometriØ v celom.

Mir, M. (1971).

5. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, O principe linearizacii i invariantnyh mnogoobraziØh dlØ zadaqi magnitnoæ gidrodinamiki. — Zap. nauqn. semin. LOMI 38 (1973), 46–93.

6. ȷ.-L. Lions, �. Madßenes, Neodnorodnye graniqnye zadaqi i ih priloßeniØ. Mir, M. (1971).

7. K. Moren, Metody gil~bertova prostranstva. Mir, M. (1965).

8. J. Sylvester, A convergent layer stripping algorithm for the radially symmetric impedance tomography problem. — Commun. Partial Differ. Equations. 17, (1992); 11–12, 1955–1994.

Belishev M. I., Glasman A. K. On the projecting in the space of solenoidal vector fields.

Let Ω ⊂ R^3 be a bounded domain; let Ω^ξ := {x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) < ξ}, ξ > 0 be an increasing family of subdomains; let ε = ε(x) be a positive function in Ω; H := {y = y(x) | ∫ Ω dxε|y|^2 < ∞, div εy = 0 in Ω} be

a space of ε-solenoidal vector fields; let H^ξ := {y ∈ H | supp y ⊂ Ω^ξ}, ξ > 0 be a family of subspaces; let G^ξ be orthogonal projectors in H onto H^ξ . The unitary transform which diagonalizes the family of projectors {G^ξ} is constructed: it transfers ∫ ξdG^ξ into an operator multiplying by independent variable. An isometry of the transform is proved with the help of the operator Riccati equation for the Neumann–to–Dirichlet map.

Postupilo 20 noØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet