Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

ı. A. Neretin

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA: ODNOTIPNYE REALIZACII I OTKRYTYE VLOȷENI˚ V GRASSMANIANY

Rassmotrim vewestvennu¸ poluprostu¸ gruppu G. Pust~ σ – avtomorfizm gruppy G porØdka 2 (t.e. σ^2 = 1). Qerez H my oboznaqim mnoßestvo nepodvißnyh toqek avtomorfizma σ. Odnorodnye prostranstva vida G/H nazyva¸tsØ psevdorimanovymi simmetriqeskimi prostranstvami (drugoæ termin – affinnye simmetriqeskie prostranstva; niße my nazyvaem ih simmetriqeskimi prostranstvami). Soglasno klassifikacii Berße [1] suwestvuet 54 serii klassiqeskih psevdorimanovyh simmetriqeskih prostranstv i 131 osoboe prostranstvo.^1 �tot spisok soderßit mnogie interesnye ob¨ekty iz raznyh oblasteæ matematiki, v qastnosti, rimanovy simmetriqeskie prostranstva (vkl¸qaØ sfery, prostranstva Lobaqevskogo, verhn¸¸ poluploskost~ ZigelØ, grassmaniany, matriqnye xary, oblasti Kartana, truby budu¸wego, kvadriki v C^n , simmetriqesie konusa, prostranstvo moduleæ poverhnosteæ K3), kompleksnye simmetriqeskie prostranstva (vkl¸qaØ prostranstvo

PGL(n, C )/O(n, C ) vseh nevyroßdennyh kvadrik), poluprostye

gruppy^2, mnogomernye giperboloidy, prostranstva korrelØciæ.

Garmoniqeskiæ analiz dlØ mnogih iz pereqislennyh vyxe prostranstv voznik ves~ma davno. Analiz na sfere i ploskosti Lobaqevskogo – klassiqeskiæ s¸ßet (ot Leßandra do Melera, P. Funka, Dß. Radona), analiz na poluprostyh gruppah izuqal-

Podderßano grantom RFFI 98-01-00303 i Rossiæskoæ programmoæ podderßki veduwih nauqnyh xkol 96-01-96249.

1RazumeetsØ klassifikaciØ provodilas~ s toqnost~¸ do nakrytiæ i komponent svØznosti. Simmetriqeskoe prostranstvo nazyvaetsØ klassiqeskim, esli gruppa G ØvlØetsØ klassiqeskoæ (togda klassiqeskoæ ØvlØetsØ i gruppa H). Qislo seriæ v raznyh versiØh spiska nazyvaetsØ raznym, qto svØzano s naliqiem prostranstv O(n+2, C)/O(n, C)�O(2, C) (i ih vewestvennyh form). �ti prostranstva oblada¸t ves~ma specifiqeskimi svoæstvami i pofftomu qasto ne vkl¸qa¸tsØ v seri¸ O(n + m, C)/O(n, C) � O(m, C).

2Pust~ P – poluprostaØ gruppa. Togda gruppa G = P � P deæstvuet na P domnoßeniØmi sleva i sprava, stabilizator toqki e est~ H = P . 145

146 ı. A. NERETIN sØ I. M. Gel~fandom i M. A. Naæmarkom, Harix-Qandroæ, a takße ih mnogoqislennymi prodolßatelØmi, analiz na rimanovyh simmetriqeskih prostranstvah – Hua Lo Kenom, S. G. Gindikinym i F. I. Karpeleviqem, S. Helgasonom i dr. Analiz na giperboloidah issledovalsØ V. F. Molqanovym. Izuqenie analiza na proizvol~nyh psevdorimanovyh prostranstvah naqalos~ posle raboty M. Flensteda–`ensena [4] o diskretnyh seriØh (H. Xlihtkrul~, T. Oxima, Sekiguqi, V. F. Molqanov, E. P. Van den Ban, P. Delorm i dr.), i seæqas fftot s¸ßet ØvlØetsØ odnim iz naibolee obxirnyh i l¸bopytnyh razdelov garmoniqeskogo analiza.

Cel~ nastoØweæ raboty – sformulirovat~ dva prostyh nabl¸deniØ, kotorye, kak ni stranno, ne byli izvestny^3. Pervoe nabl¸denie – qto vse 54 serii klassiqeskih simmetriqeskih prostranstv ime¸t oqen~ prostye odnotipnye realizacii. A imenno toqkoæ simmetriqeskogo prostranstva ØvlØetsØ para dopolnitel~nyh podprostranstv V_1, V_2 v R^k, C^k ili H^k kotorye udovletvorØ¸t oqen~ prostym usloviØm (izotropnost~, ortogonal~nost~ ili naliqie fiksirovannogo operatora, kotoryæ perestavlØet V_1 i V_2). �to (kak mne kaßetsØ) priØtno uprowaet kartinu, krome togo poØvlØetsØ vozmoßnost~ rabotat~ s proizvol~nymi klassiqeskimi simmetriqeskimi prostranstvami odnotipnymi fflementarnymi metodami. Neskol~ko utverßdeniæ takogo roda privodØtsØ v §3. V qastnosti dlØ vseh simmetriqeskih prostranstv my vvodim prostye matriqnye koordinaty (ffta konstrukciØ obobwaet matriqnye xary Kartana [2]).

Vtoroe nabl¸denie – suwestvovanie otkrytogo vloßeniØ klassiqeskogo simmetriqeskogo prostranstva v grassmanian. �tot fakt byl izvesten vo mnogih qastnyh sluqaØh, on mnogo obsußdalsØ s geometriqeskoæ toqki zreniØ i dovol~no intensivno ispol~zovalsØ v garmoniqeskom analize (sm., naprimer, raboty Hua Lo Kena [6], Makareviqa [7], a takße stat~¸ Gindikina [5] i soderßawu¸sØ v neæ bibliografi¸; Ø izvinØ¸s~ pered vsemi avtorami, kotoryh Ø zdes~ ne procitiroval). My pokazyvaem, qto takoe vloßenie est~ dlØ vseh^4 klassiqeskih simmetriqeskih prostranstv, i bolee togo, v naxeæ modeli ono neposredstven-

3˚ duma¸, qto priqinoæ ØvlØetsØ dlina spiska i to, qto izlagaemaØ niße konstrukciØ vrode by ne opisyvaetsØ horoxo na Øzyke sistem korneæ.

4s toqnost~¸ do nakrytiæ, centra i komponent svØznosti

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 147 no oqevidno. PrØmym sledstviem iz fftogo nabl¸deniØ ØvlØetsØ sledu¸wiæ fakt (toqnu¸ formulirovku sm. v §3): predstavlenie gruppy G v L^2(G/H) est~ ograniqenie s nekotorogo predstavleniØ nekotoroæ bol~xeæ gruppy G^∗.

§0. OboznaqeniØ

Zdes~ my dlØ izbeßaniØ dvusmyslennosteæ fiksiruem terminologi¸ i oboznaqeniØ.

0.0. Simvol K budet oboznaqat~ R, C ili telo kvaternionov H.

Pod lineænym prostranstvom nad H my budem ponimat~ pravyæ modul~. Udobno sqitat~, qto fflement H^n est~ vektor-stolbec v, lineænye operatory my budem pisat~ v vide v → Av gde A – matrica, a umnoßenie na skalØr – v vide v → vλ.

Antilineænym operatorom v lineænom prostranstve V nad C nazyvaetsØ otobraßenie V → V , udovletvorØ¸wee usloviØm A(v + w) = Av + Aw Aλv = λAv, gde λ ∈ C . Zameqanie. Antilineænyh otobraßeniæ v lineænyh prostran-

stvah nad H ne byvaet. Deæstvitel~no, pust~ A antilineæno. Togda A(vλμ) = A((vλ)μ) = (A(vλ))μ = (Av)λμ, A(vλμ) = A(v(λμ)) = (Av)λμ = (Av)μλ. (1) 0.1. Formy. Napomnim, qto otobraßenie B(v, w) iz K^n × K^n v K

nazyvaetsØ polutoralineænym, esli dlØ l¸byh v, v_1, v_2, w, w_1,

w_2 ∈ K^n , λ ∈ K vypolneno

B(vλ, w) = B(v, w)λB(v_1 + v_2, w) = B(v_1, w) + B(v_2, w)

B(v, wλ) = λB(v, w)B(v, w_1 + w_2) = B(v, w_1) + B(v, w_2). (2)

Polutoralineænoe otobraßenie nazyvaetsØ ffrmitovoæ formoæ, esli vypolneno B(v, w) = B(w, v) dlØ vseh v, w ∈ K^n . Polutoralineænoe otobraßenie nazyvaetsØ antiffrmitovoæ formoæ, esli B(v, w) = −B(w, v). Slovo forma vs¸du v fftoæ stat~e oboznaqaet nevyroßdennu¸ formu na lineænom prostranstve nad K = R, C, H odnogo iz sledu¸wih 7 tipov:

148 ı. A. NERETIN

nad R – bilineænye simmetriqeskie i antisimmetriqeskie; nad C – bilineænye simmetriqeskie i antisimmetriqeskie, a

takße ffrmitovy i antiffrmitovy;

nad H – ffrmitovy i antiffrmitovy;

ZameqaniØ. a) RazumeetsØ ffrmitovy (antiffrmitovy) formy nad R – ffto to ße samoe, qto simmetriqnye (kososimmetriqnye)

formy.

b) Antiffrmitovy formy nad C nesuwestvenno otliqa¸tsØ ot ffrmitovyh form. A imenno, esli forma B(v, w) – ffrmitova, to forma iB(v, w) – antiffrmitova.

c) Bilineænyh form na H^n ne byvaet (vyraßenie ∑ x_sy_s bi-

lineænoæ formoæ na pravom module ne ØvlØetsØ!).

d) �rmitovy (antiffrmitovy) formy nad H zapisyva¸tsØ v vide B(v, w) = ∑ w_sb_{st}v_t, gde b_{st} = b_{ts} (sootvetstvenno b_{st} = −b_{ts}).

Napomnim klassifikaci¸ form s toqnost~¸ do lineænoæ zameny peremennoæ. �rmitovy formy^5 nad R, C , H numeru¸tsØ indeksami inercii. Vo vseh ostal~nyh sluqaØh vse nevyroßdennye formy dannogo tipa na fiksirovannom lineænom prostranstve ffkvivalentny.

0.2. Klassiqeskie gruppy. Gruppu vseh lineænyh operatorov,

sohranØ¸wih formu B, my oboznaqim qerez U(B). Fiksiruem oboznaqeniØ dlØ vseh 7 tipov grupp vida U(B):

Sp(2n, R), Sp(2n, C ) – gruppa vseh lineænyh operatorov v R^{2n},

C^{2n} , sohranØ¸wih kososimmetriqnu¸ bilineænu¸ formu;

O(n, C ) – gruppa vseh operatorov v C^n , sohranØ¸wih simme-

triqnu¸ formu;

O(p, q), U(p, q), Sp(p, q) – gruppa vseh operatorov v R^{p+q}, C^{p+q} ,

H^{p+q} , sohranØ¸wih ffrmitovu formu s indeksami inercii (p, q);

SO^∗(2n) – gruppa vseh operatorov v H^n , sohranØ¸wih antiffr-

mitovu formu.

Pod slovom “klassiqeskaØ gruppa” my podrazumevaem gruppu odnoæ iz tol~ko qto upomØnutyh 7 seriæ, a takße

GL(n, R), GL(n, C ), GL(n, H) – gruppy vseh lineænyh operato-

rov v V = R^n, C^n , H^n . My takße ispol~zuem oboznaqenie GL(V ).

Podqerknem, qto my ne vkl¸qaem v fftot spisok gruppy

SL(n, R), SL(n, C ), SL(n, H), SU(p, q), PSL(n, R) i t.p. .

5vkl¸qaØ antiffrmitovy formy nad C

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 149 Sootvetstvenno my rassmatrivaem, naprimer, simmetriqeskie prostranstva U(p, q)/O(p, q), a ne SU(p, q)/SO(p, q). S toqki zreniØ garmoniqeskogo analiza meßdu fftimi dvumØ prostranstvami poqti net raznicy, a s toqki zreniØ naxih realizaciæ pervoe prostranstvo vyglØdit bolee priØtno.

0.3. Grassmaniany. Qerez Grp(V ) my budem oboznaqat~ mnoße-

stvo vseh p-mernyh podprostranstv v lineænom prostranstve V .

Pust~ prostranstvo V snabßeno formoæ B. Napomnim, qto podprostranstvo Q nazyvaetsØ izotropnym otnositel~no formy B, esli B toßdestvenno ravna nul¸ na Q.

Napomnim, qto forma B v V nazyvaetsØ raswepimoæ, esli suwestvuet B-izotropnoe podprostranstvo polovinnoæ razmernosti. Napomnim, qto usloviem raswepimosti dlØ ffrmitovyh form ØvlØetsØ sovpadenie poloßitel~nogo i otricatel~nogo indeksov inercii. DlØ ortogonal~nyh form nad C i antiffrmitovyh form nad H raswepimost~ ravnosil~na qetnomernosti prostranstva. Kososimmetriqnye formy vsegda raswepimy.

Napomnim, qto v sluqae, esli B raswepima, v prostranstve V suwestvuet bazis e_1, . . . , e_n, f_1, . . . , f_n v V takoæ, qto

B(e_k , e_l) = 0, B(f_k, f_l) = 0, B(e_k , f_l) = δ_{k,l}.

Pust~ B – raswepimaØ forma. Qerez Gr(V, B) my budem oboznaqat~ mnoßestvo vseh maksimal~nyh izotropnyh podprostranstv v V .

Slovo grassmanian budet otnosit~sØ k prostranstvam vida

Gr_p(V ) ili Gr(V, B).

§1. Poluinvol¸cii i ih centralizatory 1.1. Poluinvol¸cii. Poluinvol¸cieæ (podrobnoe obsußdenie

i opredelenie dlØ proizvol~nyh tel sm. u D~edonne [3]) v lineænom prostranstve V nad K = R, C, H nazyvetsØ lineænyæ ili antilineænyæ operator J takoæ, qto

J^2 = λ,

gde λ leßit v centre tela K.

Lemma 1.1. Pust~ J – antilineænaØ poluinvol¸ciØ nad C , pust~

J^2 = λ. Togda λ ∈ R.

150 ı. A. NERETIN

Dokazatel~stvo. Vyqislim dvumØ sposobami J^3:

J^3v = JJ^2v = Jλv = λv J^3v = J^2Jv = λJv. �

Rassmotrim otobraßenie S(J) : Gr_p(V ) → Gr_p(V ), zadannoe formuloæ Q → JQ. Legko videt~, qto S(J)^2 = 1. Nas, sobstvenno govorØ, interesu¸t imenno ffti otobraßeniØ. Zametim, qto dlØ l¸bogo σ iz centra tela K vypolneno S(σJ) = S(J). Pofftomu v dal~neæxem my budem sqitat~, qto

J^2 = ±1 .

Bolee togo, esli K = C , a J lineæna, my moßem sqitat~ J^2 = 1.

Centralizator poluinvol¸cii J v gruppe GL(V ) my budem oboznaqat~ qerez GL^J = GL^J (V ).

1.2. Opisanie poluinvol¸ciæ. Poluinvol¸ciØ J zadaet v li-

neænom prostranstve V dopolnitel~nu¸ strukturu v opisannom niße smysle slova.

a) Pust~ J lineæna, J^2 = 1. Opredelim podprostranstva

V_± ⊂ V , sostoØwie iz vektorov v, udovletvorØ¸wih uslovi-

Øm Jv = ±v. Togda V = V_+ ⊕ V_−. Takim obrazom fiksirovano razloßenie V v prØmu¸ summu dvuh podprostranstv. Oqevidno

GL^J = GL(V_+) × GL(V_−).

b) Pust~ K = R, J^2 = −1, V = R^{2n}. Togda my moßem rassmatrivat~ naxe prostranstvo kak prostranstvo nad C , gde umnoßenie na skalØr i est~ operator J. Oqevidno GL^J ≃ GL(n, C ).

c) Pust~ K = C , J antilineæna, J^2 = −1. Opredelim deæstvie algebry H na V , poloßiv, qto podalgera C ⊂ H deæstvuet tak ße, kak i deæstvovala, a kvaternionnaØ mnimaØ edinica j est~ operator J. Teper~ naxe prostranstvo moßet rassmatrivat~- sØ kak prostranstvo nad H. Oqevidno GL^J est~ kvaternionnaØ gruppa GL.

d) Pust~ K = C , dim V = k, J antilineæna, J^2 = 1. Rassmotrim mnoßestvo W , sostoØwee iz nepodvißnyh toqek invol¸- cii J. Oqevidno W ØvlØetsØ vewestvennym podprostranstvom v V , i V = V ⊕ iV . Takim obrazom V moßet rassmatrivat~sØ kak kompleksifikaciØ vewestvennogo podprostranstva W . Legko videt~, qto GL^J ≃ GL(k, R).

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 151 e) Pust~ K = H, dim V = k, J^2 = −1. Rassmotrim mnoßestvo W toqek v ∈ V , udovletvorØ¸wih uslovi¸ Jv = vi. Legko videt~, qto W est~ lineænoe prostranstvo nad C , pri fftom V = W ⊕ W j. Takim obrazom V moßet rassmatrivat~sØ kak “kvaternionizaciØ” k-mernogo kompleksnogo prostranstva W (t.e. V = W ⊗HV ). Oqevidno GL^J ≃ GL(k, C ).

Nas interesuet lix~ situaciØ, kogda suwestvuet podprostranstvo Q takoe, qto V = Q⊕JQ. Takie poluinvol¸cii my budem nazyvat~ raswepimymi. Otmetim, qto poluinvol¸cii tipov

b)–e) vsegda raswepimy. DlØ raswepimosti poluinvol¸cii tipa

a) oqevidno neobhodimo i dostatoqno uslovie dim V_+ = dim V_−.

1.3. Poluinvol¸cii, soglasovannye s formami. Pust~ B -

forma, a J – lineænaØ poluinvol¸ciØ. My govorim, qto poluinvol¸ciØ J soglasovana s formoæ B, esli dlØ vseh v, w vypolneno B(Jv, Jw) = μB(v, w), (3) gde μ leßit v centre tela K.

My govorim, qto antilineænaØ poluinvol¸ciØ J soglasovana s formoæ B, esli vypolneno uslovie B(Jv, Jw) = μB(v, w). (4) Seæqas my pokaßem, qto vsegda moßno sqitat~ μ = ±1.

Lemma 1.2. a) Pust~ J lineæna. Togda μ = ±1.

b) Pust~ J antilineæna, a forma B ffrmitova. Togda μ = ±1. c) Pust~ J antilineæna, a forma B bilineæna. Togda moßno domnoßit~ formu B na qislo tak, qto budet vypolneno μ = 1.

Dokazatel~stvo. a) UqityvaØ, qto J^2 = ±1, my poluqaem B(v, w) = B(J^2v, J^2w) = μB(Jv, Jw) = μ^2B(v, w); b) B(v, w) = B(J^2v, J^2w) = μB(Jv, Jw) = μμB(v, w). Ots¸da |μ| = 1. Dalee podstavlØem v = w v (1.2) i zameqaem, qto

B(v, v) vewestvenno.

c) Toqno tak ße my poluqaem |μ| = 1. Poloßim C(v, w) = 1 σ B(v, w). Togda σC(v, w) = μσC(v, w) i teper~ utverßdenie oqevidno. �

152 ı. A. NERETIN

Lemma 1.3. Pust~ J – poluinvol¸ciØ, soglasovannaØ s formoæ B.

Pust~ Q – podprostranstvo, izotropnoe otnositel~no formy B. Togda podprostranstvo JQ izotropno otnositel~no B.

Dokazatel~stvo. Esli B(v, w) = 0, to B(Jv, Jw) = 0. �

Itak poluinvol¸ciØ J zadaet invol¸ci¸ na B-izotropnom grassmaniana.

1.4. UpravlØ¸waØ forma. Fiksiruem formu B i soglasovan-

nu¸ s neæ poluinvol¸ci¸ J. Rassmotrim vyraßenie D(v, w) := B(v, Jw). Legko proverit~ (v kaßdom otdel~nom sluqae ffto oqevidno), qto

D(v, w) ØvlØetsØ “formoæ” v naxem smysle slova.

Primer. Pust~ B – simmetriqnaØ bilineænaØ forma nad R.

Fiksiruem λ i μ. Togda D(v, w) = B(v, Jw) = μB(Jv, J^2w) = = μλB(Jv, w) = μλB(w, Jv) = μλD(w, v) i tip formy D stanovitsØ oqevidnym.

Lemma 1.4. Pust~ Q – podprostranstvo, izotropnoe otnosi-

tel~no B. Togda JQ ortogonal~no Q otnositel~no upravlØ¸weæ formy D.

Dokazatel~stvo. Pust~ v, w ∈ Q. Togda D(v, Jw) = B(v, J^2w) = 0. �

Itak my imeem v prostranstve V tri struktury: dve formy i poluinvol¸ci¸. Oqevidno, znaØ l¸bye dve iz nih, moßno vosstanovit~ tret~¸. �to zameqanie moßno sformulirovat~ v sledu¸wem vide.

Oboznaqim qerez U(B)^J mnoßestvo fflementov U(B), kommutiru¸wih s J. Togda

U(B)^J = U(B) ∩ GL(V )^J U(B)^J = U(B) ∩ U(D) U(B)^J = U(D) ∩ GL(V )^J . (5)

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 153

1.5. Raswepimye pary (B, J). Pust~ J – poluinvol¸ciØ, so-

glasovannaØ s formoæ B. My skaßem, qto para (B, J) raswepima, esli v V suwestvuet B-izotropnoe podprostranstvo Q takoe, qto

V = Q ⊕ JQ. Takie podprostranstva my budem nazyvat~ rasweplØ¸wimi.

Lemma 1.5. Pust~ (B, J) – raswepimaØ para. Togda dlØ l¸bogo

maksimal~nogo izotropnogo podprostranstva P v V podprostranstvo JP sovpadaet s D-ortogonal~nym dopolneniem do P

Dokazatel~stvo. Utverßdenie sleduet iz lemmy 1.4 i podsqeta

razmernosteæ. �

Predloßenie 1.6. Fiksiruem tip formy B, tip poluinvol¸cii

J i qislo μ = ±1. Togda suwestvuet edinstvennaØ (s toqnost~¸ do lineænoæ zameny peremenoæ) raswepimaØ para (B, J) dannogo tipa.

Dokazatel~stvo. Legko soobrazit~, qto vse opredelØetsØ ogra-

niqeniem upravlØ¸weæ formy D na podprostranstvo Q. Teper~ zadaqa svoditsØ k klassifikacii form. �

1.6. Opisanie grupp U^J (B) dlØ raswepimyh par (B, J). Zdes~

nam pridetsØ provesti dlinnyæ perebor sluqaev, parallel~nyæ pereboru iz p. 1.2. My sohranØem numeraci¸ podpunktov punkta 1.2. V deæstvitel~nosti zdes~ vse moßet byt~ prodelano v obwem vide dlØ proizvol~nyh tel i ne tol~ko dlØ raswepimyh par (B, J), sm. ([3]).

a) Pust~ J lineæna, J^2 = 1. PonØtno qto podprostranstva

V_± ØvlØ¸tsØ U^J (B)-invariantnymi, pofftomu fflementy gruppy U^J (B) ime¸t bloqnoe stroenie vida ( g_1 0 0 g_2 ) . (6)

Dalee pridetsØ rassmotret~ dva podsluqaØ.

a1) Pust~ μ = +1. Togda podprostranstva V_+ i V_− ortogonal~ny otnositel~no formy B. Oboznaqim qerez B_± ograniqenie formy B na V_±. Oqevidno, U^J (B) = U(B_+ ) × U(B_−).

Dalee, rasweplØ¸wee podprostranstvo P ØvlØetsØ grafikom obratimogo operatora L_P : V_+ → V_−. Legko videt~, qto operator

L_P otoßdestvlØet formu B_+ s formoæ (−B_−) (ffto ravnosil~no

izotropnosti P ). Pofftomu U(B_+ ) ≃ U(B_−).

154 ı. A. NERETIN

a2) Pust~ μ = −1. Pust~ v_1, v_2 ∈ V_+. Togda

B(v_1, v_2) = −B(Jv_1, Jv_2) = −B(v_1, v_2).

Pofftomu podprostranstva V_± ØvlØ¸tsØ B-izotropnymi. Forma B zadaet meßdu nimi nevyroßdennoe sparivanie. Pofftomu operatory g_1, g_2 v (1.6) kontragradientny drug k drugu.

Itak U^J (B) = GL(V_+).

b) Pust~ K = R, J^2 = −1. Togda naxe R-lineænoe prostranstvo moßet rassmatrivat~sØ kak prostranstvo nad C . Vvedem v nem

C -znaqnu¸ formu Z(v, w) = B(v, w) + iD(v, w) = B(v, w) + iB(v, Jw). Teper~ U^J (B) = U(Z).

c) Pust~ K = C , J antilineæna, J^2 = −1. Togda v poluqennom

H-prostranstve my vvedem H-znaqnu¸ formu Y (v, w) = B(v, w) + jD(v, w) = B(v, w) + jB(v, Jw). Teper~ U^J (B) = U(Y ).

d) Pust~ K = C , J antilineæna, J^2 = 1. Rassmotrim Rpodprostranstvo VR, sostoØwee iz nepodvißnyh toqek poluinvol¸cii J. Rassmotrim ograniqenie formy B na VR. DlØ l¸byh

v, w ∈ VRvypolneno B(v, w) = μB(Jv, Jw) = μB(v, w). Teper~ opredelim formu X na VR, ravnu¸ B, esli μ = 1, i ravnu¸ iB, esli μ = −1. Togda forma X ØvlØetsØ R-znaqnoæ i U^J (B) = U(X).

e) Pust~ K = H, J^2 = −1. Zdes~ vse analogiqno.

§2. Modeli klassiqeskih simmetriqeskih prostranstv

Modeli vseh klassiqeskih simmetriqeskih prostranstv byli postroeny v predyduwem paragrafe. Nam ostalos~ lix~ zafiksirovat~ poluqennyæ pereqen~.

2.1. Spisok 1. Sluqaæ raswepimyh par (B, J). Fiksiruem

prostranstvo V = K^α , i raswepimu¸ paru (B, J) (sm. p. 1.5). Formu B my budem nazyvat~ osnovnoæ, a poluinvol¸ci¸ J –

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 155

upravlØ¸weæ Pust~ Q - sootvetstvu¸waØ upravlØ¸waØ forma, sm. p. 1.4.

Opredelim prostranstvo S(B, J). Ego toqkami ØvlØ¸tsØ uporØdoqennye pary podprostranstv Q_1, Q_2 v V , udovletvorØ¸wie usloviØm

1. Q_1, Q_2 – maksimal~nye B-izotropnye podprostranstva. 2. V = Q_1 ⊕ Q_2.

3. JQ_1 = Q_2, ili, qto ravnosil~no JQ_2 = Q_1(ili, qto toße ravnosil~no, Q_2 est~ D-ortogonal~noe dopolnenie do Q_1).

Na mnoßestve S(B, J) deæstvuet gruppa G = U^J (B) – centralizator poluinvol¸cii J v gruppe U(B). My utverßdaem, qto libo

S(B, J) est~ simmetriqeskoe prostranstvo G/H, libo S(B, J) –

ob¨edinenie koneqnogo nabora simmetriqeskih prostranstv vi- da G/H_i. V p. 1.6 my uße vyqislili gruppu G. Qtoby opisat~ stabilizator H pary podprostranstv (Q_1, Q_2), opredelim formu

D^′(v, w) = B(v, Jw) na podprostranstve Q_1 (ffto est~ ograniqenie

upravlØ¸weæ formy D na Q_1). Legko videt~, qto H ≃ U(D^′).

Niße privoditsØ spisok simmetriqeskih prostranstv poluqaemyh takim sposobom.

V pervoæ stroqke ukazyvaetsØ simmetriqeskoe prostranstvo G/H. Vo vtoroæ – prostranstvo V = K^l , tip formy B, lineæna ili antilineæna poluinvol¸ciØ J, a takße qisla λ i μ iz pp. 1.1, 1.3.

V tret~eæ stroqke ukazyvaetsØ gruppa U(B), kotoru¸ nam budet priØtneæ oboznaqat~ qerez G^∗ (v nekotoryh sluqaØh ffta informaciØ utoqnØet indeksy inercii formy B).

V qetvertoæ stroqke my ukazyvem gruppu GL^J – centralizator poluinvol¸cii J v GL(V ) – i gruppu U(D), sostoØwu¸ iz operatorov, sohranØ¸wih upravlØ¸wu¸ formu D(v, w) =

B(v, Jw). Napomnim, qto vypolneny ravenstva (1.3)–(1.5).

Sluqai, kogda S(B, J) ne ØvlØ¸tsØ G-odnorodnym, otmeqeny simvolom ⋆. V takih sluqaØh my ukazyvaem ob¨edineniem kakih imenno simmetriqeskih prostranstv ØvlØetsØ S(B, J).

V = R^{2p(+q)}, B kososimm., J antilineæna, J^2 = −1, B(Jv, Jw) = −B(v, w). O(p, q) × O(p, q)/O(p, q)

156 ı. A. NERETIN

V = R^{2(p+q)}, B simmetr., J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = O(p + q, p + q), GL^J = GL(p + q, R) × GL(p + q, R) U(D) = O(2p, 2q). O(p) × O(p)/O(p) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo.

Sp(2n, R) × Sp(2n, R)/Sp(2n, R)

V = R^{4n}, B kososimm., J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = Sp(4n, R) GL^J = GL(2n, R) × GL(2n, R), U(D) = Sp(4n, R) GL(n, R)/O(p, n − p) V = R^{2n}, B kososimm., J^2 = 1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = Sp(2n, R) GL^J = GL(n, R) × GL(n, R) U(D) = O(n, n) S(B, J) = ∪^n_{p=0}GL(n, R)/O(p, n − p) GL(n, R)/O(n) – rimanovo nekompaktnoe simm. pr-vo.

GL(2n, R)/Sp(2n, R)

V = R^{4n}, B simmetr., J^2 = 1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = O(2n, 2n) GL^J = GL(2n, R) × GL(2n, R), U(D) = Sp(2n, R) O(n, C )/O(p, n − p) V = R^{2n}, B simmetr., J^2 = −1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = O(n, n) GL^J = GL(n, C ), U(D) = O(n, n) S(B, J) = ∪^n_{p=0}O(n, C )/O(p, n − p) O(n, C )/O(n) – rimanovo nekompaktnoe simm. pr-vo.

Sp(2n, C )/Sp(2n, R)

V = R^{4n}, B kososimm., J^2 = −1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = Sp(4n, R) GL^J = GL(2n, C ) U(D) = Sp(4n, R) U(n, n)/Sp(2n, R) V = R^{4n}, B simmetr., J^2 = −1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = O(2n, 2n) GL^J = GL(2n, C ) U(D) = Sp(4n, R) U(p, q)/O(p, q) V = R^{2(p+q)}, B kososimm., J^2 = −1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = Sp(2(p + q), R) GL^J = GL(p + q, C ) U(D) = O(2p, 2q)

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 157 U(p)/O(p) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo.

O(n, C ) × O(n, C )/O(n, C )

V = C^{2n} , B simmetr., J lineæna, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = O(2n, C ), GL^J = GL(n, C ) × GL(n, C ) U(D) = O(2n, C )

Sp(2n, C ) × Sp(2n, C )/Sp(2n, C )

V = C^{4n} , B kososimm., J lineæna, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = Sp(4n, C ) GL^J = GL(2n, C ) × GL(2n, C ) U(D) = Sp(4n, C ) U(p, q) × U(p, q)/U(p, q) V = C^{2(p+q)} , B ffrmitova, J lineæna, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = U(p + q, p + q) GL^J = GL(p + q, C ) × GL(p + q, C ) U(D) = U(2p, 2q) U(p) × U(p)/U(p) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo.

GL(2n, C )/Sp(2n, C )

V = C^{4n} , B simmetr., J lineæna, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = O(4n, C ), GL^J = GL(2n, C ) × GL(2n, C ) U(D) = Sp(4n, C )

GL(n, C )/O(n, C )

V = C^{2n} , B kososimm., J lineæna, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = Sp(2n, C ) GL^J = GL(n, C ) × GL(n, C ) U(D) = O(2n, C ). GL(n, C )/U(p, n − p) V = C^{2n} , B ffrmitova, J lineæna, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = U(n, n) GL^J = GL(n, C ) × GL(n, C ), U(D) = U(n, n) S(B, J) = ∪^n_{p=0}GL(n, C )/U(p, n − p) GL(n, C )/U(n) – rimanovo nekompaktnoe simm. pr-vo. Sp(2n, R)/U(p, n − p) V = C^{2n} , B kososimm., J antilin., J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = Sp(2n, C ), GL^J = GL(2n, R) U(D) = U(n, n) S(B, J) = ∪^n_{p=0}Sp(2n, R)/U(p, n − p) Sp(2n, R)/U(n) – rimanovo nekompaktnoe simm. pr-vo. O(2p, 2q)/U(p, q) V = C^{2(p+q)} , B simmetr., J antilin., J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

158 ı. A. NERETIN

G^∗ = O(2(p + q), C ) GL^J = GL(2(p + q), R) U(D) = U(2p, 2q) O(2p)/U(p) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo. O(n, n)/O(n, C ) V = C^{2n} , B ffrmitova, J antilin., J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = U(n, n), GL^J = GL(2n, R) U(D) = O(2n, C )

Sp(4n, R)/Sp(2n, C )

V = C^{4n} , B ffrmitova, J antilin., J^2 = 1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = U(2n, 2n), GL^J = GL(4n, R), U(D) = Sp(4n, C ) Sp(p, q)/U(p, q) V = C^{2(p+q)} , B kososimm., J antilin., J^2 = −1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = Sp(2(p + q), C ) GL^J = GL(p + q, H), U(D) = U(2p, 2q) Sp(p)/U(p) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo. SO^∗(2n)/U(p, n − p) V = C^{2n} , B simmetr., J antilin., J^2 = −1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = O(2n, C ), GL^J = GL(n, H) U(D) = U(n, n) S(B, J) = ∪^n_{p=1}SO^∗(2n)/U(p, n − p) SO^∗(2n)/U(n) – rimanovo nekompaktnoe simm. pr-vo.

Sp(n, n)/Sp(2n, C )

V = C^{4n} , B ffrmitova, J antilin., J^2 = −1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = U(2n, 2n) GL^J = GL(2n, H) U(D) = Sp(4n, C )

SO^∗(2n)/O(n, C )

V = C^{2n} , B ffrmitova, J antilin., J^2 = −1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = U(n, n) G = GL(n, H), U(D) = O(2n, C ) Sp(p, q) × Sp(p, q)/Sp(p, q) V = H^{2(p+q)} , B ffrmitova, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = Sp(p + q, p + q), GL^J = GL(p + q, H) × GL(p + q, H) U(D) = Sp(2p, 2q) Sp(p) × Sp(p)/Sp(p) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo.

SO^∗(2n) × SO^∗(2n)/SO^∗(2n)

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 159

V = H^{2n} , B antiffrmitova, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = SO^∗(4n) GL^J = GL(n, H) × GL(n, H) U(D) = SO^∗(4n)

GL(n, H)/SO^∗(2n)

V = H^{2n} , B ffrmitova, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = Sp(n, n), GL^J = GL(n, H) × GL(n, H), U(D) = SO^∗(4n) GL(n, H)/Sp(p, n − p) V = H^{2n} , B antiffrmitova, J^2 = 1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = SO^∗(4n) GL^J = GL(n, H) × GL(n, H) U(D) = Sp(n, n) S(B, J) = ∪^n_{p=0}GL(n, H)/Sp(p, n − p) GL(n, H)/Sp(n) – rimanovo nekompaktnoe simm. pr-vo. U(2p, 2q)/Sp(p, q) V = H^{2(p+q)} , B antiffrmitova, J^2 = −1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = SO^∗(4(p + q)), GL^J = GL(2(p + q), C ), U(D) = Sp(2p, 2q) U(2p)/Sp(p) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo.

U(n, n)/SO^∗(2n)

V = H^{2n} , B ffrmitova, J^2 = −1, B(Jv, Jw) = B(v, w).

G^∗ = Sp(n, n), GL^J = GL(2n, C ), U(D) = SO^∗(4n)

O(2n, C )/SO^∗(2n)

V = H^{2n} , B antiffrmitova, J^2 = −1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = SO^∗(4n) GL^J = GL(2n, C ) U(D) = SO^∗(4n) Sp(2n, C )/Sp(p, n − p) V = H^{2n} , B ffrmitova, J^2 = −1, B(Jv, Jw) = −B(v, w).

G^∗ = Sp(n, n) GL^J = GL(2n, C ) U(D) = Sp(n, n) S(B, J) = ∪^n_{p=0}Sp(2n, C )/Sp(p, n − p) Sp(2n, C )/U(n) – rimanovo nekompaktnoe simm. pr-vo.

2.2. Spisok 2. Sluqaæ, kogda est~ tol~ko osnovnaØ forma B. Fiksiruem prostranstvo V = K^{2n} , snabßennoe raswepimoæ

formoæ B. Opredelim prostranstvo S(B), ego toqkami ØvlØ¸tsØ uporØdoqennye pary maksimal~nyh izotropnyh podprostranstv

160 ı. A. NERETIN

(Q_1, Q_2) v V takie, qto V = Q_1 ⊕ Q_2. Legko videt~, qto vse ffti

prostranstva ØvlØ¸tsØ simmetriqeskimi prostranstvami vida G/H = U(B)/GL(n, K). Spisok takih prostranstv privoditsØ niße

1. O(n, n)/GL(n, R) 2. Sp(2n, R)/GL(n, R) 3. O(2n, C )/GL(n, C ) 4. Sp(2n, C )/GL(n, C ) 5. U(n, n)/GL(n, C ) 6. Sp(n, n)/GL(n, H) 7. SO^∗(4n)/GL(n, H).

Vo vseh sluqaØh opredelim gruppu G^∗ = G × G. 2.3. Spisok 3. Sluqaæ, kogda est~ tol~ko upravlØ¸waØ poluinvol¸ciØ. Rassmotrim prostranstvo V = K^{2n} i raswepimu¸

(sm. p. 1.2) poluinvol¸ci¸ J v nem. Rassmotrim prostranstvo

S(J), toqkami kotorogo ØvlØ¸tsØ vsevozmoßnye pary podpro-

stranstv (Q_1, Q_2) v V takie, qto V = Q_1 ⊕ Q_2, JQ_1 = Q_2. Gruppa

G := GL^J (centralizator poluinvol¸cii) deæstvuet na S(J).

Legko proverit~, qto vo vseh sluqaØh S(J) okazyvaetsØ simmetriqeskim prostranstvom.

Spisok takih prostrastv privoditsØ niße. V pervoæ stroqke ukazano poluqennoe prostranstvo G/H, vo vtoroæ – prostranstvo V i tip poluinvol¸cii J. V = H^{2n} J^2 = −1ff, J

GL(n, R) × GL(n, R)/GL(n, R)

V = R^{2n}, J^2 = 1

GL(n, C )/GL(n, R)

V = R^{2n}, J^2 = −1

GL(n, C ) × GL(n, C )/GL(n, C )

V = C^{2n} , J^2 = 1, J lineæna

GL(2n, R)/GL(n, C )

V = C^{2n} J^2 = 1, J antilineæna

GL(n, H)/GL(n, C )

V = C^{2n} , J^2 = −1, J antilineæna

GL(n, H) × GL(n, H)/GL(n, H)

V = H^{2n} , J^2 = 1

GL(2n, C )/GL(n, H)

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 161

V = H^{2n} , J^2 = −1

Vo vseh sluqaØh opredelim gruppu

G^∗ = GL(V ).

2.4. Spisok 4. Sluqaæ, kogda est~ tol~ko upravlØ¸waØ forma. Rassmotrim prostranstvo V = K^n , snabßennoe formoæ D.

Poloßim G = U(D). Rassmotrim prostranstvo S_m(D), sostoØwee iz vseh m-mernyh podprostranstv v V , na kotoryh forma D nevyroßdena. Moßno takße skazat~, qto toqkoæ prostranstva

S_m(D) ØvlØetsØ para podprostranstv (Q_1, Q_2) takih, qto

1. V = Q_1 ⊕ Q_2, 2. Q_2 est~ D-ortogonal~noe dopolnenie do Q_1. Oqevidno, qto ili S_m(D) est~ simmetriqeskoe prostranstvo vida G/H ili S_m(D) est~ ob¨edinenie koneqnogo nabora simmetriqeskih prostranstv G/H_i. Spisok poluqaemyh takim obrazom prostranstv privoditsØ niße. V sluqae, kogda forma D ffrmitova, my ukazyvaem, ob¨edineniem kakih imenno simmetriqeskih prostranstv ØvlØetsØ S_m(D). O(p, q)/O(r, s) × O(p − r, q − s) S_m(D) = ⋃ r,s: r+s=m,r6p,s6q O(p, q)/O(r, s) × O(p − r, q − s). V tom qisle O(p, q)/O(p) × O(q) rimanovo nekompaktnoe simm. pr- vo. O(p)/O(r) × O(p − r) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo.

Sp(2(k + l), R)/Sp(2k, R) × Sp(2l, R)

O(n + m, C )/O(n, C ) × O(m, C )

Sp(2(k + l), C )/Sp(2k, C ) × Sp(2l, C ) U(p, q)/U(r, s) × U(p − r, q − s) S_m(D) = ⋃ r,s: r+s=m,r6p,s6q U(p, q)/U(r, s) × U(p − r, q − s). V tom qisle U(p, q)/U(p) × U(q) rimanovo nekompaktnoe simm. pr- vo.

162 ı. A. NERETIN

U(p)/U(r) × U(p − r) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo. Sp(p, q)/Sp(r, s) × Sp(p − r, q − s) S_m(D) = ⋃ r,s: r+s=m,r6p,s6q Sp(p, q)/Sp(r, s) × Sp(p − r, q − s). V tom qisle Sp(p, q)/Sp(p) × Sp(q) rimanovo nekompaktnoe simm. pr-vo.

Sp(p)/Sp(r) × Sp(p − r) – rimanovo kompaktnoe simm. pr-vo.

SO^∗(2(m + n))/SO^∗(2m) × SO^∗(2n).

Vo vseh sluqaØh my opredelim gruppu

G^∗ = GL(V ).

2.5. Spisok 5. Sluqaæ, kogda niqego net. Rassmotrim pro-

stranstvo V = K^{p+q} . Dalee rassmotrim prostranstvo S_p, sosto- Øwee iz vseh par podprostranstv (Q_1, Q_2) v V takih, qto 1. dim Q_1 = p, dim Q_2 = q; 2. V = Q_1 ⊕ Q_2.

Takim sposobom my poluqaem sledu¸wie simmetriqeskie prostranstva:

GL(p + q, R)/GL(p, R) × GL(q, R) GL(p + q, C )/GL(p, C ) × GL(q, C ) GL(p + q, H)/GL(p, H) × GL(q, H).

Vo vseh pereqislennyh sluqaØh my opredelim gruppu

G^∗ = GL(p + q, K).

§3. PriloßeniØ 3.1. Otkrytye vloßeniØ v grassmaniany. Itak vo vseh slu-

qaØh toqkoæ simmetriqeskogo prostranstva G/H ØvlØetsØ para podprostranstv (Q_1, Q_2) v lineænom prostranstve. Esli u nas est~ upravlØ¸waØ poluinvol¸ciØ ili upravlØ¸waØ forma (spiski 1, 3, 4), to podprostranstvo Q_2 odnoznaqno opredelØetsØ podprostranstvom Q_1. Takim obrazom otobraßenie (Q_1, Q_2) → Q_1 ØvlØetsØ vloßeniem simmetriqeskogo prostranstva v nekotoryæ grassmanian Gr^∗ (fftot grassmanian ØvlØetsØ polnym grassmanianom v sluqae spiskov 3, 4 i izotropnym grassmanianom v sluqae spiska 1).

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 163 Esli net ni upravlØ¸weæ formy, ni upravlØ¸weæ poluinvol¸cii, to (Q_1, Q_2) est~ toqka proizvedeniØ dvuh grassmanianov, ffto proizvedenie grassmanianov my takße budem oboznaqat~ qerez Gr^∗.

Obraz G/H v grassmaniane( ili proizvedenii dvuh grassmanianov) Gr^∗ vsegda otkryt. Bolee togo, vo vseh sluqaev, krome 10 seriæ, otmeqennyh simvolom ⋆, fftot obraz ploten.

Zameqanie. V sluqae kompaktnyh simmetriqeskih prostranstv

fftot obraz sovpadaet so vsem grassmanianom. Inymi slovami, my realizovali vse 10 seriæ kompaktnyh simmetriqeskih prostranstv kak grassmaniany.

3.2. Nadgruppa. DlØ vseh simmetriqeskih prostranstv my uka-

zali nekotoru¸ gruppu G^∗ ⊃ G. Po postroeni¸ ffta gruppa deæstvuet tranzitivno na grassmaniane Gr^∗, stabilizator toqki ØvlØetsØ maksimal~noæ paraboliqeskoæ podgruppoæ v G^∗.

3.3. Ograniqenie s vyroßdennoæ osnovnoæ serii. Rassmot-

rim estestvennoe unitarnoe predstavlenie ρ gruppy G^∗ v prostranstve L^2 na Gr^∗.

Predloßenie 3.1. a) DlØ vseh klassiqeskih simmetriqeskih pro-

stranstv G/H, za iskl¸qeniem sluqaev, otmeqennyh v spiske znakom ⋆, ograniqenie predstavleniØ ρ na podgruppu G ffkvivalentno predstavleni¸ G v L^2(G/H).

b) V sluqaØh, otmeqennyh znakom ⋆, ograniqenie ρ na G ffkvivalentno predstavleni¸ G v ⨁ G/H_i, gde prostranstva G/H_i ukazany v tablice.

Dokazatel~stvo. �to avtomatiqeskoe sledstvie iz p. 3.1. � Zameqanie. Rassmotrim sluqaæ, kogda G^∗ = G × G (spiski 2,

5). Togda predstavlenie gruppy G^∗ = G × G v L^2 na proizvedenii grassmanianov est~ tenzornoe proizvedenie dvuh predstavleniæ gruppy G. Itak v fftom sluqae, predstavlenie G v

L^2(G/H) est~ tenzornoe proizvedenie dvuh predstavleniæ grup-

py G vyroßdennoæ osnovnoæ serii.

3.4. Matriqnye koordinaty na simmetriqeskih prostranstvah. Rassmotrim nekotoroe lineænoe prostranstvo Z i paru

podprostranstv X, Y takih, qto Z = X ⊕Y . Pust~ dim X = α. Popreßnemu, qerez Gr_α(V ) my budem oboznaqat~ grassmanian vseh

164 ı. A. NERETIN α-mernyh podprostranstv. Pust~ R ∈ Gr_α(Z) ne peresekaetsØ s Y . Togda R ØvlØetsØ grafikom nekotorogo operatora X → Y . �tot operator my budem nazyvat~ uglovym operatorom podprostranstva R, svØzannym s razloßeniem Z = X ⊕ Y .

Fiksiruem razloßenie Z = X ⊕ Y . �lementy gruppy GL(V ) my budem zapisyvat~ v vide bloqnyh operatorov ( A B C D ) : X ⊕ Y → X ⊕ Y. Togda deæstvie gruppy GL(V ) na grassmaniane na Øzyke uglovyh operatorov zadaetsØ formuloæ R → (C + DR)(A + BR)^{−1}. Rassmotrim teper~ simmetriqeskoe prostranstvo G/H, realizovannoe kak nekotoroe mnoßestvo S, sostoØwee iz uporØdoqennyh par podprostranstv (Q, R). Fiksiruem nekotoru¸ paru (X, Y ) ∈ S. Postavim v sootvetstvie proizvol~noæ toqke

(Q, R) ∈ S paru operatorov (M, N ), gde M : X → Y – uglovoæ operator podprostranstva Q, sootvetstvu¸wiæ razloßeni¸ X ⊕ Y , a gde N : Y → X – uglovoæ operator podprostranstva R, sootvetstvu¸wiæ razloßeni¸ Y ⊕ X.

Uslovie Q ∩ R = 0 na Øzyke uglovyh operatorov perepisyvaetsØ v vide

det(1 − M N ) ≠ 0. (7)

Vse proqie usloviØ takße perepisyva¸tsØ v oqen~ prostoæ forme.

a) Rassmotrim sluqaæ, kogda Q, R (i v qastnosti X, Y ) dolßny byt~ izotropny otnositel~no formy B (spiski 1b2). Togda dlØ l¸byh x_1, x_2 ∈ X vypolneno x_1 + M x_1, x_2 + M x_2 ∈ Q. Pofftomu

0 = B(x_1 + M x_1, x_2 + M x_2) =

= B(x_1, x_2) + B(M x_1, M x_2) + B(M x_1, x_2) + B(x_1, M x_2)

= 0 + 0 + B(M x_1, x_2) + B(x_1, M x_2)

(i analogiqno dlØ N ). Itak

B(M x_1, x_2) + B(x_1, M x_2) = 0. (8)

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 165 Na Øzyke matric ffto perepisyvaetsØ kak simmetriqnost~, kososimmetriqnost~, ffrmitovost~ ili antiffrmitovost~( v zavisimosti ot tipa formy B).

b) Pust~ R, Q dolßny byt~ ortogonal~ny otnositel~no upravlØ¸weæ formy D (spiski 1, 4). Togda dlØ l¸byh x ∈ Q, y ∈ R 0 = D(x+M x, y+N y) = D(x, y)+D(M x, N y)+D(x, N y)+D(M x, y) = = 0 + 0 + D(x, N y) + D(M x, y). (9)

Itak D(x, N y) + D(M x, y) = 0. (10) Na urovne matric ffto uslovie tipa N = ±M^∗ ili N = ±M^t (v zavisimosti ot tipa formy D).

c) Esli R i Q svØzany upralØ¸weæ poluinvol¸cieæ J(spiski 1, 3), to ffto daet uslovie

N = JM J^{−1}. (11)

d) Nakonec, v sluqaØh, otmeqennyh ⋆, razliqnye simmetriqeskie prostranstva G/H_i razdelØ¸tsØ giperpoverhnost~¸ det(1 −

M N ) = 0.

Zameqanie. Ewe raz podqerknem, qto uravneniØ (3.2)–(3.4)

ØvlØ¸tsØ lineænymi. Takim obrazom po kaßdoæ toqke (X, Y ) ∈ S my postroili kartu na mnogoobrazii G/H = S.

Zameqanie. DlØ rimanovyh nekompaktnyh simmetriqeskih pro-

stranstv my poluqaem realizaci¸ tipa “matriqnogo xara” (sm., naprimer, [8], dobavlenie A).

3.5. Dvoænoe otnoxenie Hua Lo Kena. Pust~ (Q1, Q2), (R1, R2)

– toqki simmetriqeskogo prostranstva S = G/H. Pust~ M :

Q_1 → Q_2 – uglovoæ operator podprostranstva R_1 otnositel~no

razloßeniØ V = Q_1 ⊕ Q_2. Pust~ N : Q_2 → Q_1 – uglovoæ operator podprostranstva R_2 otnositel~no razloßeniØ V = Q_2⊕Q_1. Togda N M – kanoniqeski opredelennyæ operator Q_1 → Q_1. Ego sobstvennye qisla (λ_1, λ_1, . . . ) sut~ invarianty pary toqek (Q_1, Q_2),

(R_1, R_2) pod deæstviem gruppy G. �ta konstrukciØ blizka k

obyqnomu dvoænomu otnoxeni¸ qetyreh toqek na proektivnoæ prØmoæ, dlØ neskol~kih seriæ simmetriqeskih prostranstv ona byla vvedena Hua Lo Kenom v [6].

166 ı. A. NERETIN

Zameqanie. Pust~ (X1, X2) koordinaty toqki (Q1, Q2), a (Y1, Y2)

– koordinaty toqki (R_1, R_2) v smysle p. 3.4. Togda dvoænoe otnoxenie sovpadaet s sobstvennymi qislami matricy

(1 − Y_2X_1)^{−1}(X_2 − Y_2)(1 − Y_1X_2)^{−1}(X_1 − Y_1).

3.6. Konformnye struktury Gonqarova–Gindikina. Pust~

Gr^∗ – odin iz naxih grassmanianov. Fiksiruem toqku P ∈ Gr^∗ i

qislo α = 1, 2, . . ., dim P . Qerez D_α(P ) my oboznaqim mnoßestvo vseh podprostranstv Q ∈ Gr^∗, takih, qto korazmernost~ P ∩ Q v P ne prevoshodit α. Qerez T_P my oboznaqim kasatel~noe prostranstvo k Gr^∗ v toqke P . Qerez C_α(P ) my oboznaqim konus v

T_P , sostoØwiæ iz vektorov, kasa¸wihsØ mnogobraziØ D_α(P ). Ta-

kim obrazom dlØ kaßdogo α my poluqili pole konusov C_α na grassmaniane Gr^∗. RazumeetsØ, ffto pole konusov ØvlØetsØ G^∗- invariantnym.

V silu naxeæ konstrukcii my poluqaem G-invariantnoe pole konusov na G/H. A. B. Gonqarov i S. G. Gindikin (sm. [5]) rassmatrivali pole C_1 (ili, esli ono pusto C_2). PriØtnym svoæstvom fftoæ struktury ØvlØetsØ to, qto (v sluqae prostranstv ranga > 1) ona “pomnit” gruppu G^∗. A imenno psevdogruppa diffeomorfizmov G/H, sohranØ¸wih pole konusov C_1 v deæstvitel~nosti ØvlØetsØ gruppoæ G^∗ (ili gruppoæ, v kotoroæ G^∗ est~ svØznaØ komponenta).

Literatura

1. M. Berger, Les espaces symmetriques noncompacts. — Ann. Sci. Ecole. Norm.

Sup. 74 (1957), 85–177.

2. E. Cartan, Sur les domaines bornes de l’espace de n variables complexes. — Abh.

Math. Sem. Hamb. 11 (1935), 116–162.

3. J. Dieudonne, La Geometrie des Groupes Classiques. Springer (1954). 4. M. Flensted-Jensen, Discrete series for semisimple symmetric spaces. — Ann. of Math. 111 (1980), 253–311.

5. S. Gindikin, Tube domains in Stein symmetric spaces. Positivity in Lie Theory:

Open Problems. eds. J. Hilgert, J. D. Lawson, R.-Y. Neeb, and E. B. Vinberg, Walter de Gruyter (1998), pp. 81–98.

6. Loo Keng Hua, Geometry of matrices. — Trans. Am. Math. Soc. 57 (1945), 441–580.

7. B. O. Makareviq, Otkrytye orbity reduktivnyh grupp v simmetriqe-

skih R-prostranstvah. — Mat. sb. 20:3 (1973), 390–401.

8. Yu. A. Neretin, Categories of symmetries and infinite dimensional groups. Clarendon Press, Oxford (1996).

PSEVDORIMANOVY SIMMETRIQESKIE PROSTRANSTVA 167 Neretin Yu. A. Pseudo-Riemannian symmetric spaces: uniform realizations, and open embeddings into Grassmanians.

This paper aims on two major observations. The first is that all 54 series of classical symmetric spaces admit simple uniform realizations. Namely, a point of a symmetric space is represented by a pair of complementary linear subspaces V_1, V_2 in R^k, C^k or H^k , subject to simple conditions (subspaces may be isotropic, or orthogonal, or rigged with an operator permuting V_1 and V_2). This observation allows one to work with arbitrary classical symmetric spaces by applying simple elementary methods. The second observation is that there always exist an open embedding of a classical symmetric space into a Grassmanian.

Postupilo 27 maØ 1999 g. Moskovskiæ nezavisimyæ universitet