Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 256, 1999 g.

K. Kohas~, A. Suvorov

SPEKTRAL^NYE OCENKI OPERATORA LAPLASA DISKRETNO` GRUPPY GE`ZENBERGA

Pust~ H – diskretnaØ gruppa Geæzenberga: H = 1 k m 0 1 ℓ 0 0 1 , k, ℓ, m ∈ Z . Analogiqnu¸ gruppu matric s fflementami iz Z/nZbudem nazyvat~ koneqnoæ gruppoæ Geæzenberga i oboznaqat~ H_n. Obrazu¸- wie grupp H i H_n budem oboznaqat~ odinakovymi bukami: x = 1 1 0 0 1 0 0 0 1 , y = 1 0 0 0 1 1 0 0 1 , z = 1 0 1 0 1 0 0 0 1 . (1)

�lement Δ gruppovoæ algebry gruppy H Δ = 1/4(x+x^{−1} +y+y^{−1} ) nazyvaetsØ operatorom Laplasa, postroennym po sisteme obrazu¸wih (x, y); analogiqno budem rassmatrivat~ operator Δ_n = 1/4(x+x^{−1}+y+y^{−1} ) dlØ koneqnoæ gruppy Geæzenberga H_n. Drugim sposobom moßno opisat~ ffti operatory kak operatory perehoda dlØ sluqaænogo blußdaniØ po gruppe. VsØkiæ raz, kogda my budem govorit~ o spektre fftih operatorov, my budem imet~ v vidu spektr v regulØrnom predstavlenii sootvetstvu¸weæ gruppy.

Netrudno pokazat~ [2], qto spektr operatora Δ sovpadaet s otrezkom [−1, 1]. Rassmotrim semeæstvo E_x, x ∈ [−1, 1] spektral~- nyh proektorov operatora Δ i sootvetstvu¸wu¸ spektral~- nu¸ meru μA = (E_Aδ_e, δ_e), gde δ_e ∈ L_2(H) – harakteristiqeskaØ funkciØ ediniqnogo fflementa gruppy H. My ocenim veliqinu μ ( [−1, −1 + t] ∪ [1 − t, 1] ) pri t → 0, dokazav neravenstvo μ ( [−1, −1 + t] ∪ [1 − t, 1] ) ≥ const t^{2+α}.

Rabota podderßana grantom RFFI 96-15-96060. 129

130 K. KOHAS^, A. SUVOROV

V pervom paragrafe opisany predstavleniØ koneqnoæ gruppy Geæzenberga. Vo vtorom paragrafe my pokazyvaem, qto sobstvennye qisla operatora Δ_n v neodnomernyh neprivodimyh predstavleniØh ne prevoshodØt veliqiny 1 − O(^1_n ). V tret~em paragrafe dana kombinatornaØ realizaciØ harakteristiqeskih polinomov operatora Δ_n v mnogomernyh predstavleniØh. Nakonec, v qetvertom paragrafe my ocenivaem spektral~nu¸ meru operatora Δ, opiraØs~ na ocenki, sdelannye dlØ koneqnoæ gruppy.

Zadaqa postavlena A. M. Verxikom.

1. PredstavleniØ koneqnoæ gruppy Geæzenberga Hn.

Budem rassmatrivat~ tehniqeski naibolee prostoæ sluqaæ, kogda qislo n – prostoe.

Gruppa H_n imeet n^2 odnomernyh predstavleniæ T_{α,β}, α, β = 1, 2, . . . , n: T_{α,β}(x) = e^{2πin α}, T_{α,β}(y) = e^{2πin β}, T_{α,β}(z) = 1. Krome odnomernyh, gruppa H_n imeet n − 1 neprivodimyh predstavleniæ T_q razmernosti n. �ti predstavleniØ mogut byt~ poluqeny inducirovaniem s predstavleniæ ρ_q abelevoæ podgruppy, poroßdennoæ obrazu¸wimi y i z, vida ρ_q (y) = 1, ρ_q(z) = e^{2πin q}, q = 1, . . . , n − 1. V prostranstve C^n s bazisom u_1, u_2, . . . , u_n predstavlenie T_q zadaetsØ formulami

T_q (x) u_j = u_{j+1}, T_q(y) u_j = e^{2πin qj}u_j , T_q(z) u_j = e^{2πin q}u_j.

Predloßenie 1.1. Tα,β i Tq – polnyæ spisok neprivodimyh uni-

tarnyh predstavleniæ gruppy H_n.

Deæstvitel~no, neprivodimost~ i neffkvivalentnost~ predstavleniæ T_q proverØetsØ prØmym podsqetom skalØrnyh proizvedeniæ harakterov. Podsqet kvadratov razmernosteæ predstavleniæ T_{α,β} i T_q pokazyvaet, qto drugih neprivodimyh predstavleniæ net.

Pust~ Δ_n =^1_4 (x + y + x^{−1} + y^{−1} ) ∈ C H_n – operator Laplasa dlØ sistemy obrazu¸wih (1). Oboznaqim Δ̃_n = 4Δ_n. DlØ izuqeniØ spektra operatora Δ̃_n v regulØrnom predstavlenii gruppy

SPEKTRAL^NYE OCENKI OPERATORA LAPLASA 131 dostatoqno izuqit~ spektry fftogo operatora vo vseh neprivodimyh predstavleniØh. Qto kasaetsØ odnomernyh predstavleniæ T_{α,β} – tut vse prosto

T_{α,β}(Δ̃_n) = 2 cos 2πα n + 2 cos 2πβ n . V mnogomernyh predstavleniØh T_q fftot operator ustroen sloß- nee Tq(^~Δn) =

=

0
B
B
B
B
B
B
@

2 cos 0�2qπn 1 0 0 :: : 1

1 2 cos 1�2qπn 1 0 :: : 0

0 1 2 cos 2�2qπn 1 :: : 0 . . . . . . . . ... . . 0 0 : : : 1 2 cos^{(n}�^{2)}�^{2qπ}_n 1 1 0 : : : 0 1 2 cos^{(n}�^{1)}�^{2qπ}_n

1
C
C
C
C
C
C
A

:

K soßaleni¸, spektry fftih matric ne podda¸tsØ neposredstvennomu vyqisleni¸.

�ti matricy voznika¸t pri izuqenii operatora Harpera i uravneniØ Mat~e (sm., naprimer, [1, 2]). Rassmotrim operator Harpera, zadannyæ v prostranstve L^2(Z)

u_n → u_{n+1} + u_{n−1} + 2 cos(2πnα)u_n.

Specialistam po fizike vysokih ffnergiæ horoxo izvestna t. naz. baboqka Hofxtadtera [5], privedennaØ na risunke (my vzØli risunok iz [7]). Zdes~ po gorizontali otloßeny znaqeniØ parametra α, a po vertikali izobraßen spektr operatora. Pri racional~nom α = q/n (nesokratimaØ drob~) spektr sostoit iz n otrezkov vida f^{−1}([−4, 0]), gde f – harakteristiqeskiæ polinom matricy T_q (Δ_n) (pri qetnyh n dva srednih otrezka ime¸t obwu¸ verxinu 0). Pri irracional~nyh α spektr predstavlØet soboæ kantorovo mnoßestvo.

Na kartinke horoxo vidny linii, obrazovannye koncami otrezkov. DlØ linii, na kotoru¸ ukazyvaet strelka, ffto oznaqaet, qto ρ_n ∼ 4 −^c_n , gde ρ_n – spektral~nyæ radius operatora Harpera s parametrom α =^1_n . No ρ_n = λ_n, gde λ_n – naibol~xee sobstvennoe qislo matricy T_1(Δ_n). V sledu¸wem paragrafe my dokazyvaem, qto 4 − λ_n = O(^1_n ). �to “poqti” ob¨ØsnØet nabl¸daemoe Øvlenie dlØ linii, pomeqennoæ strelkoæ.

132 K. KOHAS^, A. SUVOROV

VyqisleniØ na komp~¸tere pozvolØ¸t predpoloßit~, qto pri

n → +∞ λ_n = 4 − 2π n + o( 1 n ). Tak, pri n = 1000 vyraßenie (4 − λ_n)n priblißenno ravno 6.28 (tretiæ znak uße ne sovpadaet; vyqisleno pri pomowi paketa Mathematica 3.0).

2. Ocenka maksimal~nogo sobstvennogo qisla operatora^~Δn v predstavlenii Tq ..

OboznaqeniØ. Matricy my budem oboznaqat~ “rukopisnymi” bu-

kvami – A, B i t. d. Naibol~xee sobstvennoe qislo matricy A budem oboznaqat~ λ_A. Pust~ P = (p_{ij}) i Q = (q_{ij}) – vewestvennye matricy n × n. Budem pisat~ P ≤ Q, esli p_{ij} ≤ q_{ij} pri vseh i, j.

Pust~ A_n – matrica n × n, zada¸waØ nax operator Δ̃_n v predstavlenii T_1: A_n =

=

2 cos^{0·2π}_n 1 0 0 . . . 1 1 2 cos^{1·2π}_n 1 0 . . . 0 0 1 2 cos^{2·2π}_n 1 . . . 0 . . . . . . . . ... . . 0 0 . . . 1 2 cos^{(n−2)·2π}_n 1 1 0 . . . 0 1 2 cos^{(n−1)·2π}_n

.

SPEKTRAL^NYE OCENKI OPERATORA LAPLASA 133 �to simmetriqnaØ matrica, ee spektr vewestvenen. Naibol~xee sobstvennoe qislo fftoæ matricy oboznaqim λ_n. Nam udobno budet rabotat~ s matriceæ Ã_n = 2E_n + A_n (E_n – ediniqnaØ matrica n × n), u kotoroæ vse fflementy neotricatel~ny, spektr otliqaetsØ ot spektra matricy A_n sdvigom na 2, a vse sobstvennye vektora sovpada¸t s sobstvennymi vektorami matricy A_n. V qastnosti, dlØ naibol~xego sobstvennogo qisla λ̃_n matricy Ã_n imeem λ̃_n = λ_n + 2. Po teoreme Perrona–Frobeniusa naibol~- xee sobstvennoe qislo nerazloßimoæ neotricatel~noæ matricy imeet kratnost~ 1, ots¸da my zakl¸qaem, qto λ_n – sobstvennoe qislo kratnosti 1.

Nam ponadobitsØ sledu¸wee utverßdenie, takße ØvlØ¸weesØ sledstviem teoremy Perrona–Frobeniusa:

Predloßenie 2.1. Pust~ P i Q – matricy n×n s neotricatel~-

nymi fflementami, P ≤ Q, togda λ_P ≤ λ_Q.

My pokaßem, qto pri n → +∞ 4 − λ_n = O(1/n). Qisla √ n/2, 37/15 i t.p. v dokazatel~stvah dvuh sledu¸wih lemm podobrany tak, qtoby bez izlixneæ gromozdkosti poluqit~ konstanty poluqxe.

Lemma 2.2. 4 − 40/n < λn < 4 −^2_n . Dokazatel~stvo. 1) Levoe neravenstvo.

Tak kak ffto ne skazyvaetsØ na koneqnom rezul~tate, my budem ispol~zovat~ vyraßenie √ n/2 tak, slovno ffto celoe qislo i k tomu ße qetnoe. Pust~ C√_{n/2} – trehdiagonal~naØ matrica √ n/2 × √ n/2, ime¸waØ vid

C√_{n/2} = 0 1 0 . . . 0 0 1 0 1 . . . 0 0 0 1 0 . . . 0 0 . . . . . . ... . . . . 0 0 0 . . . 1 0 .

Togda spektr matricy C√_{n/2} horoxo izvesten (sm., naprimer, [4]) i predstavlØet soboæ mnoßestvo { 2 cos jπ √ n/2 + 1 , 1 ≤ j ≤ √ n/2 } .

134 K. KOHAS^, A. SUVOROV Pust~ B_n – matrica n × n, v bloqnoæ zapisi ime¸waØ vid

B_n = ( 4 −^{20}_n ) E√_{n/2} + C√_{n/2} 0 0

0 0 0 0 0 ( 4 −^{20}_n ) E√_{n/2} + C√_{n/2} .

Togda Ã_n ≥ B_n (poskol~ku pri |k| ≤ √ n/2 2 cos^{2πk}_n ≥ 2 −^{2π2}_n > 2 −^{20}_n ). V silu predloßeniØ 2.1

λ_n ≥ λ_{Bn} − 2 = 2 − 20 n + 2 cos π √ n/2 + 1 > 4 − 40 n . 2) Pravoe neravenstvo. Qtoby ne zagromoßdat~ oboznaqeniØ v fftoæ qasti dokazatel~stva, my budem ispol~zovat~ vyraße- nie √ n/4 tak, slovno ffto celoe qislo bez ogovorok na to, kakoe imenno vyraßenie s celoæ qast~¸ nußno brat~, esli ffto ne tak.

Pust~ D_n – “obobwenno”-trehdiagonal~naØ matrica, u kotoroæ po glavnoæ diagonali raspoloßeno √ n/4 qisel 37/15n, posle fftogo n + 1 − 2 √ n/4 nuleæ, a dalee opØt~ √ n/4 − 1 qisel 37/15n:

D_n =

37 15n 1 1 1^{37}_{15n} 1 . . . . . . . . . . . . . . . 1^{37}_{15n} 1 1 0 1 1 0 1 . . . . . . . . . . . . . 1 0 1 1^{37}_{15n} 1 . . . . . . . . . . . . . . 1 1^{37}_{15n}

.

Togda Ã_n ≤ (4 − 37 15n ) E_n + D_n, (2)

potomu qto pri √ n/4 ≤ k ≤ n − √ n/4 pri bol~xih n

2 cos 2πk n ≤ 2 − π^2 4n + O( 1 n^4

) < 2 − 37 15n (tak kak π^2/4 ≈ 2.467 > 37/15 = 2.466).

SPEKTRAL^NYE OCENKI OPERATORA LAPLASA 135 Ocenim naibol~xee sobstvennoe qislo λ_{Dn} . Oqevidno,

2 < λ_{Dn} < 2 + 37 15n . Pust~ λ_{Dn} = 2 + α, 0 < α < 37 15n . My poluqim bolee tonku¸ ocenku α < 5 11n = 0.454 n . Togda rezul~tat lemmy budet srazu sledovat~ iz neravenstva (2).

Budem vesti rassußdeniØ ot protivnogo. Dopustim, qto α > 5/11n. Pol~zuØs~ fftim predpoloßeniem dlØ ustraneniØ tehniqeskih zatrudneniæ, my poluqim niße protivoreqawu¸ ocenku α < 5/11n. �tim budet dokazano, qto vse taki α < 5/11n. Tol~ko utverßdeniØ p. 4 niße ispol~zu¸t sdelannoe predpoloßenie.

Pust~ v = (v_1, v_2, . . . v_n) – sobstvennyæ vektor dlØ qisla λ_{Dn} :

D_nv = (2 + α)v. (3)

DlØ udobstva budem sqitat~, qto v_k opredeleno pri vseh k ∈ Z po periodiqnosti. Normiruem vektor v usloviem max_k v_k = 1. Napomnim, qto vse v_i neotricatel~ny.

Otmetim nekotorye svoæstva vektora v.

1. v – sobstvennyæ vektor kratnosti 1. V silu fftogo on simmetriqen: v_k = v_{n+2−k} (sqitaem, qto v_{n+1} = v_1).

2. max_k v_k = v_1 = 1, min_k v_k = v_{n/2}.

Deæstvitel~no, pri − √ n/4 + 1 ≤ k ≤ √ n/4 iz sootnoxeniØ (3) sleduet, qto v_{k−1} + v_{k+1} = ( 2 − 37 15n + α ) v_k, (4)

to est~, v_{k−1} + v_{k+1} < 2v_k, i v_k ne moßet byt~ lokal~nym minimumom. Analogiqno pri √ n/4 < k ≤ n − √ n/4 v_{k−1} + v_{k+1} = (2 + α)v_k, (5)

to est~, v_{k−1} + v_{k+1} > 2v_k, i v_k ne moßet byt~ lokal~nym maksimumom. Ostalos~ vospol~zovat~sØ simmetrieæ vektora v.

136 K. KOHAS^, A. SUVOROV

3. v^√_{n/4} = v_{n−}^√_{n/4+2} >^{12}_{13} pri dostatoqno bol~xih n. Deæstvitel~no, iz sootnoxeniØ (4) poluqaem

v_k − v_{k+1} =

( 37 15n − α ) v_k + (v_{k−1} − v_k) ≤ 37 15n + (v_{k−1} − v_k).

SkladyvaØ takie sootnoxeniØ, my pridem k neravenstvu

v_k − v_{k+1} ≤ 37 15n (k − 1) + (v_1 − v_2),

otkuda

v_1 − v^√_{n/4} ≤ 37 15n ( 1 + 2 + · · · + ( √ n/4 − 1) ) + (√ n/4 − 1 ) (v_1 − v_2).

Ostalos~ zametit~, qto pervoe slagaemoe ne prevoshodit^1_{32} ·^{37}_{15} = 37 480 <^1_{13} , a vtoroe – ne prevoshodit^{37}_{120}^√_n (ffto sleduet iz (4) pri k = 1 i simmetrii vektora v). Takim obrazom, pri bol~xih n v^√_{n/4} >^{12}_{13} .

4. Pri bol~xih n v^√_{n/4+1} + v^√_{n/4+2} + · · · + v_{n−}^√_{n/4} >^{24}_{13}√_α . Deæstvitel~no, rexaØ odnorodnoe raznostnoe uravnenie (5) i uqityvaØ simmetri¸ v, my prihodim k formule

v_{n/2+k} = C_0 (( 1 + α/2 + √ α+α^2/4 )_k + ( 1 + α/2 − √ α+α^2/4 )_k)

(−n/2 + √ n/4 ≤ k ≤ n/2 − √ n/4). Takim obrazom, nam nußno vsego lix~ ocenit~ summu geometriqeskoæ progressii. Oboznaqim dlØ kratkosti N = n/2 − √ n/4, x = 1 + α/2 + √ α + α^2/4, togda x^{−1} = 1 + α/2 − √ α + α^2/4,

v^√_{n/4+1} + v^√_{n/4+2} + · · · + v_{n−}^√_{n/4} = C_0 N∑ k=−N (x^k + x^{−k}) =

= 2C_0 x^{N +1/2} − x^{−(N +1/2)} x^{1/2} − x^{−1/2} . (6)

V silu predpoloßeniØ α >^5_{11n} , x^N = e^{const√n}, x^{−N} = e^{−const√n}, pofftomu x^{N +1/2} − x^{−(N +1/2)} ≥ (1 − ε)x^{N +1/2} pri l¸bom poloßitel~nom ε, esli tol~ko n dostatoqno veliko. Zametim takße, qto 1 x^{1/2} − x^{−1/2} = x^{1/2} + x^{−1/2} x − x^{−1} ≥ 1 √ α + α^2/4 ≥ 1 − ε √ α .

SPEKTRAL^NYE OCENKI OPERATORA LAPLASA 137 Teper~ my moßem poluqit~ ocenku snizu v ravenstve (6): N∑ k=−N v_{n/2+k} = 2C_0 x^{N +1/2} − x^{−(N +1/2)} x^{1/2} − x^{−1/2} ≥

≥ (1 − ε)^2

2C_0x^N x^{1/2} √ α = (1 − ε)^2 2v^√_{n/4} √ α > 24 13 √ α , (ε sleduet vybrat~ tak, qtoby ne naruxilos~ neravenstvo p. 3, ispol~zovannoe v poslednem perehode).

Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo lemmy 2, sloßim ravenstva (4) i (5) pri vseh k: 37 15n √ n/4∑ k=− √ n/4+1 v_k = α n∑ k=1 v_k. BlagodarØ normirovke 0 ≤ v_i ≤ 1 i neravenstvu p. 4 my legko ocenim obe qasti 2 · 37 15n √ n/4 > 37 15n √ n/4∑ k=− √ n/4+1 v_k ≥ α n− √ n/4 ∑ k= √ n/4+1 v_k > 24 13 √ α. Itak, α ≤ (37 · 2 · 13

24 · 15 · 4

)_2 · 1 n < 4 11n . Lemma 2.2 dokazana. �

DlØ naibol~xih sobstvennyh qisel operator Δ̃_n v drugih predstavleniØh T_k my privodim tol~ko ocenku sverhu. Ona huße, qem v lemme 2.2, hotØ my uvereny, qto λ_n iz lemmy 2.2 – naibol~xee sredi sobstvennyh qisel matric T_q (Δ_n) pri vseh q. Pust~ μ_n – naibol~xee sobstvennoe qislo operatora Δ̃_n v l¸bom iz predstavleniæ T_q .

Lemma 2.3. μn ≤ 4 −^3_{5n} .

Dokazatel~stvo. Kak i v dokazatel~stve lemmy 2.2 podberem

matricu, maßoriru¸wu¸ T_q(Δ̃_n). DlØ fftogo √ n/3 samyh krupnyh vyraßeniæ vida 2 cos^{2πqj}_n , stoØwih na diagonali, zamenim na 2, a ostal~nye diagonal~nye fflementy – na 2 − 1/n (zdes~

138 K. KOHAS^, A. SUVOROV my pol~zuemsØ tem, qto cos^{2π√n/6}_n ≤ 2 −^{π2}_{9n} + O(^1_{n4} ) < 2 −^1_n pri bol~xih n). Togda budet vypolneno neravenstvo

T_q(Δ̃_n) + 2E_n ≤ (4 − 1 n )E_n + D̃_n,

gde D̃_n – matrica, analogiqnaØ D_n, u kotoroæ po diagonali raspoloßeny √ n/3 qisel 1/n (v mestah, sootvetstvu¸wih krupnym kosinusam), a ostal~nye diagonal~nye fflementy ravny nul¸. Pust~ v = (v_1, v_2, . . . v_n) – sobstvennyæ vektor dlØ qisla λ~_{Dn} , normirovannyæ usloviem max_k v_k = 1. Kak i ran~xe, oboznaqim λ_{D̃n} = 2 + α. DlØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno proverit~, qto α ≤ 2/5n.

Komponenty vektora v udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

v_{k−1} + v_{k+1} = ( 2 − 1 n + α ) v_k ili v_{k−1} + v_{k+1} = (2 + α)v_k.

Domnoßim kaßdoe sootnoxenie na v_k i prosummiruem po vsem k: 2 n∑ k=1 v_kv_{k+1} = − 1 n ∑_′ v^2_k + (2 + α) n∑ k=1 v^2_k,

gde znaqok ∑_′ oboznaqaet summirovanie po vsem k, dlØ kotoryh k-Ø stroka matricy D̃_n soderßit na diagonali 1/n (napomnim, qto vsego imeetsØ √ n/3 takih k). Perepixem ffto ravenstvo v vide_n ∑ k=1 (v_k − v_{k+1})^2 + α n∑ k=1 v^2_k = 1 n ∑_′ v^2_k. (7)

DlØ pravoæ qasti oqevidna ocenka sverhu 1 n ∑_′ v^2_k ≤ 1 n · √ n 3 = 1 3 √ n . (8)

Primeniv pri neobhodimosti cikliqesku¸ perestanovku koordinat, my moßem sqitat~, qto v_1 = max_k v_k. Togda dlØ l¸bogo s my imeem sledu¸wu¸ ocenku snizu dlØ levoæ qasti: n∑ k=1 (v_k − v_{k+1})^2 + α n∑ k=1 v^2_k ≥ s∑ k=1 (v_k − v_{k+1})^2 ≥

(1 − v_s)^2 s . (9)

SPEKTRAL^NYE OCENKI OPERATORA LAPLASA 139 Zdes~ vtoroe neravenstvo – ffto neravenstvo o srednem arifmetiqeskom i srednem kvadratiqnom (ili ego prostoe sledstvie, esli sredi raznosteæ v_k − v_{k+1} est~ otricatel~nye). KombiniruØ (7), (8) i (9), poluqaem neravenstvo

(1 − v_s)^2 ≤ s 3 √ n , otkuda, uqityvaØ qto 0 ≤ v_s ≤ 1, v_s ≥ 1 − √ s 3 √ n . Kak i v dokazatel~stve predyduweæ lemmy, my moßem sqitat~, qto posledovatel~nost~ v_k opredelena pri vseh k ∈ Zpo periodiqnosti. Togda pri |s| ≤ 5/4 √ n v_s ≥ 1 − √ |s| 3 √ n ≥ 1 − √ 5/12. Teper~ my moßem napisat~ ewe odnu ocenku snizu dlØ ravenstva (7): 1 3 √ n ≥ 1 n ∑_′ v^2_k = n∑ k=1 (v_k − v_{k+1})^2 + α n∑ k=1 v^2_k ≥

≥ α 5 4 √ n∑ k=− 54 √ n v^2_k ≥ ( 1 − √ 5/12 ) α · 5 2 √ n. Takim obrazom, α ≤ 2 15(1 − √ 5/12) · 1 n ≈ 0.376 · 1 n < 2 5n . Lemma 2.3 dokazana. �

3. Kombinatornoe opisanie harakteristiqeskogo polinoma.

V fftom punkte my dadim kombinatornu¸ realizaci¸ harakteristiqeskih polinomov P_{n,q} matric T_q(Δ̃_n).

Rassmotrim graf, predstavlØ¸wiæ soboæ cikl iz n verxin. Pronumeruem verxiny v porØdke obhoda cikla, k-æ verxine sopostavim ves x − 2 cos^{2πqk}_n , a kaßdomu rebru sopostavim ves −1. Nazovem fftot pomeqennyæ graf Γ_{n,q}. Proizvol~nomu naboru ξ,

140 K. KOHAS^, A. SUVOROV sostoØwemu iz neskol~kih nepereseka¸wihsØ reber grafa Γ_{n,q}, sopostavim ves w_ξ, ravnyæ proizvedeni¸ vesov vseh reber, vhodØwih v fftot nabor, i vesov vseh verxin grafa, ne prinadleßawih fftim rebram. Naprimer, na risunke izobraßen graf Γ_{5,1}. Ves nabora, sostoØwego iz dvuh ßirnyh reber, raven x − 2 cos^{8π}_5 , a ves “pustogo” nabora –

∏_5 k=1(x − 2 cos^{2πk}_5 ). Pust~ K_{n,q}(x) = ∑ ξ w_ξ, gde summirovanie vedetsØ po vsem vozmoßnym naboram nepereseka¸wihsØ reber.

Lemma 3.1. Pn,q(x) = Kn,q(x) + 2(−1)^n.

Dokazatel~stvo. Pust~ dlØ kratkosti xEn − Tq (Δn) = (aij). To-

gda po opredeleni¸ opredelitelØ P_{n,q} = ∑ σ∈S_n (−1)^σ a_{1σ(1)}a_{2σ(2)} . . . a_{nσ(n)}. (10)

Napomnim, qto matrica (a_{ij}) trehdiagonal~naØ. Rassmotrim kakoæ-nibud~ nenulevoæ odnoqlen iz pravoæ qasti fftogo ravenstva. Pust~ v nego vhodØt somnoßiteli a_{kk} i a_{k+1 k+2}. Togda iz sledu¸weæ stroki v nego obØzatel~no vhodit somnoßitel~ a_{k+2 k+1}. Netrudno videt~, qto vnediagonal~nye fflementy matricy (a_{ij}) vhodØt v kaßdyæ nenulevoæ odnoqlen parami vida a_{k k+1}, a_{k+1 k} (iskl¸qenie sostavlØ¸t lix~ dva odnoqlena a_{12}a_{23} . . . a_{n1} i a_{21}a_{32} . . . a_{1n}). �to daet vozmoßnost~ postroit~ biekci¸ meßdu naborami nepereseka¸wihsØ reber i nenulevymi odnoqlenami v ravenstve (10), a imenno: naboru reber (k_1, k_1 +1), (k_2, k_2 + 1) . . . postavim v sootvetstvie odnoqlen

a_{11} . . . a_{k1−1 k1−1}a_{k1 k1+1}a_{k1+1 k1} a_{k1+2 k1+2} . . . a_{k2,k2+1}a_{k2+1 k2} . . . .

SPEKTRAL^NYE OCENKI OPERATORA LAPLASA 141 Znak, stoØwiæ pered fftim odnoqlenom, opredelØetsØ qetnost~¸ qisla reber, qto kak raz i uqityvaetsØ vesom reber. Dvum iskl¸qitel~nym odnoqlenam sootvetstvuet slagaemoe 2(−1)^n. Lemma 3.1 dokazana. �

4. Ocenka spektral~noæ mery dlØ beskoneqnoæ gruppy Geæzenberga.

Pust~ δ_e – harakteristiqeskaØ funkciØ edinicy gruppy, kak fflement prostranstva L^2 nad fftoæ gruppoæ. My budem ispol~- zovat~ ffto oboznaqenie v primenenii k razliqnym gruppam, ne boØs~ putanicy. V fftom paragrafe my ocenim veliqinu (E_tδ_e, δ_e), gde E_t – spektral~nyæ proektor operatora Δ, sootvetstvu¸wiæ mnoßestvu [−1, −1 + t) ∪ (1 − t, 1].

Otmetim, qto dlØ operatora Laplasa v Z^n, postroennogo po standartnym obrazu¸wim, pol~zuØs~ preobrazovaniem Fur~e, legko pokazat~ qto (E_tδ_e, δ_e) ∼ constt^{n/2}.

Sledu¸waØ nesloßnaØ lemma ØvlØetsØ kl¸qevym fflementom dlØ perehoda ot beskoneqnoæ gruppy k koneqnoæ.

Lemma 4.1. Pust~ n – proizvol~noe natural~noe qislo, N = n^2 +

1. Togda pri vseh k ≤ n (Δ^kδ_e, δ_e) = (Δ^k_N δ_e, δ_e). Zdes~ levaØ qast~ – ffto skalØrnoe proizvedenie v L^2(H), pravaØ – v L^2(H_N ).

Dokazatel~stvo. Operator Δ^k, kak fflement gruppovoæ algebry

gruppy H, moßno predstavlØt~ kak lineænu¸ kombinaci¸ ma-

tric (_{1 a c} 0 1 b

0 0 1 ) , kaßdaØ iz kotoryh – proizvedenie k obrazu¸-

wih gruppy (ili ih obratnyh). Iskomoe skalØrnoe proizvedenie ravno kofffficientu pri ediniqnoæ matrice v takom razloßenii. Oqevidno, qto v kaßdoæ takoæ matrice koordinaty a i b ne prevoshodØt k, a koordinata c – ne prevoshodit kvadratiqnoæ funkcii ot k. Po indukcii netrudno proverit~, qto |c| ≤ k^2/2. VyqisleniØ v gruppe H_N otliqa¸tsØ tem, qto fflementy matric – ffto ne qisla, a ostatki (a ewœ luqxe – vyqety iz diapazona ot −N/2 do N/2). Pofftomu pri k ≤ n my poluqim formal~no odinakovye rezul~taty v H i H_N . Lemma 4.1 dokazana. �

Lemma 4.2. DlØ vsØkogo α > 0 suwestvuet konstanta c0 > 0,

skol~ ugodno bol~xoe natural~noe qislo n i polinom P_n(x) stepeni n, kotorye oblada¸t sledu¸wimi svoæstvami:

1) |P_n(x)| ≤ 1 pri |x| ≤ 1, P_n(1) = 1, P_n(−1) = 1;

142 K. KOHAS^, A. SUVOROV

2) |P_n(x)| ≤^1_{n6} pri |x| ≤ 1 −^1_{n2}�_α ; 3) P_n(x) ≥ s_0 pri 1 −^1_{n2} ≤ |x| ≤ 1.

Dokazatel~stvo. V kaqestve takogo polinoma moßno vzØt~ pra-

vil~nym obrazom otmasxtabirovannyæ polinom Qebyxeva. Deæstvitel~no, pust~

P_n(x) = S_nT_n ( n^{2−α} n^{2−α} − 1 x ) , gde C_n – normirovoqnaØ konstanta. Pri |x| ≥ 1 dlØ polinomov Qebyxeva imeet mesto formula

T_n(x) = 1 2 (( x + √ x^2 − 1 )_n + ( x − √ x^2 − 1 )_n) . Ots¸da pri x = ±1 i n → +∞ poluqaem: P_n(x) ∼ C_n 2 ( 1 + √ 2 n^{1−α/2} )_n ∼ C_ne √ 2n^{α/}2 . (11)

Takim obrazom, moßno vzØt~ C_n ∼ 2e^{−√2nα/2} . �to avtomatiqeski obespeqit nam ne polinomial~nu¸, a ffksponencial~nu¸ malost~ P_n(x) pri |x| < 1−^1_{n2}�_α (toqnee, pri |x| < 1−^2_{n2}�_α ) i otdelennost~ ot nulØ pri 1 −^1_{n2} ≤ |x| ≤ 1. Lemma 4.2 dokazana. �

Zameqanie. Iz minimaksnyh svoæstv polinoma Qebyxeva srazu

sleduet, qto pokazatel~ 2−α v uslovii 2) lemmy 4.2 nel~zØ zamenit~ na 2. Deæstvitel~no, v fftom sluqae iz ocenki, analogiqnoæ (11), my poluqili by, qto C_n ne stremitsØ k nul¸, pofftomu mnogoqlen P_n, a vmeste s nim i l¸boæ drugoæ mnogoqlen, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ 1), ne budet malen~kim vnutri [−1, 1], daße esli ne nakladyvat~ dopolnitel~no uslovie 3).

Teorema 4.3. DlØ vsØkogo α > 0 pri dostatoqno malyh n c1t^{2+α} ≤

(E_tδ_e, δ_e).

Dokazatel~stvo. Pust~ t = 1/n^2, N = n^2 + 1, χt – harakteristi-

qeskaØ funkciØ mnoßestva A_t = [−1, −1 + t] ∪ [1 − t, 1]. OsnovnaØ ideØ dokazatel~stva sostoit v tom, qtoby podmenit~ funkci¸ χ_t na mnogoqlen, posle qego “peremestit~” vse vyqisleniØ iz beskoneqnoæ gruppy Geæzenberga v koneqnu¸.

DlØ mnogoqlenov P_n iz lemmy 4.2 vypolneny neravenstva

s_0χ_t(x) ≤ P_n(x) ≤ χ_t1�α (x) + 1 n^6 .

SPEKTRAL^NYE OCENKI OPERATORA LAPLASA 143 Sledovatel~no,

s_0μ(A_t) ≤ ‖P_n(Δ)‖^2 ≤ μ(A_t1�α ) + 1 n^6 . Priqem verno takße analogiqnoe neravenstvo dlØ operatorov Δ_N . Poskol~ku deg P_n = n, to analogiqno lemme 4.1 imeet mesto ravenstvo ‖P_n(Δ)‖^2 = ‖P_n(Δ_N )‖^2.

Takim obrazom,

μ(A_t1�α ) + 1 n^6

≥ ‖P_n(Δ)‖^2 = ‖P_n(Δ_N )‖^2 ≥ s_0μ_N (A_t). (12)

PravaØ qast~ fftogo neravenstva vyqislØetsØ v regulØrnom predstavlenii koneqnoæ gruppy Geæzenberga H_N . Zametim, qto, blagodarØ ocenkam lemmy 2.3, dlØ vyqisleniØ pravoæ qasti dostatoqno ispol~zovat~ informaci¸ tol~ko ob odnomernyh predstavleniØh gruppy H_N (napomnim, qto t =^1_{n2} ≍^1_N )! Takim obrazom,

μ_N (A_t) ≥ 1 N^3 ∑ s,t:^s 2+_t2 N2 ≤ 1_n 2 1 ≥ 1 n^4

(v poslednem neravenstve my ocenili qislo slagaemyh kak N^2/n^2 ≍ n^2). Vmeste s (12) ffto daet trebuemoe neravenstvo. Formal~no dlØ primeneniØ lemmy 2.3 trebuetsØ, qtoby N bylo prostym qislom, pofftomu okonqatel~nyæ rezul~tat poluqaetsØ pri bolee akkuratnom vybore N (naprimer, v kaqestve N moßno vzØt~ l¸boe prostoe qislo iz diapazona [n^2 +1, 2n^2 +1]). Teorema 4.3 dokazana. �

K soßaleni¸, takim ße sposobom poluqit~ ocenku vida (E_tδ_e, δ_e) ≤ c_2t^{2−α} ne udaetsØ. DlØ togo qtoby “otkinut~” mnogomernye predstavleniØ, trebuetsØ vybrat~ slixkom maloe t. No togda v silu zameqaniØ posle lemmy 4.2 mnogoqlen P_n ne budet horoxo approksimirovat~ funkci¸ χ_t.

V rabote [6] privoditsØ sledu¸waØ ocenka snizu dlØ spektral~noæ mery operatora Laplasa na amenabel~noæ gruppe: (E_tδ_e, δ_e) ≥ 1 −^{2ε}_{t2} |A_ε| ,

144 K. KOHAS^, A. SUVOROV gde ε > 0 – proizvol~noe qislo, |A_ε| – veliqina ε-mnoßestva Fel~nera. Nailuqxee znaqenie pravoæ qasti pri fiksirovannom t dostigaetsØ pri ε = O(t^2). V fftom sluqae qislitel~ – nekotoraØ konstanta, a znamenatel~ – po-vidimomu, vyraßenie porØdka 1/ε^4. My poluqaem ocenku (E_tδ_e, δ_e) ≥ Ct^8, qto znaqitel~no huße naxeæ gruboæ ocenki.

Literatura

1. J. Avron, P. H. M. van Mouche, B. Simon, On the measure of the spectrum for almost Mathieu operator. — Comm. Math. Phys. 132 (1990), 103–118.

2. C. Béguin, A. Valette, A. Zuk, On the spectrum of a random walk on the discrete Heisenberg group and the norm of Harper’s operator. — J. of Geom. and Phys. 21 (1997), 337–356.

3. V. Feller, Vvedenie v teori¸ veroØtnosteæ i ee priloßeniØ. t.1. M.

(1984).

4. F. M. Goodman, P. de la Harpe, V. F. R. Jones, Coxeter Graphs and Towers of Algebras. Springer-Verlag (1989).

5. D. R. Hofstadter, — Phys. Rev. B14 (1976), 2239.

6. Kaæmanoviq V. A., Spektral~naØ mera operatora perehoda i garmoniqe-

skie funkcii, svØzannye so sluqaænym blußdaniem na diskretnyh grup-

pah. — Zap. nauq. semin. LOMI 97 (1980), 102–109.

7. K. Ishikawa, N. Maeda, T. Ochiai, H. Suzuki, Quantum Hall Dynamics on von Neumann lattice. cond-mat/9809287.

Kokhas K., Suvorov A. Spectral estimations for Laplace operator for the discrete Heisenberg group.

Let H be the discrete 3-dimensional Heisenberg group with the standard generators x, y, z. The element Δ of the group algebra for H of the form Δ = (x + x^{−1} + y + y^{−1})/4 is called the Laplace operator. This operator can also be defined as transition operator for random walk on the group.

The spectrum of Δ in the regular representation of H is the interval [−1, 1]. Let E(A), where A is a subset of [−1, 1], be a family of spectral projectors for Δ and m(A) = (E(A)e, e) be the corresponding spectral measure. Here e is the characteristic function of the unit element of the group H. We estimate the value m([−1, −1 + t] ∪ [1 − t, 1]) when t tends to 0. More precisely we prove the inequality m([−1, −1 + t] ∪ [1 − t, 1]) > const t^{2+alpha} for any positive alpha. Postupilo 10 i¸nØ 1999 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet