Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

O. M. Fomenko

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL, PRINADLEȷAWIH PODPOSLEDOVATEL^NOST˚M NATURAL^NOGO R˚DA, BINARNYMI KVADRATIQNYMI FORMAMI

§0. Vvedenie

Pust~ f(x_1, x_2, . . . , x_k) – poloßitel~no opredelennaØ primitivnaØ kvadratiqnaØ forma ot k ¿ 2 peremennyh, d – ee diskriminant. R i C – rod i klass formy f sootvetstvenno. Natural~noe qislo n, predstavimoe rodom R (klassom C) nazyvaetsØ R-predstavimym (C-predstavimym). Qislo, predstavimoe rodom R, no ne klassom C, nazyvaetsØ C-iskl¸qitel~nym. Oboznaqim qerez S(R), S(C) i E mnoßestva R-predstavimyh, Cpredstavimyh i C-iskl¸qitel~nyh qisel sootvetstvenno. Spravedlivo sootnoxenie S(R) = S(C) ⌣ E, a takße analogiqnoe sootnoxenie dlØ pereseqeniæ ukazannyh mnoßestv s otrezkom [1, x]: S(n 6 x; R) = S(n 6 x; C) ⌣ E(x). Pust~ #S(n 6 x; R) = B(n 6 x; R), #S(n 6 x; C) = B(n 6 x; C),

#E(x) = Δ(x). Togda

B(n 6 x; C) = B(n 6 x; R) − Δ(x). (1)

Klassiki naxli v Øvnom vide (pri k ¿ 2) mnoßestvo S(R). Ots¸da stalo vozmoßnym nahoßdenie v Øvnom vide (pri k ¿ 3) mnoßestva S(C). DlØ fftogo na protØßenii desØtiletiæ sozdavalis~ mownye analitiqeskie metody.

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant 96-01-00663). 165

166 O. M. FOMENKO

Pri k ¿ 3 imeem sootnoxenie B(n 6 x; R) ∼ c x (x → ∞), gde 0 < c 6 1. DlØ vseh k ¿ 2 izvestno, qto

B(n 6 x; C) = B(n 6 x; R){1 + o(1)}, (2)

t.e. poqti vse R-predstavimye qisla ØvlØ¸tsØ C-predstavimy-mi. Izvestno i bol~xe: pri k ¿ 5 mnoßestvo E koneqno, pri

k = 4, 3 mnoßestvo E moßet byt~ i koneqnym i beskoneqnym,

priqem ono (v principe) nahoditsØ v Øvnom vide. Pofftomu moßno opredelit~ povedenie Δ(x) (x → ∞).

Podrobnee skaßem o ternarnyh formah; dlØ nih

Δ(x) ≪ x^{1/2}.

V konkretnyh sluqaØh vozmoßny utoqneniØ. Naprimer (sm. [1]), ternarnye formy f = x^2_1 +3x^2 +36x^2_3 i g = 3x^2_1 +4x^2 +9x^2_3 prinadleßat klassam C_1 i C_2 sootvetstvenno, obrazu¸wim dvuhklassnyæ rod R. Imeem

S(R) = S(C_1); S(R) = S(C_2) ∪ E,

gde E sostoit iz vseh qisel vida

n = s^2, s = ∏ p|s p≡1 (mod 3) p^r.

Tem samym, Δ(x) ∼ ax^{1/2} (log x)^{1/2} (x → ∞), gde a > 0 – konstanta.

Teper~ rassmotrim binarnyæ sluqaæ (k = 2), kotoryæ stoit osobnØkom. K qislu nemnogih izvestnyh obwih faktov o predstavimosti celyh qisel klassom binarnyh form otnositsØ sootnoxenie (1) pri k = 2, v kotorom

B(n 6 x; R) ∼^{b x}_{(log x)1/2} (x → ∞), (3)

gde b > 0 – konstanta, i Δ(x) ≪ x (log x)^{2/3}

; (4)

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 167 po povodu (3) sm. [2], po povodu (4) i shodnyh ocenok sm. [3, 4].

Iz (3), (4) vytekaet teorema Bernaæsa [2]

B(n 6 x; C) ∼^{b x}_{(log x)1/2} (x → ∞),

a takße (2) dlØ k = 2. Posledniæ fakt, vidimo, ne byl izvesten klassikam. V neØvnoæ forme on vpervye byl poluqen v rabote B. M. Bredihina i ı. V. Linnika (sm. [5] i kommentariæ k neæ v [3]). Drugih obwih rezul~tatov o mnoßestve S(C) net. Daße o ego podmnoßestve S(P ; C) = {p|p ∈ S(C)} izvestno dovol~no malo. Dokazannye k nastoØwemu vremeni fakty, harakterizu¸wie prinadleßnost~ prostyh p k mnoßestvu S(P ; C), otnosØtsØ lix~ k konkretnym formam. DlØ prostyh qisel zakon tipa (2) ne vypolnØetsØ, on zamenØetsØ drugim zakonom (ffto staryæ rezul~tat Landau [6], sm. p. 2.1).

V §2 nastoØweæ raboty rassmatrivaetsØ zadaqa – perenesti (2) (k = 2) na nekotorye beskoneqnye posledovatel~nosti vozrasta¸wih celyh qisel {a_n}, t.e. poluqit~ zakonomernosti vida (x → ∞) B(a_n; n 6 x; C) = B(a_n; n 6 x; R){1 + o(1)},

gde oboznaqeniØ ime¸t vpolne ponØtnyæ smysl, a toqnoe ih opredelenie sm. v p. 2.1. V obwem zadaqa trudna, no udaetsØ izuqit~ posledovatel~nosti (n = 1, 2, . . .): a_n = p_n + l, l ≠ 0;

a_n = n(n + 1); a_n = n^2 + a, a ≠ 0 (tol~ko v qastnyh sluqaØh); a_n = n^f ; a_n = qn + l.

OtsylaØ za podrobnostØmi k teoremam 2–6, privedem lix~ konkretnyæ primer. Rassmotrim poloßitel~no opredelennye primitivnye binarnye kvadratiqnye formy diskriminanta d =

−164. Oni raspada¸tsØ na 2 roda, v kaßdom iz kotoryh 4 klas-

sa. Pust~ −a – diskriminant kvadratiqnogo polØ, (a, 82) = 1, C – l¸boæ iz 8 klassov. Imeem (x → ∞)

B(n^2 + a; n 6 x; C) = B(n^2 + a; n 6 x; R) { 1 + O ( 1 (log x)^δ ) )} , gde B(n^2 + a; n 6 x; R) ≫_ε x (log x)^{log 2+ε}

, δ = 0, 00510 . . .

168 O. M. FOMENKO

Otmetim, qto v teoreme 6 dokazyvaetsØ analog teoremy Bernaæsa dlØ arifmetiqeskih progressiæ s rastuweæ raznost~¸.

Neobhodimye v §§2, 3 lemmy o mul~tiplikativnyh funkciØh privedeny v §1, tam ße oni prilaga¸tsØ k issledovani¸ povedeniØ v srednem moduleæ kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form. V qastnosti, v teoreme 1 utoqnØ¸tsØ nekotorye rezul~- taty raboty [4].

V §3 rezul~taty §1 ispol~zu¸tsØ pri poluqenii asimptotiqeskoæ formuly (x → ∞) dlØ summy ∑ n6x r(n;C)>0 1 r(n; C) ,

gde r(n; C) – koliqestvo predstavleniæ n klassom C. V sluqae mnogoklassnogo roda R, kotoromu prinadleßit C, ffta zadaqa rexaetsØ lix~ pri nekotoryh ograniqeniØh. Dokazannyæ rezul~tat (teoremu 8) proill¸striruem na prosteæxem primere. Rassmotrim poloßitel~no opredelennye primitivnye binarnye kvadratiqnye formy diskriminanta d = −23. Oni obrazu¸t 1 rod, soderßawiæ 3 klassa. Pust~ C – l¸boæ iz nih. Togda ∑ n6x r(n;C)>0 1 r(n; C) = K_1x (log x)^{3/4} + O ( x (log x)^56^{−ε} ) ,

gde K_1 > 0.

OboznaqeniØ.

1) d – diskriminant poloßitel~no opredelennoæ primitivnoæ binarnoæ kvadratiqnoæ formy – vsegda predpolagaetsØ fundamental~nym. Budem govorit~, qto vypolnØetsØ uslovie (∗), esli

d = −P, gde P ≡ 3 (mod 4) – prostoe qislo. (∗)

2) summy tipa ∑ n6x r(n;C)>0 1 r(n; C) mogut byt~ zapisany v ffkvivalentnoæ forme ∑ n6x ′ 1 r(n; C) ;

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 169 3) ε vsegda oznaqaet proizvol~no maloe fiksirovannoe poloßitel~noe qislo.

§1. Lemmy o mul~tiplikativnyh funkciØh. Povedenie v srednem moduleæ kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form

1.1. Pust~ f(x1, x2) = ax^2_1 +bx1x2 +cx^2 – poloßitel~no opredelen-

naØ primitivnaØ binarnaØ kvadratiqnaØ (p.p.b.k.) forma diskriminanta d = b^2 − 4ac < 0. Pust~ Θ(z; f) – teta-rØd formy f. Imeem

Θ(z; f) = E(z; f) + S(z; f), (5)

gde E(z; f) – rØd �æzenxteæna, associirovannyæ s teta-rØdom,

S(z; f) – paraboliqeskaØ forma, vhodØwaØ v teta-rØd. PerehodØ

ot ravenstva (5) k ravenstvu sootvetstvu¸wih kofffficientov Fur~e, imeem

r(n; f) = e(n; f) + s(n; f), (5^′)

gde r(n; f) – koliqestvo predstavleniæ n formoæ f.

Pust~ C, R i O oznaqa¸t sootvetstvenno klass, rod i mnoßestvo vseh p.p.b.k. form diskriminanta d. Budem ispol~zovat~ horoxo izvestnoe sootvetstvie meßdu klassami C p.p.b.k. form diskriminanta d i klassami idealov C̃ mnimogo kvadratiqnogo polØ Q( √ d). Pust~ h, h_0, h_1 – qislo vseh klassov p.p.b.k. form diskriminanta d, qislo klassov v rode, qislo rodov sootvetstvenno (te ße oboznaqeniØ budut upotreblØt~sØ dlØ idealov). Oboznaqim qerez χ_3 haraktery gruppy klassov idealov polØ Q( √ d) porØdka

k ¿ 3. S kaßdym takim harakterom χ3 svØßem paraboliqesku¸

formu

S(z; χ_3) = ∑ A χ_3(A) exp(2πiN A) = ∞∑ n=1 σ(n, χ_3)e^{2πinz}, gde summirovanie ∑ A idet po vsem nenulevym celym idealam A

polØ Q( √ d). S(z; χ_3) ØvlØetsØ paraboliqeskoæ formoæ vesa 1 i haraktera χ_d(n) = (d/n) dlØ gruppy Γ_0(|d|), gde χ_d(n) est~ harakter polØ Q( √ d). Bolee togo, S(z; χ_3) ØvlØetsØ novoæ formoæ i sootvetstvuet diffdral~nomu predstavleni¸ (po klassifikacii

170 O. M. FOMENKO Serra [7]). Kak pokazano, naprimer, v [4], paraboliqeskaØ forma

S(z; f) est~ lineænaØ kombinaciØ novyh form S(z; χ_3).

Vvedem mul~tiplikativnu¸ funkci¸ λ(n)= λ(n, χ_3)=|σ(n, χ_3)|. Ee svoæstva legko sledu¸t iz teorii Gekke, no vpervye byli vyvedeny neposredstvenno v [8]. Dostatoqno rassmotret~ povedenie λ(n) na stepenØh prostyh qisel. Pust~ p – prostoe qislo s usloviem χ_d(p) = 1; togda p = pp̄ est~ norma prostyh idealov pervoæ stepeni i

λ(p^a) = | | | | | 1 + a∑ ν=1 χ^{2ν}_3 (p) | | | | | (a = 0, 1, 2, . . .). (6)

Pust~ p – prostoe qislo s usloviem χ_d(p) = −1, togda

λ(p^{2b}) = 1 (b = 0, 1, 2, . . .),

λ(p^{2b+1}) = 0 (b = 0, 1, 2, . . .).

Pust~ p – prostoe qislo s usloviem χ_d(p) = 0, togda λ(p^e) = 1

(e = 0, 1, 2, . . .). Legko videt~, qto λ(n) 6 d(n) (qislo deliteleæ n). V nastoØwem paragrafe my vernemsØ k zadaqe, uße rassmotrennoæ v [4], – issledovani¸ summy ∑ n6x^{λ(n),} priqem poluqim bolee toqnye rezul~taty (sm. takße [9]). Ranee v [4] bylo dokazano, qto ∑ p6x λ(p) p = γ(k) log log x + O(1), (7)

gde γ(k) =^1_k ∑_k l=1 | |cos^{2πl}_k | |, k – stepen~ haraktera χ_3. Imeem γ(k) = 2 ktg π/k , esli k ≡ 0 (mod 4); γ(k) = 1 k sin π/2k , esli k ≡ 1, 3 (mod 4); γ(k) = 2 k sin π/k , esli k ≡ 2 (mod 4).

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 171 Tem samym, dlØ k ≡ 0 (mod 4) 1 2 6 γ(k) <^2_π = 0, 63 . . . ;

dlØ k ≡ 1, 3, 2 (mod 4) 2 π < γ(k) 6 2 3 . Sformuliruem teper~ rezul~tat M. B. Barbana i P. P. Vehova [10] v vide sledu¸weæ lemmy.

Lemma 1. Pust~ t(n) – mul~tiplikativnaØ funkciØ, t(n) ¿ 0,

t(p^k) ≪ k, gde c – konstanta, k = 1, ∞ (p prostoe), F (x) = ∑_∞ i=0 a_ix^i – neprivodimyæ (nad kol~com celyh) polinom, (a_0, a_1, . . . , a_m) = 1, togda ∑ n6x^{t(F (n)) ≪ x exp} ∑ p6x ρ(p)(t(p) − 1) p . Zdes~ ρ(a) – qislo rexeniæ sravneniØ F (n) ≡ 0 (mod a), 0 6 n < a, ≪ – konstanta zavisit ot t(n) i F (x).

Nam takße potrebuetsØ ravnomernyæ variant qastnogo sluqaØ lemmy 1, v kotorom peremennaØ probegaet arifmetiqesku¸ progressi¸ s rastuweæ raznost~¸ (sm. [11]).

Lemma 1^′. Pust~ t(n) – mul~tiplikativnaØ funkciØ, udovletvo-

rØ¸waØ usloviØm lemmy 1; pust~ (l, q) = 1, q 6 x^{1−ε}. Togda ∑ n6z n≡l (mod q) t(n) ≪ x φ(q) log x exp ∑ p6x_{p-q} t(p) p ,

gde ≪ – konstanta zavisit ot t(n) i ε.

Sledstviem lemmy 1 i (7) ØvlØetsØ dokazannaØ v [4] ocenka ∑ n6x^{λ(n) ≪} x (log x)^{1−γ(k)}

. (8)

Pokaßem, qto vmesto ocenki (8) moßno poluqit~ asimptotiku. DlØ fftogo nam neobhodimy sledu¸wie fakty, vyteka¸wie

172 O. M. FOMENKO iz klassiqeskih rezul~tatov Landau ob L-funkciØh poleæ algebraiqeskih qisel, ∑ p6x^{λ(p) = γ(k)x/ log x + O(x/(log x)} 2), (9)

∑ p6x λ(p) p = γ(k) log log x + C(χ_3) + O ( 1 log x ) , (10)

gde C(χ_3) – konstanta. Svoæstva funkcii λ(n), v qastnosti (9), (10), pozvolØ¸t primenit~ teoremy Virzinga [12] i Odoni [9], na osnovanii kotoryh moßno poluqit~ sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1. DlØ summy moduleæ kofffficientov Fur~e paraboli-

qeskoæ formy S(z; χ_3) spravedliva asipmtotika (x → ∞) ∑ n6x^{λ(n) =} e^{−Eγ(k)+C(χ3)} Γ(γ(k)) P x (log x)^{1−γ(k)}

+O ( x (log x)^{3/2−γ(k)−ε} ) , (10)

gde E – konstanta �ælera, P = ∏ p { e^{−λ(p)p−1} ( 1 + λ(p) p + λ(p^2) p^2 + . . . )} . Sformuliruem ewe dve lemmy o mul~tiplikativnyh funkci- Øh. Lemma 2. Pust~ t(n) – mul~tiplikativnaØ funkciØ, udovletvo-

rØ¸waØ usloviØm lemmy 1, l ≠ 0 – celoe qislo. Togda ∑ p6x^{t(p + l) ≪} x log x exp ∑ p6x t(p) − 1 p ,

priqem ≪ – konstanta zavisit ot t(n) i l.

Dokazatel~stvo ispol~zuet metod raboty M. B. Barbana i B. V. Levina [13] i zdes~ ne privoditsØ.

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 173

Lemma 3. Pust~ t(n) – mul~tiplikativnaØ funkciØ, udovletvo-

rØ¸waØ usloviØm lemmy 1.

Togda ∑ n6x^{t(n)t(n + 1) ≪ x exp} ∑ p6x 2(t(p) − 1) p ,

priqem ≪ – konstanta zavisit ot t(n).

Dokazatel~stvo vpolne analogiqno dokazatel~stvu lemmy 1 i zdes~ ne privoditsØ.

Neposredstvennym sledstviem lemm 2 i 3 i ravenstva (7) ØvlØ¸tsØ sledu¸wie ocenki ∑ p6x^{λ(p + l) ≪} x (log x)^{2−γ(k)} , ∑ n6x^{λ(n)λ(n + 1) ≪} x (log x)^{2−2γ(k)} . 1.2. Pust~ S2k(Γ) – prostranstvo golomorfnyh paraboliqeskih

form qetnogo vesa 2k otnositel~no polnoæ modulØrnoæ gruppy

Γ = SL(2, Z). Pust~ f(z) = ∑_∞ n=1 a(n)e^{2πinz} – normalizovannaØ (a(1) = 1) sobstvennaØ funkciØ vseh operatorov Gekke, prinadleßawaØ prostranstvu S_{2k}(Γ). Pust~ a(n)/n^{k−1/2} = a_0(n). Po izvestnoæ ocenke DelinØ |a_0(n)| 6 d(n). Sdelaem neskol~ko zameqaniæ po povodu perenosa rezul~tatov predyduwego punkta na formuly tipa f(z). Analogi rezul~tata (8) horoxo izvestny [14, 15]. Analogi asimptotik (9) i (11) mogut byt~ poluqeny v nastoØwee vremØ lix~ s ispol~zovaniem trudnyh gipotez (tipa Sato–Teæta). �ti analogi ime¸t sledu- ¸wiæ vid [14, 15]: ∑ p6x^{|a0(p)| ∼} 8 3π x log x ; ∑ n6x^{|a0(n)| ∼ A x(log x)} (8/3π)−1,

174 O. M. FOMENKO gde (8/3π)−1 = −0, 15117 . . .. V sluqae paraboliqeskih form f(z) izvestno neravenstvo [14] ∑ p6x |a_0(p)| − 1 p 6 −^1_{18} log log x + O(1).

SoqetaØ lemmy 2 i 3 s fftim neravenstvom, poluqaem sledu¸wie ocenki (l ≠ 0 – celoe qislo): ∑ p6x^{|a0(p + l)| ≪} x (log x)^{19/18} , ∑ n6x^{|a0(n)| |a0(n + 1)| ≪} x (log x)^{1/9} . §2. Predstavlenie celyh qisel special~nogo vida poloßitel~no opredelennymi binarnymi kvadratiqnymi formami

2.1. Pust~ a1 < a2 < a3 < . . . – nekotoraØ beskoneqnaØ posle-

dovatel~nost~ natural~nyh qisel. Pust~ B(a_n; n 6 x; C) – koliqestvo natural~nyh a_n, n 6 x, kotorye mogut byt~ predstavleny klassom C p.p.b.k. form f(x_1 , x_2) zadannogo diskriminanta d;

B(a_n; n 6 x; R) – analogiqnaØ veliqina s zamenoæ klassa C na

rod form R = R(C).

V nastoØwem paragrafe rassmatrivaetsØ zadaqa – issledovat~, dlØ kakih posledovatel~nosteæ {a_n} spravedlivy sootnoxeniØ tipa (x → ∞)

B(a_n; n 6 x; C) = B(a_n; n 6 x; R){1 + o(1)}; (12)

pri fftom predpolagaem, qto B(a_n; n 6 x; R) → ∞. Pust~ B(a_n; n 6

x; C) = B(a_n; n 6 x; R) − Δ(x). V obwem zadaqa trudna i podda-

etsØ analizu lix~ v nekotoryh qastnyh sluqaØh. Rassmotrim snaqala prosteæxiæ iz nih.

V rabotah [3, 4] bylo pokazano, qto (12) imeet mesto dlØ a_n =

n (n = 1, 2, . . .), priqem za iskl¸qeniem koneqnogo qisla klassov,

dlØ kotoryh Δ(x) ≡ 0, spravedlivy ocenki [4] x log x ≪ Δ(x) ≪ x (log x)^{2/3}

. (13)

Ocenka snizu sleduet iz horoxo izvestnyh faktov o predstavlenii prostyh qisel binarnymi formami; v [3] ocenka sverhu (13)

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 175 v nekotoryh sluqaØh byla uluqxena (sm. takße lemmu 6 niße). Izvestno, qto (x → ∞, b > 0)

B(n; n 6 x; R) = bx (log x)^{1/2} + O ( x log x ) , tak qto dlØ a_n = n (n = 1, 2, . . .) (12) dokazano.

Rassmotrim teper~ posledovatel~nost~ a_n = p_n (p_n – n-oe prostoe qislo; n = 1, 2, . . .), dlØ kotoroæ sootnoxenie (12) ne vypolnØetsØ, za iskl¸qeniem koneqnogo qisla klassov. Deæstvitel~- no, dlØ B(p 6 x; C) := B(pn; n 6 π(x); C) (analogiqnyæ smysl imeet B(p 6 x; R)) spravedlivy sootnoxeniØ (x → ∞)

1) esli C – ambigovyæ klass, to (c > 0)

B(p 6 x; C) =^1_{h0} B(p 6 x; R) + O(xe^{−c√log x});

2) esli C – neambigovyæ klass, to (c > 0)

B(p 6 x; C) =^2_{h0} B(p 6 x; R) + O(xe^{−c√log x}).

Izvestno, qto B(p 6 x; R) ∼ c1 x∫ 2 du log u , gde c_1 =^1_{2h1} . Ukazannye fakty vpervye byli poluqeny Landau [6].

2.2. Pust~ l ≠ 0 – celoe qislo. Dokaßem (12) dlØ posledovatel~-

nosti a_n = p_n + l (n = 1, 2, . . .). Vvedem nekotorye oboznaqeniØ. Poskol~ku r(n; f) postoØnno dlØ vseh f ∈ C, inogda udobno pisat~

r(n; C) := r(n; f). Pust~ r(n; R) oznaqaet koliqestvo predstavle-

niæ n vsemi klassami roda R, r(n; O) – koliqestvo predstavleniæ n vsemi klassami mnoßestva O. Izvestno, qto r(n; O) = w ∑ ν|n χ_d(ν), gde χ_d(ν) – harakter polØ Q( √ d); w = 6, 4 ili 2.

176 O. M. FOMENKO

Zafiksiruem klass C, rod R = R(C) ∋ C i mnoßestvo O =

O(C) ∋ R. V rabote [4] bylo poluqeno ravenstvo r(n; C) = 1 h_0 r(n; R) + O ( ∑ χ3 λ(n) ) , (14)

gde λ(n) = λ(n, χ_3).

Pust~ R(x) – mnoßestvo vseh qisel vida p + l, p 6 x, predstavimyh rodom form R; A – nekotoroe mnoßestvo qisel, soderßaweesØ v R(x). Ispol~zuØ (14) i horoxo izvestnye fakty, imeem ∑ p+l∈A ′ r(p + l; C) r(p + l; O) = 1 h_0 · #A + O ∑ χ3 ∑ p6x ′ λ(p + l) r_0(p + l) , gde r_0(n) := ∑ ν|n χ_d(ν). Po lemme 2 i ravenstvu (7) imeem ∑ p6x ′ λ(p + l) r_0(p + l) ≪ x (log x)^2 exp ∑ p6x λ(p) 2p ≪ x (log x)^{5/3} . Tem samym dokazano, qto ∑ p+l∈A ′ r(p + l; C) r(p + l; O) = 1 h_0 · #A + O ( x (log x)^{5/3} ) . (15)

Primenim (15) k mnoßestvu A = A_0, sostoØwemu lix~ iz teh p +

l ∈ R(x), kotorye ne predstavimy klassom C. Togda spravedliva

ocenka

#A_0 ≪ x (log x)^{5/3} . Sledovatel~no, imeet mesto

Teorema 2. Pri x → ∞

B(p + l; p 6 x; C) = B(p + l; p 6 x; R) − Δ(x), gde B(p + l; p 6 x; R) ≍ x (log x)^{3/2}

(sm. [16]), Δ(x) ≪ x (log x)^{5/3} .

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 177

2.3. Dokaßem (12) dlØ posledovatel~nosti an = n(n + 1) (n =

1, 2, . . .). Sohranim oboznaqeniØ punkta 2.2, no teper~ R(x) oznaqaet mnoßestvo vseh qisel vida (n(n + 1), n 6 x, predstavimyh rodom form R; A – nekotoroe mnoßestvo qisel, soderßaweesØ v R(x). Ispol~zuØ (14) i horoxo izvestnye fakty, imeem ∑ n(n+1)∈A ∗ r(n(n + 1); C) r(n(n + 1); O) = 1 h_0 · #A

+O ∑ χ3 ∑ n6x ∗ λ(n)λ(n + 1) r_0(n)r_0(n + 1) . Po lemme 3 i ravenstvu (7) imeem ∑ n6x ∗ λ(n)λ(n + 1) r_0(n)r_0(n + 1) ≪ x (log x)^2 exp ( λ(p) p ) ≪ x (log x)^{4/3} . Sledovatel~no, dokazano sootnoxenie ∑ n6x ∗ r(n(n + 1); C) r(n(n + 1); O) = 1 h_0 · #A + O ( x (log x)^{4/3} ) . (16)

Primenim (16) k mnoßestvu A = A_0, sostoØwemu lix~ iz teh qisel n(n + 1) ∈ R(x), kotorye ne predstavimy klassom C. Togda spravedliva ocenka

# A_0 ≪ x (log x)^{4/3} , kotoraØ vleqet sootnoxenie

B(n(n + 1); n 6 x; C) = B(n(n + 1); n 6 x; R) − Δ(x),

gde Δ(x) ≪ x/(log x)^{4/3}.

Dadim dostatoqnu¸ dlØ naxih celeæ ocenku snizu dlØ B(n(n+

1); n 6 x; R). Nam pridetsØ ograniqit~sØ qastnym sluqaem – naloßit~ na d uslovie (∗), otkuda sleduet, qto h_1 = 1. Pust~

b(n; R) oznaqaet harakteristiqesku¸ funkci¸ natural~nyh qi-

sel, predstavimyh rodom form R.

178 O. M. FOMENKO

Lemma 4. Pust~ vypolneno uslovie (∗). Togda ∑ 26n6x^{r(n − 1; R)b(n; R) = C} x (log x)^{1/2} + O ( x (log x)^{1/2+η} ) , (17)

gde η = 0, 042; C > 0.

Sledstvie 1.

B(n(n + 1); n 6 x; R) ≫_ε x (log x)^12^{+log 2+ε} , gde^1_2 + log 2 = 1, 19315 . . ..

Dokazatel~stvo lemmy 4 osnovano na variante metoda Holi [17, 18], ispol~zovannom v rabote [19] dlØ dokazatel~stva (17) v sluqae formy x^2_1 + x^2. Rassmotrim sledu¸wee razloßenie ∑ 26n6x^{r(n − 1; R)b(n; R) = w} ∑ 26n6x^{b(n; R)} { ∑ l|(n−1) l6x^{1/2} x^{−1}_1 χ_d(l)

+ ∑ l|(n−1) x 1 2 x^−11 <l<x 1 2 x1

χ_d(l) + ∑ l|(n−1) l¿x^12 x1 χ_d(l) } = w {∑ A + ∑ B + ∑ C } ,

gde x_1 = exp((log x)^{ξ0} ), ξ_0 > 0 moßet byt~ vybrano proizvol~no malym. Summy ∑ A i ∑ C izuqa¸tsØ s pomow~¸ analoga izvestnoæ teoremy Bomb~eri–Vinogradova dlØ funkcii b(n; R), priqem ∑ A daet glavnyæ qlen zadaqi; summa ∑ B izuqaetsØ metodami rexeta po Holi s usoverxenstvovaniØmi B. M. Bredihina (sm. [18]). My opuskaem dokazatel~stvo, sformuliruem lix~ analog teoremy Bomb~eri–Vinogradova.

Pust~ l^{(1)}_0 , l^{(2)}_0 , . . . , l^{(φ(P ))}_0 – privedennaØ sistema vyqetov

(mod P ).

Lemma 5. Pust~ vypolneno uslovie (∗). Togda dlØ l¸bogo A > 0

suwestvuet B = B(A) takoe, qto ∑ k6^{x1/2} (log x)^B P -k

max (l,k)=1 max_y6_x | | | ∑ n6y n≡l (mod k) b(n; R) − 1 φ(k) ∑ n6y_{(n,k)=1} b(n; R) | | |

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 179 + ∑ k6^{x1/2} (log x)^B P |k

max l0 =l(1)0 ,l(2)0 ,... ,l(^{P −}1)0 max l≡l0 (mod P ) (l,k)=1 max_y6_x | | | | ∑ n6y n≡l (mod k) b(n; R)

− P − 1 φ(k) ∑ n6y (n,k)=1, n≡l0 (mod P ) b(n; R) | | | = O ( x (log x)^A ) .

Dokazatel~stvo lemmy 5 obobwaet dokazatel~stvo teoremy 2 raboty [19].

Sformuliruem poluqennyæ rezul~tat.

Teorema 3. Pust~ vypolneno uslovie (∗). Togda pri x → ∞

B(n(n + 1); n 6 x; C) = B(n(n + 1); n 6 x; R) − Δ(x),

gde B(n(n + 1); n 6 x; R) ≫_ε x (log x)^12^{+log 2+ε}

, Δ(x) ≪ x (log x)^{4/3} . Zameqanie 1. Moßno predpoloßit~, qto

B(n(n + 1); n 6 x; R) ≍ x log x . �to dokazano dlØ sluqaØ formy x^2_1 + x^2 v rabotah [20, 21].

2.4. Rassmotrim zadaqu (12) dlØ posledovatel~nosti an = n^2 + a

(n = 1, 2, . . .), gde a – celoe qislo. Budem sqitat~, qto −a – diskriminant kvadratiqnogo polØ, priqem (a, d) = 1. Nam neobhodimo ocenit~ summu (λ(n) = λ(n, χ_3)) ∑ χ3 ∑ n6x ′ λ(n^2 + a) r_0(n^2 + a) = ∑ χ3 I(χ_3 ).

Po lemme 1 imeem

I(χ_3) ≪ x log x exp ∑ p6x ρ(p)λ(p) 2p , (18)

180 O. M. FOMENKO gde ρ(p) – qislo rexeniæ sravneniØ n^2 + a ≡ 0 (mod p). Spravedliva asimptotika ∑ p6x (−^a_p )=1 λ(p) p = 1 2 γ(k) log log x + O(1), (19)

kotoraØ vytekaet iz sledu¸wego fakta, dokazyvaemogo na osnovanii svoæstv L-funkciæ mnimogo kvadratiqnogo polØ:

v predpoloßenii (l, q) = 1, (d, q) = 1 imeem ∑ N (p)6x p∈^~C,N (p)≡l (mod q) 1 N (p)^{= 1}hφ(q)^{log log x + O(1).}

SoedinØØ (18) i (19), poluqaem ocenku

I(χ_3) ≪ x (log x)^{1−γ(k)/2} . Po analogii s dokazannym vyxe teper~ imeem (x → ∞)

B(n^2 + a; n 6 x; C) = B(n^2 + a; n 6 x; R) − Δ(x),

gde Δ(x) ≪^x_{(log x)2/3} . Ispol~zuØ horoxo izvestnye rezul~taty Holi [22], moßno pokazat~, qto

B(n^2 + a; n 6 x; R) ≫_ε x (log x)^{log 2+ε} , gde log 2 = 0, 69315 . . .. Tem samym, v obwem sluqae my ne moßem dokazat~ (12) dlØ rassmatrivaemoæ posledovatel~nosti.

No dlØ form diskriminanta d s usloviem h = 4, 8 ffto moßno sdelat~, poskol~ku dolßnym obrazom oceniva¸tsØ summy I(χ_3 ), esli ispol~zovat~ toqnoe znaqenie γ(k) dlØ k ≡ 0 (mod 4). Imeem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 4. Predpolagaem, qto −a – diskriminant kvadratiqno-

go polØ, (a, d) = 1. Pust~ vypolneno uslovie: h = 4, 8. Togda pri x → ∞ B(n^2 + a; n 6 x; C) = B(n^2 + a; n 6 x; R) − Δ(x),

priqem B(n^2 + a; n 6 x; R) ≫_ε x (log x)^{log 2+ε} ,

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 181 gde log 2 = 0, 69315 . . .,

Δ(x) ≪ x (log x)^{3/4}

, esli h = 4; x (log x)^{0,69825...}

, esli h = 8.

Zameqanie 2. Moßno predpoloßit~, qto (x → ∞)

B(n^2 + a; n 6 x; R) ≍ x (log x)^{1/2} . Primer 1. Proill¸striruem teoremu na formah diskriminan-

ta d = −39 (sm. [23]). Takie formy razbiva¸tsØ na dva roda – rod R_1, soderßawiæ dva klassa C_1 i C_2, i rod R_2, soderßawiæ dva klassa C_3 i C_4. Formu ax^2_1 + bx_1x_2 + cx^2 oboznaqim qerez

[a, b, c]. Imeem

C_1∋ [1, 1, 10], C_2 ∋ [3, 3, 4]; C_3 ∋ [2, 1, 5], C_4 ∋ [2, −1, 5].

DlØ klassov C_i (i = 1, . . . , 4) spravedlivo sootnoxenie (20), pri- qem Δ(x) ≪ x (log x)^{3/4}

(dlØ C_1 i C_2),

Δ(x) ≡ 0 (dlØ C_3 i C_4).

2.5. Dokaßem (12) dlØ posledovatel~nosti an = n^m (n = 1, 2, . . .),

gde m – natural~noe qislo. Nam neobhodimo ocenit~ summu ∑ χ3 ∑ n6x ′ λ(n^m) r_0(n^m) = ∑ χ3 I(χ_3).

Po lemme 1 imeem

I(χ_3 ) ≪ x log x exp ∑ p6x ′ λ(p^m) r_0(p^m)p = x log x exp(K(x)).

182 O. M. FOMENKO

1) Pust~ m = 2k. Pri χ_d(p) = 1 iz (6) legko sleduet, qto

λ(p^{2k}) ≪ 1 + kλ(p);

legko videt~, qto r_0(p^{2k}) = 2k + 1. Pri χ_d(p) = −1 λ(p^{2k}) = 1,

r_0(p^{2k}) = 1. Sledovatel~no, K(x) 6 { 1 2k + 1 ( 1 2 + k 2 3 ) + 1 2 } log log x + O(1)

= ( 1 − k 6k + 3 ) log log x + O(1), i ∑ χ3 I(χ_3 ) ≪ x (log x)^{k/(6k+3)} . Pust~ R – glavnyæ rod. Po analogii s dokazannym vyxe imeem (x → ∞) B(n^{2k}; n 6 x; C) = B(n^{2k}; n 6 x; R) − Δ(x), gde Δ(x) ≪ x (log x)^{k/(6k+3)} , B(n^{2k}; n 6 x; R) = [x].

Esli R – neglavnyæ rod, to, kak horoxo izvestno, B(n^{2k}; n 6

x; R) ≡ 0.

2) Pust~ m = 2k + 1. Pri χ_d(p) = 1 iz (6) legko sleduet, qto

λ(p^{2k+1}) 6 (k + 1)λ(p);

legko videl~, qto r_0(p^{2k+1}) = 2k + 2. Pri χ_d(p) = −1 λ(p^{2k+1}) = 0,

r_0(p^{2k+1}) = 0. Sledovatel~no, K(x) 6 k + 1 2k + 2 { 2 3 log log x + O(1) } = 1 3 log log x + O(1), i ∑ χ3 I(χ_3 ) ≪ x (log x)^{2/3} , Imeet mesto analog (21). Tem samym, verna

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 183

Teorema 5. Pust~ x → ∞ ime¸t mesto asimptotiki:

1) esli R – glavnyæ rod, to

B(n^{2k}; n 6 x; C) = B(n^{2k}; n 6 x; R) − Δ(x), gde B(n^{2k}; n 6 x; R) = [x], Δ(x) ≪ x (log x)^{k/(6k+3)} (dlØ neglavnogo roda R B(n^{2k}; n 6 x; R) ≡ 0);

2) esli R – l¸boæ rod, to

B(n^{2k+1}; n 6 x; C) = B(n^{2k+1}; n 6 x; R) − Δ(x), gde B(n^{2k+1}; n 6 x; R) = c x (log x)^{1/2} + O ( x log x ) (c > 0), Δ(x) ≪ x (log x)^{2/3} . 2.6. Rassmotrim zadaqu (12) dlØ sluqae, kogda an – qisla arif-

metiqeskoæ progressii n ≡ l (mod q), (l, q) = 1, s rastuweæ raznost~¸ q. Imeem

B(n ≡ l (mod q); n 6 x; C) = B(n ≡ l (mod q); n 6 x; R) − Δ(x), gde Δ(x) ≪ ∑ χ3 ∑ n6x n≡l (mod q) ′ λ(n) r_0(n) .

Predpoloßim, qto q 6 x^{1−ε}. Po lemme 1^′, ∑ n6x n≡l (mod q) ′ λ(n) r_0(n) ≪ x φ(q) log x exp ∑ p6x_{p-q} λ(p) 2p

≪ x φ(q) log x exp ∑ p6x λ(p) 2p .

184 O. M. FOMENKO Po (7) ∑ p6x λ(p) 2p = γ(k) 2 log log x + O(1),

pofftomu ∑ n6x n≡l (mod q) ′ λ(n) r_0(n) x(log x)^{γ(k)2 −1} φ(q) ≪ x φ(q)(log x)^{2/3} , otkuda Δ(x) ≪ x φ(q)(log x)^{2/3} (q 6 x^{1−ε}), priqem ≪-konstanta zavisit lix~ ot ε.

DlØ vyqisleniØ B(n ≡ l (mod q); n 6 x; R) primenim metod Ivanca [24], osnovannyæ na polurazmernom rexete. OgraniqimsØ qastnym sluqaem – na d naloßim uslovie (∗), priqem budem sqitat~, qto (d, q) = 1. Togda po analogii s rabotoæ [24], v kotoroæ rassmatrivalsØ sluqaæ d = −4, imeem

B(n ≡ l (mod q); n 6 x; R) = b(R) q ∏ p|q (^d_p )=−1

( 1 + 1 p ) x (log x)^{1/2} ( 1 + O (( log q log x )_{1/5}) ) ,

priqem na rost q > 1 nado naloßit~ ograniqenie log q = o(log x). V silu usloviØ (∗) h_1 = 1, pofftomu b(R) = b(O) (konstanta Polla, vyqislennaØ v [25]).

Tem samym dokazan analog teoremy Bernaæsa dlØ arifmetiqeskih progressiæ s rastuweæ raznost~¸.

Teorema 6. Pust~ vypolneno uslovie (∗), q > 2, (d, q) = 1, (l, q) =

1. Togda pri x → ∞ i log q = o(log x) imeem

B(n ≡ l (mod q); n 6 x; C) = b(R) q ∏ p|q (^d_p )=−1

( 1 + 1 p ) x (log x)^{1/2}

× ( 1 + O (( log q log x )_{1/5}) + O ( log log q (log x)^{1/6} )) , gde b(R) = b(O) (konstanta Polla).

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 185

§3. Summy, vkl¸qa¸wie obratnye veliqiny koliqestv predstavleniæ celyh qisel poloßitel~no opredelennymi binarnymi kvadratiqnymi formami

3.1. Naqnem s zadaqi o poluqenii asimptotiki dlØ summy ∑ n6x ′ 1 r(n; R) (x → ∞). (22)

Zdes~ i niße dlØ prostoty primem uslovie (∗). Razberem prosteæxiæ sluqaæ ∑ n6x ′ 1 r_2(n) , gde r_2(n) – qislo predstavleniæ n summoæ dvuh kvadratov. Nam udobno oboznaqat~ prostye qisla p = 4k + 1 qerez q, prostye qisla p = 4k − 1 qerez r. Pust~ s = σ + it. Vvedem rØd Dirihle

f(s) := ∞∑ n=1 r2 (n)>0

(_1 4 r_2(n) )_{−1} n^s = ∞∑ n=1 b(n) n^s .

V silu mul~tiplikativnosti^1_4 r_2(n) imeem f(s) = 1 1 − 2^{−s} ∏ q ( 1 + 1 2q^s + 1 3q^{2s} + . . . ) ∏ r 1 1 − r^{−2s} ;

I_q (s) := 1 + 1 2q^s + 1 3q^{2s} + . . . . Oqevidno, {f(s)}^4 = Ψ(s)ζ(s)L(s, χ_4 ), gde Ψ(s) := 1 (1 − 2^{−s})^3 ∏ q I_q(s)^4 (1 − q^{−s})^2 ∏ r 1 (1 − r^{−2s})^3 . FunkciØ Ψ(s) regulØrna v poluploskosti σ >^1_2 i ne imeet tam nuleæ. Dokaßem poslednee dlØ funkcii

Ψ_0(s) := ∏ q I^4_q (s)(1 − q^{−s})^2

186 O. M. FOMENKO = ∏ q ( 1 + A_2 q^{2s} + A_3 q^{3s} + . . . ) . (23)

Razob~em ffælerovskoe proizvedenie(23) v sootvetstvii s q 6 q_0 i q > q_0:

Ψ_0(s) = Ψ^{(1)}_0 (s)Ψ^{(2)}_0 (s).

Legko pokazat~, qto dlØ l¸bogo ε > 0 moßno naæti q_0 = q_0(ε) takoe, qto v poluploskosti σ ¿^1_2 + ε Ψ^{(2)}_0 (s) > 0. Qto kasaetsØ Ψ^{(1)}_0 (s), to dlØ nego neobrawenie v nul~ v poluploskosti

σ >^1_2 proverØetsØ neposredstvenno. Kak horoxo izvestno, ζ(s) i L(s, χ_4) ne obrawa¸tsØ v nul~ v oblasti D:

σ ¿ 1 −^c_{{log(|t| + 2}},

gde c – podhodØwim obrazom vybrannaØ poloßitel~naØ konstanta. ζ(s) i L(s, χ_4) vedut sebØ dlØ s ∈ D pri bol~xih |t| kak

O(log |t|), a Ψ(s) – kak O(1). Imeem (posle analitiqeskogo pro-

dolßeniØ f(s))

f(s) = (s − 1)^{− 14} g(s),

gde funkciØ g(s) regulØrna v oblasti D i g(1) ≠ 0. PrimenØØ k funkcii f(s) formulu obraweniØ dlØ rØdov Dirihle, poluqaem ∑ n6x^{b(n) log(x/n) =} 1 2πi 2+i∞∫

2−i∞ f(s) x^s s^2 ds. (24) Pol~zuØs~ svoæstvami funkcii f(s), s pomow~¸ horoxo izvestnyh priemov [26–28] preobrazuem pravu¸ qast~ (24) i posle nekotoryh vyqisleniæ poluqaem asimptotiqesku¸ formulu (B > 0) ∑ n6x ′ 1 r_2(n) = Bx (log x)^{3/4} { 1 + O ( 1 log x )} . Analogiqno dokazyvaetsØ i obwiæ rezul~tat, priqem zdes~ polezny raboty [25, 29].

Teorema 7. Pust~ vypolneno uslovie (∗). Togda pri x → ∞ ∑ n6x ′ 1 r(n; R) = Bx (log x)^{3/4} { 1 + O ( 1 log x )} , gde B > 0 – konstanta.

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 187

3.2. Issledovat~ povedenie summy ∑ n6x ′ 1 r(n; C) (x → ∞), (25)

gde klass C prinadleßit mnogoklassnomu rodu R, znaqitel~no sloßnee, qem povedenie summy (22). My rexaem zadaqu (25) dlØ nekotorogo mnoßestva rodov. V fftom punkte po-preßnemu h_1 = 1. Nam potrebuetsØ qastnyæ sluqaæ rezul~tatov E. P. Golubevoæ [3].

Lemma 6. Pust~ G – gruppa klassov p.p.b.k. form diskriminanta

d porØdka h(= h_0).

1) Pust~ mnoßestvo klassov C_1, . . . , C_s ØvlØetsØ sistemoæ obrazu¸wih G i D_i (1 6 i 6 s) – l¸boæ klass, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ D^2_i = C_i. Pust~ natural~noe qislo n imeet vid n = ∏ i,j p_{ij}n_1, (26)

gde 1 6 i 6 s, 1 6 j 6 K, p_{ij} – razliqnye prostye, p_{ij} = f_i(x_j , y_j), gde f_i ∈ D_i. Togda dlØ l¸boæ formy f iz roda R imeem r(n; f) = r(n; R) h { 1 + O ( 1 M^K )} , gde M > 1.

2) Razloßim G v prØmoæ proizvedenie netrivial~nyh cikliqeskih podgrupp (invariantnyh mnoßiteleæ) G_1, G_2, . . . , G_k, porØdki kotoryh h_i (1 6 i 6 k) oblada¸t svoæstvom

h_{i+1} | h_i (1 6 i 6 k − 1).

Pust~ N_K (x) – qislo celyh n 6 x, predstavimyh rodom R i ne udovletvorØ¸wih uslovi¸ (26) dlØ l¸boæ sistemy obrazu¸wih G. Togda pri K 6 log log log x

N_K (x) ≪ x(log x)^{− 12 − φ(hk)2h +ε}. (27)

Niße imeet mesto sledu¸wee

Predpoloßenie A: vyberem K vida K = [log log log x] i budem

rassmatrivat~ tol~ko takie rody form R, u kotoryh

N_K (x) ≪ x(log x)^{−α}, (28)

188 O. M. FOMENKO gde α >^3_4 .

Zameqanie 3. V rØde sluqaev ocenka (28) vypolnØetsØ na osno-

vanii (27). Naprimer, esli G – cikliqeskaØ gruppa porØdka p^a,

p > 2, to po (27) imeem

N_K (x) ≪ x(log x)^{−1+ 12p +ε}.

Iz novyh rezul~tatov E. P. Golubevoæ (nastoØwiæ tom, s. 56–64) sleduet, qto predpoloßenie A vypolnØetsØ dlØ l¸byh cikliqeskih grupp G neqetnogo porØdka.

Perehodim k issledovani¸ summy (25). Pust~ f ∈ C i r(n; f) >

0. Voz~mem ravenstvo (5^′): r(n; f) = 1 h r(n; R) + s(n; f), razdelim obe ego qasti na r(n; f)r(n; R) i prosummiruem po n 6 x. Poluqaem ∑ n6x r(n;f )>0 1 r(n; R) = 1 h ∑ n6x r(n;f )>0 1 r(n; f) + ∑ n6x r(n;f )>0 s(n; f) r(n; f)r(n; R) . (29)

Vospol~zuemsØ oboznaqeniØmi iz p. 2.1. Imeem B(n; n 6 x; C) = B(n; n 6 x; R) − Δ(x), ∑ n6x r(n;f )>0 1 r(n; R) = ∑ n6x r(n;R)>0 1 r(n; R) − Δ_1(x), gde Δ_1(x) 6 Δ(x) 6 N_K (x) ≪ x(log x)^{−α}.

Po teoreme 7 ∑ n6x r(n;R)>0 1 r(n; R) = Kx (log x)^{3/4} { 1 + O ( 1 log x )} , x → ∞.

Vtoru¸ summu sprava v (29) razob~em na dve: ∑ n6x r(n;f )>0 s(n; f) r(n; f)r(n; R) = ∑ n6x r(n;f )>0 (I) s(n; f) r(n; f)r(n; R)

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 189 + ∑ n6x r(n;f )>0

(II) s(n; f) r(n; f)r(n; R) ,

gde v summe

∑_{(I)}

berutsØ lix~ te n, kotorye ne udovletvorØ¸t uslovi¸ (26) lemmy 6 dlØ l¸boæ sistemy obrazu¸wih G, a v summe

∑(II)

berutsØ lix~ te n, kotorye udovletvorØ¸t uslovi¸ (26) dlØ kakoæ-nibud~ sistemy obrazu¸wih G.

ObratimsØ snaqala k summe

∑_{(I)}

. V neæ^{s(n;f )}_{r(n;R)} ≪ 1, pofftomu ∑ n6x r(n;f )>0 (I) 1 r(n; f) s(n; f) r(n; R) ≪ N_K (x) ≪ x(log x)^{−α}.

K summe

∑_{(II)}

primenim lemmu 6. Imeem ∑ n6x r(n;f )>0

(II) s(n; f) r(n; f)r(n; R)

≪ ∑ n6x r(n;f )>0

(II) ∑ χ3 1 r(n; R) ( 1 + O

(_1 M^K )) λ(n, χ_3) r(n; R)

≪ ∑ χ3 ∑ n6x r(n;R)>0 λ(n, χ_3) (r(n; R))^2 = J.

PrimenØØ k vnutrenneæ summe v J lemmu 1 i sootnoxenie (7), poluqaem

J ≪ x(log x)^{− 56} .

Tem samym dokazana

Teorema 8. Pust~ vypolneny uslovie (∗) i predpoloßenie A. To-

gda pri x → ∞ imeem ∑ n6x ′ 1 r(n; C) = B_1x (log x)^{3/4} + O ( x (log x)^α )

+O ( x (log x)^{5/6} ) ,

190 O. M. FOMENKO gde B_1 = hB, B – konstanta iz teoremy 7.

Primer 2. Formy diskriminanta d = −47 obrazu¸t 1 rod, raz-

biva¸wiæsØ na 5 klassov; ffti klassy obrazu¸t cikliqesku¸ gruppu. Po lemme 6

N_K (x) ≪ x(log x)^{− 910 +ε},

i ocenka (28) vypolnØetsØ. Pust~ C – l¸boæ iz pØti klassov. Po teoreme 8 ∑ n6x ′ 1 r(n; C) = B_1x (log x)^{3/4} + O ( x (log x)^{5/6} ) . Literatura

1. G. A. Lomadze, Formuly, dlØ qisla predstavleniæ qisel nekotorymi regulØrnymi i poluregulØrnymi ternarnymi kvadratiqnymi formami, prinadleßawimi dvuhklassnym rodam, Acta Arithm. 34, No. 2 (1978), 131–162.

2. P. Bernays, Über die Darstellung von positiven, ganzen Zahlen durch die primitiven, binären quadratischen Formen einer nicht-quadratischen Discriminante, Diss. Göttingen, 1912.

3. E. P. Golubeva, O predstavlenii bol~xih qisel binarnymi kvadratiqnymi formami, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 60–64.

4. O. M. Fomenko, Raspredelenie znaqeniæ kofffficientov Fur~e modulØrnyh form vesa 1, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 196–227.

5. B. M. Bredihin, ı. V. Linnik, Asimptotika i ffrgodiqeskie svoæstva rexeniæ obobwennogo uravneniØ Hardi–Littlvuda, Mat. sb. 71, No. 2 (1966), 145–161; ı. V. Linnik, Izbrannye trudy. TeoriØ qisel. L-funkcii i dispersionnyæ metod, L., 1980, 299–316.

6. E. Landau,, Über die Verteilung der Primideale in den Idealklassen Zahlkr̈pers, Math. Ann. 63 (1907), 145–204.

7. J.-P. Serre, Modular forms of weight one and Galois representation, Algebraic Number Fields, ed. by A. Frölich, Academic Press, London, 1977, 193–268.

8. A. I. Vinogradov, Obwee uravnenie Hardi–Littdvuda, Mat. zametki 1, No. 2 (1967), 189–197.

9. R. W. K. Odoni, A problem of Rankin on sums of powers of cusp-form coefficients, J. London Math. Soc. (2) 44, No. 2 (1991), 203–217.

10. M. B. Barban, P. P. Vehov, Summirovanie mul~tiplikativnyh funkciæ ot polinomov, Mat. zametki 5, No. 6 (1969), 669–680.

11. P. Shiu, A Brun–Titchmarsh theorem for multiplicative functions, J. reine and angew. Math. 313 (1980), 161–170.

12. E. Wirsing, Das asymptotische Verhalten von Summen über multiplicative Funktionen. I, Math. Ann. 143, No. 1 (1961), 75–102.

PREDSTAVLENIE CELYH QISEL 191 13. M. B. Barban, B. V. Levin, Mul~tiplikativnye funkcii na “sdvinutyh” prostyh qislah, Dokl. AN SSSR 181, No. 4 (1968), 778–780.

14. P. D. T. A. Elliott, C. J. Moreno, F. Shahidi, On the absolute value of Ramanujan’s τ -function, Math. Ann 226, No. 4 (1984), 507–511.

15. R. A. Rankin, Sums of powers of cusp form coefficients. II, Math. Ann 272, No. 4 (1985), 593–600.

16. H. Iwaniec, Primes of the type φ(x, y) + A where φ is a quadratic form, Acta Arithm. 21 (1972), 203–234.

17. C. Hooley, On the representations of a number as the sum of two squares and a prime, Acta Math. 97, No. 3–4 (1957), 189–210.

18. C. Hooley, Applications of sieve methods to the theory of numbers, Cambridge, 1976.

19. M. Gottschalk, K.-H. Indlekofer, Über binäre additive Probleme, J. reine und angew. Math. 297 (1978), 65–79.

20. C. Hooley, On the intervals between numbers that are sums of two squares. III, J. reine und angew. Math. 267 (1974), 207–218.

21. K.-H. Indlekofer, Scharfe untere Abschätzung für die Anzahlfunction der B-Zwi-llinge, Acta Arithm. 26, No. 2 (1974), 207–212.

22. C. Hooley, On the number of divisors of quadratic polynomials, Acta Math. 110, No. 1–2 (1963), 97–114.

23. T. V. Vephvadze, O predstavlenii qisel poloßitel~nymi binarnymi kvadratiqnymi formami neqetnogo diskriminanta, Tr. Tbilis. Mat. in-ta AN Gruz. SSR 45 (1974), 5–40.

24. H. Iwaniec, The half dimensional sieve, Acta Arithm. 29, No. 1 (1976), 69–95. 25. G. Pall, The distribution of integers represented by binary quadratic forms, Bull.

Amer. Math. Soc. 49, No. 6 (1943), 447–449.

26. E. Landau, Über die Einteilung der positiven ganzen Zahlen in vier Klassen nach der Mindestzahl der zu ihren additiven Zusammensetzung erforderlichen Quadrate, Arch. Math. und Phusik (3) 13, No. 4 (1908), 305–312.

27. R. D. James, The distribution of integers represented by quadratic forms, Amer.

J. Math. 60, No. 3 (1938), 737–744.

28. I. S. Luthar, A generalization of a theorem of Landau, Acta Arithm. 12, No. 3 (1967), 223–228.

29. W. Heupel, Die Verteilung der ganzen Zahlen, die durch quadratische Formen dargestellt werden, Arch. Math. 19, No. 2 (1968), 162–166.

Postupilo 19 oktØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova AN SSSR

E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru