Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

A. ı. Solynin

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA PRI KRUGOVOM SUȷENII OBLASTI

1. Vvedenie

Po teoreme Rimana, kaßdaØ odnosvØznaØ oblast~ D ⊂ C s nevyroßdennoæ graniceæ moßet byt~ konformno i odnolistno otobraßena na ediniqnyæ krug Δ = Δ_1, gde Δ_r = {z : |z| < r}, r > 0. Pri normirovke

f(z_0 ) = 0, f^′(z_0 ) > 0, (1.1)

gde z_0 – zadannaØ toqka oblasti D, takoe otobraßenie f : D → Δ opredelØetsØ edinstvennym obrazom. V sluqae z_0 = 0 normirovku (1.1) nazyvaem standartnoæ. Veliqina R(D, z_0) = 1/|f^′(z_0)|, nazyvaemaØ konformnym radiusom oblasti D v toqke z_0, ØvlØetsØ odnoæ iz vaßneæxih integral~nyh harakteristik fftoæ oblasti, v terminah kotoroæ prinØto ocenivat~ drugie harakteristiki oblasti D.

Pust~ 0 ∈ D. Pri 0 < r < ∞ qerez D_r budem oboznaqat~ svØznu¸ komponentu mnoßestva D ∩ Δ_r, soderßawu¸ toqku z = 0. V nastoØweæ rabote my rassmotrim zadaqu o minimizacii konformnogo radiusa R(D_r , 0) → min, (1.2)

gde r > 0 – fiksirovannoe qislo, v semeæstve vseh odnosvØznyh oblasteæ D, 0 ∈ D ⊂ C , ime¸wih zadannyæ konformnyæ radius

R(D, 0) = 1. (1.3)

KaßdaØ iz oblasteæ, udovletvorØ¸wih poslednemu uslovi¸, moßet rassmatrivat~sØ kak obraz ediniqnogo kruga pri otobraßenii funkcieæ f, prinadleßaweæ izvestnomu klassu odnolistnyh funkciæ S, sm. [1, 2]. Iz teoremy Kebe ob 1/4 sleduet, qto

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 97-01-00259. 145

146 A. ı. SOLYNIN

D_r = Δ_r pri vseh r, 0 < r 6 1/4, i sledovatel~no zadaqa netrivial~na tol~ko pri r > 1/4.

Pereformulirovka zadaqi (1.2), (1.3) v terminah logarifmiqeskoæ emkosti pozvolØet dat~ ee dostatoqno estestvennu¸ fiziqesku¸ interpretaci¸. Opredelenie i svoæstva logarifmiqeskoæ emkosti cap (E) kompakta E sm. v [1, gl. 7]. Pust~ Ê = C \ D – dopolnenie oblasti D do kompleksnoæ sfery C i pust~ E = {z : 1/z̄ ∈ Ê} – kontinuum, simmetriqnyæ E otnositel~no ediniqnoæ okrußnosti T= T_1, gde T_r = ∂Δ_r. Kak izvestno [1, s. 304], cap (E) = 1/R(D, 0). (1.4)

Pofftomu pri uslovii (1.3) cap (E) = 1.

Kontinuum E budem rassmatrivat~ kak provodØwu¸ plastinu ediniqnoæ emkosti, na poverhnosti kotoroæ sosredotoqen ediniqnyæ ravnovesnyæ zarØd. Predpoloßim, qto plastina E moßet soderßat~ inorodnye plavkie vkrapleniØ, lokal~nyæ razmer kotoryh kontroliruetsØ v processe izgotovleniØ plastin i ne prevoshodit veliqiny πε^2. Pod deæstviem vnexnih priqin, naprimer, vsledstvie peregreva plastiny vkrapleniØ mogut perehodit~ v gazoobraznu¸ fazu, v rezul~tate qego v okrestnosti nekotoroæ toqki plastiny, pust~ toqki z = 0, obrazuetsØ puzyr~. Pri pervom, vozmoßno grubom, priblißenii budem sqitat~, qto fftot puzyr~ imeet formu krußka, i qto vne fftogo krußka kontinuum ne menØet svoih oqertaniæ. Qerez nekotoroe vremØ posle obrazovaniØ puzyrØ ediniqnyæ zarØd na poverhnosti plastiny E transformiruetsØ v ediniqnyæ ravnovesnyæ zarØd na poverhnosti novogo kontinuuma. V rezul~tate takogo pereraspredeleniØ zarØda izmenitsØ kontroliruemaØ harakteristika, t.e. emkost~ plastiny. Pri sdelannyh predpoloßeniØh i radiuse, ravnom ε > 0, novyæ kontinuum E_ε = E ∪ Δ_ε sootvetstvuet oblasti D_{1/ε} v ukazannom vyxe smysle: E_ε = {z : 1/z̄ ∈ C \ D_{1/ε}}. Ots¸da, s uqetom sootnoxeniØ (1.4) i invariantnosti logarifmiqeskoæ emkosti otnositel~no ßestkih dvißeniæ ploskosti, zakl¸qaem, qto zadaqa (1.2), (1.3) ffkvivalentna zadaqe

cap (E_ε(a)) → max (1.5)

pri uslovii a ∈ E i cap (E) = 1. Zdes~ E_ε(a) = E ∪ Δ_ε(a) i Δ_r(a) = {z : |z − a| < r}.

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA 147

Otmetim analogi¸ zadaqi (1.5) i izvestnoæ zadaqi o moduleemkosti, postavlennoæ nezavisimo V. V. Koßevnikovym i D. Gaæerom, sm. [3, 4]. V dvoæstvennoæ postanovke ukazannoæ zadaqi rassmatriva¸tsØ kontinuumy E ∋ 0, ime¸wie ediniqnu¸ logarifmiqesku¸ emkost~: cap (E) = 1. Soglasno klassiqeskomu rezul~tatu G. Fabera [2, s. 10], diamE 6 4, pofftomu pri r > 4 opredelena giperboliqeskaØ emkost~ (= emkost~ Grina) cap_{h,r} (E) kontinuuma E otnositel~no kruga Δ_r, opredeleniØ sm. v [5], a takße v [4], i imeet smysl rassmatrivat~ zadaqu

cap_{h,r} (E) → max (1.6)

pri uslovii 0 ∈ E i cap (E) = 1. V neskol~ko inoæ postanovke zadaqa o sußenii odnosvØznoæ oblasti rassmatrivalas~ V.O. Kuznecovym [6].

DlØ bol~xih znaqeniæ r zadaqa o module-emkosti (1.6) byla rexena R. K¸nau [7], dlØ proizvol~nyh r > 4 ee rexenie bylo nezavisimo naædeno avtorom [8] i R. Laugezenom [4]. �kstremal~- noæ konfiguracieæ zadaqi (1.6) ØvlØetsØ otrezok I(4) = [0, 4] i ego vraweniØ vokrug naqala. Estestvenno predpolagat~, qto I(4) ØvlØetsØ takße i ffkstremal~noæ konfiguracieæ zadaqi (1.5). Togda ffkstremal~noæ konfiguracieæ zadaqi (1.2), (1.3) slußila by oblast~ Kebe K = C \ [1/4, +∞]. Sledu¸waØ teorema, ØvlØ¸- waØsØ odnim iz osnovnyh rezul~tatov dannoæ raboty, podtverßdaet spravedlivost~ vyskazannogo predpoloßeniØ. Teorema 1. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~ s nevyroßdennoæ gra-

niceæ takaØ, qto 0 ∈ D ⊂ C i R(D, 0) = 1. Togda

R(D_r , 0) > R(K_r, 0) = 16r^2(1 + 4r)^{−2} (1.7)

pri vseh r > 1/4.

Ravenstvo v (1.7) dostigaetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda D ØvlØetsØ vraweniem oblasti Kebe, t.e. D = e^{iα}K, α ∈ R.

Sledstvie 1. Pust~ E – kontinuum na C takoæ, qto cap (E) = 1.

Togda dlØ vseh a ∈ E i vseh r, 0 < r < 4,

cap (E_r (a)) 6 1 + 1 2 r + 1 16 r^2. (1.8)

Ravenstvo v (1.8) dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda E – otrezok dliny 4, a toqka a – odin iz ego koncov.

148 A. ı. SOLYNIN

Sledstvie 1 rexaet zadaqu o maksimizacii logarifmiqeskoæ emkosti lokal~no razdutogo kontinuuma. AnalogiqnaØ otkrytaØ problema ob ffkstremizacii logarifmiqeskoæ emkosti global~- nogo ε-razdutiØ kontinuumov, t.e. zadaqa

cap (E_ε) → max (min) pri uslovii cap (E) = 1,

gde E_ε – zamknutaØ ε-okrestnost~ kontinuuma E, takße predstavlØet nesomnennyæ interes. V silu estestvennosti postanovki, moßno oßidat~, qto ffta zadaqa uße rassmatrivalas~ v literature, odnako my ne smogli naæti podhodØwih ssylok.

Teorema 1 budet poluqena v kaqestve sledstviØ iz analogiqnogo rezul~tata dlØ ograniqennyh odnosvØznyh oblasteæ. Zafiksiruem qisla R i R_0 takie, qto 0 < R_0 < R < ∞. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~ v kruge Δ_R takaØ, qto 0 ∈ D i

R(D, 0) = R_0. (1.9)

Kak izvestno, vo mnogih zadaqah dlØ ograniqennyh oblasteæ (ili, ffkvivalentno, dlØ ograniqennyh odnolistnyh funkciæ) ffkstremal~noæ oblast~¸ slußit oblast~ Pika (drugoe nazvanie – ograniqennaØ oblast~ Kebe), t.e. oblast~ Δ_{R,ρ} = Δ_R \ [ρ, R], 0 < ρ 6 R. Dalee budut ispol~zovat~sØ sledu¸wie oboznaqeniØ, svØzannye s oblast~¸ Δ_{R,ρ}: z = F (ζ; R, ρ) – standartno normirovannoe otobraßenie kruga Δ na Δ_{R,ρ}; E(R, ρ) = F^{−1}(T^′_R; R, ρ),

gde T^′_R = TR \ {R}, 2 l(R, ρ) = meas E(R, ρ), gde meas F – uglo-

vaØ mera mnoßestva F , leßawego na proizvol~noæ okrußnosti. Otmetim, qto mnoßestvo E(R, ρ) predstavlØet soboæ dugu vida L(φ) = {e^{iθ} : |θ − π| < φ}. Prostoæ podsqet pokazyvaet, qto oblast~ Δ_{R,ρ} udovletvorØet sootnoxeni¸ (1.9) pri uslovii

ρ = ρ_0 := (R/R_0)( √ R − √ R − R_0)^2. (1.10)

Rassmotrim zadaqu (1.2) pri ograniqeniØh

0 ∈ D ⊂ Δ_R i R(D, 0) = R_0. (1.11)

Iz teoremy pokrytiØ dlØ ograniqennyh odnolistnyh funkciæ, sm. [9, s. 109], vytekaet, qto D_r = Δ_r pri vseh r : 0 < r 6 ρ_0. Sledovatel~no, zadaqa (1.2), (1.11) netrivial~na tol~ko pri ρ_0 < r < R. Rexenie fftoæ zadaqi daet

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA 149

Teorema 2. Pust~ 0 < R0 < R < ∞ i pust~ oblast~ D udovletvo-

rØet usloviØm zadaqi (1.2), (1.11). Togda

R(D_r, 0) > R(Δ_{r,ρ0} , 0) =

4r^2RR_0( √ R − √ R − R_0)^2

(rR_0 + R( √ R − √ R − R_0)^2)^2

(1.12)

pri vseh r, ρ_0 < r < R.

Ravenstvo v (1.12) dostigaetsØ tol~ko dlØ oblasteæ e^{iα}Δ_{R,ρ0} pri α ∈ R.

Neravenstvo (1.12) budet dokazano v paragrafe 4, a utverßdenie o sluqaØh ravenstva v nem – v paragrafe 7. DlØ fftih dokazatel~stv nam potrebu¸tsØ tri vspomogatel~nyh rezul~tata: variacionnaØ formula dlØ konformnogo radiusa, kotoru¸ my poluqim v p. 3, neravenstvo dlØ integral~nyh srednih dlØ proizvodnyh ot odnolistnyh funkciæ iz p. 5 i lemma 4 o funkci- Øh vewestvennogo peremennogo iz p. 6. DlØ dokazatel~stva ukazannyh rezul~tatov my primenim metodiku, ispol~zovavxu¸sØ v naxih rabotah [8, 10] pri rexenii zadaqi Koßevnikova–Gaæera i zadaq o graniqnom iskaßenii pri konformnom otobraßenii na ograniqennye oblasti. DlØ udobstva qitateleæ neobhodimye dlØ dannoæ stat~i rezul~taty iz [10] privedeny v p. 2. V p. 8 daetsØ dokazatel~stvo teoremy 1, a v pp. 9 i 10 rassmatrivaetsØ vozmoßnost~ obobweniØ rezul~tatov dannoæ raboty na sluqaæ dvusvØznyh i nekotoryh drugih oblasteæ.

2. Predvaritel~nye rezul~taty Niße privodØtsØ tri utverßdeniØ raboty [10], na kotoryh baziru¸tsØ osnovnye dokazatel~stva dannoæ stat~i. Qerez S_1(β), 0 < β < 1, oboznaqaem klass odnolistnyh analitiqeskih funkciæ f : Δ → Δ, normirovannyh usloviØmi f(0) = 0, f^′(0) = β. Teorema A. Pust~ f ∈ S1(β) i pust~ E0 – otkrytoe podmno-

ßestvo okrußnosti T, E – izmerimoe podmnoßestvo E_0. Esli |f(ζ)| = 1 pri vseh ζ ∈ E_0, to

meas f(E) > 4 arcsin(β^{−1/2} sin(4^{−1}meas E)). (2.1)

Ravenstvo v (2.1) dostigaetsØ tol~ko v tom sluqae, kogda mnoßestvo E poqti vs¸du sovpadaet s nekotoroæ dugoæ e^{iα}L(φ),

α ∈ R, i kogda f(ζ) = e^{iα}F (ζ; 1, τ (β)), gde τ (β) = β^{−1} (1 −^√1 − β)^2.

150 A. ı. SOLYNIN

Sledstvie A. Esli f ∈ S1(β), E – otkrytoe podmnoßestvo

okrußnosti Ttakoe, qto |f(ζ)| = 1 pri vseh ζ ∈ E, to

meas E 6 4 arcsin β^{1/2}. (2.2)

Ravenstvo v (2.2) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda E poqti vs¸du sovpadaet s nekotoroæ dugoæ e^{iα}L(φ), gde φ = 2 arcsin β^{1/2}, α ∈ R, a f(ζ) = e^{iα}F (ζ; 1, τ (β)).

Teorema V. Pust~ f ∈ S1(β), E – otkrytoe podmnoßestvo T,

meas E = 2l, gde 0 < l 6 arcsin τ^{1/2}, f(E) ⊂ T. Pust~ takße f(ζ) ≠ e^{iα}F (ζ; 1, τ (β)), esli E = e^{iα}L(l). Togda ∫ E Φ(|f^′(e^{iθ})|) dθ < ∫ L(l) Φ(|F^′(e^{iθ}; 1, τ (β))|) dθ (2.3)

dlØ l¸boæ strogo vypukloæ ubyva¸weæ funkcii Φ : (0, +∞) → R.

V qastnosti, ∫ E dθ |f^′(e^{iθ})| < ∫ L(l) dθ |F^′(e^{iθ}; 1, τ (β))| . (2.4)

3. VariacionnaØ formula

DlØ dokazatel~stva teoremy 2 potrebuetsØ lemma o differenciruemosti konformnogo radiusa R(D_r , 0) kak funkcii r, kotoraØ analogiqna lemme 1 raboty [8], ispol~zovavxeæsØ pri rexenii zadaqi Koßevnikova–Gaæera.

Snaqala my opredelim klass poligonal~nyh oblasteæ i vvedem svØzannye s takimi oblastØmi oboznaqeniØ. Pust~ granica odnosvØznoæ oblasti D, 0 ∈ D ⊂ Δ_r, sostoit iz ßordanovoæ krivoæ i koneqnogo qisla ßordanovyh razrezov, vyhodØwih iz nekotoryh toqek fftoæ krivoæ, i pust~ pri fftom ukazannaØ krivaØ i kaßdyæ iz razrezov sostoØt iz koneqnogo qisla dug okrußnosteæ s centrom v naqale i koneqnogo qisla radial~nyh otrezkov. Oblasti takogo vida budem nazyvat~ poligonal~nymi. Esli D – poligonal~naØ oblast~ v kruge Δ_R i ∂D ∩ T_R ≠ ∅, to mnoßestvo S(R) := ∂D \ (∂D ∩ Δ_R), sostoit iz koneqnogo qisla dug τ_k, k = 1, . . . , n, n > 1. Togda pri r, 0 < r < R oblast~ D_r takße ØvlØetsØ poligonal~noæ, a pri vseh r < R dostatoqno blizkih k R mnoßestvo S(r) = ∂D_r \(∂D_r ∩ Δ_r) takße sostoit iz n dug τ_k(r).

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA 151

Lemma 1. Pust~ D – poligonal~naØ oblast~ v ΔR i S(R) ≠ ∅.

Togda funkciØ log R(D_r , 0) differenciruema sleva v toqke r = R i pri fftom d dr log R(D_r , 0) | | | |_{r=R−0} = 1 2π ∫ E(R) dθ |f^′(e^{iθ})| , (3.1)

gde z = f(ζ) – standartno normirovannoe otobraßenie kruga Δ na oblast~ D, E(R) = f^{−1} (S(R)).

Dokazatel~stvo lemmy osnovano na variacionnoæ formule tipa formuly Adamara, sm. [11].

Pust~ 0 < ε 6 ε_0, gde ε_0 > 0 – dostatoqno maloe fiksirovannoe qislo, Ω_r = f^{−1}(D_r ), gde r = R − ε, i pust~ g_ε(ζ) – funkciØ Grina oblasti Ω_r s pol¸som ζ = 0. Niße my pokaßem, qto g_ε(ζ) = − log |ζ| − ε 2π ∫ E(R) 1 − ρ^2 1 − 2ρ cos(θ − φ) + ρ^2 dθ |f^′(e^{iθ})| + o(ε), (3.2)

gde ζ = ρe^{iφ} i o(ε)/ε → 0 ravnomerno po ζ vnutri kruga Δ pri ε → 0. Esli ravenstvo (3.2) ustanovleno, to dokazatel~stvo formuly (3.1) zaverxaetsØ sledu¸wim obrazom. Iz opredeleniØ vnutrennego (konformnogo) radiusa, sm. [9, s. 98], i sootnoxeniØ (3.2) imeem

log R(Ω_r, 0) = lim_{ζ→0}{g_ε(ζ) + log |ζ|} = − ε 2π ∫ E(R) dθ |f^′(e^{iθ})| + o(ε). Ots¸da d dr log R(Ω_r , 0)|_{r=R−0} = 1 2π ∫ E(R) dθ |f^′(e^{iθ})| . (3.3)

Tak kak log R(Ω_r, 0) = log R(D_r , 0) − log |f^′(0)| pri vseh r 6 R, to iz (3.3) sleduet utverßdenie lemmy.

Dokaßem sootnoxenie (3.2). Pust~ γ_k(r) = p(τ_k(r)), gde p = f^{−1} , γ_k = γ_k(R). Po principu simmetrii Rimana–Xvarca, funkciØ p(z) prodolßaetsØ do funkcii, analitiqeskoæ v okrestnosti zamykaniØ dugi τ_k; pri fftom, esli a = e^{iφ} – koncevaØ toqka τ_k, to v okrestosti fftoæ toqki p(z) imeet vid p(z) = e^{iθ1} + A(z − a)^2(1 + q(z)), (3.4)

152 A. ı. SOLYNIN

gde θ_1 ∈ R, A ∈ C , q(z) – regulØrnaØ v rassmatrivaemoæ okrestnosti funkciØ takaØ, qto q(0) = 0. Ots¸da sleduet, qto integral I(ζ) v (3.2) moßno rassmatrivat~ kak integral Puassona:

I(ζ) = 1 2π 2π∫ 0 1 − ρ^2 1 − 2ρ cos(θ − φ) + ρ^2 F (θ) dθ s nepreryvnoæ plotnost~¸

F (θ) = { |f^′(e^{iθ})|^{−1} pri θ ∈ E(R) 0 pri θ ∉ E(R). Sledovatel~no, glavnaØ qast~ G_ε(ζ) v pravoæ qasti formuly (3.2) ØvlØetsØ garmoniqeskoæ v Δ funkcieæ za iskl¸qeniem logarifmiqeskogo pol¸sa ζ = 0. Pri fftom G_ε(e^{iθ}) = −εF (θ) pri vseh θ ∈ [0, 2π).

Netrudno pokazat~, qto pri fiksirovannom dostatoqno malom ε, 0 < ε 6 ε_0, i fiksirovannom φ, e^{iφ} ∈ γ_k, radius [0, e^{iφ}] i krivaØ γ_k(1 − ε) ime¸t edinstvennu¸ toqku pereseqeniØ, pofftomu uravnenie te^{iφ} = p((1 − ε)e^{iθ}) (3.5)

odnoznaqno razreximo otnositel~no t i θ. Pri fftom rexeniØ t = t(ε, φ) i θ = θ(ε, φ) ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi funkciØmi i θ(ε, φ) = θ(φ) + o(1), gde o(1) → 0 pri ε → 0 ravnomerno po φ : e^{iφ} ∈ γ_k, a θ(φ) := θ(0, φ) takova, qto

e^{iθ(φ)} ∈ τ_k i p(e^{iθ(φ)}) = e^{iφ}. (3.6)

PodstavlØØ v (3.5) razloßenie regulØrnoæ funkcii p(ζ) po stepenØm (ζ − e^{iθ}), poluqaem t = 1 − εℜ { e^{iθ(ε,φ)}p^′(e^{iθ(ε,φ)}) p(e^{iθ(ε,φ)}) } + O(ε^2),

gde veliqina O(ε^2)/ε^2 ograniqena ravnomerno po φ : e^{iφ} ∈ γ_k.

Iz (3.6) sleduet, qto e^{iθ(ε,φ)}p^′(e^{iθ(ε,φ)})/p(e^{iθ(ε,φ)}) > 0. Ots¸da, s uqetom sootnoxeniØ θ(ε, φ) = θ(φ) + o(1), imeem

t = 1 − ε|p^′(e^{iθ(φ)})| + o(ε) = 1 − ε|f^′(e^{iφ}|^{−1} + o(ε), (3.7)

gde o(ε)/ε → 0 pri ε → 0 ravnomerno po φ : e^{iφ} ∈ γ_k.

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA 153

Rassmotrim graniqnye znaqeniØ garmoniqeskoæ v oblasti Ω_{1−ε} funkcii u_ε(ζ) = g_ε(ζ) − G_ε(ζ). Esli |ζ| = 1 i ζ ∈ ∂Ω_{1−ε}, to u_ε(ζ) = 0. Pust~ ζ = te^{iφ} ∈ γ_k(1 − ε). Esli e^{iφ} ∉ γ_k, to iz (3.4) i nepreryvnosti v zamknutom kruge integrala Puassona I(ζ) sleduet sootnoxenie u_ε(ζ) = o(ε). Esli ße e^{iφ} ∈ γ_k, to ffto ße sootnoxenie sleduet iz nepreryvnosti I(ζ) i ravenstva (3.7). Pri fftom o(ε)/ε → 0 ravnomerno po ζ. Tak kak funkciØ u_ε(ζ) garmoniqeskaØ v Ω_{1−ε}, to, soglasno principu maksimuma, sootnoxenie u_ε(ζ) = o(ε) vypolnØetsØ pri vseh ζ ∈ Ω_{1−ε}. Sledovatel~no, (3.2) dokazano. �

4. Dokazatel~stvo neravenstva (1.12) Vyberem posledovatel~nost~ poligonal~nyh oblasteæ D^n, n = 1, 2, . . ., shodØwu¸sØ k oblasti D, kak k Ødru, dlØ kotoroæ oblasti D^n ime¸t graniqnye dugi na okrußnosti T_R i udovletvorØ- ¸t uslovi¸ R(D_n, 0) = R(D, 0) = R_0. Netrudno videt~, qto dlØ kaßdoæ oblasti D, udovletvorØ¸weæ usloviØm teoremy 2, ukazannaØ posledovatel~nost~ oblasteæ suwestvuet. Sootvetstvu¸- waØ posledovatel~nost~ srezok (sußennyh oblasteæ) D^n_r := (D^n)_r shoditsØ k oblasti D_r , kak k Ødru. Pofftomu po teoreme Karateodori, sm. [1, s. 56], R(D^n_r , 0) → R(D_r , 0). Ots¸da sleduet, qto pri dokazatel~stve neravenstva (1.12) moßem ograniqitsØ sluqaem poligonal~nyh oblasteæ, ime¸wih graniqnye dugi na T_R.

Rassmotrim mnoßestvo

J = {r^′ ∈ [ρ_0, R] : R(D_r , 0) > R(Δ_{r,ρ0} , 0) dlØ vseh r, r^′ 6 r 6 R}.

Tak kak R ∈ J, to J ≠ ∅. Iz teoremy Karateodori o shodimosti k Ødru sleduet, qto funkcii R(D_r , 0) i R(Δ_{r,ρ0} , 0) nepreryvny po r, pofftomu mnoßestvo J ØvlØetsØ zamknutym otrezkom J = [r_1, R] i pri fftom R(D_{r1} , 0) = R(Δ_{r,ρ0} , 0).

Pokaßem, qto r_1 = ρ_0. Predpoloßim protivnoe: ρ_0 < r_1 6 R. Pust~ f(ζ, r_1) – standartno normirovannoe otobraßenie kruga Δ na oblast~ D_{r1} , S(r_1) – mnoßestvo otkrytyh graniqnyh dug oblasti D_r , leßawih na okrußnosti T_{r1}, E(r_1) = f^{−1}(S(r_1 ), r_1).

Iz lemmy 1 sleduet, qto dlØ vseh r iz dostatoqno maloæ levoæ okrestnosti toqki r_1 vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

log R(D_r , 0) = log R(D_{r1} , 0) −

(r_1 − r) 2π ∫ E(r1) dθ |f^′(e^{iθ}, r_1)| + o(r_1 − r),

(4.1)

154 A. ı. SOLYNIN

log R(Δ_{r,ρ0} , 0) =

log R(Δ_{r1,ρ0} , 0) −

(r_1 − r) 2π ∫ E(r1,ρ0) dθ |F^′(e^{iθ}; r_1, ρ_0)|

+ o(r_1 − r). (4.2)

Tak kak R(D_{r1} , 0) = R(Δ_{r1,ρ0} , 0), to k funkciØm f(ζ, r_1)/r_1 i F (ζ; r_1, ρ_0)/r_1 primenimy sledstvie A i teorema B p. 2, iz kotoryh vytekaet, qto meas E(r_1) < meas E(r_1, ρ_0) i ∫ E(r1 ) dθ |f^′(e^{iθ}, r_1)| < ∫ E(r1,ρ0) dθ F^′(e^{iθ}; r_1, ρ_0)|

, (4.3)

esli D_{r1} ne ØvlØetsØ vraweniem Δ_{r1,ρ0} vokrug naqala.

Iz (4.1)–(4.3) sleduet, qto

R(D_r , 0) > R(Δ_{r,ρ0} , 0) (4.4)

dlØ vseh r < r_1, dostatoqno blizkih k r_1. Oqevidno, qto neravenstvo (4.4) protivoreqit opredeleni¸ mnoßestva J, pofftomu predpoloßenie ρ_0 < r_1 neverno. Sledovatel~no, R(D_r , 0) > R(Δ_{r,ρ0} , 0) pri vseh r, ρ_0 6 r 6 R. �

5. Utoqnennoe neravenstvo dlØ integral~nyh srednih Zafiksiruem poloßitel~nye parametry 0 < R_0 < R_1 < R_2 < R, gde R_0 sqitaem dostatoqno malym. Rassmotrim semeæstvo D vseh odnosvØznyh oblasteæ D ∋ 0, leßawih v kruge Δ_R, udovletvorØ¸wih neravenstvu R(D_{R2} , 0) > R_0, i takih qto ∂D ∩ T_R ≠ ∅ i ∂D soderßit fiksirovannye toqki z_1 = r_1, z_2 = r_2e^{iθ0} , gde R_0 < r_1, r_2 6 R_1, 0 < θ_0 6 π. Dalee vs¸du predpolagaetsØ, qto pri rassmatrivaemyh znaqeniØh parametrov semeæstvo D ne pusto.

Zafiksirovav nekotoru¸ oblast~ D ∈ D, vvedem neobhodimye svØzannye s fftoæ oblast~¸ oboznaqeniØ. Qerez z = f(ζ, r) oboznaqaem standartno normirovannoe otobraßenie kruga Δ na oblast~ D_r . Kaßdomu r, R_2 6 r 6 R sopostavim proizvol~- noe mnoßestvo S(r) (vozmoßno pustoe), sostoØwee iz otkrytyh graniqnyh dug oblasti D_r , leßawih na okrußnosti T_r. Pust~ E(r) := f^{−1} (S(r), ), 2 l(r) = meas (E(r)). Kaßdoæ oblasti D ∈ D sopostavim takße funkci¸ ρ(r), opredelØemu¸ sootnoxeniem

R(D_r , 0) = R(_{r,ρ(r)} , 0).

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA 155

Lemma 2. Suwestvuet postoØnnaØ C > 0, ne zavisØwaØ ot vybo-

ra oblasti D ∈ D i vybora mnoßest S(r) i takaØ, qto ∫ E(r) dθ |f^′(e^{iθ}, r)| 6 ∫ E(r,ρ(r)) dθ |F^′(e^{iθ}; r, ρ(r))| − C (5.1)

dlØ vseh r, R_2 6 r 6 R.

Pri dokazatel~stve lemmy 2 budet ispol~zovat~sØ formuliruemaØ niße ffkstremal~naØ zadaqa. Pust~ z_1, z_2 – fiksirovannye toqki v prokolotom kruge Δ_r \ {0}, i pust~ semeæstvo Γ sostoit iz vsevozmoßnyh ob¨edineniæ γ = γ_1 ∪ γ_2 kontinuumov γ_1,γ_2 ⊂ Δ_r \ {0} takih, qto z_k ∈ γ_k i γ_k ∩ T_r ≠ ∅, k = 1, 2; pri fftom dopuskaetsØ sluqaæ γ_1 = γ_2. Pust~ Δ_r(γ) ∋ 0 – svØznaØ komponenta mnoßestva Δ \ γ. TrebuetsØ naæti minimum garmoniqeskoæ mery ω(0, γ, Δ_r(γ)) → min (5.2)

i ukazat~ vse ffkstremal~nye konfiguracii sredi vseh kompaktov γ ∈ Γ, udovletvorØ¸wih uslovi¸

R(Δ_r(γ), 0) = d, (5.3)

gde d > 0 – fiksirovannaØ postoØnnaØ.

Bez dopolnitel~nogo normiru¸wego usloviØ (5.3) postanovka zadaqi (5.2) kak otkrytoæ problemy privedena v rabote [12]. Zdes~ nam potrebuetsØ tol~ko sledu¸waØ lemma o suwestvovanii i nekotoryh svoæstvah ffkstremal~nyh konfiguraciæ. Lemma 3. Esli podmnoßestvo Γ(d) kompaktov γ ∈ Γ, udovle-

tvorØ¸wih uslovi¸ (5.3), ne pusto, to ono soderßit kompakt γ^0 = γ^0(r, d), realizu¸wiæ minimum v (5.2). Pri fftom garmoniqeskaØ mera ω(0, γ^0, Δ_r(γ^0 )) nepreryvno zavisit ot parametrov r i d.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim minimiziru¸wu¸ posledovatel~nost~ kompaktov γ^{(n)} = γ^{(n)}_1 ∪ γ^{(n)}_2 ∈ Γ(d), n = 1, 2, . . .. Pust~ f_n – standartno normirovannoe otobraßenie kruga Δ na oblasti Δ_r(γ). Tak kak f^′_n(0) = d, to bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~, qto f_n → f v Δ. Pust~ dugi L^{(n)}_k = {e^{iθ} : α^{(n)}_k 6 θ 6 β^{(n)}_k }, k = 1, 2, gde α^{(n)}_k < β^{(n)}_k , sootvetstvu¸t kontinuumam γ^{(n)}_k pri otobraßenii f. Moßno sqitat~, qto α^{(n)}_k → α_k, β^{(n)}_k → β_k pri n → ∞.

156 A. ı. SOLYNIN

Pust~ γ^0 = γ^0_1 ∪ γ^0_2 , gde γ^0_k = f(L_k ) i L_k = {e^{iθ} : α_k 6 θ 6 β_k}. Togda

ω(0, γ^{(n)}, Δ_r(γ^{(n)} )) → (β_1 − α_1) + (β_2 − α_2) = ω(0, γ^0, Δ_r(γ^0)).

Tak kak kompakt γ^0 dopustim dlØ zadaqi (5.2), (5.3), to suwestvovanie ffkstremal~nogo kompakta dokazano.

Nepreryvnost~ garmoniqeskoæ mery ω(0, γ^0, Δ_r(γ^0)) ot r i d sleduet iz analogiqnyh soobraßeniæ, svØzannyh s kompaktnost~¸ sootvetstvu¸wego klassa standartno normirovannyh konformnyh otobraßeniæ f : Δ → Δ_r(γ^0(r, d)). � Dokazatel~stvo lemmy 2. DlØ dokazatel~stva neravenstva (5.1) pokaßem, qto pri usloviØh lemmy l(r) 6 l(r, ρ(r)) − α (5.4) pri nekotorom α > 0, ne zavisØwem ot oblasti D ∈ D, mnoßestv E(r) i parametra r, R_2 6 r 6 R. Esli (5.4) ustanovleno, to iz teoremy B p.2 vytekaet sledu¸wee sootnoxenie, dokazyva¸wee (5.1): ∫ E(r) dθ |f^′(e^{iθ}, r)| 6 ∫ L(l(r)) dθ |F^′(e^{iθ}; r, ρ(r))| − C. Zdes~

C = min 2 β2∫ β1 dθ |F^′(e^{iθ}; r, ρ)| > 0, (5.5)

gde β_1 = π − l(r, ρ), β_2 = π − l(r, ρ) + α, a minimum beretsØ po vsem r i ρ takim, qto R_2 6 r 6 R, ρ_0(r, ρ) > α, R_0 6 R(Δ_{r,ρ}, 0) 6 R. Poloßitel~nost~ minimuma v (5.5) sleduet iz nepreryvnoæ zavisimosti sootvetstvu¸wih funkciæ ot parametrov r i ρ.

Dokaßem (5.4). Qerez γ_1(r) i γ_2(r) oboznaqaem zamykaniØ svØznyh komponent mnoßestva ∂D_r \ T_r, soderßawie toqki z_1 i z_2, sootvetstvenno (moßet okazat~sØ, qto γ_1 (r) sovpadaet s γ_2(r)); pust~ γ(r) = γ_1(r) ∪ γ_2(r).

Kaßdoe iz otobraßeniæ f = f(·, r) i F = F (·, r, ρ(r)) predstavimo v vide kompozicii dvuh standartno normirovannyh otobraßeniæ: f = h_1 ∘ h_2, F = H_1 ∘ H_2. Zdes~ h_1(w, r) otobraßaet krug Δ na oblast~ Δ_r(γ(r)), a h_2(ζ, r) otobraßaet Δ na oblast~

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA 157

D_1(r) := h^{−1}_1 (D_r , r). Funkcii H_1 = H_1(w, r) i H_2 = H_2(ζ, r) otobraßa¸t krug Δ na oblasti Δ_{r,τ1} i Δ_{1,τ2}, sootvetstvenno; pri fftom parametry τ_k > 0 vybira¸tsØ iz usloviæ H^′_k(0, r) = h^′_k(0, r), k = 1, 2.

Pust~ S_1(r) = h^{−1}_1 (S(r), r), E_1(r) = T\ h^{−1}_1 (γ_0(r)). Kompakt γ(r) dopustim dlØ zadaqi (5.2), (5.3), esli poloßit~ d = h^′_1(0, r). Pofftomu 2l_1(r) := meas E_1(r) 6 2π(1 − ω(0, γ_0, Δ_r(γ_0)), (5.6)

gde γ_0 – ffkstremal~nyæ kompakt zadaqi (5.2), (5.3), sootvetstvu- ¸wiæ rassmatrivaemym znaqeniØm parametrov. Ispol~zuØ (5.6) i primenØØ sledstvie A p. 2 k funkcii H_1 i funkcii, otobraßa¸weæ Δ na oblast~ Δ_r(γ_0), poluqim neravenstvo

meas E(r, τ_1) − meas S_1(r) > C_1, (5.7) gde C_1 = min {meas E(r, τ ) − 2π(1 − ω(0, γ_0, Δ_r(γ_0))} , (5.8)

a minimum beretsØ po vsem r, R_1 6 r 6 R i vsem d, R_0 6 d 6 R(Δ_{R,R1} , 0).

Tak kak γ_0 ne ØvlØetsØ radial~nym otrezkom, to, soglasno utverßdeni¸ o sluqaØh ravenstva v sledstvii A p. 2, minimiziruemaØ v (5.8) funkciØ strogo poloßitel~na pri rassmatrivaemyh znaqeniØh r, d i ε_0; tak kak ffta funkciØ i nepreryvna, to C_1 > 0. Ots¸da i iz (5.7) vytekaet neravenstvo

meas H^{−1}_2 (L(l(r, τ_1)) \ L(l_1(r))) > C_2 > 0, (5.9)

gde C_2 ne zavisit ot D, E(r) i r, R_1 6 r 6 R.

Pust~ 2φ(r) = meas (H^{−1}_2 (L(l_1 (r))). Tak kak H^′_2(0, r) = h^′_2(0, r), to iz teoremy A p.2 sleduet, qto

φ(r) > l(r). (5.10)

Tak kak 2l(r, ρ(r)) = 2φ(r) + meas (L(l(r, τ_1)) \ L(l_1(r)), to iz (5.9) i (5.10) vytekaet (5.4). �

6. Vspomogatel~naØ lemma

Nam potrebuetsØ sledu¸wee utverßdenie o funkciØh vewestvennogo peremennogo.

158 A. ı. SOLYNIN

Lemma 4. Pust~ funkcii f(x) ∈ C([a, b]) i g(x, y) ∈ C^1([a, b] × [c, d])

udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm:

(1) f imeet levu¸ proizvodnu¸ na (a, b]; (2) f, g ne ubyva¸t po x;

(3) g strogo vozrastaet po y i dlØ kaßdogo x ∈ [a, b] suwestvuet y = y(x) ∈ [c, d] takoe, qto g(x, y(x)) = f(x); pri fftom g(b, c) = f(b);

(4) pri nekotoryh fiksirovannyh δ > 0 i k > 1 dlØ vseh x ∈ (a, b] vypolnØetsØ neravenstvo

f^′(x − 0) 6 ∂ ∂x g(x, y(x)) − kδ. Pust~ m = min^∂_{∂y} g(x, y), M = max^∂_{∂y} g(x, y) pri a 6 x 6 b, c 6

y 6 d i pust~ 0 < m 6 M < ∞. Togda f(x) > g(x, c) + (δm/M )(b − x) pri vseh x, a 6 x 6 b.

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto pri vseh x, a 6 x 6 b vypolnØetsØ neravenstvo y(x) − c > (δ/M )(b − x). (6.1) Oboznaqim qerez J mnoßestvo vseh x^′ ∈ [a, b] takih, qto (6.1) vypolnØ¸tsØ pri vseh x iz promeßutka x^′ 6 x 6 b. Tak kak b ∈ J, to J ≠ ∅. Iz nepreryvnosti funkcii y(x) sleduet, qto mnoßestvo J zamknuto. Pokaßem, qto J = [a, b].

PredpolagaØ, qto J = [x_0, b], gde x_0 > a, v nekotoroæ levoæ okrestnosti toqki x_0 imeem

f(x) = f(x_0 ) + f^′(x_0 − 0) (x − x_0) + o(x − x_0),

g(x, y(x_0)) = g(x_0, y(x_0)) + g^′_x(x_0, y(x_0))(x − x_0) + o(x − x_0).

Ots¸da, ispol~zuØ teoremu o srednem, poluqaem sootnoxenie g^′_y(x, ξ)(y(x) − y(x_0)) = g(x, y(x)) − g(x, y(x_0)) = (g^′_x(x_0, y(x_0)) − f^′(x_0 − 0))(x_0 − x) + o(x − x_0) > δ(x_0 − x),

gde ξ ∈ (y(x_0), y(x)).

Sledovatel~no, y(x) − y(x_0 ) > (δ/M )(x_0 − x). Ots¸da imeem

y(x) − c = (y(x) − y(x_0)) + (y(x_0) − c) >

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA 159 (δ/M )(x_0 − x) + (δ/M )(b − x_0) = (δ/M )(b − x), qto protivoreqit predpoloßeni¸ J = [x_0, b]. Takim obrazom (6.1) vypolnØetsØ pri a 6 x 6 b. Vnov~ primenØØ teoremu o srednem i uqityvaØ (6.1), poluqaem f(x)−g(x, c) = g(x, y(x))−g(x, c) = g^′_y(x, ξ)(y(x)−c) > (δm/M )(b−x), gde ξ ∈ (c, y(x)). Lemma dokazana. �

7. Edinstvennost~ ffkstremali teoremy 2 Pust~ oblast~ D udovletvorØet usloviØm teoremy i ne ØvlØetsØ vraweniem oblasti Δ_{R,ρ0} vokrug naqala. Predpoloßim, qto R(D_{r0} , 0) = R(Δ_{r0,ρ0} , 0) pri nekotorom r_0, ρ_0 < r_0 < R. Togda iz uße dokazannogo neravenstva (1.12) vytekaet, qto

R(D_r , 0) ≡ R(Δ_{r,ρ0} , 0) pri r_0 6 r 6 R. (7.1)

Deæstvitel~no, dopustim, qto suwestvuet r^′ : r_0 < r^′ < R takoe, qto R(D_r0 , 0) > R(Δ_r0_{,ρ0} , 0). Togda naædetsØ ρ^′, ρ_0 < ρ^′ < R takoe, qto R(D_r0 , 0) > R(Δ_r0_{,ρ}0 , 0). PrimenØØ neravenstvo (1.12) k oblastØm D_r0 i Δ_r0_{,ρ}0 , zakl¸qaem, qto

R(D_r , 0) > R(Δ_{r,ρ}0 , 0) > R(Δ_{r,ρ0} , 0) (7.2)

pri vseh r, ρ^′ 6 r 6 r^′. Oqevidno, (7.2) protivoreqit predpoloßeni¸ R(D_{r0} , 0) = R(Δ_{r0,ρ0} , 0), pofftomu (7.1) vypolnØetsØ.

Tak kak oblast~ D ne ØvlØetsØ vraweniem oblasti Δ_{R,ρ0} , to, ne ograniqivaØ obwnosti, moßem sqitat~, qto naædutsØ toqki z_1 = r_1, z_2 = r_2e^{iθ0} , 0 < r_1, r_2 < R, 0 < θ_0 6 π, ne prinadleßawie oblasti D.

Zafiksiruem dostatoqno maloe δ_0 > 0. Iz teoremy Karateodori o shodimosti k Ødru sleduet, qto naædetsØ poligonal~naØ oblast~ Ω ⊂ Δ_R \ {z_1, z_2} takaØ, qto

log R(D_r , 0) = log R(Ω_r , 0) + δ_1(r), (7.3)

gde δ_1(R) = 0 i |δ_1(r)| 6 δ_0 pri vseh r, ρ_0 < r < R.

Tak kak neravenstvo (1.12) uße dokazano, to

log R(Ω_r, 0) > log R(Δ_{r,ρ0} , 0)

pri vseh r, ρ_0 6 r 6 R. Pofftomu suwestvuet nepreryvnaØ neubyva¸waØ funkciØ ρ(r), opredelØemaØ usloviem

R(Ω_r , 0) = R(Δ_{r,ρ(r)} , 0). (7.4)

160 A. ı. SOLYNIN

Zafiksiruem dostatoqno maloe ε_0 > 0. Pri vseh r, r_3 6 r 6 R, gde r_3 = R − ε_0, oblasti Ω_r i Δ_{r,ρ(r)} udovletvorØ¸t usloviØm lemmy 2, pofftomu naædetsØ postoØnnoe qislo δ > 0 takoe, qto d dr log R(Ω_r, 0) | | | r=r^0 −0

6^d_{dr} log R(Δr,ρ(r0 ), 0)^|_{r=r0} − 2δ (7.5)

pri vseh r^′, r_3 6 r^′ 6 R. Takim obrazom, funkcii log R(Ω_r , 0) i log R(Δ_{r,ρ}, 0) udovletvorØ¸t usloviØm lemmy 4. Pofftomu pri vseh r ∈ [r_3, R] vypolnØetsØ neravenstvo

log R(Ω_r, 0) > log R(Δ_{r,ρ0} , 0) + (R − r) C, (7.6)

gde C > 0 ne zavisit ot oblasti Ω, mnoßestv S(r) i parametra r ∈ [r_3, R].

SqitaØ, qto vybrannoe vyxe δ_0 > 0 udovletvorØet sootnoxeni¸ δ_0 < C_1 := (Cε_0)/2, iz (7.3) i (7.6) poluqaem neravenstvo

log R(D_{r3} , 0) > log R(Δ_{r3,ρ0} , 0) + C_1,

protivoreqawee sootnoxeni¸ (7.1). Sledovatel~no, predpoloßenie R(D_{r0} , 0) = R(Δ_{r0,ρ0} , 0) neverno i trebuemoe utverßdenie dokazano. �

8. Dokazatel~stvo teoremy 1 Zafiksiruem r > 1/4. Pri vseh R > r oqevidno sootnoxenie (D_R)_r = D_r. Pofftomu iz teoremy 2, primenennoæ k oblasti D_R ⊂ Δ_R, vytekaet neravenstvo

R(D_r, 0) > R(Δ_{r,ρ(R)}, 0), (8.1)

gde ρ(R) – rexenie uravneniØ

R(D_R, 0) = R(Δ_{R,ρ}, 0). (8.2)

Iz teoremy shodimosti Karateodori sleduet, qto R(D_R, 0) → 1 pri R → ∞. Poslednee sootnoxenie vmeste s (8.1) dokazyvaet neravenstvo (1.7).

Dokaßem utverßdenie o sluqaØh ravenstva v (1.7). Dopustim, qto R(D_{r1} , 0) = R(Δ_{r1,1/4}, 0) dlØ nekotoroæ dopustimoæ oblasti D, ne ØvlØ¸weæsØ vraweniem oblasti Kebe, i nekotorogo r_1 > 1/4. Togda, kak pokazyvaet rassußdenie, privedennoe v naqale predyduwego punkta, R(D_r , 0) = R(Δ_{r,1/4}, 0) pri vseh

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA 161

r, r_1 6 r < ∞. Tak kak D ne ØvlØetsØ vraweniem oblasti Kebe, to i oblast~ D_R pri vseh R > 1/4 ne ØvlØetsØ vraweniem oblasti Δ_{r1,1/4}. PrimenØØ utverßdenie o sluqaØh ravenstva teoremy 2 k oblastØm D_R i Δ_{R,1/4} pri proizvol~nom R > r_1 i uqityvaØ sootnoxeniØ D_{r1} = (D_R)_{r1} , Δ_{r1,1/4} = (Δ_{R,1/4})_{r1} , poluqaem neravenstvo R(D_{r1} , 0) > R(Δ_{r1,1/4}, 0), protivoreqawee sdelannomu vyxe predpoloßeni¸. Teorema dokazana. �

9. DvusvØznye oblasti

Postanovka zadaqi (1.2), (1.3) estestvennym obrazom obobwaetsØ na dvusvØznye oblasti D ⊂ C , leßawie vo vnexnosti ediniqnogo kruga i ime¸wie okrußnost~ T v kaqestve graniqnoæ komponenty. Pust~ D – mnoßestvo vseh takih oblasteæ. Esli D ∈ D i r > 1, to pereseqenie D ∩ Δ_r soderßit edistvennu¸ dvusvØznu¸ komponentu, oboznaqaemu¸ dalee qerez D_r . Oqevidno, D_r ∈ D. Kak izvestno [1, s. 205], kaßdaØ dvusvØznaØ oblast~ s nevyroßdennymi graniqnymi komponentami moßet byt~ otobraßena konformno i odnolistno na krugovoe kol~co K(r_1, r_2) := {ζ : r_1 < |ζ| < r_2}, 0 < r_1 < r_2 < ∞; pri fftom veliqina

mod(D) = 1 2π log r_2 r_1 , nazyvaemaØ modulem oblasti D (otnositel~no semeæstva krivyh, razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty), ØvlØetsØ konformnym invariantom.

Zafiksirovav parametry r > 1 i M > 0, rassmotrim sledu¸- wu¸ zadaqu:

mod(D_r ) → min (9.1)

pri usloviØh D ∈ D i mod(D) = M. (9.2)

�ta zadaqa, kak i zadaqa (1.2), (1.3), moßet byt~ pereformulirovana v terminah emkosti.

Pust~ E – kontinuum na giperboliqeskoæ ploskosti, realizovannoæ kak krug Δ, snabßennyæ metrikoæ

ρ(z_1 , z_2) = (1/2) log

1 − h(z_1, z_2) 1 + h(z_1, z_2)

, gde h(z_1, z_2) = | | | | z_1 − z_2 1 − z̄_1z_2 | | | | .

162 A. ı. SOLYNIN

Qerez E_{h,ε}(a) oboznaqaem giperboliqeskoe ε-razdutie kontinuuma E v toqke a ∈ E, t.e. E_{h,ε}(a) = E ∪ Δ_{h,ε}(a), gde Δ_{h,ε}(a) = {z ∈ Δ : ρ(z, a) < ε}. Zadaqa (9.1), (9.2) ffkvivalentna sledu¸weæ: pri fiksirovannyh znaqeniØh parametrov ε > 0 i d, 0 < d < 1, naæti

cap_{h,1}(E_{h,ε}(a)) → max (9.3)

pri usloviØh a ∈ E ⊂ Δ i cap_{h,1} (E) = d.

Po forme privedennye vyxe zadaqi (9.1),(9.2) i (9.3) ewe bolee blizki k zadaqe Koßevnikova–Gaæera, qem rassmotrennye vo vvedenii zadaqa (1.2),(1.3) i zadaqa (1.6).

�kstremal~nymi konfiguraciØmi zadaq (9.3) i (9.1) slußat kol~ca Gretxa R_G(ρ) = Δ \ [0, ρ] i R^′_G(1/ρ) = {z : 1/z ∈ R_G(ρ)}, 0 < ρ < 1. FunkciØ mod(R^′_G(t)) strogo vozrastaet ot 0 do ∞ na intervale 1 < t < ∞. Pofftomu dlØ kaßdogo M > 0 suwestvuet edinstvennoe znaqenie t = t(M ) takoe, qto mod (R^′_G(t)) = M . Analogiqno, dlØ kaßdogo znaqeniØ d, 0 < d < 1, suwestvuet qislo ρ(d), 0 < ρ(d) < 1, takoe, qto cap_{h,1} (I(ρ(d))) = d, gde I(ρ) := [0, ρ].

Privedem formulirovki utverßdeniæ, rexa¸wih zadaqi (9.1) i (9.3).

Teorema 3. Pust~ M > 0 i r > t(M ) – fiksirovannye qisla. Esli

D ∈ D i mod (D) = M , to

mod(D_r ) > mod(R^′_{G,r}(t(M ))). (9.4)

gde R^′_{G,r}(t) := R^′_G(t) ∩ Δ_t.

Ravenstvo v (9.4) dostigaetsØ tol~ko dlØ oblasteæ D = e^{iα}R^′_G(t(M )), gde α ∈ R.

Sledstvie 2. Pust~ E – kontinuum v Δ takoæ, qto cap (E) = d,

gde d – fiksirovannoe qislo, 0 < d < 1. Togda dlØ vseh a ∈ E i vseh ε > 0 cap_{h,1} (E_{h,ε}(a)) 6 cap_{h,1} (I(d, ε)), (9.5)

gde I(d, ε) = I(ρ(d)) ∪ Δ_{h,ε}(0) – giperboliqeskoe ε-razdutie otrezka I(ρ(d)) v toqke z = 0.

Ravenstvo v (9.5) dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda E – giperboliqeskiæ otrezok, a toqka a – odin iz ego koncov.

Dokazatel~stvo teoremy 3 i ee sledstviØ budut opublikovany pozdnee v odnoæ iz naxih sledu¸wih rabot. Metodiqeski ffti

MINIMIZACI˚ KONFORMNOGO RADIUSA 163

dokazatel~stva povtorØ¸t dokazatel~stvo teorem 1 i 2, tol~- ko vmesto bazovyh rezul~tatov p. 2 v nih ispol~zu¸tsØ novye teoremy o graniqnom iskaßenii pri otobraßenii dvusvØznyh oblasteæ.

10. Drugie obobweniØ Vmesto krugovyh srezok D_r oblasti D, izuqa¸wihsØ v dannoæ rabote, moßno rassmatrivat~ srezki fftoæ oblasti vdol~ drugih regulØrnyh semeæstv krivyh; naprimer, vdol~ semeæstva prØmyh L_t := {z : ℜ z = −t}, t > 0. Takie srezki po prØmym uße rassmatrivalis~ v rabotah [8, 4] pri rexenii ewe odnoæ zadaqi D. Gaæera. Na fftom puti voznikaet zadaqa o minimizacii konformnogo radiusa R(D^t, 0) oblasti D^t := D ∩ {z : ℜ z < −t} pri preßnem uslovii R(D, 0) = 1. Metodika dannoæ raboty primenima i pri rexenii fftoæ zadaqi. Otmetim ewe odno vozmoßnoe obobwenie: v teoreme 2 vmesto “ob¨eml¸wego” kruga Δ_R moßno vzØt~ proizvol~nu¸ oblast~ Ω, krugosimmetriqnu¸ otnositel~- no luqa [0, −∞), a v kaqestve srezok D_r oblasti D ⊂ Ω rassmatrivat~ sootvetstvu¸wie komponenty pereseqeniØ D s mnoßestvami {z : g_Ω(z, 0) > r}, gde r > 0, a g_Ω(z, 0) – funkciØ Grina oblasti Ω s pol¸som z = 0. Ispol~zuØ izvestnye svoæstva odnolistnyh funkciæ, otobraßa¸wih Δ na krugosimmetriqnye oblasti, moßno pokazat~, qto ffta formal~no bolee obwaØ zadaqa svoditsØ k zadaqe (1.2), (1.11).

Literatura

1. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd. M., 1966.

2. Dß. Dßenkins, Odnolistnye funkcii i konformnye otobraßeniØ, M., 1962.

3. D. Gaier, W. Hayman, On the computation of modules of a long quadrilaterals, Constr. Approx. 7 (1991), 453–467.

4. R. Laugesen, Extremal problems involving logarithmic and Green capacity, Duke Math. J. 70 (1993), 445–480.

5. M. Tsuji, Potential theory in modern function theory, Tokyo, 1959.

6. V. O. Kuznecov, O maksimume proizvedeniØ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ v kruge, Zap. nauqn. semin. POMI 237 (1997), 105–118.

7. R. Kühnau, Über ein Modul-Kapazitätsproblem von D. Gaier, Mitt. Math. Semin.

Giessen 198 (1990), 85–119.

8. A. ı. Solynin, Graniqnoe iskaßenie i izmenenie modulØ pri rasxirenii dvusvØznoæ oblasti, Zap. nauqn. semin. POMI 201 (1992), 157–163.

9. V. K. Heæman, Mnogolistnye funkcii, M., 1960.

164 A. ı. SOLYNIN

10. A. ı. Solynin, Graniqnoe iskaßenie i ffkstremal~nye zadaqi v nekotoryh klassah odnolistnyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 115–142.

11. M. Xiffer, Nekotorye novye rezul~taty v teorii konformnyh otobraßeniæ, Priloßenie k kn.: Kurant R. Princip Dirihle, konformnye otobraßeniØ i minimal~nye poverhnosti, s. 234–301, M., 1953.

12. A. Yu. Solynin, Extremal problems on conformal moduli and estimates for harmonic measures, J. Analyse Math. 74 (1998), 1–49.

Postupilo 30 sentØbrØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN