Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 254, 1998 g.

E. P. Golubeva

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI I RASPREDELENIE KVADRATIQNYH IRRACIONAL^NOSTE`

1. Pust~ f(x1, x2, x3) – celoqislennaØ primitivnaØ kvadratiq-

naØ forma i n ∈ Z. Voprosy o koliqestve celoqislennyh rexeniæ uravneniØ

f(x_1, x_2, x_3) = n (1)

i o zakonah raspredeleniØ fftih rexeniæ na poverhnosti (1) pri

n → ∞ dolgie gody privlekal samoe pristal~noe vnimanie.

Znaqitel~nyh uspehov v fftoæ problematike dostig ı. V. Linnik, kotoryæ sozdal special~nyæ metod dlØ izuqeniØ uravneniØ (1), vposledstvii nazvannyæ ffrgodiqeskim.

Pozße Ivanec [1] poluqil netrivial~nu¸ ocenku kofffficientov Fur~e avtomorfnyh form polucelogo vesa i posle raboty D~¸ka [2] predstavlØlos~, qto oba voprosa rexeny.

V sluqae, kogda f – poloßitel~no opredelennaØ forma, zadaqu deæstvitel~no moßno sqitat~ v principe rexennoæ, hotØ ostatoqnye qleny v sootvetstvu¸wih asimptotiqeskih formulah daleki ot oßidaemyh, qto ograniqivaet ih primenenie k rexeni¸ drugih diofantovyh zadaq.

Takova ße situaciØ v sluqae, kogda poverhnost~ (1) ØvlØetsØ dvupolostnym giperboloidom prosteæxego vida

b^2 − ac = D (D < 0). (2)

Iz vseh form dannoæ signatury ffta predstavlØetsØ samoæ interesnoæ, poskol~ku uravnenie (2) estestvennym obrazom svØzano s raspredeleniem poloßitel~no opredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form diskriminanta D. Naskol~ko izvestno avtoru, v sluqae dvupolostnyh giperboloidov obwego vida nikto ne rassmatrival obsußdaemu¸ zadaqu s toqki zreniØ rezul~tatov ili tehniki rabot [1, 2]. 28

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 29 OsnovnaØ cel~ nastoØweæ raboty – pokazat~, qto daße v sluqae prosteæxego odnopolostnogo giperboloida

b^2 − ac = D (D > 0) (3)

iz rezul~tatov rabot [1, 2] nevozmoßno vyvesti zakon raspredeleniØ celoqislennyh rexeniæ fftogo uravneniØ.

Zametim, qto iz vseh tipov uravneniæ (1) odnopolostnyæ giperboloid (3) dostavil naibol~xie trudnosti i pri primenenii metoda ı. V. Linnika.

�ti trudnosti byli preodoleny B. F. Skubenko v rabote [3]. Osnovnoæ rezul~tat posledneæ raboty moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom. Pust~ Ω – dostatoqno horoxaØ (naprimer, vypuklaØ) oblast~ na poverhnosti

b^2_1 − a_1c_1 = 1. (4)

Qerez Q(Ω) oboznaqim qislo celyh rexeniæ uravneniØ (3) takih, qto (a/ √ D, b/ √ D, c/ √ D) = (a_1, b_1, c_1) ∈ Ω.

Togda dlØ l¸byh Ω_1 i Ω_2 imeem pri D → ∞

Q(Ω_1) Q(Ω_2) ∼ μ(Ω_1) μ(Ω_2)

, (5) gde μ(Ω) = ∫∫ Ω^0 da_1db_1 |a_1| i Ω^′ – proekciØ Ω na ploskost~ (a_1, b_1). Zametim, qto veliqina

μ(Ω) proporcional~na plowadi Lobaqevskogo oblasti Ω.

Sleduet otmetit~, qto na D byli naloßeny nekotorye dopolnitel~nye usloviØ (sm. niße) i qto asimptotiqeskoe znaqenie

Q(Ω) naædeno ne bylo.

�to znaqenie bylo naædeno v rabote [4] na osnovanii predpoloßeniØ (do sih por ne dokazannogo) o tom, qto asimptotiqeskoe ravenstvo (5) imeet mesto so stepennoæ ocenkoæ ostatoqnogo qlena. Takim obrazom, byl rexen interesnyæ vopros – naædeno gipotetiqeski asimptotiqeskoe znaqenie qisla privedennyh neopredelennyh binarnyh form diskriminanta D. V rabote [5] fftot vopros byl rexen bez privleqeniØ kakih-libo gipotez dlØ vseh teh D, dlØ kotoryh imeet mesto sootnoxenie (4).

30 E. P. GOLUBEVA

Kak uße upominalos~ vyxe, pri dokazatel~stve asimptotiqeskogo ravenstva (5) v rabote [3] na D nakladyvalos~ dopolnitel~noe uslovie: predpolagalos~, qto (_D p ) = 1 pri nekotorom fiksirovannom prostom p. (Esli my voz~mem, naprimer, p = 5, to

D ≡ ±1 (mod 5).) �to uslovie nikak ne svØzano s suwestvom ras-

smatrivaemoæ zadaqi i privnositsØ za sqet osobennosteæ ffrgodiqeskogo metoda ı. V. Linnika. Ego moßno zamenit~ na predpoloßenie ob otsutstvii nuleæ v okrestnosti toqki s = 1 u L_D(s) – L-funkcii Dirihle s kvadratiqnym harakterom (_{4D} · ) . V rabote [5] analog sootnoxeniØ (5) byl poluqen v sledu¸weæ forme

Q(Ω) = C √ D L_D(1)μ(Ω)(1 + O(log^{−η} D)), (6)

gde C > 0 (toqnoe znaqenie C sm. v [5]), η > 0 – postoØnnaØ. �tot rezul~tat byl dokazan kombinirovaniem tonkih rexetnyh soobraßeniæ, otnosØwihsØ k summirovani¸ znaqeniæ mul~tiplikativnyh funkciæ, s nekotorymi geometriqeskimi soobraßeni- Ømi.

K soßaleni¸, on obladaet shodnym nedostatkom: pri ego vyvode ispol~zovalos~ predpoloßenie ob otsutstvii nuleæ L_D(s) v nekotoroæ okrestnosti toqki s = 1.

Zametim, qto v [6] Q(Ω) vyqisleno, grubo govorØ, dlØ l¸boæ kvadratiqnoæ formy i, v qastnosti, dlØ l¸byh dvupolostnyh giperboloidov.

Drugoæ vozmoßnyæ podhod k rassmatrivaemoæ zadaqe svØzan s popytkami dokazat~ ravnomernost~ raspredeleniØ rexeniæ sravneniØ b^2 ≡ D (mod a) v intervalah 0 6 b 6 a v srednem po a pri fiksirovannom D, qto naprØmu¸ svodit posledniæ vopros k zadaqe ob ocenke summy summ Sal~e. �tot podhod byl rassmotren v rabote [7], gde bylo, v qastnosti, pokazano, qto iz l¸boæ netrivial~noæ ocenki summy ∑ a6x a≡a0 (mod 4),(a,m) S(D, m^2 , a) √ a , (7)

gde S(D, m, a) = ∑ t (mod a) tt^0≡1 (mod a)

( t a ) exp ( 2πi(Dt + mt^′) a ) ,

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 31 vytekaet rezul~tat tipa (5). V rabote [8] byl poluqen obratnyæ rezul~tat, to est~ dokazano, qto iz asimptotiqeskogo ravenstva tipa (5) ili (6) prØmo sleduet ocenka summy (7), zavisØwaØ ot ocenki ostatka v fftom asimptotiqeskom ravenstve.

Odnako v [7] ocenka summy (7) byla poluqena lix~ v srednem po D, tak qto i ravenstvo tipa (5) dokazano lix~ v srednem po D. Koliqestvo teh L_D(s), kotorye vozmoßno ime¸t nuli v okrestnosti toqki s = 1, neveliko, pofftomu ravenstvo (6) verno v srednem po D, probega¸wim dostatoqno redkie posledovatel~- nosti (naprimer, esli D_k ≍ k^M dlØ l¸bogo fiksirovannogo M ).

Zametim, qto v rabote [1] fundamental~nu¸ rol~ takße igra- ¸t ocenki nekotoryh usredneniæ summ Sal~e. No ffti usredneniØ ime¸t drugoæ harakter neßeli (7) i, kak pokazyvaet rezul~tat nastoØweæ raboty, vrØd li oni mogut byt~ privedeny k nußnomu vidu.

2. Napomnim teper~ osnovnye ponØtiØ, svØzannye s neoprede-

lennymi binarnymi kvadratiqnymi formami i kvadratiqnymi irracional~nostØmi. DlØ prostoty my budem rassmatrivat~ tol~ko formy fundamental~nogo diskriminanta 4D, gde D ≡ 2, 3 (mod 4). �to ograniqenie moßno snØt~, no pri ego naliqii uprowa¸tsØ vykladki.

Pust~ φ(x_1, x_2) = ax^2_1 − 2bx_1x_2 + cx^2 i b^2 − ac = D. �toæ forme stavØtsØ v sootvetstvie dve kvadratiqnye irracional~nosti

ξ_1 = (b + √ D)/a i ξ_2 = (b − √ D)/a, nazyvaemye ee kornØmi.

Esli dve formy sobstvenno ili nesobstvenno ffkvivalentny, to ih korni poparno sobstvenno ili sootvetstvenno nesobstvenno ffkvivalentny.

Pust~ b ¿ 0 i a > 0. KvadratiqnaØ irracional~nost~ ξ = (b + √ D)/a nazyvaetsØ privedennoæ, esli razloßenie ξ v obyk-

novennu¸ nepreryvnu¸ drob~ ØvlØetsØ qisto periodiqeskim:

ξ = [q_2, q_2, . . . , q_{2k}]. (8)

Sootvetstvu¸waØ forma φ takße nazyvaetsØ privedennoæ. Zametim, qto qetnost~ dliny razloßeniØ (8) sleduet iz togo, qto

D ≡ 2, 3 (mod 4).

V silu klassiqeskih rezul~tatov, usloviØ privedennosti dlØ naxego sluqaØ moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom: 0 6 b <^√D, a + b >^√D, a − b <^√D.

32 E. P. GOLUBEVA Kak izvestno, l¸baØ forma ffkvivalentna (sobstvenno ili nesobstvenno) privedennoæ forme togo ße diskriminanta.

Pust~ H – kompleksnaØ verhnØØ poluploskost~, H = {z = x +

iy, y > 0} i F = P SL_2(Z)/H. Vs¸du v dal~neæxem F vybiraetsØ

standartnym obrazom: v zamykanii F

|z| ¿ 1, −^1_2 6 Re z 6^1_2 .

Kaßdoæ irracional~nosti ξ = (b + √ D)/a moßno sopostavit~

dve geodeziqeskie na H: γ_ξ – poluokrußnost~ s koncami v toqkah ξ i ξ^∗ = (b − √ D)/a i γ^−_ξ – poluokrußnost~ s koncami v toqkah

−ξ i −ξ^∗. Oqevidno, γ_ξ i γ^−_ξ ime¸t odinakovye radiusy r = √ D/|a|, raspoloßeny simmetriqno otnositel~no mnimoæ osi i

ih centry nahodØtsØ v toqkah α = b/a i −α sootvetstvenno.

�ti geodeziqeskie estestvennym obrazom induciru¸t geodeziqeskie na F . Esli ξ_1 i ξ_2 sobstvenno ffkvivalentny, to poroßdennye imi geodeziqeskie na F , oqevidno, sovpada¸t. Esli ξ_1 i

ξ_2 nesobstvenno ffkvivalentny, to oni takße sovpada¸t, poskol~-

ku v fftom sluqae irracional~nost~ ξ_1 sobstvenno ffkvivalentna

−ξ^∗_2 . Mnoßestvo takih geodeziqeskih my oboznaqim qerez Λ_D.

Vvedem teper~ na {ξ} funkci¸ N (α, r) – plotnost~ raspredeleniØ. Napomnim, qto qerez r my oboznaqili radius poluokrußnosti γ_ξ, a qerez α – ee centr.

Razob~em poluploskost~ (α, r), r ¿ 0, na kvadraty Δ_i tak, qtoby vypolnØlis~ sledu¸wie usloviØ:

1. Storony kvadratov ime¸t porØdok D^{−λi} , gde λ_i > 0 i dostatoqno malo (toqnaØ granica dlØ λ_i budet ukazana niße).

2. Snaqala osuwestvlØetsØ droblenie polosy 0 6 α 6 1/2, dalee ono prodolßaetsØ qetnym obrazom na polosu −1/2 < α 6 1/2, a dalee po zakonu α → α + 1 na vs¸ poluploskost~.

Kaßdoæ oblasti Ω na poluploskosti (α, r) odnoznaqno sootvetstvuet oblast~ na toæ qasti giperboloida (4), gde a_1 ¿ 0. �tu oblast~ oboznaqim tak ße, poskol~ku ffto ne moßet privesti k putanice. DlØ l¸boæ toqki (α, r) ∈ Δ_i poloßim N (α, r) =

Q(Δ_i)/S(Δ_i), gde S(Δ_i) – plowad~ (lebegova) kvadrata Δ_i.

VvedennaØ takim obrazom funkciØ N (α, r) obladaet sledu¸- wimi svoæstvami:

1. N (α + 1, r) = N (α, r), poskol~ku pri fiksirovannom r = √ D/a, α = b/a i b^2 ≡ D (mod a). Sledovatel~no, α + 1 = (b + a)/a

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 33 i (b + a)^2 ≡ D (mod a).

2. N (α, r) – funkciØ, qetnaØ po α, poskol~ku −α = −b/a i (−b)^2 ≡ D (mod a).

3. Suwestvuet postoØnnaØ – > 0 takaØ, qto pri l¸byh r_1 i r_2 1∫ 0 dα r2∫ r1 N (α, r)dr = ( 1 r_1 − 1 r_2 ) L(D) + O(D^{1/2−}–), (9)

gde L(D) =^6_{π2} √ DL_D (1). �to ravenstvo bylo dokazano v rabote

[5] v neskol~ko drugoæ forme. DlØ togo, qtoby proØsnit~ ego proishoßdenie, zametim qto ego levaØ qast~ sovpadaet s toqnost~¸ do sootvetstvu¸wego ostatka s summoæ ∑ ξ 1_r

2 6a6^1_{r1}

b (mod a)

1 = ∑ 1_r

2 6a6^1_{r1} σ(a),

gde σ(a) – qislo rexeniæ sravneniØ b^2 ≡ D (mod a) i b probegaet polnu¸ sistemu vyqetov (mod a). PoslednØØ summa vyqislØetsØ standartnymi v teorii L-funkciæ metodami s privleqeniem ocenki Berdßessa dlØ L-funkciæ v kritiqeskoæ polose. Posto- ØnnaØ – v ostatke zavisit ot λ.

4. Imeet mesto ocenka N (α, r) = O ( 1 r^2 L(D) ) . (10)

V otliqie ot predyduwih ffto ograniqenie ne vytekaet estestvennym obrazom iz postanovki zadaqi. Ono vvedeno dlØ tehniqeskih uproweniæ dokazatel~stv i v sluqae poloßitel~nogo rexeniØ rassmatrivaemogo v rabote voprosa (t.e. esli by iz rezul~tatov raboty [2] moßno bylo by naæti funkci¸ N (α, r)) my ne imeli by prava ego nakladyvat~.

Zametim, qto ffto ograniqenie soglasuetsØ s ravenstvom (9) i s gipotetiqeskim znaqeniem N (α, r): N (α, r) ∼ L(D) r^2

(D → ∞), (11)

kotoroe, v svo¸ oqered~, soglasuetsØ s sootnoxeniØmi (5)i (6).

34 E. P. GOLUBEVA

5. Suwestvuet postoØnnaØ ν > 0 takaØ, qto dlØ l¸boæ dostatoqno horoxeæ oblasti Ω

Q(Ω) = ∫ ∫ Ω N (α, r)dαdr + O(L(D)D^{−ν} ). �to sootnoxenie srazu ße sleduet iz ocenki (10).

Zameqanie 1. My ne vdaemsØ zdes~ v podrobnosti, svØzannye s

dopustimym vidom oblasti Ω, poskol~ku ffto vyhodit za ramki interesov nastoØweæ raboty.

Krome togo, my ne pribegaem k obyqnoæ dlØ takogo roda zadaq procedure sglaßivaniØ funkcii N (α, r), poskol~ku edinstvennoe trebovanie (v smysle gladkosti), pre¨ØvlØemoe k neæ, sostoit v tom, qto ona dolßna raskladyvat~sØ v rØd Fur~e po α.

Zameqanie 2. Kak uße upominalos~ vyxe, osnovnaØ cel~ nasto-

Øweæ raboty – pokazat~, qto pereqislennyh vyxe svoæstv funkcii N (α, r) vmeste s dopolnitel~noæ informacieæ o neæ, vyteka- ¸weæ iz rezul~tatov raboty [2] (sm. lemmy 5 i 6 niße), nedostatoqno dlØ togo, qtoby odnoznaqno opredelit~ funkci¸ N (α, r) (toqnee, ee glavnu¸ qast~ pri D → ∞).

Zameqanie 3. V rabote [9] bylo dokazano (pri teh usloviØh, o

kotoryh xla req~ v p. 1), qto plotnost~ raspredeleniØ celyh toqek na poverhnosti (3) invariantna (asimptotiqeski) otnositel~no vraweniæ fftogo giperboloida vokrug osi simmetrii

b = 0, a = c. �to okazalos~ dostatoqno, qtoby naæti glavnu¸

qast~ N (α, r) (pri D → ∞).

V zakl¸qenie fftogo punkta pereqislim fakty, otnosØwiesØ k zakonam raspredeleniØ celyh toqek na odnopolostnom giperboloide (3) pri bol~xom fiksirovannom D, poluqennye bez privleqeniØ kakih-libo nedokazannyh utverßdeniæ.

1. V rabote [3] dokazano asimptotiqeskoe ravenstvo (5) dlØ D, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (_D p ) = 1, gde p – fiksirovannoe prostoe.

2. V rabote [5] dokazano asimptotiqeskoe ravenstvo

Q(Ω) = L(D)μ(Ω) + O(D^{12 −ν} ),

gde ν > 0 i Ω – oblast~, zadannaØ neravenstvami A_1D^{1/2} 6 a 6

A_2D^{1/2}, 0 6 b < a.

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 35 3. V kaqestve sledstviØ imeem dlØ D takih ße, kak v p. 1, Q(Ω) ∼ L(D)μ(Ω). V qastnosti, esli Ω_0 – klassiqeskaØ oblast~ privedeniØ, to

Q(Ω_0) ∼ 4 log 2L(D).

4. DlØ ostal~nyh D ime¸t mesto ocenki (sm. [5]) 7 3 L(D) + O(D^{12 −ν} ) < Q(Ω_0) < 10 3 L(D) + O(D^{12 −ν} ), ν > 0. 5. Razloßim sglaßennu¸ plotnost~ raspredeleniØ N_1(α, r) v rØd Fur~e po α:

N_1(α, r) = ∞∑ m=0 φ_m(r) cos 2πmα. Suwestvuet postoØnnaØ ν > 0 takaØ, qto

φ_0(r) ∼ L(D) r^2 , a dlØ vseh ostal~nyh m imeem ∞∫ y r cos 2πm √ r^2 − y^2 φ_m(r) √ r^2 − y^2 dr = O(L(D)D^{−ν} ), gde ν > 0.

�ti sootnoxeniØ poluqeny v nastoØweæ rabote (sm. lemmu 6 niße) na osnovanii rezul~tatov raboty [2].

3. Sformuliruem teper~ osnovnoæ rezul~tat raboty [2], otno-

sØwiæsØ k rassmatrivaemomu sluqa¸.

Pust~ Ω ⊂ F – dostatoqno horoxaØ oblast~ (naprimer, vypuklaØ) i m(Ω) – ee plowad~,

m(Ω) = ∫ ∫ Ω dxdy y^2 . Pust~ γ – krivaØ na H, l(γ) – ee dlina (neevklidova) i

Σ_Ω = ∑ γ∈Λ_D l(γ ∩ Ω).

36 E. P. GOLUBEVA

Predloßenie 1 (D~¸k, [2]). Suwestvuet postoØnnaØ δ > 0 ta-

kaØ, qto Σ_Ω Σ_F = m(Ω) m(F ) + O(D^{−δ}). Izvestno, qto Σ_F vyraßaetsØ qerez qislo klassov i regulØtor polØ Q( √ D). Esli proizvesti sootvetstvu¸wie vykladki, to poslednee sootnoxenie priobretaet sledu¸wiæ vid:

Σ_Ω = πm(Ω)L(D) (1 + O(D^{−δ} )).

Zameqanie 4. V dal~neæxem my ispol~zuem ffto predloßenie v

sluqae, kogda oblast~ menØetsØ vmeste s rostom D. Toqnee, kogda ona ØvlØetsØ prØmougol~nikom s beskoneqno malymi pri D → ∞ storonami. Formal~no, my ne imeem pravo ffto delat~. S drugoæ storony, iz dokazatel~stva, privedennogo v rabote [2], vidno, qto poluqenie rezul~tata v takoæ forme ne vyzyvaet zatrudneniæ.

Otmetim takße, qto pri takom vybore oblasteæ ne proishodit poteri informacii, krome uhudxeniØ ostatoqnyh qlenov, kotorye nas ne interesu¸t.

Pust~ Π – prØmougol~nik na verhneæ poluploskosti:

x_0 6 x 6 x_0 + A, y_0 6 y 6 y_0 + B,

Π ⊂ F i A = D^{−λ1} , B = D^{−λ2} , gde λ_1, λ_2 > 0.

Lemma 1. Suwestvuet postoØnnaØ η > 0 takaØ, qto

Σ_Π = ABπ y^2_0

L(D) + O(D^{12 −η}). (12)

Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy sleduet iz predloßeniØ

1(s uqetom zameqaniØ 4) i togo fakta, qto

m(Π) = AB y^2_0

(1 + O(B)).

DlØ togo, qtoby sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty nam ponadobØtsØ ewe neskol~ko opredeleniæ.

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 37 Pust~ F_n poluqaetsØ iz F s pomow~¸ parallel~nogo perenosa x → x + n i F = ⋃ n∈Z^{Fn.} Pust~ dlØ l¸boæ irracional~nosti ξ

γ̃_ξ = F ∩ γ_ξ .

V lemme 2 (sm. niße) pokazano, qto vse geodeziqeskie na F sovpada¸t s obrazami γ̃_ξ pri otobraßenii H → T /H, gde T verhnØØ

treugol~naØ podgruppa P SL_2(Z) : T = {( 1 n 0 1 ) , n ∈ Z } , kogda

ξ probegaet mnoßestvo vseh privedennyh irracional~nosteæ ξ. Pri fftom geodeziqeskie, poroßdennye razliqnymi ξ, ne sovpada¸t.

�to daet vozmoßnost~ Øvno zapisat~ Σ_Π iz (12) v terminah

N (α, r). SravnivaØ poluqennoe v lemme 4 vyraßenie dlØ Σ_Π s

(12), my poluqaem integral~noe uravnenie (priblißennoe) dlØ

N (α, r) (sm. lemmu 5 niße). �to uravnenie imeet beskoneqno mno-

go suwestvenno razliqnyh rexeniæ, i vse oni oblada¸t svoæstvami plotnosti N (α, r), pereqislennymi v p. 2.

�to privodit nas k osnovnomu rezul~tatu nastoØweæ raboty. Pust~ v oblasti privedeniØ (pri a > 0) 0 < b < √ D, b + a > √ D, a − b < √ D, (13)

na ploskosti (a, b) zadan nabor toqek v celymi a i b. Pust~ r = √ D/a, α = b/a, ξ = (b + √ D)/a, ξ^∗ = (b − √ D)/a; γ_ξ, γ^−_ξ , γ̃_ξ oboznaqaet to ße, qto i ran~xe.

Otmetim, qto diskriminant kvadratiqnoæ irracional~nosti ξ delit 4Da^2.

Na kaßdom iz naborov opredelim funkci¸ N (α, r) tak ße, kak my ffto delali ran~xe.

Predloßenie 2. Suwestvuet beskoneqno mnogo naborov takih,

qto dlØ kaßdogo iz nih plotnost~ N (α, r) udovletvorØet vsem usloviØm, naloßennym na plotnost~ v p. 2, i {γ̃_ξ} raspredeleno ravnomerno na F v smysle predloßeniØ 1.

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ budet dano v p. 4.

38 E. P. GOLUBEVA

4. V fftom punkte my privedem uzlovye momenty dokazatel~stva

predloßeniØ 2. Vse vspomogatel~nye utverßdeniØ budut dokazany v sledu¸wem punkte.

Lemma 2. Mnoßestvo ΛD sostoit iz obrazov γ̃ξ pri otobraße-

nii H → T /H, kogda ξ probegaet mnoßestvo vseh privedennyh irracional~nosteæ. Esli ξ_1 i ξ_2 razliqny, to i obrazy γ̃_{ξ1} , γ̃_{ξ2} ne sovpada¸t na F .

Zameqanie 5. Esli a i b takovy, qto D < a^2 − ab + b^2, to γ̃ξ = ?.

Takim obrazom, takie ξ ne uqastvu¸t v formirovanii mnoßestva Λ_D, hotØ ih koliqestvo imeet porØdok L(D) (sm. [5]).

Zameqanie 6. Poskol~ku rezul~tat lemmy 2 predstavlØet samo-

stoØtel~nyæ interes, dadim zamknutoe opisanie mnoßestva Λ_D.

Rassmotrim pary celyh a i b takih, qto

b^2 ≡ D (mod a), 0 < b < √ D, a + b > √ D, a^2 − ab + b^2 6 D.

Provedem poluokrußnost~ γ_ξ s koncami v toqkah ξ = b + √ D a i ξ^∗ = b − √ D a . Pust~ F ØvlØetsØ ob¨edineniem vseh sdvigov F na celoe qislo i γ̃_ξ = F ∩ γ_ξ, togda Λ_D sostoit iz sdvigov na vse celye qisla γ̃_ξ na F .

Lemma 4. Pust~ K = D^{−λ}, gde λ > 0 – postoØnnaØ, vhodØwaØ v

opredelenie N (α, r) (sm. p. 2). Pust~ B = K^{1/2} i A = B^{1/2}, togda v oboznaqeniØh lemmy 1 imeem:

Σ_Π = B 2y_0 (^∞∫ y0 rdr √ r^2 − y^2_0 (^{x+A−} √_{r2−y20} ∫ x− √_{r2−y20} N (α, r)dα+

+ x+A+ √_{r2−y20} ∫ x+ √_{r2−y20} N (α, r)dα ) + O(D^{1/2}A^4 log^2 D).

SravnivaØ znaqeniØ Σ_Π, dokazannye v lemmah 1 i 4, poluqaem integral~noe uravnenie, kotoromu udovletvorØet plotnost~ N (α, r).

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 39

Lemma 5. DlØ l¸byh x i y iz F imeem pri nadleßawem vybore λ: ∞∫ y rdr √ r^2 − y^2 x+A− √_{r2−y2} ∫ x− √_{r2−y2} N (α, r)dα + x+A+ √_{r2−y2} ∫ x+ √_{r2−y2} N (α, r)dα

= πAL(D) y (1 + O(D^{−λ3} )), (15)

gde λ_3 > 0 – postoØnnaØ.

Tak kak plotnost~ N (α, r) periodiqna po α i ØvlØetsØ qetnoæ funkcieæ, to ee moßno razloßit~ v rØd Fur~e vida N (α, r) = ∞∑ m=0 φ_m(r) cos 2πmα (16)

(sm. p. 2). DlØ φ_0(r) imeem

φ_0(r) = 1∫ 0 N (α, r)dα i v silu (9) r2∫ r1 φ_0(r)dr = ( 1 r_1 − 1 r_2 ) L(D) + O(D^{12 −}–).

Esli N (α, r) predvaritel~no sgladit~, to ots¸da srazu ße sleduet, qto φ_0(r) ∼ L(D)/r^2.

PodstavlØØ razloßenie v (16) s uqetom znaqeniØ φ_0(r), my poluqaem sledu¸wie sootnoxeniØ dlØ ostal~nyh φ_m(r).

Lemma 6. DlØ sglaßennoæ funkcii N (α, r) kofffficienty φm(r)

razloßeniØ, sootvetstvu¸wego (16) pri m > 0, udovletvorØ¸t usloviØm ∞∫ y φ_m(r)r cos 2πm √ r^2 − y^2 √ r^2 − y^2 dr = O(L(D)D^{−ν} ),

40 E. P. GOLUBEVA

gde ν > 0.

V p. 5 budut privedeny navodØwie soobraßeniØ, pozvolØ¸wie dokazat~ fftu lemmu.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 2. Rassmotrim funkci¸ N (α, r) = L(D) ( 1 r^2 + K J_ν(r) r^ν cos 2πα ) , gde ν ¿ 2 – vewestvennoe qislo. Esli K dostatoqno malo, to v silu izvestnyh ocenok dlØ funkciæ BesselØ (sm., naprimer, [10]) funkciØ N (α, r) poloßitel~naØ dlØ vseh α i r. Krome togo, ona obladaet vsemi svoæstvami plotnosti N (α, r), pereqislennymi v p. 2.

FunkciØ φ_1(r) = J_ν (r)/r^ν udovletvorØet uravneni¸ ∞∫ y φ_1(r)r cos 2π √ r^2 − y^2 r^2 − y^2 dr = 0, poskol~ku posle zameny t = √ r^2 − y^2 imeem ∞∫ y J_ν (r) cos 2π √ r^2 − y^2 r^{ν−1} √ r^2 − y^2 dr = ∞∫ 0 J_ν ( √ t^2 + y^2) cos 2πt (t^2 + y^2)^{ν/2} dt = 0 (sm. [11], str. 58). Takim obrazom, N (α, r) udovletvorØet uravneni¸ (15) (sm. p. 5).

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva nam ostalos~ tol~ko podobrat~ toqki ξ s celymi a i b tak, qtoby funkciØ N (α, r) zadavala plotnost~ ih raspredeleniØ.

Rassmotrim droblenie poluploskosti (α, r), r ¿ 0 takoe ße kak v p. 2. Oblast~ privedeniØ (16) v koordinatah (α, r) zadaetsØ neravenstvami 0 < α < 1, α + 1 > r, 1 − α < r. Pust~ dlØ kaßdogo Δ_i, vhodØwego v oblast~ privedeniØ,

Q_1(Δ_i) = ∫ ∫ Δi N (α, r)dαdr,

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 41 togda

Q_1(Δ_i) ≍ L(D)S(Δ_i) = O(D^{1/2−2λ} log D).

S drugoæ storony, qislo par (a, b) s celymi a i b takih, qto (a/ √ D, b/ √ D) ∈ Δ_i, imeet porØdok D^{1−2λ} i my moßem vybrat~

l¸bye Q(Δ_i) = [Q_1(Δ_i)] iz nih (napomnim, qto my odinakovo oboznaqaem oblast~ na ploskosti (α, r) i sootvetstvu¸wie im oblasti na giperboloide (4)).

Poskol~ku polosa vdol~ granicy oblasti privedeniØ, v kotoru¸ kvadraty Δ_i vhodØt ne polnost~¸, imeet xirinu porØdka

O(D^{−λ}), to ona ne vliØet na zakon raspredeleniØ toqek ξ pri

bol~xih D.

5. V fftom punkte my privodim vspomogatel~nye fakty, opuwen-

nye v predyduwih punktah.

Dokazatel~stvo lemmy 2. Legko pokazat~, qto γξ (sootvet-

stvenno, γ^−_ξ ) imeet ne bolee dvuh toqek pereseqeniØ s graniceæ F, kotoru¸ my oboznaqim qerez ∂F.

Pokaßem preßde vsego, qto γ̃_ξ ≠ ? togda i tol~ko togda, kogda

a^2 − ab + b^2 6 D. (17)

Uravnenie γ_ξ imeet vid ( x − b a )_2 + y^2 = D a^2

. (18)

Voz~mem x = 1/2. Togda y^2 = D/a^2 −1/4+b/a−b^2 /a^2. Esli uslovie (17) vypolneno, to y^2 ¿ 3/4. Takim obrazom, v fftom sluqae γ̃_ξ ≠

?, poskol~ku fflliptiqeskaØ verxina F : z =^1_2 + i^{√3}_2 leßit niße

γ_ξ .

Pust~ teper~ a^2 − ab + b^2 > D. Moßno pokazat~, qto v pereseqenii oblasti privedeniØ (13) s vnexnost~¸ ffllipsa a^2 − ab + b^2 = D vypolneno uslovie a > √ D. Sledovatel~no, r = √ D/a < 1 i α = b/a < 1. Takim obrazom, ξ = r + α < 2, a po usloviØm pri-

vedeniØ qislo ξ^∗ vsegda udovletvorØet neravenstvu −1 < ξ^∗ < 0. Predpoloßim, qto pri fftom γ̃_ξ ≠ ?. Poskol~ku neravenstvo (17) ne vypolnØetsØ, to γ_ξ prohodit niße toqki z =^1_2 + i^{√3}_2 i, znaqit, obe toqki pereseqeniØ γ_ξ s ∂F leßat po odnu storonu ot prØmoæ x =^1_2 . Oboznaqim vewestvennye qasti fftih toqek qerez

x_1 i x_2, x_1 < x_2. Poskol~ku dve poluokrußnosti (γ_ξ i odna iz

42 E. P. GOLUBEVA teh, qasti kotoryh sostavlØ¸t ∂F), simmetriqnye otnositel~- no mnimoæ osi, ne mogut imet~ dve toqki pereqeniØ pri y > 0, to libo −1 < x_1 < −1/2, −1/2 6 x_2 < 1/2, libo 1/2 < x_1 6 3/2, 3/2 < x_2 < 2.

V pervom sluqae pri x = −^1_2 γ_ξ leßit vyxe ∂F i my imeem ( − 1 2 − b a )_2 + 3 4 < D a^2 , to est~ a^2 + ab + b^2 < D. Poslednee neravenstvo protivoreqit neravenstvu a^2 − ab + b^2 > D, poskol~ku ab > 0.

Vo vtorom sluqae pri x = 3/2 poluokrußnost~ γ_ξ leßit vyxe ∂F i, sledovatel~no, ( 3 2 − b a )_2 + 3 4 < D a^2 . Poslednee neravenstvo moßno zapisat~ v vide 3a^2 − 3ab + b^2 < D. Ono tak ße protivoreqit neravenstvu a^2 − ab + b^2 > D, poskol~ku a > b. Takim obrazom, esli γ̃_ξ ≠ ?, to a^2 − ab + b^2 6 D. Pereædem teper~ k neposredstvennomu izuqeni¸ struktury Λ_D.

KaßdaØ irracional~nost~ ξ ffkvivalentna privedennoæ, tak qto my budem rassmatrivat~ tol~ko privedennye irracional~- nosti. Pust~ ξ – privedennaØ irracional~nost~. Vse privedennye irracional~nosti ξ_i, ffkvivalentnye ξ (sobstvenno ili nesobstvenno), soderßatsØ v cikle

ξ = ξ_0 → ξ_1 → . . . → ξ_{2k−1} → ξ_0, (19)

gde ξ_i posledovatel~no voznika¸t pri razloßenii ξ v obyknovennu¸ nepreryvnu¸ drob~ (8). Pri fftom

ξ_i = q_i + 1 ξ_{i+1} , gde q_i = [ξ_i].

Zametim, qto ξ_i i ξ_{i+1} ffkvivalentny nesobstvenno.

Pokaßem, qto esli γ̃_ξ = ?, to γ̃_{ξ1} ≠ ?. Deæstvitel~no, pust~ ξ = b + √ D a , ξ_1 = b_1 + √ D a_1 ,

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 43 togda b_1 = q_1a − b, a_1 = (D − b^2_1)/a. Esli γ̃_ξ = ?, to a > √ D (sm.

vyxe) i, znaqit, a_1 < √ D. Sledovatel~no, r_{ξ1} = √ D /a_1 > 1 i γ̃_{ξ1} ≠ ?.

Takim obrazom, my moßem sqitat~, qto γ̃_ξ ≠ ?. V protivnom sluqae my naqinaem cikl s ξ_1.

Pust~ z_ξ = x_ξ + iy_ξ – pravaØ toqka pereseqeniØ γ_ξ s ∂F. Pokaßem, qto vozmoßny dva sluqaØ: −1/2 6 x_ξ − q_1 6 1/2 ili 1/2 < x_ξ − q_1 < 1. DlØ fftogo nam dostatoqno pokazat~, qto x_ξ > q_1 − 1/2. Pust~ snaqala r = r_ξ > 1. Naædem na γ_ξ toqku,

v kotoroæ x = q_1 − 1/2. Iz (18) imeem

y^2 = D a^2 − ( q_1 − 1 2 − b a )_2

. (20)

Poskol~ku b + √ D a > q_1 > b + √ D a − 1, to √ D a − 1 2 > q_1 − b a − 1 2 > √ D a − 3 2 ¿ −^1_2 .

Esli r ¿ 3/2, to iz (18) imeem

y^2 > D a^2 − ( √ D a − 1 2 )_2 = √ D a − 1 4 ¿^5_4 .

Esli ße 1 < r < 3/2, to

y^2 > D a^2 − ( √ D a − 1 2 )_2 > 3 4 ili y^2 > D a^2 − 1 4 > 3 4 . V l¸bom sluqae y >^{√3}_2 i toqka z = q_1 − 1/2 + i √ 3 /2 leßit niße γ_ξ . Znaqit, z_ξ nahoditsØ pravee toqki z.

Esli ße r_ξ < 1, to

q_1 = [ b + √ D a ] 6 [ 2 √ D a ] = [2r] < 2.

44 E. P. GOLUBEVA Takim obrazom, q_1 = 1. Poskol~ku γ̃_ξ ≠ ?, to toqka 1/2 + i √ 3 /2 leßit niße ∂F (sm. pervu¸ qast~ dokazatel~stva), znaqit, x_ξ > 1/2 .

Qislu ξ my stavim v sootvetstvie otrezki geodeziqeskih na F , kotorye sovpada¸t s T /γ̃_ξ ili T /γ̃^−_ξ . (Napomnim, qto T – gruppa sdvigov H na celoe qislo.)

Pri preobrazovanii z → − 1 z − q_1 (21)

imeem: ξ → −ξ_1, ξ^∗ → −ξ^∗_1 .

Esli q_1 − 1/2 < x_ξ 6 q_1 + 1/2, to toqka z_ξ − q_1 leßit na okrußnosti x^2 + y^2 = 1, priqem −^1_2 < x 6^1_2 . Pri preobrazovanii (21) ffta toqka ostaetsØ na toæ ße okrußnosti. Takim obrazom, v fftom sluqae γ̃^−_ξ ≠ ?, i my stavim v sootvetstvie ξ_1 otrezki geodeziqeskih T /γ̃_{ξ1} i T /γ̃^−_{ξ1} i tak dalee.

�tot process prodolßaetsØ do teh por poka ili my snova poluqim ξ, ili ße na kakom-to xage nam vstretitsØ sluqaæ, kogda

q_{i+1} + 1 2 < x_{ξi} < q_{i+1} + 1. (22)

V pervom sluqae para geodeziqeskih na F , sootvetstvu¸waØ klassu nesobstvenno ffkvivalentnyh irracional~nosteæ, kotoromu prinadleßit ξ, sovpada¸t s ⋃ 06i62k−1^{(T /γ̃ξ} ⋃ T /γ̃^−_ξ ). (23)

Rassmotrim teper~ vtoroæ sluqaæ. Pust~, dlØ opredelennosti, neravenstvo (22) vypolnØetsØ na pervom ße xage. Pokaßem preßde vsego, qto togda γ̃_{ξ1} = ?. Iz (22) sleduet, qto toqka

q_1 + 1/2 + i √ 3 /2 leßit niße γ̃_ξ .

Takim obrazom, podstavlØØ znaqeniØ x = q_1 + 1/2, y = √ 3/2 v levu¸ qast~ (18), imeem ( q_1 + 1 2 − b a )_2 + 3 4 < D a^2 . ZamenØØ α = b/a, r = √ D/a, poluqaem

(2q_1 + 1 − 2α)^2 + 3 < 4r^2.

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 45 Poskol~ku 2r = ξ − ξ^∗ i 2α = ξ + ξ^∗, posle preobrazovaniæ poluqaem

3 < (ξ − ξ^∗)^2 − (2q_1 + 1 − ξ − ξ^∗)^2 = (2q_1 + 1 − 2ξ^∗)

×(2ξ − 2q_1 − 1) = ( 1 − 2 ξ^∗_1 ) ( 2 ξ_1 − 1 ) . �to neravenstvo moßno zapisat~ v sledu¸weæ forme: 2 < 1 ξ_1 + 1 ξ^∗_1 − 2 ξ_1ξ^∗_1

. (24)

S drugoæ storony, v naqale dokazatel~stva fftoæ lemmy my pokazali, qto γ̃_{ξ1} = ?, esli ( 1 2 − α_1 )_2 + 3 4 > r^2_1 ,

gde α_1 i r_1 – centr i radius poluokrußnosti γ_{ξ1} sootvetstvenno. Poslednee neravenstvo zapixem v vide ( 1 2 − ξ_1 + ξ^∗_1 2 )_2 + 3 4 > ( ξ_1 − ξ^∗_1 2 )_2 . Posle preobrazovaniæ imeem

3 > (ξ_1 − ξ^∗_1 )^2 − (1 − ξ_1 − ξ^∗_1 )^2 = (1 − 2ξ^∗_1 )(2ξ_1 − 1), to est~, 2 > ξ^∗_1 + ξ_1 − 2ξ_1ξ^∗_1 .

Poslednee neravenstvo sovpadaet s (24), poskol~ku ξ_1ξ^∗_1 < 0. Takim obrazom, γ̃_{ξ1} = ?.

Kak my pokazali vyxe, ots¸da sleduet, qto r_1 < 1, q_2 = 1. Znaqit, ξ_1 = 1 + 1/ξ_2. Vyrazim ξ_2 qerez ξ. Imeem 1 + 1 ξ_2 = 1 ξ − q_1 , otkuda

ξ_2 = 1 q_1 + 1 − ξ

− 1. (25)

Kak bylo pokazano vyxe, esli γ̃_{ξ1} = ?, to γ̃_{ξ2} ≠ ?. Irracional~nost~ ξ_2 + 1 ffkvivalentna ξ_2 i T /γ̃_{ξ2} = T /γ̃_{ξ2+1}.

46 E. P. GOLUBEVA

Rassmotrim preobrazovanie z → 1 q_1 + 1 − z . �to preobrazovanie, v silu (25), perevodit ξ v ξ_2 +1 i toqku z_ξ v toqku z na okrußnosti x^2 + y^2 = 1 pri −1/2 < x 6 1/2. Poslednee utverßdenie sleduet iz togo, qto −1/2 < x_ξ − q_1 − 1 < 0. Toqka z leßit na γ_{ξ2 +1} i na DF. Takim obrazom, ona ØvlØetsØ levym koncom γ̃_{ξ2 +1} (levym, poskol~ku na pravom konce x_{ξ2} > 1/2).

Irracional~nosti ξ_2 my stavim v sootvetstvie otrezok geodeziqeskoæ T /γ̃_{ξ2} na F . Dalee my perehodim k ξ_3 ili k ξ_4 v zavisimosti ot togo, γ̃_{ξ3} ≠ ? ili γ̃_{ξ4} = ?. �tot process prodolßaetsØ do teh por, poka ne zakonqitsØ cikl (19).

Takim obrazom, utverßdenie (23) imeet mesto v l¸bom sluqae. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy nam ostalos~ vyØsnit~, kakie otrezki γ̃_ξ i γ̃^−_ξ sovpada¸t na F pri razliqnyh ξ.

Esli T /γ̃_{ξ1} i T /γ̃_{ξ2} ili T /γ̃_{ξ1} i T /γ̃^−_{ξ2} sovpada¸t po kakoæ-libo duge, to γ_{ξ1} = γ_{ξ2} + n ili γ_{ξ1} = γ^−_{ξ2} + n, gde n ∈ Z. Ravenstvo ξ_1 =

ξ_2 +n nevozmoßno dlØ privedennyh ξ_1 i ξ_2. Ravenstvo ξ_1 = −ξ^∗_2 +n

vypolneno togda i tol~ko togda, kogda pri

ξ_1 = b_1 + √ D a , ξ_2 = b_2 + √ D a imeet mesto uslovie b_1 ≡ −b_2 (mod a). Poskol~ku v oblasti privedeniØ pri fiksirovannom a < √ D i fiksirovannom b_1 ffto sravnenie imeet rovno odno rexenie, to kaßdomu ξ_1 sootvetstvuet edinstvennoe ξ_2 takoe, qto T /γ̃_{ξ1} = T /γ̃^−_{ξ2} i v fftom sluqae kaßdomu ξ_1 sootvetstvuet edinstvennoe ξ_2 takoe, qto T /γ̃_{ξ1} = T /γ̃_{ξ2} , i lemma dokazana.

Pust~ Π – prØmougol~nik na H, zadannyæ usloviØmi x_0 6 x 6

x_0 + A, y_0 6 y 6 y_0 + B. Oboznaqim qerez l_ξ dlinu (neevklidovu)

dugi γ_ξ ∩ Π.

Lemma 3. Pust~ B = A^2. Suwestvue¸t poloßitel~nye posto-

Ønnye C_1 i C_2 takie, qto 1. l_ξ = rB y_0 √ r^2 − y^2 ( 1 + O ( B r^2 − y^2_0 )) ,

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 47 esli r > y_0 + C_1B i

x_0 − √ r^2 − (y_0 + B)^2 6 α 6 x_0 + A − √ r^2 − y^2_0 (26) ili x_0 + √ r^2 − y^2_0 6 α 6 x_0 + A + √ r^2 − (y_0 + B)^2 . (27) 2. l_ξ = O ( rB √ r^2 − y^2_0 ) (28)

esli r > y_0 + C_1B i

x_0 − √ r^2 − y^2_0 6 α < x_0 − √ r^2 − (y_0 + B)^2 (29) ili x_0 + A − √ r^2 − y^2_0 6 α 6 x_0 + A − √ r^2 − (y_0 + B)^2, (30) ili x_0 + A + √ r^2 − (y_0 + B)^2 < α 6 x_0 + A + √ r^2 − y^2_0 , (31) ili x_0 + √ r^2 − (y_0 + B)^2 6 α < x_0 + √ r^2 − y^2_0 . (32) 3. l_ξ = 0,

esli r > y_0 + C_1B i α < x_0 − √ r^2 − y^2_0 (33) ili x_0 + A − √ r^2 − (y_0 + B)^2 < α < x_0 + √ r^2 − (y_0 + B)^2, (34) ili x_0 + A + √ r^2 − y^2_0 < α. (35) 4. l_ξ = 0,

esli r < y_0 ili esli y_0 6 r 6 y_0 + C_1B i α < x_0 − C_2A,

48 E. P. GOLUBEVA ili α > x_0 + C_2A. 5. l_ξ = O(A), esli y_0 6 r 6 y_0 + C_1B i |x_0 − α| 6 C_2A. Dokazatel~stvo. Pust~ r ¿ y0 + C1B, gde C1 ¿ 1. Naædem x1 i

x_2 – koordinaty toqek pereseqeniØ dugi γ_ξ s prØmymi y = y_0 i y = y_0 + B, sootvetstvenno. Uravnenie γ_ξ (sm. (18)) imeet vid

(x − α)^2 + y^2 = r^2,

otkuda

x^{(1)}_1 = α + √ r^2 − y^2_0 , x^{(2)}_1 = α − √ r^2 − y^2_0 (36) i x^{(1)}_2 = α + √ r^2 − (y_0 + B)^2 , x^{(2)}_2 = α − √ r^2 − (y_0 + B)^2. (37)

Oqevidno,

x^{(1)}_2 − x^{(2)}_2 = 2 √ r^2 − (y_0 + B)^2 > 2 √ y_0 √ C_1B > 2A pri nadleßawem vybore C_1.

Takim obrazom, iz dvuh dug, voznika¸wih pri pereseqenii γ_ξ s polosoæ y_0 6 y 6 y_0 + B, peresekat~sØ s Π moßet tol~ko odna iz nih.

Oboznaqim qerez d evklidovo rasstoØnie meßdu toqkami (x_1, y_0) i (x_2, y_0 + B). V silu (36) i (37), imeem

d^2 = (√ r^2 − y^2_0 − √ r^2 − (y_0 + B)^2

)_2

+ B^2

= r^2B^2 r^2 − y^2_0 ( 1 + O ( B r^2 − y^2_0 )) i d = rB √ r^2 − y^2_0 ( 1 + O ( B r^2 − y^2_0 )) . (38)

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 49 Esli upomØnutaØ vyxe duga polnost~¸ leßit v Π, to

l_ξ = d y_0 ( 1 + O ( B^2 r^2 − y^2_0 )) = rB y_0 ( 1 + O ( B r^2 − y^2_0 )) . Pust~ imeet mesto neravenstvo (26), togda x_0 6 x^{(2)}_2 < x^{(1)}_1 6

x_0 + A i poslednee uslovie vypolneno. Esli ße α udovletvorØet

neravenstvu (27), to x_0 6 x^{(2)}_1 < x^{(2)}_2 6 x_0 + A i l_ξ takße vyqislØetsØ po formule (38). Takim obrazom, p. 1 lemmy dokazan.

Esli α udovletvorØet neravenstvu (29), to x^{(1)}_2 < x 6 x^{(1)}_1 . Takim obrazom, γ_ξ ∩ Π ≠ ? i l_ξ = O(d), esli y_0 otdeleno ot nulØ.

Takova ße situaciØ v sluqaØh, kogda α udovletvorØet neravenstvam (30)–(32), i p. 2 lemmy dokazan.

Esli α udovletvorØet usloviØm (33)–(35), to γ_ξ ∩ Π = ? i p. 3 lemmy dokazan.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda r 6 y_0 + C_1B. Iz (36) imeem

x^{(1)}_1 = α + O(A) i x^{(2)}_1 = α + O(A). Takim obrazom, suwestvuet C_2 > 0 takoe, qto pri α < x_0 − C_2A i α > x_0 + C_2A prØmougol~nik Π ne imeet obwih toqek s γ_ξ i p. 4 lemmy dokazan.

Esli ße x_0 − C_2A 6 α 6 x_0 + C_2A, to l_ξ = O(A). PoslednØØ ocenka imeet mesto vsegda, poskol~ku B = O(A).

Takim obrazom, lemma dokazana polnost~¸.

Dokazatel~stvo lemmy 4. Pust~ ξ1 i ξ2 prinadleßat Δi, togda

v silu formul, privedennyh v lemme 3,

l_{ξ1} = l_{ξ2} + O(K),

poskol~ku K = B^2.

Osnovoæ dlØ dal~neæxih vyqisleniæ ØvlØ¸tsØ rezul~taty lemmy 2. Pri fftom vmesto togo, qtoby snosit~ γ̃_ξ na F , my rassmatrivaem ob¨edinenie vseh Π_n na F, gde n ∈ Zi Π_n = Π + n.

Dalee my pol~zuemsØ tem, qto plotnost~ N (α, r) periodiqna po α: N (α, r) = N (α + 1, r) (sm. p. 2 nastoØweæ raboty). Krome togo, nam udobnee vmeste s γ̃_ξ uqityvat~ i γ̃^−_ξ . Pri fftom Σ_Π udvaivaetsØ, poskol~ku kaßdaØ geodeziqeskaØ uqastvuet v summirovanii dvaßdy. �ti soobraßeniØ pozvolØ¸t nam vmesto ob¨- edineniØ Π_n rassmatrivat~ tol~ko Π, a s ξ snØt~ uslovie privedennosti.

50 E. P. GOLUBEVA

Takim obrazom, pol~zuØs~ rezul~tatom lemmy 3, imeem:

2Σ_Π = ∞∫ y0 dr x0+A− √_{r2−(y0+B)2 +K} ∫ x0− √_{r2−y2−K} (l_ξ + O(K))N (α, r)dα

+ ∞∫ y0 dr x0+A+ √_{r2−y20 +K} ∫ x0+ √_{r2−(y0+B)2 −K} (l_ξ + O(K))N (α, r)dα

= ∞∫ y0 dr x0+A− √_{r2−(y0+B)2 +K} ∫ x0− √_{r2−y20−K} l_ξN (α, r)dα

+ ∞∫ y0 x0+A+ √_{r2−y20 +K} ∫ x0+ √_{r2−(y0+B)2−K} l_ξ N (α, r)dα

+O L(D)K ∞∫ y0 dr r^2 ( A + B √ r^2 − y^2_0 ) . V processe preobrazovaniæ my vospol~zovalis~ svoæstvom 4 plotnosti N (α, r) i tem obstoØtel~stvom, qto √ r^2 − y^2_0 − √ r^2 − (y_0 + B)^2 = O ( B √ r^2 − y^2_0 ) . (39)

Oqevidno, ostatoqnyæ qlen dopuskaet ocenku O(D^{1/2}KA log D).

DlØ vydeleniØ iz Σ_Π glavnoæ qasti podstavim v posledn¸¸ formulu znaqeniØ l_ξ, naædennye v lemme 3. Togda imeem:

2Σ_Π = B y_0 ∞∫ y0+C1B r dr √ r^2 − y^2_0 x0+A− √_{r2−y20} ∫ x0− √_{r2−y20} N (α, r)dα

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 51 + B y_0 ∞∫ y0+C1B r dr √ r^2 − y^2_0 x0+A+ √_{r2−y20} ∫ x0+ √_{r2−y20} N (α, r)dα

+O B ∞∫ y0 +C1B r dr √ r^2 − y^2_0 x0− √_{r2−(y0+B)2 +K} ∫ x0− √_{r2−y20−K} N (α, r)dα

+B ∞∫ y0 +C1B r dr √ r^2 − y^2_0 x0+A− √_{r2−(y0+B)2 +K} ∫ x0+A− √_{r2−y20−K} N (α, r)dα

+B ∞∫ y0+C1B r dr √ r^2 − y^2_0 x0+ √_{r2−y20 +K} ∫ x0+ √_{r2−(y0+B)2−K} N (α, r)dα

+B ∞∫ y0 +C1B r dr √ r^2 − y^2_0 x0+A+ √_{r2−y20 +K} ∫ x0+A+ √_{r2−(y0+B)2−K}

+O B^2 ∞∫ y0+C1B dr √ r(r − y_0)^{3/2} x0+A− √_{r2−(y0+B)2 +K} ∫ x0− √_{r2−y20−K}

+B^2 ∞∫ y0+C1B dr √ r(r − y_0)^{3/2} x0+A+ √_{r2−y20 +K} ∫ x0+ √_{r2−(y0+B)2−K}

+O A y0+C1B+K ∫ y0 dr x0+C2A+K ∫ x0−C2A−K N (d, r)dα + O(D^{1/2}KA log D). Snova pol~zuØs~ sootnoxeniØmi (39) i (10), dlØ summy vseh ostatoqnyh qlenov v poslednem vyraßenii imeem ocenku O BL(D) ∞∫ y0 +C1B dr r √ r^2 − y^2_0 ( K + B √ r^2 − y^2_0 )

52 E. P. GOLUBEVA +O B^2 L(D) ∞∫ y0+C1B dr r(r^2 − y^2_0 )^{3/2} ( A + K + B √ r^2 − y^2_0 )

= O L(D) BK + B^2 ∞∫ y0+C1B dr r^2 − y^2_0

+ AB^2 ∞∫ y0+C1B dr (r − y_0)^{3/2}

+B^3 ∞∫ y0+C1B dr (r − y_0)^2

+ A^2B

= O(D^12 log^2 D(B^2 + AB^32 ))

= O(D^{12} A^4 log^2 D).

PodstavlØØ fftu ocenku v vyraßenie dlØ Σ_Π, poluqaem

2Σ_Π = B y_0 ∞∫ y0 r dr √ r^2 − y^2_0 x0+A− √_{r2−y20} ∫ x0− √_{r2−y20} N (α, r)dα

+ x0+A+ √_{r2−y20} ∫ x0+ √_{r2−y20} N (α, r)dα

+O B y0+C1B ∫ y0 r dr r^2 − y^2_0 x0+A− √_{r2−y20} ∫ x0− √_{r2−y20} N (α, r)dα

+ x0+A+ √_{r2−y20} ∫ x0+ √_{r2−y20} N (α, r)dα + O(D^{1/2}A^4 log^2 D).

Srednee slagaemoe dopuskaet ocenku O(D^12 log D AB √ B) = O(D^12 A^4 log D). Lemma dokazana.

Zameqanie 7. Pri dokazatel~stve fftoæ lemmy vmesto utverßde-

niæ, sledu¸wih iz lemmy 2, moßno bylo vospol~zovat~sØ rezul~tatami ZigelØ iz [12].

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 53

Dokazatel~stvo lemmy 5. SravnivaØ vyraßeniØ dlØ ΣΠ, polu-

qennye v lemmah 1 i 4, imeem ∞∫ y r dr √ r^2 − y^2 x+A− √_{r2−y2} ∫ x− √_{r2−y2} N (α, r)dα + x+A+ √_{r2−y2} ∫ x+ √_{r2−y2} N (α, r)dα

= AL(D) y + O(D^{12 −η} B^{−1}) + O(D^{12} A^2 log^2 D).

Poloßim A = D^{−η/4}. Togda ostatki v pravoæ qasti fftogo sootnoxeniØ priobreta¸t vid O(D^{1/2−η/2} log^2 D) i v kaqestve λ_3 moßno vybrat~ l¸bu¸ postoØnnu¸, udovletvorØ¸wu¸ uslovi- Øm 0 < λ_3 < η/4.

V zakl¸qenie privedem navodØwie soobraßeniØ, otnosØwiesØ k dokazatel~stvu lemmy 6. Po priqinam, o kotoryh govorilos~ vyxe, my vypolnØem vse vykladki formal~no, ne zanimaØs~ voprosami shodimosti, zakonnosti predel~nyh perehodov i t.p.

Poloßim N_1(α, r) = N (α, r)/L(D). V silu svoæstv funkcii

N (α, r) imeem

N_1(α, r) = ∞∑ m=0 φ_m(r) cos 2πmα. Kofffficient φ_0(r) vyqislØetsØ na osnovanii ravenstva (9),

φ_0(r) ∼ 1/r^2. V silu rezul~tata lemmy 5, funkciØ N_1(α, r) udo-

vletvorØet integral~nomu uravneni¸ ∞∫ y r dr √ r^2 − y^2 x+A− √_{r2−y2} ∫ x− √_{r2−y2} N_1(α, r)dα + x+A+ √_{r2−y2} ∫ x+ √_{r2−y2} N_1(α, r)dα)

= Aπ y ( 1 + O(D^{−λ3} ) ) . Vyqislim levu¸ qast~ fftogo ravenstva, zameniv N_1(α, r) na glavnu¸ qast~ φ_0(r). Imeem 2A ∞∫ y r dr r √ r^2 − y^2

= 2A ∞∫ 0 dt t^2 + y^2 = Aπ y .

54 E. P. GOLUBEVA

Takim obrazom, ∞∑ m=1 ∞∫ y φ_m(r)r dr √ r^2 − y^2 x+A− √_{r2−y2} ∫ x− √_{r2−y2} cos 2πmαdα

+ x+A+ √_{r2−y2} ∫ x+ √_{r2−y2} cos 2πmαdα = O(AD^{−λ4} ), (40) gde λ_4 > 0. VyqislØØ vyraßenie v skobke, poluqaem 1 2πm (sin 2πm(x + A − √ r^2 − y^2) − sin 2πm(x − √ r^2 − y^2)

+ sin 2πm(x + A + √ r^2 − y^2) − sin 2πm(x + √ r^2 − y^2)) = 1 πm (sin 2πm(x + A) cos 2πm √ r^2 − y^2 − sin 2πmx cos 2πm √ r^2 − y^2 ).

Esli mA = o(1), to poslednee vyraßenie preobrazuetsØ k vidu A cos 2πnm √ r^2 − y^2(cos 2πmx + O(A)).

PodstavlØØ ffto znaqenie v (40) poluqaem ocenku dlØ rØda Fur~e, spravedlivu¸ dlØ vseh x i y iz F: ∞∑ m=1 cos 2πmx ∞∫ y φ_m(r)r cos 2πm √ r^2 − y^2 √ r^2 − y^2 dr = O(D^{−λ4} ). Kofffficienty fftogo rØda udovletvorØ¸t ravnomernoæ ocenke ∞∫ y φ_m(r)r cos 2πm √ r^2 − y^2 √ r^2 − y^2 dr = O(D^{−λ4} ), qto i utverßdalos~ v lemme 6.

GEODEZIQESKIE NA VERHNE` POLUPLOSKOSTI 55

Literatura

1. H. Iwaniec, Fourier coefficients of modular forms of half integral weight, Invent.

math. 87 (1987), 385–401.

2. W. Duke, Hyperbolic distribution problems and half-integral weight Maass forms, Invent. math. 92 (1988), 73–90.

3. B. F. Skubenko, Asimptotiqeskoe raspredelenie celyh toqek na odnopolostnom giperboloide i ffrgodiqeskie teoremy, Izv. AN SSSR, ser. matem. 26, No. 5 (1962), 721–752.

4. L. A. TahtadßØn, AsimptotiqeskaØ formula dlØ summy dlin periodov kvadratiqnyh irracional~nosteæ diskriminanta D, Zap. nauqn. semin. LOMI 91 (1979), 134–144.

5. E. P. Golubeva, O dline perioda kvadratiqnoæ irracional~nosti, Mat.

sb. 123, No. 1 (1984), 120–129.

6. E. P. Golubeva, Predstavlenie bol~xih qisel ternarnymi kvadratiqnymi formami, Mat. sb. 129, No. 1 (1986), 40–54.

7. A. I. Vinogradov, L. A. TahtadßØn, Ob asimptotikah Linnika–Skubenko, Dokl. AN SSSR 253, No. 4 (1980), 777–780.

8. E. P. Golubeva, SvØz~ summy summ Sal~e s raspredeleniem celyh toqek na giperboloidah, Zap. nauqn. semin. LOMI 116 (1982), 56–62.

9. E. P. Golubeva, Asimptotiqeskoe raspredelenie celyh toqek, prinadleßawih zadannym klassam vyqetov, na giperboloidah special~nogo vida, Mat. sb. 123, No. 4 (1984), 510–533.

10. �. T. Uitteker, Dß.N. Vatson, Kurs sovremennogo analiza, t. II, gl. 17, M., 1963.

11. G. Beætman, A. �rdeæi, Tablicy integral~nyh preobrazovaniæ, t. I, M., 1969.

12. C. L. Siegel, The average measure of quadratic forms with given determinant and signature, Ann. Math. 45 (1944), 667–685.

Postupilo 3 noØbrØ 1998 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa